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CtaTtnjarta np. nat e o6jaBeHa BO cnucaHMeTo MaTtemaTuukin
nnct Ha AM Ha Cpbunja

M. Ilié-Dajovi¢ (Beograd)

O OSNOJ SIMETRIJI
I

1. Pred nama je sl. 1, na kojoj su u istoj ravni nacrtana
dva trougla i prava s koja ih razdvaja. Uzmimo list providne
hartije, stavimo ga preko slike i prekopirajmo oba trougla (jedan
plavom a drugi crvenom bojom) i pravu s. Presavijmo sada har-
tiju duz prave s i pogledajmo je prema svetlosti; videéemo da se
oba trougla potpuno poklapaju, to jest, ni na kojem od njih ne
postoji nijedna tafka koja se ne poklapa s nekom tatkom drugog
trougla. Takve trougle nazivamo podudarnim trouglima; oni imaju
isti oblik i po veli¢ini su jednaki.

Za takve podudarne trougle kao $to su oni na sl. 1 kaZemo
da su osno simetricni u odnosu na pravu s, ili da su jedan drugom
simetrini u odnosu na osu simetrije s.

Sl 1

Razvijmo sada hartiju na koju smo prekopirali sl. 1, stavimo
Je na sto i pritisnimo je lenjirom tako da se ivica lenjira poklopi
sa pravom s (sl. 2). Ako sada Zelimo da se obe figure poklope,
moramo jednu polovinu lista obrnuti 'za 180° oko ivice lenjira (tj.
oko ose s5). Vidimo, dakle, da se osno simetri¢ni trouglovi mogu
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dovesti do poklapanja tako 3to se jedan od njih obrne za 180°
oko ose simetrije s.

To $to je reeno za osno simetri¢ne trouglove, vaZi i za bilo
koje druge ravne figure:

Dve podudarne ravne figure su simetricne u odnosu na
pravu s koja leZi u njihovoj ravni ako se, obrtanjem jedne od
njih za 180° oko s, one mogu dovesti do potpunog uzajamnog
poklapanja (ili, kako se jo§ kaZe, ako se tim obrtanjem mogu pre-
vesti (preslikati) jedna u drugu).

2. Na tabli su nacrtani ,zmaj** ABCD u prava s (sl. 3).
Kako ¢emo konstruisati ,,zmaj** A'B'C’'D’ osno simetri¢an sa ABCD

u odnosu na s? Tablu ne moZemo presa-

D viti — to je jasno. Pa ipak, to jo§ ne znaci
A da se taj zadatak ne moZe resiti.
Znamo da ,,zmajevi‘** A'B'C'D" i ABCD

moraju biti podudarni, tj. istog oblika 1 jed-

nake veli¢ine. Nije teSko nacrtati koliko god

ho¢emo &etvorouglova istog oblika i jednake

velid¢iine kao &etvorougao ABCD¥; ali, kako

utvrditi koji je od njih osno simetri¢an sa ABCD?

Da bismo odgovorili na to pitanje, mo-

B ramo matemati¢ki utvrditi svojstva osne si-
: metrije.

Sl. 3 Za tacke A i A" (sl. 4a) kaZemo da su

osno simetricne u odnosu na pravu s (osa

simetrije) sa kojom le¥e u istoj ravni, ako prava s polovi du? (od-
secak) AA' pod pravim uglom.

A

Sl 4a Sl 4b Sl 4c

*) Setite se kako se pravi ,.zmaj*: ukrste se dva pruta — AC | BD na sl. 3 — i dobrosvelu
jedan za drugi: zalim se njihovi slobodni krajevi (4, 8, € i D na slici) spoje pruti¢ima (A8, BC,
CD i DA4) i, na kraju, preko takvog kostura razapne se hartija. Dovoljno je da dva ..zmaja* ima-
ju unutraénje prutite jednake (po jedan vedi i jedan manji) i da su cpojeni na sredini manjeg pru-
tica, pa da oba ,.zmaja imaju isti oblik i jednaku velitinu, da su, kako se to u geometriji kake,
podudarni,
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Dakle, da bi tatka A’ bila osno simatri¢na tatki 4 u odnosu
na datu pravu s, moraju biti ispunjena ova dva uslova:

(1) prava s prolazi kroz sredinu S duZi AA" (tj. AS=A'S=
=1/, A4'), i

(2) prava s je normalna na duZi AA" (1j. s | AA').

Prema tome, na sl. 4b prava s nije osa simetrije tacaka B 1
B’ iako je BS=B'S=!/,BB’, jer s sefe BB’ pod kosim uglom; isto
tako ni prava s na sl. 4c nije osa simetrije tataka C i C’ (zaSt0?).

Sada, poSto smo utvrdili karakteristitno svojstvo osno simel-
ri¢nih tadaka, moZemo rediti nekoliko najprostijih zadataka.

Primer 1. — U ravni su date prava s i tatka M van te
prave; odrediti tatku M’ osno simetri¢nu tacki M u odnosu na
pravu s.

Refenje. — Tafka M’ mora se nalaziti na polupravoj
(zraku) m koja polazi iz tatke M i sete s pod pravim uglom u
tatki S (sl. 5); sem toga, mora biti
M’'S = MS. Na osnovu toga lako je geo-
metrijski odrediti tactku M’ osno simetri¢nu
datoj tatki M u odnosu na datu pravu s.

Zadatak. — Pomocu lenjira i des-
tara precizno odredite tatku M’.

Pitanje. — Ako se tatka N na-
lazi na osi simetrije s, gde se onda nalazi
osno simetri¢na tatka N'?

Primer 2. — U ravni su date
tatke M i M’; konstruisati njihovu osu Sl. 5
simetrije § u toj ravni,

Redenje je sasvim lako: traZi se prava s koja je¢ normalna
na duZzi MM’ i prolazi krozsredinu S te duZi. Dakle, treba povuéi
odseak MM’, odrediti njegovu sredinu § i u tatki S povuéi nor-
malu s duZi MM’; prava s je traZena osa simetrije.

Zadatak, — Precizno konstruidite osu simetrije dveju pro-
izvoljn‘h tacaka.

Primer 3. — U ravni je data geomatrijska figura sastav-
liena od Cetiri izolovane tatke 4, B, C, D i osa simetrije s; kon-
struisati figuru osno simetri¢nu datoj figuri.
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Refenje je pokazano na sl. 6.

3. Dve podudarne ravne figure F i F' su osno simetrifue u od-
nosu na pravu s koja leZi u njihovoj ravni (sl. 7) ako ma kojim
tatkama A, B, C,... figure F odgovaraju na figuri F' redom tacke
A, B', C',.. simetricne u odnosu na tu osu s ($to znaci da je pri tom
AA'ls, BB 1s, CC'1s,... i da osa s polovi sve odsecke AA',
BB, CC',...).

{ ek
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Sl 6 Sl. 7
Primer 4. — Konstruisati duZ osno simetriénu datoj duZi

AB u odnosu na datu osu s (koja sa AB leZi u istoj ravni).

Refenje se svodi na konstruisanje tatke A’ osno simetri¢ne
tacki A, 1 tacke B’ osno simetriCne tacki B; duZ A'B’ je traZena duZ.

Zadatak, — Precizno konstruiiite trougao osno simetrifan
datom trouglu ABC u odnosu na pravu s koja leZi u ravni tog
trougla.

Zadatak. — Precizno konstruifite Cetvorougao osno sime-
trian ,,zmaju* na sl. 3.

Pitanje. — Ako je duZ MN normalna na osu simetrije s,
kakav poloZaj prema s ima odgovarajua osno simetri¢éna duz M'N"?

Koriste¢i se primerom 4 moZemo lako svakom datom mnogo-
uglu konstruisati osno simetritan mnogougao u odnosu na neku
datu pravu.

4. Kako moZemo, kad imamo dve podudarne ravne figure F
i F’ (u istoj ravni), utvrditi da li su one osno simetrine jedna
drugoj?
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Odgovor je jednostavan: treba spojiti parove odgovarajuéih
tadaka A i A. Bi B, Ci C’, itd. (sl. 7) i konstruisati u sredini
jedne od tih duZi, npr. A4', pravu s | AA"; ako ova prava polovi
pod pravim uglom i sve ostale duzi BB, CC',..., koje spajaju
odgovarajuée tatke, tada je s osa simetrije figura F i F'; drugim
re¢ima, tada je F' osno simetritna sa F.

5. Ima geometrijskih figura, predmeta u prirodi i predmeta
stvorenih &ovedijim rukama koji su takvog oblika da je jedna nji-
hova polovina simetriéna drugoj polovini u odnosu na neku
pravu. Najprostiji takav primer je proizvoljna duZ AB na sl. &
osa simetrije njenih krajnjih tafaka A4 i B istovremeno deli tu duZ
na jednake duZi AS i BS, koje su jedna drugoj simetrine u od-
nosu na pravu s (sl. 8).

Osa simetrije duZi zove se i simetrala duZi.

SL 8 SL.9

Na sl. 9 pokazani su: kvadrat s jednom svojom osom sime-
trije (ali to nije i jedina njegova osa simetrije), krug s jednom
svojom osom simetrije i jednakokraki trougao sa osom simetrije.

Sta mislite: Koliko osa simetrije ima kvadrat? A koliko ih
ima krug? Da li svaki trougao ima osu simetrijc? Postoji li: a)
trougao koji nema nijednu osu simetrije; b) trougao koji ima samo
jednu osu simetrije; c) trougao koji ima samo dve ose simetrije;
d) trougao koji ima tri ose simetrije; €) trougao koji ima vide od
tri ose simetrij:?

U prirodi nalazimo izvanredno le-
pe primere osne simetrije: leptira sa sime-
tri¢no rasporedenim Sarama na krilima,
sneZzne pahuljice, kestenov list, I mnoge
druge (sl. 10).
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Osna simetrija u prirodi odavna je podstakla ljude da pred-
metima koje stvaraju svojim rukama daju osno simetri¢an oblik;
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SI. 11

tako su nastali i mnogi osno simetri¢ni ukrasi u arhitekturi, u
narodnoj radinosti (npr. Sare na prostirkama) i dr. (sl. 11).

I

1. U ravni su date osa s i prava a. Da bismo pravu a pre-
slikali u osno simetri¢nu pravu a’, dovoljno je da preslikamo dve
proizvoljne talke te prave, npr. M i N (sl. 1); odgovarajuce tacke

M’ 1 N’ odreduju samo jednu pravu — to je prava @' simetriéna
sa @ u odnosu na s.
Zadatak 1. — Dokazati da se prava p paralelna osi simet-

rij¢ s preslikava u pravu p’ keja je takode paralelna s.

Dokaz. — Neka su M i N dve proizvoljne tatke prave p
(sl. 2); njima odgovarajuce tatke M’ i N’ su sa druge strane ose s
i takve da je MM'|[NN'(i | 5) i MM'=NN', tj. S, M'=S,N'.
Odatle zakljutujemo da je M'N'||S,S,, pa samim tim je i prava p'.
odredena tatkama M’ i N’, paralelna osi s (i paralelna pravoj p).

2. Ma koja tatka S ose s preslikava se u sebe samu. (Zasto?
Gde se nalazi §'7 Koliko je rastojanje tatke S od ose s?). Zato
kazemo: prilikom osno simetriénog preslikavanja, sve tatke koje se
nalaze s jedne strane ose preslikavaju se u tadke koje leZe s druge
strane ose; jedino tacke ose s ostaju pri tom nepokretne.
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Na osnovu toga jasno je da, ako prava b sefe osu s u tacki S,
tada ¢e i simetritna prava b" se¢i osu s, i to u ovoj istoj tacki S. —
— Zaista, tatka S na osi simetrije s preslikava se u sebe samu
(sl. 3), tj. njena simetritna talka S’ poklapa se sa njom: §'=S
(Citaj: S identiéno, ili istovetno sa S). To znadi da prava b’ simet-
ritna pravoj b prolazi kroz tatku S.

Zadatak 2. — Prava b sete osu s. Konstruisati pravue b’
simetricnu sa b.

Prema prethodnom, 5’ mora sadrZati taku S u kojoj se seku
b i s; stoga je dovoljno da na pravoj b uoimo samo jo¥ jednu
tatku, npr. taCku B (sl. 3). Odredimo na poznati nadin simetrinu
tatku B'; tatke S i B’ odreduju pravu b’ simetritnu sa b. —— Kao
Sto se vidi, ova konstrukcija je jo§ prostija nego ona na sl |.

Kako je, zbog simetritnosti, BC=B'C='/,BB" i BB | 5, 10
je s simetrala duZi BB'. Pri tom s¢ S8 preslikava u S’ B, $to znadi
da je SB=SB' (=S5'B'), tj. da je tatka S simetrale duZi BB’ pud-
Jednako udaljena od krajnjih tacaka te duZi.

Na osnovu toga jasno je da, ako je s simetrala duzi MM’
(sl. 4), tada za sve tatke §,, §,, S, ... na simetrali vaZi:

SIM:SI_M"q. SEM=SIM‘, SJM":S!M:---

To je karakteristié¢no svojstvo simetrale duZi, koje iskazu-
jemo na sledeéi nadin:

Svaka tacka simetrale dufi jednako je udaljena od krajnjihh ta-
caka te duZi.

To istovremeno zna¢i da, ako smo za neku taku C utvrdili
da je jednako udaljena od dveju datih taaka 4 i B, takva tacka
C nalazi se na simetrali duZi AB. Ako smo pak za neku tatku D
utvrdili da nije jednako udaljena od datih tataka 4 i B, to znadi
da D nije na simetrali duzi AB.

3. Osa simetrije dveju pravih koje se seku polovi ugao izmedu
tih pravih, — Zaista, na sl. 3 je ASCB simetrifan — pa samim
tim i podudaran — sa ASCB’; stoga je <BSC = < B'SC.
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Ako, u ravni, tri prave m, n 1 s prolaze kroz istu tafku i s
je izmedu m i n, kako moZemo utvrditi da je s osa simetrije pra-
vih m i n ili da to nije?

Ako je < (m,s)= <i(n, s)="/,<x(m,n), tada je s osa simetrije
pravih m i n (sl. 5); ako je <x(m,s)# <i(n,s), tada s nije osa si-
metrije tih pravih (sl. 6).

4. Na osnovu pomenutog karakteristiénog svojstva simetrale
duZi moZemo dokazati sledece tvrdenje:

Sve tri simetrale trouglovih stranica seku se u jednoj tacki; ta
tacka je centar opisanog kruga trougla.

(Kao §to znamo, krug na kojem leZe sva tri temena trougla
zove s¢ opisani krug trougla.)

Dokaz je lak. Konstruidimo najpre (sl. 7) simetralu s, stra-
nice BC i simetralu s, stranice AC; njihova preseéna tatka je O.
Kako je O na simetrali s,, to je OB=0C, a kako je O i na simet-
rali §,, to je OC=0A. Odatle je OB~ 0C =0A, to jest OA=0B,
a to znadi da se O nalazi i na simetrali s,
treée stranice AB. Dakle, zaista se sve tri
simetrale seku u jednoj taki

Iz OA = 0B =0C zaklju€ujemo da su
sva tri temena A, B, C trougla ABC jed-
nako udaljena od tatke O; stoga se iz O
kao centra moZc opisati krug koji prolazi
kroz sve tri tatke A4, B, C.

5. Krug koji prolazi kroz sva temena

Sl 7 mnogougla (poligona) zove se opisani krug

mnogougla (poligona). Takav krug se moZe

konstruisati jedino ako se simetrale svih stranica mnogougla seku u
jednoj tacki. Objasnite zasto!
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I

1. Ranije smo utvrdili da osa sime-
trije s dveju pravih a, i @, koje se seku (sl. 1) deli ugao « izmedu
tih pravih na dva jednaka ugla «, i a,, to jest ay=o,="/;a,
pri tome se misli na jedan, bilo koji ugao u kojem leZi osa s.
Drugim refima, u odnosu na osu s ugao «, preslikava se u jednak
susedni ugao a, (sa kojim ima zajednitko teme S i zajedniCki krak s),
i obrnuto. Na osnovu toga, prava koja prolazi kroz teme ugla
i polovi taj ugao je osa simetrije ugla; tu osu nazivamo, kratko, i
simetralom ugla.

Zadatak 1. — Konstruisati simetralu datog ugla AOB (sl. 2).
Re3enje. — Kao 5to smo videli, simetrala ugla s je u isto

,.,_.1‘}"."!' s

14

Sl. 2a Sl. 2b

vreme i osa simetrije krakova toga ugla. Ova osa prolazi kroz
teme O toga ugla (za8to?), a dve proizvoljne tatke M i N odabrane
na kracima OA i OB tako da je OM = ON simetri¢ne su u odnosu
na tu osu. Na osnovu toga izvodi se traZena konstrukcija:

1) najpre se pomoéu 3estara na kracima ugla odrede talke
M i N na jednakom rastojanju od temena O (iz centra O preseku
se kruZnim lukom oba kraka);

2) na poznati nadin odredi se, pomoCu Sestara, tatka Q na
simetrali duZi MN, i

3) povute se prava OQ — to je istovremeno i simetrala duZi MN,
i osa simetrije polupravih OA i OB, i traZena simetrala ugla AOB.

Na sl. 2b konstruisana je simetrala konkavnog ugla; zapazimo
da se u tom sludaju duZ MN nalazi van datog ugla.
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Objasnite: a) konstrukciju normale u datoj tatki A4 prave g;
b) postupak deljenja datog ugla na dva jednaka ugla.

2. Sada ¢emo posmatrati dva naporedna ugla,tj. dva ugla « i
f sa istim temenom i jednim zajednitkim krakom &iji je zbir
180° (sl. 3a).

Zadatak 2. — Konstruisati simetrale dvaju naporednih
uglova i dokazati da se one seku pod pravim uglom.
Re3enje. — Polto se simetrale s, i 5, konstruiu na veé

pokazani natin (sl. 3 b), preostaje da se dokaZe da je ugao izmedu
simetrala s, i s, (koji ¢emo obeleZiti sa y) prav. '

Znamo da simetrala s, deli ugao « na dva jednaka ugla «,
oy a simetrala 5, deli ugao B na dva jednaka ugla B, i B,; zbog
toga je y=o,+PB="fa+,B=",(x+PB); kako su pak uglovi
« i B naporedni, tj. «+B=180° to je zaista v=90° 3to je i
trebalo dokazati,

Na osnovu zad. 2 sad je lako rediti i sledeée zadatke:

Sl 3a Sl 3b

Zadatak 3. — Dokazati da se simetrala unutra¥njeg i si-
metrala susednog spoljanjeg ugla trougla seku pod pravim uglom(sl. 4).

Zadatak 4. —

A
P Za dve prave koje se
seku (/, i/, na sl 5)
mogu se povudi dve ose
simetrije (s, i s,); do-
kazati da se te ose seku
Sl. 6

pod pravim uglom.

3. Uotimo u ravni ugao AOB i tatku P van toga ugla (sl. 6).
Otigledno, kroz tatku P moZemo povuéi koliko god Zelimo pravih
koje seku krak OA redom u tadkama A4,, 4,, A,,...; pri tom su
odgovarajuéi odsetci 04, i OB, 04, i OB,, OA, i OB,,... raz-
licite duZine. U vezi s tim je i sledeéi zadatak iz prakse:

Sl. 5
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Trasiranje nove ulice. — U jednom novom naselju (sl. 7a)
u kojem su ve¢ izgradene ulice OA i OB, treba izgraditi novi
ulicu koja prolazi od trga P i seCe ulice OA | OB tako da su
duZine OM 1 ON jednake. Kako treba trasirati novu ulicu?

p

Sl. 7a, Sl 7b
Postavljeni zadatak najpre éemo formulisati geometrijski:

Zadatak 5. — Kroz tatku P van ugla AOB povuci pravu

p tako da ona od krakova tog ugla odseca jednake odseCke:
OM =ON (sl. 7a).

ReSenje. — Kako se zahteva da bude OM =ON, to znati
da su talke M i N (preseci prave p i krakova OA i OB) simetriCne
jedna diugoj u odnosu na simetralu s ugla AOB. Prema tome, na
kracima OA i OB treba odrediti dve simetrine tatke M i N
tako da prava MN prolazi kroz 1atku P i da je normzlna na s.
Na osnovu toga se traZena konstrukcija izvodi na slede¢i nacin:

1) najpre se konstruife simetrzla s ugla AOB (a 1o je i
simetrala krakova OA i OB, sl. 7b),i

2) zatim se kroz talku P povufe prava normalna na s; to
je traZena prava p.

Zaista, kako je prava p normalna na s, njeni preseci M i N
sa kracima OA i OB simetri¢ni su v odnosu na s, §to znali, na
osnovu poznatcg svojstva simetrale duzi, da OM=0ON, a to je
i trebalo dokazati.

Zapazimo da se osa s i traZena prava p seku u uglu AOB;
ako bi se one sckle van tcg ugla, tada bi prava p sekla produ-
Yene krake ugla AOB, 1e postavljeni zadatak ne bi imao redenje.

Redenjem zadatka 5 dato nam je i redenje prakii¢nog zadatka
o trasiranju nove ulice.

4. Evo jo§ jednog primera u kojem se koristi osna simetrija:

11
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Zadatak 6. — U ravni su dati prava p i dva nejednaka
kruga k, i k, sa raznih strana prave p (sl. 8a); odrediti na krugu
k, tatku A4 i na krugu k, talku B tako da je odsefak AB|p i
da su odstojanja taaka A i B od prave p jednaka.

Sl. 8a Sl. 8b

ReSenje. — Prema uslovu postavljenom u zadatku, treba
odrediti tatke A4 i B tako da prava p bude osa simetrije od-
setka AB.

Da. bismo zadatak redili, poéi ¢emo od Einjenice da, ako se
sl. 8a presavije duZ prave p, tada ¢e se simetritne tatke poklopiti.
Umesto da presavijemo sliku, mi éemo krug k, preslikati simetriéno
u odnosu na.pravu p; dobi¢éemo krug k,; tatke B, i B, zajkdnitke
krugovima k," i k, i njima simetriéne tatke A, i 4, na krugu K,
jesu traZenc tatke (jer je A, B,lp i AP =B P, A,B,1pi
4, P, =B, P,).

S obzirom na ‘poloZaj krugova k, i k, postoje sledece
moguénosti:

1) krugovi k" i k, se seku; tada "zadatak ima dva reSenja,
tj. dva para tataka zadovoljavaju postavljeni uslov;

2) krugovi k'y i k; se dodiruju; zadatak ima jedno resenje;
tj. postoji samo jedan par tataka koji zadovoljava postavljeni uslov;

3) krugovi k,’ i k, nemaju zajednitkih tafaka; zadatak nema
refenja, 3to znad¢i da na krugovima k, i k, ne postoji nijedan par
tataka koji zadovoljava postavljeni uslov.
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