
Singularna dekompozicija matrice reda 2

Vida Zadelj-Martić∗ , Zagreb

Sažetak. U članku se izvodi efikasna metoda za računanje singularne
dekompozicije trokutaste i opće matrice reda 2. Tipična primjena ove metode
je njeno korištenje u sklopu tzv. dijagonalizacijskih metoda za singularnu
dekompoziciju matrica reda n . Tako -der, služi za brzo i točno odre -divanje
norme, ranga i generaliziranog inverza općih matrica reda dva. Stoga može
poslužiti za rješavanje problema najmanjih kvadrata u dvije dimenzije. Opis
metode je prilago -den radu s kalkulatorom ili računalom.

Uvod

Singularna dekompozicija (ili singularni rastav) matrice je jedna od najvažnijih
matričnih dekompozicija, kako za teorijske, tako i za razne računske potrebe. Algoritmi
za računanje te dekompozicije često se koriste u sklopu složenijih algoritama za
rješavanje stvarnih problema u gospodarstvu, industriji i znanosti. Mi ćemo se ovdje
pozabaviti računanjem singularne dekompozicije u najjednostavnijem slučaju, kad je
matrica reda 2.

Neka je A proizvoljna matrica reda 2. Singularna dekompozicija matrice A je svaki
rastav oblika

A =
[

a b
d e

]
= U

[
σ1 0
0 σ2

]
Vτ = UΣVτ , σ1 ≥ σ2 ≥ 0 , (1)

gdje su U i V ortogonalne matrice reda 2, a τ je znak za transponiranje matrica. Ovdje
je Σ dijagonalna matrica reda 2, čiji dijagonalni elementi σ1 i σ2 su nenegativni realni
brojevi koje nazivamo singularne vrijednosti od A . Tako -der, stupce od U i V nazivamo
lijevi i desni singularni vektori od A , respektivno. Prvi stupac od U ( V ) je lijevi (desni)
singularni vektor od A koji pripada singularnoj vrijednosti σ1 , dok je drugi stupac od
U ( V ) lijevi (desni) singularni vektor od A koji pripada singularnoj vrijednosti σ2 .

Ortogonalna matrica je kvadratna (realna) matrica koja zadovoljava uvjet QτQ = I
gdje je I jedinična matrica istog reda. Njen inverz je Qτ , pa zato Q zadovoljava i uvjet
QQτ = I , koji se tako -der može koristiti u definiciji. Uvjet QτQ = I ( QQτ = I ) znači
da su stupci (redci) od Q ortonormirani tj. imaju duljinu jedan i ortogonalni su jedan
prema drugome.

Ortogonalne matrice reda 2 su ili rotacije ili reflektori u ravnini, pa proizvoljna
ortogonalna matrica W reda 2 ima jedan od sljedeća dva oblika

W =
[

cos φ − sin φ
sin φ cos φ

]
ili W =

[
cosφ sin φ
sin φ − cosφ

]
.

Pritom je φ ∈ [0 , 2π] kut kojim je odre -dena matrica W . Za prvi oblik kažemo
da je ravninska rotacija, dok je drugi reflektor. Mi ćemo u ovom prikazu koristiti

∗ Autorica je viši predavač na Geodetskom fakultetu Sveučilišta u Zagrebu.
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rotacije. Uočimo da se reflektor lako dobije iz rotacije množenjem slijeva ili zdesna
dijagonalnom matricom čiji jedan dijagonalni element je 1, a drugi −1. Više o
singularnoj dekompoziciji i algoritmima za njeno izračunavanje može se naći npr. u
poznatoj knjizi Matrix Computations [1].

Cilj nam je prikazati jedan računski postupak (algoritam) za računanje singularne
dekompozicije matrice A reda 2. Pritom ćemo koristiti tzv. stabilne formule, pomoću
kojih se i pomoću kalkulatora, a pogotovo pomoću jednostavnog računalnog programa u
nekom programskom jeziku, mogu izračunati singularne vrijednosti i vektori do točnosti
koju pruža kalkulator ili računalo koje koristimo.

Postupak ima dvije faze. U prvoj koristimo jednu rotaciju da dovedemo polaznu
matricu A na gornjetrokutasti oblik. Takva rotacija se zove Givensova rotacija, a
postupak svo -denja matrice A na gornjetrokutastu matricu T , naziva se Givensova
metoda. Ta metoda postoji i za opće m × m matrice, a ovdje ćemo ju izvesti za matrice
reda 2.

Givensova metoda

Neka A ima elemente a , b , d i e , kao u relaciji (1). Tada se Givensova metoda
može opisati matričnom relacijom

Gτ A = T ili po elementima

[
c s
−s c

] [
a b
d e

]
=
[

f g
0 h

]
,

gdje je G ravninska rotacija za kut θ , a c i s kraće oznake za cosθ i sin θ , respektivno.
Ako c i s definiramo pomoću formula

c =
a√

a2 + d2
, s =

d√
a2 + d2

, (2)

tada množenjem matrica Gτ i A dobijemo

GτA =
[

c s
−s c

] [
a b
d e

]
=
[

ca + sd cb + se
−sa + cd −sb + ce

]
=
[

f g
0 h

]
, (3)

gdje je

f = ca + sd =
a√

a2 + d2
a +

d√
a2 + d2

d =
a2 + d2

√
a2 + d2

=
√

a2 + d2,

g = cb + se =
a√

a2 + d2
b +

d√
a2 + d2

e =
ab + de√
a2 + d2

,

0 = −sa + cd = − d√
a2 + d2

a +
a√

a2 + d2
d (ovo je tek provjera),

h = −sb + ce = − d√
a2 + d2

b +
a√

a2 + d2
e =

−bd + ae√
a2 + d2

.

Uočimo da se c i s ne mogu izračunati samo ako je nazivnik
√

a2 + d2 jednak nula.
No, tada Givensova redukcija na gornjetrokutasti oblik, zapravo nije niti potrebna, jer je
A već gornjetrokutasta. Štoviše, Givensova redukcija nije potrebna čim je d = 0!

Vidimo da je algoritam za Givensovu redukciju vrlo jednostavan i možemo ga lako
izračunati pomoću kalkulatora ili računalnog programa. Prvo izračunamo c i s pomoću
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formula (2), a zatim netrivijalne elemente f , g i h gornjetrokutaste matrice T pomoću
zadnjih relacija.

Priprema za drugu fazu

Za potrebe druge faze algoritma, poželjno je da bude i h ≥ 0. To lako postignemo
množeći drugi stupac matrice T s predznakom od h , sgn(h) . Pomoću matričnog
množenja, tu transformaciju možemo opisati relacijom

T̃ = TP odnosno

[
f g · sgn(h)
0 |h|

]
=
[

f g
0 h

] [
1 0
0 sgn(h)

]
.

Kako je sgn(h) jednako 1 ili −1, P je ortogonalna i za nju još vrijedi Pτ = P , pa je
P2 = I . Stoga iz T̃ = TP = GτAP slijedi A = GT̃P .

Sada smo problem singularnog rastava matrice A sveli na problem singularnog rastava
matrice T̃ . Doista, ako na -demo rotacije R1 i R2 , takve da je

T̃ = R1ΣRτ
2, tada je A = GT̃P = G(R1ΣRτ

2)P = (GR1)Σ(PR2)τ ,

pa treba samo staviti U = GR1 i V = PR2 . Pritom je U kao produkt dviju rotacija opet
rotacija (s kutom koji je jednak zbroju kutova rotacija R1 i G), dok je V ili rotacija R2

(kad je sgn(h) = 1) ili reflektor (kad je sgn(h) = −1).

Za računanje singularnog rastava matrice T̃ , koristit ćemo tzv. Kogbetliantzovu
metodu.

Kogbetliantzova metoda

Iako je Kogbetliantzova metoda definirana za opće trokutaste matrice reda n , mi
ćemo ju ovdje izvesti i opisati za slučaj n = 2, slijedeći ideje iz članka [2]. Za taj
slučaj, metoda odre -duje matrice rotacije Rϕ i Rψ , takve da je T ′ = Rτ

ϕTRψ dijagonalna
matrica, pri čemu polazna matrica T može biti proizvoljna gornjetrokutasta. Gledajući
matrice po elementima, mora vrijediti[

f ′ 0
0 h′

]
=
[

cϕ sϕ
−sϕ cϕ

] [
f g
0 h

] [
cψ −sψ
sψ cψ

]
, (4)

gdje su cϕ = cosφ , sϕ = sin φ i cψ = cosψ , sψ = sinψ , a T ′ je dijagonalna s
dijagonalnim elementima f ′ i h′ . Dakle, Rϕ i Rψ su odre -dene kutovima φ i ψ . Kad
izvedemo postupak za računanje elemenata matrica T ′ , Rϕ i Rψ , onda ga možemo
primijeniti na matricu T̃ iz prethodnog odjeljka.

Odre -divanje matrica Rϕ i Rψ

Jednadžbu (4), odnosno T ′ = Rτ
ϕTRψ , možemo napisati kao RϕT ′ = TRψ ili

T ′Rτ
ψ = Rτ

ϕT , ovisno o tome množimo li jednakost (4) s Rϕ s lijeve, ili s Rτ
ψ s desne
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strane. To možemo zapisati po elementima

[
cϕ −sϕ
sϕ cϕ

] [
f ′ 0
0 h′

]
=
[

f g
0 h

] [
cψ −sψ
sψ cψ

]
,

[
f ′ 0
0 h′

] [
cψ sψ
−sψ cψ

]
=
[

cϕ sϕ
−sϕ cϕ

] [
f g
0 h

]
.

Množeći matrice na lijevim i desnim stranama, dobijemo

[
cϕ f ′ −sϕh′

sϕ f ′ cϕh′

]
=
[

f cψ + gsψ −f sψ + gcψ
hsψ hcψ

]

[
f ′cψ f ′sψ
−h′sψ h′cψ

]
=
[

f cϕ gcϕ + hsϕ
−f sϕ −gsϕ + hcϕ

]
.

Izjednačavanjem odgovarajućih elemenata matrica na lijevoj i desnoj strani, dobivamo

f ′ =
cϕ
cψ

f =
sψ
sϕ

h =
cψ
cϕ

f +
sψ
cϕ

g =
sϕ
sψ

h +
cϕ
sψ

g,

h′ =
cψ
cϕ

h =
sϕ
sψ

f =
cϕ
cψ

h − sϕ
cψ

g =
sψ
sϕ

f − cψ
sϕ

g.

Za potrebe računanja, uzet ćemo najjednostavnije formule

f ′ =
cϕ
cψ

f i h′ =
cψ
cϕ

h . (5)

Direktnim računanjem elemenata matrice T ′ , u relaciji (4), dobivamo

T ′ =
[

cϕcψ f + cϕsψg + sϕsψh −cϕsψ f + cϕcψg + sϕcψh
−sϕcψ f − sϕsψg + cϕsψh sϕsψ f − sϕcψg + cϕcψh

]
.

To daje sljedeće jednadžbe

f ′ = cϕcψ f + cϕsψg + sϕsψh, h′ = sϕsψ f − sϕcψg + cϕcψh, (6)

0 = −cϕsψ f + cϕcψg + sϕcψh, (7)

0 = −sϕcψ f − sϕsψg + cϕsψh . (8)

Kako za računanje f ′ i h′ već imamo formule (5) koje su jednostavnije od onih u (6),

preostaje samo izračunati elemente matrica rotacija Rϕ i Rψ pomoću relacija (7) i (8).

Još kažemo da izvodimo formule za kutove.
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Formule za kutove

Primijetimo da relacije (7) i (8) možemo napisati u matričnom obliku[
cϕg + sϕh −cϕ f
−sϕ f cϕh − sϕg

] [
cψ
sψ

]
=
[

0
0

]
, (9)

Stoga što je vektor [cψ , sψ ]T uvijek različit od nul-vektora, zaključujemo da determinanta
matrice drugog reda, mora biti jednaka nuli. Iz toga slijedi

sϕcϕ
(−f 2 − g2 + h2

)− s2
ϕhg + c2

ϕgf = 0,

Ako koristimo formule za sinus i kosinus dvostrukog kuta, dobivamo

tan 2ϕ =
2hg

f 2 − h2 + g2
. (10)

Iz formule (10) možemo izračunati tϕ = tanϕ , a pomoću tϕ lako izračunamo cϕ i
sϕ . Kut 2ϕ možemo birati iz intervala (−π/2 , π/2] , tako da kut ϕ bude iz intervala
(−π/4 , π/4] .

Kako najefikasnije izračunati tϕ iz tan 2ϕ ? Postupak je sljedeći. Izračunajmo
vrijednost razlomka u (10) i označimo ga s α . Nakon toga iskoristimo formulu za
tangens dvostrukog kuta i relaciju (10),

2tϕ
1 − t2

ϕ
= α što daje αt2

ϕ + 2tϕ − α = 0.

Rješavanjem kvadratne jednadžbe po tϕ , dobijemo

tϕ =
−1 ±√

α2 + 1
α

.

Kako je kut ϕ iz intervala (−π/4 , π/4] , tϕ i tan 2ϕ = α imaju isti predznak. Me -dutim
α i tϕ mogu imati isti predznak samo ako je brojnik u zadnjoj relaciji pozitivan. Dakle
je

tϕ =
−1 +

√
α2 + 1

α
=

√
α2 + 1 − 1

α
·
√
α2 + 1 + 1√
α2 + 1 + 1

=
α

1 +
√

1 + α2
. (11)

Ova zadnja formula (za razliku od prve) nema opasnost kraćenja vodećih znamenaka
kod oduzimanja (u brojniku, kad je |α| malo), pa ju treba koristiti. Tako -der, za razliku
od prve formule, dobro je definirana kad je α = 0. Sada se cϕ i sϕ dobiju iz relacija

cϕ =
1√

1 + t2
ϕ

, sϕ =
tϕ√

1 + t2
ϕ

. (12)

Nakon uvrštavanja tako izračunatih cϕ i sϕ u jednadžbe (9), one postaju proporcionalne,
tj. predstavljaju istu jednadžbu za kut ψ . Iz prve proizlazi

tanψ =
g + htϕ

f
, a iz druge tanψ =

f tϕ
h − gtϕ

. (13)

Kut ψ možemo birati iz intervala (−π/2 , π/2] . Obje formule u (13) daju istu
vrijednost za tanψ . Koristeći tψ = tanψ , cψ i sψ se izračunaju kao u relaciji (12).

Primijetimo da zbog izabranog intervala za kutove uvijek vrijedi |tϕ | ≤ 1 i
cϕ ≥ √

2/2, dok je cψ ≥ 0. Ako f nije nula, onda iz relacije (13) slijedi cψ > 0,
pa formule (5) pokazuju da f ′ i f , kao i h′ i h imaju iste predznake. To znači, ako
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Kogbetliantzovu metodu primijenimo na matricu T̃ kod koje su i f i h pozitivni, onda
su f ′ i h′ pozitivni, a to znači da su f ′ i h′ singularne vrijednosti.

Na sličan način možemo dobiti postupak u kojem se prvo odre -duje tanψ iz tan 2ψ ,
a nakon toga tanϕ . Iz tih vrijednosti tako -der možemo dobiti vrijednosti za cψ , sψ , cϕ ,
sϕ .

Primjer 1. Neka je matrica

A =
[

a b
d e

]
=
[

9 2
12 5

]
.

Za ovaj primjer koristimo običan kalkulator. Prvo Givensovom metodom poništavamo
element na poziciji (2, 1) , te na taj način dobivamo gornje trokutastu matricu T .

Iz relacija (2) slijedi

c =
9√

92 + 122
= 0.6, s =

12√
92 + 122

= 0.8 . (14)

Tada iz (3) proizlazi

GτA =
[

0.6 0.8
−0.8 0.6

] [
9 2

12 5

]
=
[

15 5.2
0 1.4

]
=
[

f g
0 h

]
. (15)

Iz formule (10) za tangens dvostrukog kuta ϕ dobivamo

tan 2ϕ =
2gh

f 2 + g2 − h2
= 0.05822137 (16)

i odatle

tϕ =
0.05822137

1 +
√

1 + 0.058221372
= 0.02908606.

Stoga je

cϕ =
1√

1 + t2
ϕ

= 0.9995773, sϕ =
tϕ√

1 + t2
ϕ

= 0.02907376 .

Nadalje, iz (13) dobivamo

tψ = tanψ =
5.2 + 1.4 tϕ

15
= 0.3493814,

pa je

cψ =
1√

1 + t2
ψ

= 0.9440403, sψ =
tψ√

1 + t2
ψ

= 0.3298301.

Na taj način su definirani svi elementi na desnoj strani relacije (4), pa se mogu odrediti
i elementi f ′ i h′ .

f ′ =
cϕ
cψ

f =
0.9983094
0.9432389

· 15 = 15.882436,

h′ =
cψ
cϕ

h =
0.9432389
0.9983094

· 1.4 = 1.3222153.
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Konačna dijagonalna forma matrice A, ako koristimo relacije (3) i (4), ima oblik

Σ=
[

f ′ 0
0 h′

]
=
[

cϕ sϕ
−sϕ cϕ

] [
f g
0 h

] [
cψ −sψ
sψ cψ

]

=
[

cϕ sϕ
−sϕ cϕ

] [
c s
−s c

] [
a b
d e

] [
cψ −sψ
sψ cψ

]
= UτAV.

Pri tome je

U =
([

cϕ sϕ
−sϕ cϕ

] [
c s
−s c

])τ

=
[

c −s
s c

] [
cϕ −sϕ
sϕ cϕ

]

=
[

cϕc − sϕs −sϕc − cϕs
cϕs + sϕc cϕc − sϕs

]
=
[

cos(θ + ϕ) sin(θ + ϕ)
− sin(θ + ϕ) cos(θ + ϕ)

]
,

gdje je c = cos θ , s = sin θ . Kad računamo U , onda koristimo prvi prikaz matrice u
drugom redu, jer nas kutovi ne zanimaju. Kako je element h bio pozitivan, matrica V
je baš rotacija Rψ . Dakle, singularna dekompozicija matrice A ima oblik

A = UΣVτ

=
[

0.5764874−0.8171061
0.8171061 0.5764874

] [
15.882436 0

0 1.3222153

] [
0.9440403 0.3298301

−0.3298301 0.9440403

]
.

Spomenimo na kraju da u slučaju kad dobijemo f ′ < h′ , moramo staviti σ1 = h′
i σ2 = f ′ , jer je uvijek σ1 ≥ σ2 . U tom slučaju načinimo sljedeće: zamijenimo
dijagonalne elemente f ′ i h′ u T ′ i tako -der zamijenimo stupce u izračunatim matricama
U i V . Provjerite da se produkt matrica UΣVτ nakon tih zamjena nije promijenio!

Literatura
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Kako kocku provući kroz isto tako veliku kocku?

Željko Hanjš, Zagreb

Da li se iz drvene kocke može izrezati otvor
kroz koji se može provući isto takva kocka?

Izgleda neobično! A uskoro ćemo vidjeti da
se zaista može, čak štoviše, može se provući i
veća kocka. Kako velika može biti kocka koja se
može provući kroz polaznu?

Da to pokažemo, projicirajmo kocku
ABCDEFGH na ravninu okomitu na prostornu di-
jagonalu BH . Iz sukladnosti trokuta BHA , BHC
i BHF i pošto je <)ABF = <)ABC = <)FBC = π

2 ,
slike od BA , BC i BF , zatvaraju me -dusobno
jednake kutove, tj. kutove veličine 2π

3 . Nadalje
slike od HG , HE i HD , moraju biti paralelne

redom sa BA , BC i BF , tj. dvije po dvije moraju biti na istom pravcu, jer se točke B i
H preslikavaju u istu točku. Zato su slike točaka A , C , F , G , E i D vrhovi pravilnog
šesterokuta A′E′F′G′C′D′ . Odredimo duljinu njegove stranice.

Promatrajmo trokut HBF u kojem je spuštena visina FK . Zbog sličnosti trokuta

HBF i HFK (imaju jednake kutove) vrijedi omjer
|KF|
|HF| =

|FB|
|HB| , odakle se dobiva

|KF| =
|FB| · |HF|

|HB| =
a · a

√
2

a
√

3
= a

√
2
3

= r, gdje je a duljina brida kocke. Duljina

|KF| je ujedno duljina stranice pravilnog šesterokuta.

Odredimo duljinu stranice kvadrata PQRS upisanog u
ovaj šesterokut, kao na slici. Označimo s x i y duljine
dužina ST i TD′ . Tada je

y = x
√

3,

r + 2x = a1,

r
√

3 − 2y = a1,
gdje je a1 duljina stranice kvadrata PQRS .

Iz ovog sustava jednadžbi dobivamo a1 =
2r
√

3

1 +
√

3
.

Napokon je, a1 =
2a

√
2

1 +
√

3
> a. Dakle, može se napraviti kvadratni otvor stranice a′ ,

tako da bude

a < a′ <
2a

√
2

1 +
√

3
,

kroz koji se može provući kocka brida a′ .

250 Matematičko-fizički list, LVII 1 (2006. – 2007.)



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308030d730ea30d730ec30b9537052377528306e00200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /FRA <>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>






    /TUR <>
    /HEB (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for high quality pre-press printing. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later. These settings require font embedding.)
    /ENU <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice




