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P RABHA KOMVCUJA

3a TAaKMUUYEHa M3 MaTEMAaTUKE yUEHUKA CPeMbUX MIKOJIA,
mKoJicka roquaa 2017/2018.

. Baaruh np Buaguvmup, Maremaruura rumuasuja, Beorpan
. Bamuh np Gojau, [IM®, Hosu Can — npencensHuk KOMUCHje
. Boxun np Brnamnmvmp, Maremarnukn ¢akxynrer, Leorpan

. Bapra B. Joxe¢p, OII ,Ilerap Kounh®, Temepun

. 'Burrh op Mapro, [IM®, Hum

. Byruh Hyman, Mamuackn darkynrer, Beorpan

. Ruesxxesuh np Musman, Maremarunuru ¢dakynarer, Beorpan

. JIygkuh ap Munusoje, Pajc, CAIL

. Mapunkosuh Pactro, KmaskeBauka rumuasuja, Kmaskenar

. Maruh np Usan, Bapyx romen, CAIl

. Munocasmwesuhi Musom, 'umuasuja ,,Cserozap Mapkosuh ¢, Hum
. llerposuh np Hurosa, Mucturyr 3a ¢usuky, Beorpan

. Panosanosuh np Mapro, MaremaTuuku ¢axynrer, Georpan

. Cennunh Mmp Anercannap, ['mvuaszuja, Kpameso

. Crojakosuh ap Mwunom, ITM®, Hosu Can

. Tomuh NBarka, 'mmuasuja, Bameso

. Yukom [lajop I'mzena, 'umuasuja ,,Bomaun“, Cenra

IIpeBon va mabapcku je3uk:

1. Aro Bagor Kpucruna, [IM®, Hosu Can



OINIIMITVHCRKO TAKMMNYEILE N3 MATEMATURE
YUEHUMKA CPEIILUX IITIKOJIA, 13. 1. 2018.

IlpBu pa3spen — A kareropuja

1. 3a npuponan 6poj n, Heka je f(n) 6poj HamUCaH UCTUM HUPPaMa anu 0GpaT-
HUM penocienoM (Tj. 3IMecHa HaJIeBO) ako n Huje newus ca 10, a uHAUe neduH-
nmemo f(n) = 0. (Ha npumep, f(123) =321 u f(30) =0.)

a) Axo Basku n = 3f(n), nokaszatu na je n mesus ca 27.

b) Ako Basku n = 2f(n), mokazatu na je n memwus ca 9.

2. Heka je Ttaura K cpemumre crpanune C'D npasoyraoumuka ABCD. Ilpase
BK u AC cy oproronajse u cery ce y tauku H, a tauka (G je HOOHO:Kje HOpMAJE
u3 D ua AC. Iorazaru:

a) {ACB = {DHA;
b) GH = éAC.

3. MaremaTtuuka KOMUCHU]a Ce CACTOju on 2n wnaHoBa, n > 3. [lo3dmaro je ma
je cBaku wian koMucuje y csabu ¢ Tauno jemauMm mpyrum umanoM komucuje (oBa
penamuja je cumerpuuna). Ha konuko HaumHa je Moryhe MOmeauTH KOMUCHU]Y Yy
Tpu ondopa: jenaH 3a cacTaB/barme 3aaTaKa, jeJaH 33 OLEHhUBAIE 3aTaTaKa U
jeraH 3a OpraHW3aIujy TaKMUYEHa, TAKO Oa CBAKM 0xbOp mMa Oap ABa djaaHa U
Ia HUKOja OBa 4jaHa KOMUCHje Koja cy y cBabu He Oymy y mctom oxbopy?

4. Car uma Tpu Ka3asbke Koje ce cBe okpehy paBaomeprom Op3uaom. CeryHIHA
Ka3aJbKa HapaBUW KPYT 3a jeJaH MUHYT, MUHYTHA 3a jeIaH caT, a caTHa 3a 12 caTu.
Y mouoh cy cBe kazasmke y ucrtoj nmosunuju. Kommko he myra y mepuwony on 24
yaca O] Tazaa jeIHa Ka3aJbKa ca CBAKOM OJ Apyre aBe 3akjaamaru yrao on 30°7

5. Baporn MuaxayseH xuBu y 3eMbu Z y K0joj moctoju 2018 rpanoBa U HEKU
rpajoBu Cy mOBe3aHu IyTeBuMa (myTeBuMa je Moryhe kperaru ce y oba cmepa).
Bapon je ycramoBuo ma moctoju rpan A M3 KOI MOKEMO KPEHYTH Ha MyTOBame,
Ha Kpajy TOT IyTOBama Ce BpPATUTU y rpanx A, a ma TOkoM myToBama mpobhemo
CBUM IIyTEBUMA y TOj 3eMJbU TadyHo jemHoM. OH TBpAM Ja M3 Te YUHEHUIE CJIeIu
na 3a O6mio Koja nBa ImyTa p U T KOja MAY U3 UCTOT Ipaja IOCTOjU IyTOBAaH-€ U3
HEeKOr rpaaa B Ha kpajy kor ce Bpahamo y rpan B, TOKOM IIyTOBama IPOJIA3UMO
CBUM IIyTE€BVMAa TAYHO jeTHOM, M IPUTOM IIyTEBUMA P U I MPOJA3UMO HEIOCPEIHO
jemsuM 3a gpyruMm. [la su je oH mpaBy miu mo obuvajy maske?

Ipyru pa3pen — A kareropuja
1. Pemuru jenmunadunmy:

V17 —7sin2x = 3cosx — 5sinz.

2. Hat je AABC wuauje cy crpanute a, b u ¢, a < b < ¢, a Te;RUIMHE Ty:KU KOje
BUMa OATOBAPAajy Cy tq, tp U t., pecuekruBuo. JlokazaTu:



a) jennaxoct a? + ¢? = 2b% BaKM aKO U caMo aKo BakM 12 + 12 = 2t2;

b) jemmaroct a? + ¢? = 2b? Bawm ako m camo axo je AABC cimdaHm TPOYTITy
yuje Cy CTpaHulle OYy:KUHA g, Tp U .

3. Hahu cBe npocre 6pojese o6mura 1010101 ...0101 (Tj. ynju merumMaaau 3a-
nuc ce cacroju oxn mudpe 1 m3a koje ciaemu 60k ,,01 “ MOHOBILEH TPOU3BOJBAH OPOJ
myTa).

4. Hahu cBa meneraTtusHa peasiHa penema (331, o, ... ,xn) cucreMa je,I[Han/IHa
2 2 .
$i+1:$i—($i,1—1>, 121,2,...,7’),.
(I/IHIIGI{CQ y3uMaMO HOUKJIUYHO IO MOAYJIY n)

5. Illar je memapan mpuponan 6poj n. KBampar crpanune n je momesbeH Ha
n? jenmEmuEnx kBagpara. CTpaHume oBUX KBaapara oapebyjy ykymao 2n(n + 1)
jemuunuHUX ay:ku. Heke om oBux mayskm cy obOojeHe NPBEHO, IPU YEeMy CBAKU je-
AUHUYHU KBAJIpaT uMa Oap IBe nupBeHe cTpaHuie. Koauko HajMame Oy:KUA MOKe
6utu 060jeHo?

Tpehu paspen — A kareropuja
1. Hahwu cBe ¢yurmuje f: R — R rakBe na 3a cBe z,y € R Baxku

f(f(xy) = |=|f(y) + 3f(zy).

2. Heka je I umenrap kpysxkuune ymucane y AABC, AB < AC. Ilpasa Al
IOHOBO Ce€uUe HEroBy ONMUCaHy Kpy:kHuMNy y tauku D. KpyxHnna ommcaxa OKO
ACDI nounoso ceue npaBy BI y taukn K. Hokazaru: BK = CK.

3. Ilar je Tpoyrao umje cy Oy:KUHE CTPaHUIA TPUPOTHU OPOjeBU U uyuja je
TMOBPIIUHA TpUPOAaH 6poj. JemHa on HEroBUX CTPAHUIA j€ APUTMETUYKA CPEANHA
apyre nse, a 30up Hajkpahe crpaHume w moBpmMHE je jemHak 30upy mpeocTaiie
nee crpanune. Hahim mgyskvHe HEroBUX CTPAHUNA U BHETOBY HOBPIIUHY.

4. Hara je tabma (2n+ 1) X (2n+ 1) y uujem ce homry manasu nayk. Ilayk
y JeOHOM IOTe3y MOMKe na Ce MOMEPU jeTHO WU OBA IM0Jba BEPTUKAJIHO WIU IU-
jArOHAJHO, WX jeTHO MOJFe XOPU3OHTAJIHO. KOJIMKO HajMame moresa je moTpebHOo
nayky na obube cBa moma ma tabau? (CMmarpaMo ma mosbe HA KOM Iayk CTOjU HA
TOYETKY, KA0 U MOJhe Ha KOje CTUTHE Ha Kpajy, jecy moJsba Koja je obumao; Takobe,
VKOJMKO TAyK OQUIpa MOTe3 y KOM ce HMOMEpU 3a ABa I0Jba, CMaTpaMo Oa HayK
jecre obumao u nome nsmehy wUX.)

5. [IpumuruaoM [luraropurom TpojkoMm HaszuBaMmo ypebeny Tpojky mpupon-

Hux Gpojesa (a,b,c), y3ajaMHO TPOCTUX MO MAPOBUMA, 3a Koje Baxkw a’ + b? = c2.

a) Ilokaszaru ma ce HUjenqHa npuMuTUBHA [uTaropuna Tpojra He MOKE 3AIACATU
ropucrehu camo nBe pasianuumre udpe.

b) Hokazatu na ce GECKOHAYHO MHOIO HpUMUTHBHUX Iluraropunux Tpojku
Moske 3anmcaru nomohy mudapa 0, 1 u 5.



YerBpTH pa3pen — A kareropuja

1. Y 3aBUCHOCTU OJ HEHETATUBHOI IapaMerpa k OApeIuTu FPAHUYHY BPETHOCT:

. (tg kx) =
lim .
x—0 €T

2. Okraenap ABCDEF uma 3a cBojy ocuouny kBanpatr ABCD, nok je npasa
EF mopmasana Ha paBan onpebeny ksanparom ABCD u nposa3u Kpo3 HEroB IeH-
tap. Ilo3HaTo je ma sonTa kKoja HOAWpPYje CBE IJLbOCHU OKTAEAPA U JIONTA KOja
nomupyje cse Goune usuue (tvj. EA, EB, EC, ED, FA, FB, FC u FD) nmajy

UCTU IeHTap U Ja JIONTa Koja JoIupyje 6oune usuine uMma 3a 50% sehy mospmumay.
Hahwu ommoc E
AB
3. Ilepuna cToju Ha jeIHOM O YETHUPU CIpaTa 3rpane. Y jeoHOM IOTe3y OH
mpeJsiasy Ha CyCemaH cupaT (CIpaT WU3HAK WK CIPAT UCIOM, aKO TAKAB IOCTOjU).
Ha romuko maumua [lepuna moke na HampaBum n moTe3a, TOe je N 3a0aT HEHEr-
aTUBAH €0 OpOj, aKO MOKE IOUYeTH Ha OMJI0 KOM CIPATY a MOpPa 3aBPIIUTU HA
nociaenmem”?

4. lara cy mBa mpocta Opoja p M ¢ KOjU 3aT0BOJBABAjy yCJIOB p < q < 2p.
IlokasaTu ma mocrToje ABa y3acTONHA IpupoaHa Opoja TakBa na je Hajsehwu mpoct
IeJuIIaIl jeJHOT O ’hUX jemHaK p, a HajBeNu mpocT mesmiall APYror jeaHak (.

5. Y jenumuunom kpyry I' je maTo n my:ku ykynHe myskmHe 2./n. Ilokasatm ma
TMOCTOjU KPY’KHUIIA KOHIIEHTPUUYHA ¢ KpyroMm [' Koja cede Gap ABe maTe Ty:KU.

Ilpeu paspen — B kareropuja

1. Mepau OpojeBu yriioBa TpPOyTria, U3PAKEHU y CTEIEHUMA, MPEICTABIHA]Y
Tpu nmpocta 6poja. Hahu cBe moryhe BpennocTu 3a yriioBe TOT TPOyTJia.

2. Csaka Kapra C jemHe cTpaHe uMma OpOj, a ¢ APyre CTPaHe MMa CIOBO (aBe
KapTe KOje C jemHe CTpaHe MMajy MCTO CJIOBO HE MOPAajy HY:KHO C OpPyre CTpaHe
vMaTy ucTu Opoj, m obparHo). Ha crosy croje Kapre Koje Ha BUIUBUBOj CTPAHU
uMajy:

M, A, T,E,M,A, T, II,K,A,2,0,1,8.

Bunana tBpau caenehe: ,Ako je HA KaApTU CAMOTJIACHUK, OHIA je C Apyre CTpaHe
napan Opoj“. Muman skenu na nposepu Baamumo tBpbheme. Komaumko majmame
kapara (1 koje) Tpeba ma okpeHe na 6u yTBpauo TauHocT TBphHema?

3. Ila su mocToje y3acCTONHU TPUPOIHU OpojeBu a, b, ¢ u d TakBU Ja BaKU

1+1+1+1_2018
a b ¢ d 1301
4. Ha caunu je nat Benos mujarpam 3a mect ckynosa A, B, C, D, E u F, upn
uemy Basku D C A, E C B u F C C. Hanucatu ¢popmMyiy 3a CKyI KOjU OIroBapa
OCEHUYEHOj obacTu.



5. Csaro cioo y peun MAIITOBHT npencrasma jemny nudpy U3 CKyma
{1,2,3,4,5,6,7}. Paznuuura cioBa npeiacrasibajy pasauuute muppe. bpoj MAII-
TOBHT je menapaH u OeJbUB Ca 3, & CBU CYIJIACHUIM IPEIACTABIBA]Y IUPpE mCTe
nmaprocTy. Koanko nMma TakBux OpojeBa’?

Ilpyru pa3spen — B kareropuja
1. OgpenuTu KOJIMKO MMa CKymoBa X KOju 3a10BoJbaBajy oba caemeha yciosa:
e X\ {1,2,3,4,5} = {6,7,8};
e XU{4,5,6,7,8,9,10} ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.
2. Axko je moamHOM
2 4 3ax® + 3bx + ¢

IEJLbUB IOJIMHOMOM
2% + 2ax + b,

OHZA je IPBU MOJMHOM MOTIYH KyO, a Apyru HOTIyH kKBanpart. Jloka3aru.

3. Y mpaBoyrioMm Tpamesy Oy:kuHA cpemibe nuHuje je 43. Kpaha mujaronana
TOr Tpame3a je UCTOBPEMEHO CUMeTPAaJa TYIOT yIrila TOr TPAlle3a, U HeHa LY:KUHA
usnocu 60. OapenuTu ny:KuHE CBUX CTPAHUIA TOT TPAales3a.

4. Hahu cBe mpocre 6pojese p Taxse ma cy u 6pojenu 4p? +1 u 6p® + 1 mpocru.
5. Y crymy peasiHUX OpOjeBa pemUTU HejeTHAUNHY:

3
|z =3

2mm‘ 4>L

Tpehu pa3pen — b kareropuja
1. Hahwu cBe mpocte 6pojeBe p, ¢, 7 U1 S TaKBE Ha BaKU

6p + Tpq + 8pqr + 9pqrs = 2018.

2. latu cy 6pojesu a; = logy (3% —1), ag = log, (9% —3* 1 4+2) u a3z = log,(3—3%).



a) OapenuTy cBe peajlHe BPEAHOCTH X 3a KOje cy cBa 3 Opoja ai, as U as
neduHICaHA.

b) Ompenutu cBe peasHe BPEIHOCTH X 3a KOje BakuU a1 + az = 2as.

3. Mapko je ymucao 5 6pojeBa y 5 kpyskuha Ha caumu.

Mapko skenm ma ynwume OpojeBe mpuponHe 6pojeBe mame oxm 100 y ocrase
Kpys&une, a ma npu Tome 30up 3 O6poja mysk CBaKe CTPaHWUIE MeTOoyria OyIe UCTH.
Ha koamko paznuuuTux HAYWHA OH MOYKE TO na ypaau?

4. Aubenuja ynucyje penom caosa C,P, 5,1 ,J,A y noma Tabaure:

(o jemuo cioBO y cBako mosse). IIpBO CI0BO MOMke ma ymume y Ouio Koje mosbe,
a cBako ciaenehe CIOBO MOKe Oa yOWIIE CAMO y IOJbE€ CYCENHO IOJBY y Koje je
HANucasla IPEeTXOMHO CJIO0BO (IoJba Cy CyCelHa ako uMajy 6ap jemHy 3ajeqHUYKY
Tauky). Ha KONIMKO pa3InunTux HAUMHA OHA MOMKE Ia YIUIIe CJIOBa y Tabmaumy?

5. Usune terpaenpa ABCD wumajy my:xume 7, 13, 18, 27, 36 u 41 (y mexom
nopetky). Axo je AB nyskuue 41, onpenuru nysxuny usune CD.
YerspTu pa3pen — b kareropuja
1. Y crymy peajHuUX OpojeBa PENIUTU jeTHAUNHY :

(x —7)° + (z + 3)% = 278(z — 2).

2. Y 3aBUCHOCTU OJ HEHETaTUBHOT apaMeTpa ¢ OAPEIUTUA TPAHUYHY BPEIHOCT:

, (a T 2018“’)
hrn #

r—0t

3. Konuro nva neronudpeHnx IpupoIHrIX OpojeBa KOju UMajy TAYHO IBE IapHE
uudpe?
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4. OcHoBa UpaMue je IpaBOyIrJIM TPOYTrao KOMe je jemaH ol OMTPUX yriIoBa
60°. Doune wmBune mMajy ay:xury 2018 m cBaka on muX 3akjamna yrao ox 45° c
paBuu ocuoBe. Hahu moBpmuay u 3anpeMuHy Te NUpaMUe.

5. 3a npupoaue 6pojeBe m u n, m < n, BaAXKU

m\3 -
(—) = 0,zyzayzayz ...
n

rie ¢y T, y U z Heke nudpe (He HY’KHO pas3iIuduTe), U OJOK TYZ C€ MEePUOIUIHO
m

moHaBJ/ba OeckoHAuHO MHOTO myTa. OapenuTty cBe moryhe BpemHocTu 3a —.
n

OKPYKHO TAKMUWYEIBE U3 MATEMATUKE
YUEHUVKA CPEIOIBLUX IITKOJIA, 24. 2. 2018.

IIpeu paspem — A rareropuja
1. Ako ¢y a, b u ¢ npuponau O6pPOjeBU TAKBU Ha Cy OpojeBu
24% +2° 42018 wm  10°+ 3" +2018°

nmemuBu ca 7, gokazaru ma 6poj 30° + 3¢ + 2018 muje memus ca 7.

2. Hahwu cBe nudpe n u 2018-ronudpene npupoauae 6pojese &, T = Gzp17 - - - G20100,
TAKBE Ja BayKU

n-x = (ag17 +n)...(az +n)(ar +n)(apg + n).

3. Kpyxuuna ynucana y AABC momupyje crpanune BC, CA n AB y Taukama
D, E u F, penom. Youena je tauka K ca ucrte crpane npase FF kao u tauka A,
u nputoM Baku L KFFE = L{ACB u {KFEF = {ABC. Horazatu: KD | BC.

4. 3a ckyn X, oznmaummo Z(X) = {Y : Y C X}. (Ha mpumep: Z({1}) =
{2,{1}}, jep cy momckymosu ckyma {1} crkymosm @ u {1}; £ (@) = {&}, jep
CKynl & ¥WMa TauyHO jemaH MOACKyH, u 1o je &.) Ca P"(X) osmauaBamMo m3pas
P(P(...2(X)...)), vne je & npumemeno n nyta. Halin cBe nBoeseMeHTHe O~

2018

ckynose A ckymna U P" (o) rarse ma Baxku A C P(A).
n=1

5. Makcum u Muwuna wurpajy wurpy ,Illamnuonu norosnune“. Hajupe Maxk-
CUM IIOBJIAYM jeOHY HpaBy y paBHU, 3aTuM MwuHa HOOBJIaYM HPABY PA3IUIUTY
Ol MPEeTXONHO MOBydYeHe, Ia OHxa omerT MakcuM MOBJIAYM NPABY PA3IAYUTY O
[BE IPETXOIHO IIOByUYeHe, W Tako Ham3MeHmuHo. Vrpa ce 3aBpmasa kana Oyme
HOBYYeHO YKymHO 18 mpasux (jacHo, nocaenmy he mosyhn Muna). Makcum noben-
jyje yroaumro moctoju Bumme onx 100 pazauyuTuX OPEeCEeYHUX TadaKa MOBYUECHUX
npasux, a Mwuna nobebyje y cymporrom (1j. ako uma 100 maum mame TakBUX
ravaka). Ko uma nobemauuky crparerujy?
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Ilpyru pa3spen — A kareropuja

1. ¥ 3aBuUCHOCTU OJ PE€aJIHOT IapaMeTpa ¢, PENNTU jeTHAUNHY
V2r—a—-+Vr—-1=2

Yy CKyIy peaJiHUX OpojeBa.

2. HoBuna wa tpenumnry raba kom. 3a cBaku morogak mobuja 1 moeH, a 3a
CBaKU IpoMalnaj ogy3uMa My ce k moena, rae je k puxcupan npuponan 6poj. (Ha
noueTky nMma 0 moeHa, a OPOj OCBOjeHUX ITOEHA y HEKOM TPEHYTKY TOKOM TPEHUHIa
Moske O6utu u HeratusBaH.) Ha kpajy Tpenmnara HoBuna je mmao k moena. Ako je
no3HaTo na je Hosuma morommo y Bume ox 75% a mame onx 80% on ykymHOr 6poja
Oanama, onpenutu k.

3. Har je AABC, unju je oprouenrap H, a M je cpemumre crpanune BC. 3a
nomuoxkje sopmase N us H wa AM Baxu AN = 3MN. Hokasatu: AM = BC.

4. [TpernocraBrMO na ce CBU HO3UTUBHU JEJIUOLY IPpUPOAHOr Gpoja n (yrbydyjyhu
1 u n) MOry momeauTH y AWCjyHKTHE MAapoBe Ha TaKaB HAUYWH Ha je 30up Opojesa
y cBakoM mapy mpoct 6poj. lokasatu ma cy oBako mobujeHu mpocTu OpojeBu
MmeDhycobuo paznuuuTu.

5. Bpoj 30BeMO mezanpocm ako je mpocT, cBaka udpa My je mpoct O0poj u 30up
nugapa My je npoct 0poj. Iloxkazatu ma Mmerampoctux O6pojeBa ca 2018 mudapa
uMa Mame oxn 11 - 42015,

Tpehu paspen — A kareropuja

1. Oppenuty HajMa®my BPEIHOCT (YHKIM]jE

Ha uHTEpBaIy T € (9,00).

2. Y ckymy mpupomHux OpojeBa PEIUTU jeTHAYUHY

xl+4 =4(x + 3)Y.

3. Heka cy BE u C'F Bucune omrpoyriaor AABC, AB # AC, a M u N, pemnowm,
cpenumra ny:xku BC u EF. Jlokazatu na neHrap kKpyskaute onucane oko ANAM N
JIeKU Ha npaBoj Kpo3 A mapasiennoj npasoj BC.

4. Hahu cBe mpuponne 6pojeBe n > 2 3a kKoje mocToje MehycoOHO pazauumTu
peanuu OpojeBu ai,as,...,a, TAKBU Oa Cy UCOyHeHa ciaeneha mea ycisosa:

e KaJa Ce CBAKM OJ OBUX N OpojeBa 3aMeHu 30upom mpeocranux n— 1 6pojesBa
(cBUX ocuM mera), qobuja ce UCTU CKYI OPOjeBa;

e He IOCTOju moAesia OBUX N OpojeBa Ha ABA NUCjYHKTHA HEMpPa3Ha CKyMa TaKBa
na cy cyme (n+ 1)-ux cremena ememenara TuX Ckynosa MebhycoBHo jenmake.
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5. Kommjyrepcku uwmn ce cactoju on n Tpausucropa. Heku Tpansucropu cy
MOBE3aHU BOJOBMMA. 3a CBaKa ABA TPAH3UCTOPA T W Y BAXKU: YKOJIUKO T U Y HUCY
[IOBE3aHU BOAOM, Tala M3 TPAH3UCTOPA & U Y YKYIHO mojasu 6ap n — 1 Bomosa.
n
IokazaTu na ykymasH Opoj BOOOBa M3HOCU Oap %

UYerBpTH pa3pen — A Kareropuja

1. Heka je S Hempasan CKyl uuju Cy CBU €JE€MEHTH IPOCTU OpPOjeBU, U HEKA
je mcmymeno: 3a cse p,q € S (He oBaBe3HO pasznuunre) Hap jemaH TPOCT GaKTOP
6poja pg + 1 Takobe je y ckyny S. [lorazatu ma ce y ckymy S Hasasu 6ap jeman
mpocTt 6poj obauka 4k + 1.

2. TlocToju nu peasan Opoj T 3a KOjU BaKu

cosx < cos2x < cosdx 7

3. [ar je jemmarkorparu AABC, AB = AC. Hexa je k merosa onmcana Kpyik-
Huna, ¢ nearpom y taukn O. Ha kpahum smykoBuma AB u AC nare cy Tauke X
n Y, pecnexkrusHO, TakBe na Baxkyu £ X BA = LY AC. Heka je X’ taura ocmocu-
Merpuuna Tauku X y omHOCy Ha npaBy AB, u Heka je Y/ Tauka ocHOCHMeTpUYHA
tauky Y y ommocy Ha npaBy AC. Ilokazatu: OX' = OY"’.

4. JTara je mpasua tabiaa 2018 x 2018. Urpauu A u B mausmenuyHo, moudes on
urpaua A, 6upajy 1o jeqHy KoJoHY Ha Tabau (Koja He cMe OUTH CKDPO3 IOy H€HA )
¥ Ha IIPBO NPAa3HO NoJbe (MJIeAaHo 01030 HaJoJe) ynucyjy jenuy uudpy on 0 mo 9.
[Ipurom Ha momuMa y IPBOj BPCTU U y NIPBOj KOJOHU HE CMe OUTU ynucaHa nuppa
0. Haron 20182 moresa, mudpe y cBakoj BpcTu o6pasyjy no jeman 2018-romappen
O0poj, u nuppe y cBaroj kKoJoHU 00pa3dyjy mo jenan 2018-torumdppern 6poj. Urpau
A mobGebyje ako cy 6ap mBa onm oBux 4036 GpojeBa mpocta, a urpau b mobebyje
y cynporaoMm. Koju urpau mma nobenauury crparerujy?

5. Hahu cBe nmpupomue Gpojese m u k Takse ma ce mcunucupameMm Opojesa m)!
u k! jemnor m3a mpyror nobuja ¢GarTopujas HEKOr TPUPOIHOT Gpoja.

IIpeu paspex — B kareropuja

1. Har je AABC, uan uujoum je crpanurnom AC Kao HaI TPEYHUKOM KOHCTPY-
ucana kpysxkuuna k. Kpyskuauna k nposnasu kpo3 cpemqumure crpaunune BC, a cTpas-

uny AB ceue y taukum D TakBoj ma Baxku AD = §DB. Axo Bazku AC = 60,
n3pauyHatu nospiumay AABC.

2. Ha crpanunama AB u BC napaxenorpama ABCD omabpane cy tauke K
u M, pemom, takse na Baxku AK : KB =2:3u BM : MC =2 : 1. Hahu omnoc
P(ABKM)
P(ADKM)’

3. Kommuter ox 55 momuua canp:ku cBe moryhe kombOuuanuje msa Opoja om 0
no 9, yrayuyjyhu u nomuue Ha kojuma je nsa myrta uctu 6poj. (Ha caumu cy
[IpUKA3aHe TPU JOMUHE: TOMUHA KOja caap:ku OpojeBe 3 u 4, NOMUHA KOja CALPKU
6pojese 0 u 9, 1 momuHAa Koja canp:ku aBa myrta 6poj 3.) Koauko raukuna mma
VKYIHO y IIeJOM KOMILJIETY TOMUHA?

noppumvaa ABKM u ADKM , Tj. u3padyyHaTu BPegHOCT



13

4. Heka cy a, b u ¢ mpupoaau 6pojeBu.

2

a) Ako cy ab u bc xkyGoBu npupommux OpojeBa, NOKa3aTu na je U a“c Ky6

IpUpOTHOT Opoja.
b) Axo cy a?b, b3c® u c¢’a ky6oBu mpupomEUx Gpojesa, mokazaTm ma Cy a, b u ¢

KyOOBU mpUpOIHUX OpojeBa.

5. Y ckymy peasHuX O6pojeBa PENIUTU jeTHAUNHY

|z — |22 — |3z — 1]|| = 1.

Ipyru pa3spen — B kareropuja

1. Konuko mocrToju yeTBOpONU(PEHUX IPUPOIHUX OpOjeBa KOju ce MOry 3a-
nucatu nomohy mudapa 0,1,2,3,4,5,6, ako cBe nuppe Mopajy OUTU PA3NIUUUTE U
30up mudpapa Tpeba ga mzsocu 157

2. Kpysuuna k ymucana y tpanes ABCD, AB || CD, nonupyje crpanuny AB
y taukn FE. Arko Baxxu AF = 15, BE = 10 u CD = 8, ogpeauTu HOJIyIpPEYHUK
Kpy:RHUIE K.

3. Hahu majvamu mpupoman 6poj n Takas ma 6poj n? moumme ca 2019 (1j. ma
Bakn n? = 2019...).

4. Y 3aBUCHOCTU O PEAJHOT IMapaMeTpa ¢, PEIUTU jeTHAUNHY

r=a— Va2 —z\/22+ a?

y CKYIly peaJlHUX OpojeBa.

5. llonymaBame Tabauie 3x 3 6pojesuma o 1 10 9 HA3UBAMO MazuuHY KEadpam
aKoO je CBaku OpOj MCKOPUITNEH TAYHO jeTHOM, W MPUTOM Cy 30UPOBU y CBAaKO]
BPCTH, CBAKO] KOJIOHU U Ha 0bOe mujaronatie csu Mebhycobuo jemmaxu. Onppemuru
KOJIMKO TIOCTOJU PA3JIMYNTUX MATMYHUX KBaapara 3 X 3. (IBa marmuna KBazparta
cMaTpaMoO PAa3JIUYUTUM aKO Oap Ha jeqHOM MOJLY MMAajy YIUCAHE Pa3ImduTe Opo-
jese.)
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Tpehu pazpen — b kareropuja

1. Ha maxoBckoM TypHUPY ydecTByje n maxucra. CBako je ca CBAKAM OAUTDAO
mo k mapruja. Oapenutu cBe Moryhe BpeqHOCTH 3a N U kK aKO Cy YKYIIHO OAUTDAHE
224 mapruje.

2. Koauko pemema jennauume
sin3z —sinx + cos2z =1
nexu y naTepBaty [2,24]?
3. Pemuru; cucrem jennavuumna
a+b=2§8;
a? +b%+c? =32
Yy CKymy peaJiHux OpojeBa.

4. Ocuosa nupavune SABCD je pom6 ABCD, ca yraom ox 60° y temeny A.
Iy:xuna Goune usuie SA je jennaka myskunu cTpanure tor pomba. lokazaru:

SB? 4+ SD? = SC?.

5. [lorkazatu na jemHauvymHA

Va2 +3r+1+4/y?—y+3=2017

HeMa pellema y CKyIy Leanx O6pojeBa.

YerBpTHu paszpen — B kareropuja

1. OppenuTty noBpmuHy GuUrype koja je y JlekaproBoM KOOPAMHATHOM CUCTEMY
onpebena HejenHaumHaMAa:

2. OgpeauTu KOIMKO mOCTOju TPOjin (a, b, ¢) mpuponaux 6pojesa ne Behux on
2018 TakBuUx na cy OpojeBu

24° 42 +2018°  wm  10° 437 +2018°
IeJbUBU ca 3.
3. Ha crpanuru BC jennaxkoctpanuunor AABC youena je tauka M. IlokaszaTu:
MB-MC = AB? — AM?.
4. Tabmuna nxn nonymasa ce 6pojesuma 1, 0 m —1 Ha TakaB HAYMH Oa 30MPOBU

6pojeBa y CBAKOj BPCTU M y CBAKOj KOJIOHU (yKYIHO 21 TAKBUX 30MpoBa) cBU Oy 1y
Mmebhycobuno paszmuuutu. la gu je oBo moryhe moctuhu 3a:
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b) n =47

5. Y 3aBUCHOCTH OJ PEAJHOTI MapaMeTrpa a, UCIUTATA KOJUKO PA3IUIUTUAX
peanHUX pelema UMa jeTHAUYnHA

22— 3z =a.

P KABHO TAKMUWYEILE N3 MATEMATUVURE YUEHUVEKA
CPEIIBUX IITKOJIA, 10. 3. 2017.

IIpBu pa3pen — A kareropuja

1. 3a mpupoman 6poj m O3HAUMMO ca X, OpOj KOju ce moOuje y3aCTOIMHUM
3aIUCUBALEM CBUX IPUPOIHUX OpojeBa ox 1 mo n jeman u3a Apyror (HOpP. X14 =
1234567891011121314). Heka je ¢ymrmmja f : N — Ny, nepunucana na ciaenehu
Haumu: f(n) je majmamu 6poj mmdapa koje Tpeba m3barmmTu U3 3amuca 6poja T,
na 6u HOBOHOOUjeHu Gpoj 6mo memus ca 8 (HO3BOMEHO je u3banuTy u cBe muppe
6poja x,, Opu YyeMy Taja cMaTpaMo na je HoBomobujenu 6poj jemuar mymnwm). Ila
JIM TOCTOje MpUpPOAHU OpojeBu t UM Mo TakBU ma 3a cBe n € N, n > ng, Baxku

Fn+t) = f(n)?

2. [at je mpuponaun 6poj k, nu ckynmoBu A, B u C' TakBu na Basku
|AAB| = |BAC| = |CAA| = 2k.
IlokazaTu ma mOCTOjU je AMHCTBEH CKyHI ) 3a KOjU BarKu
|AAD| =|BAD|=|CAD| = k.

(3a crymose X mn Y osmaummm cmo XAY = (X \Y)U (Y \ X), mro ce Hasusa
CuMemMPuUYHa pasauka ckymosa X u Y.)

3. Y mpasoyraom AABC tauka D je cpemumre xunorenyze AB. Heka je k
kpy:kuuna omucana oko ABCD, u weka je F nmpousBosbHa Taura Ha kpahem myky
BD. Ha upasoj BC youena je taura F takBa ga je B usmeby C' u F u na nupurom
Baku £ BEF = 24A BAF. Heka je ki kpyskuuna onucana oko ACEF. Jlokazatu na
jemHA OX 3aje IHMYKUX TAHTeHATa Kpy:kHUNA k u ki mpoaas3u kKpo3 Tauky D.

4. Nokazaru ga kpyr noaynpednnka 100 ¢ MeHTPOM y KOODAMHATHOM IOYETKY
canpxu Mame on 31650 Tauaka unje cy obe koopmunare neixobpojue. (Cmarpamo
Ioa KPyr CaAp:Kyu HEKy TaJKy YKOJMKO Ce OHA Hajla3u Ha HeroBoM pyOy uian y
HErO0BOj YHYTPAIIHOCTH. )

Ilpyru pa3pen — A kareropuja
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1. Hukona je 3amuciaumo 4 pasauuura peasHa O6poja m Ha Tabiau je 3ammucao
OPOM3BOA CBaka ABa O HUX (umMe ce Ha Tabam mHamiuo 6 Gpojesa). Iyme je
u3bpucao jemaH ox TUX OpOjeBa, HAKOH dUera je Ha Tabjy OCTaJio H Yy3aCTOIHUX
npupomgaux Opojea. Koju je 6poj Ilyme u3zbpucao?

2. 3a npuponHe 6pojeBe k, m W N KOjU UCOyHaBajy HejemHAKOCTU k = 2 u
m < N BayKu

m\ k
(*) :O,$1$2...Jigl‘lxg...l‘gxlxg...xg...
n

rae cy i,Z2,...,T9 HeKe nudpe (HE HY:KHO pa3auduTe), U OJOK Tixz...Tg CE
IEePUOAUYHO MOHABJ/Ha OECKOHAYHO MHOTO myTa. Hahu cBe moryhe Bpemnoctu 3a

mn k
(%)

3. lar je AABC y oM je yrao kon temerna A tynm u AB # AC. Cumerpana
yria kon temena A ceue crpamuryy BC u onucany Kpy:kHUIly y Taukama D u F,

pemom. Heka ce rpy:xuune man npeununuma BC u DFE cerky y taukama K u L.
IlorazaTu ma Tauka cuMeTpuyHa Taukn A y omHocy Ha npaBy BC je:xu Ha TPaBOj

KL.

4. 3a mare npuponue 6pojese b u n, Amuca nu Boba urpajy cienehy urpy. Y
OPOCTOPY jeé HaTO N Tadaka y OIIITEM IIOJ0kajy (HUKOje TPU HUCY KOJUHEADHE,
HUKOj€ YeTUpPU HUCY KOMIIAHADHE), M CBaKe ABE Cy IoBe3aHe jemHoM my:xu. OHu
Hau3MEeHUYHO 00je HeobojeHe mysku — Hajupe Aauca oboju jemHy moy:k LPBEHO,
a 3atuM boba oboju b my:ky miaBo, M TAkO JOK MMa HeoOojeHUX my:ku. Anmca
nmobebyje ako Kpeupa upBeHu Tpoyrao, mok boba nobebyje ako ce urpa 3aBpuu,
a Anmca Huje Kpeupasa IPBEHU TPOYTrao.

a) Axo Bazm b < \/2n —2—3, nokazaTu na Anmca mMa noGeIHNUKY CTPATETH]y.

b) Axko Basu b > 2\/n, nokazatu na Boba nMa MOBETHUYKY CTPATETHU]y.

Tpehu pa3pem — A kareropuja

1. Heka cy a, b u ¢ peannu 6pojeBu 3a koje Baxku b < 0 u ab = 9c. Ilorazaru
Ia jeTHAaunHA
P +ar? +br+c=0

“Ma TPU PeajHa U Pa3JIUUUTa Pelenha.

2. Y omrpoyraom AABC, tauke D u FE cy penoMm mOIHOMXKja HOPMAJA U3 OPTO-
EHTPa HA CUMETPAaJe YHYTPAIIRLEr W CIOJbAIILEer yria kon temena A. Ilokasaru:

ABDC + £BEC = 180°.

3. Hahu cBe mapose mpupomuux 6pojesa (z,y) Takse ma xy® + 1| 22 + y°.

4. JlaTo je n mpaBuxX y paBHU, N > 2, TAKBUX [a HUKOj€ IBE HUCY HAPAJIEITHE
¥ HUKOje TpU ce He ceky y umcroj tauku. OBe mpaBe meje paBaH Ha IWCjyHKTHE
obmactu (mMeby kojuma mma m romaunux m GeckoHaunux). Kazahemo ma je ped
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Heke obJsacTu Opoj MpaBUX Koje caap:ke HEeKW neo pyba te obmactu. JlokaszaTtu na
je 6poj obnacty pena 3 H6ap 3a 4 Behm ox 6Gpoja obmacTtu pena crporo Behier on
4.

YerBpTHu pa3pen — A kareropuja
1. OppennTy CBeé BPEQHOCTU PEAJIHOT MapaMeTpa ¢ 3a Koje jeTHAUNHA
a20" — 20+7" = 39

Yy CKYIly peaJlJHUX OpojeBa mMa TadYHO IBa pelIeHna U Aa Ce OHa PAa3JIUKyjy 3a 2.

2. 3a OKpYyrJauMM CTOJIOM cele n urpauva u wurpajy ciaemehy wmrpy. Cakro on
BUX IP:KUA O jedaH mamup Ha KoM Tpeba ma HANuWIle jeHY PEUYEHUIy, U MOTOM
IpoCIenn CBOj Mamvp Wrpady Koju ce Hasa3n k; mecta ymecHo. CBaku urpad Ha
noOUjeHn manmup mOoTOM Tpeba HEemTO na HAIpPTa, W MIPOCJIEeAN MAIUD UTPAYY KOjU
ce HaJsasm kg MecTa yaecHo. Vrpaun moTtoMm Ha mobujeHu manup Tpeba aa HAMUILY
[0 jeHYy PEedYeHuny W IPOcielne HaIup Urpady KOoju ce Hajga3u k3 MecTa yaeCcHO
nra. (Y i-TOM KOpaky cBaku urpad tpeba ma HaIWIle jeJHY DEUYEHUIY ako je i
HEIapHO, OJHOCHO [Ia HENITO HAaIPTa aKo je ¢ MapHO, X IOTOM Aa IPOCJIEeIV Iamup
urpavy Koju ce Hajasu k; MecTa ymecHO.) JemaH Kpyr Urpe ce 3aBpIIaBa HAKOH
n KOpaka, IPU YeMy y IMOCJIeOiheM KOpaky urpadm He npociebyjy manmup masme
(mero camo Hamuiry ONHOCHO HaupTajy HemTo). Kpyr ce cMmarpa BaJuoHuM ako
je Ha Kpajy Urpe CBaKM WI'pad MUCA0 WUIU IPTA0 TAYHO IO jeJHOM HA CBAKOM O
nocrojehux n manupa.

a) Urpauu skese na oaurpajy jelaH BaJuAaH KPYyr UIDE, HA TAKAB HAUYUH 14
TOKOM TOT KpyTa CBAaKU UT'Pad TA4dHO IO jeqHOM mpociaehyje mamup cBakoM o1
IpPEeoCTANINX Urpava. 3a Koje Bpeauoctu n je Mmoryhe onabparu (n— 1)-opky
napamerapa (ki,ka,...,k,—1) Za 0BO Oyme UCIyHEHO?

b) Urpaum skesme ma omurpajy ABa BajduiHa KPyra Urpe, Ha TaKaB HAYMH 14
VKYIIHO TOKOM Ta [Ba KPyra CBaKU UI'pad TAYHO 10 jemHoM npociaebyje cBojy
pPEUEHUIly CBAKOM O IPEOCTAJNUX WUIpada, M TAYHO IO jemHom mpociaebhyje
CBOj IPTEX CBAKOM OJ MPEOCTAJIMX Urpada. 3a KOje BPEIHOCTU N je Moryhe
omabparu (n — 1)-opke napamerapa (k1,ke,...,k,—1) 38 OIPBU U APYTU KPYT
(me Hy:kHO mCTe 3a 006a Kpyra) na OBO Oyle UCIYHeHO?

3. Y yHyTpammOoCcTA 3a0aTor mpaBuiaHor n-toyraa AijAs...A, onpemutu re-
OMETPUjCKO MecTO Tauaka M 3a Koje Baku

(n— 2)7r.

AMA1As + AMAsAs+ -+ AMA,_1A, + AMA, A = 5

4. ITokazaTu na IOCTOjU CaMO KOHAUYaH OPOj CTeleHa NBOjKe ca 30upoM mupapa
mMamuM on 2018.

IIpBu pa3pen — B kareropuja
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1. Har je AABC 3a xoju Basku AB = AC = 18 u BC = 4. YoueHa je KpyKHUIA
k monyupeunura 7 Koja mpoiasdu kpo3 Tauke B m C, a NpUTOM ce HmEeH IeHTap,
rauka O, Hanasu yayrap AABC. V3 tauke A cy moByueHe TaHreHre Ha k Koje je
nonupyjy y taukama N u M. Hahu nospuuny uerBopoyria OMAN.

2. Pemutu cucrem:

zy _ 2
r+y 3
yz 6
y+z 5
2T _§
24+ax 4

3. Ha romuro maumua je tabiauny 3 X 3 Moryhe mOnyHUTH €IE€MEHTUMA CKYIIa
{10, 3,2018} ako 36up GpojeBa y CBaKOj BPCTHU, CBAKO] KOJIOHU U HA 00e mujaronale
Mopa 6utu memus ca 37

4. Oapenutu cBe Tpojke (x,y, z) Heaux OpojeBa 3a KOje BAKU:

2+ ay+yz =y? +yz+ 20 = 2% + 2z + xy = 2017 + 20182018,

5. [Tocroju nu Tpoyrao xome je mosympedHur onmcane kpy:kuaune 2018, a xoju
ce MOsKe CMECTUTHU y KPyr mojynpednura 607

Ipyru paspen — B kareropuja

1. Ha pacmonaramy cy mam mranuhu nysxusa 1, 2, ..., 12, npu ueMmy o1 CBaKoT
mranrha “MaMoO AOBOJbAH Opoj koMmama. IlorpebHO je omabpary yetupu mranuha
(HE HY:KHO Pa3IMYUTUX LY>KUHA) O KOjUX Ce MOKE CACTABUTU TAHI'CHTHU YeTBOD-
oyrao uuju je obum 24. Ha koauko Haumua je oBo moryhie ypamuru?

2. Teruse kpy:xuune AB u CD ce ceky monm mpaBum yrioMm. [lo3mare cy u
nyskunae TetuBa AD = 60 u BC = 25. V3pauyHaTu NOJIyOpPEYHUK T€ KDY KHUIE.

3. Pemutn jennauwnny:

Vi —3+V7T—1z=212>-10x + 23.

4. Ako KoMILUIeKCHU OpOjeBU 21 U 2o UCIYyHaBajy jeOHAKOCTHU |21 + 2i| = 2 u
|z2 + 1 —i| = 2, onpemuru Hajsehy moryhy BpennocT uspasa |z1 + 22|

5. OmpenuTu cBe IpUpOIHE GpojeBe n u mpocTe Gpojese p 3a Koje je p? + T°
MIOTIIyH KBaIpaT.

Tpehu paspen — B kareropuja
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1. Pemuru mejennaunmy:

5
logy,, 3z + logs,2 922 < 3

2. Pemmutu jemmauwuny:
sinz = \/sin? 3z — sin? 2.

3. Ila nm nocroju Opoj obnuka
200...0018

(rme ce HyJe mOjaBibY]y MPOM3BObAH OpOj MyTa) KOjU Ce MO:Ke IPEICTABUTH Kao
IPOU3BOJ HEKOJIMKO (ABa WM BUIIE) y3aCTOMHUX IPUPOIHUX OpojeBa’

4. Y paBaum OupamMo n Tadaka TAKBUX & je CKyI CBUX pacrojama uameby
naposa oBux tadaka {1,2,3,..., w} (makie, cBaka O OBUX BPEIHOCTU CE IO-
jaBibyje TAuHO jemMHOM Kao pacrojame uaMeby Heke mBe ox youenux rtadara). lla
au je oBo Moryhe moctuhwu 3a:

a) n = 4;
b) n =57

5. Illat je AABC, u youeHa je KpysKHUIIA 7y KOja CAIp:ku Taury A, momupyje
kpyskHuIy onucany oko NABC, u nomupyje npasy BC y tauku D, nupu uemy je B

usmebhy C' u D. Axko Basu £ BAC = m — arcsin 37 BC =70 u BD = 10, onpenutu
MOJIYIIPEYHUK KPY/KHULE 7.
Yersptu pa3pen — b kareropuja

1. Pemmitu cucrewm:
% —y? = 16;
3zy? + 2% = 260.

2. Ilar je mejemmakorkparu mpasoyriu NAABC, £C = 90°, 3a uuje cTpanuie
a=BC,b=CA uc= AB Baxu

2(3a+b) = 4a®.

Oppenutu yraose y NABC.
3. Ompemurtu konmmko mma ¢ymrmmja f : {1,2,3,4,5,6,7} — {1,2,3,4,5,6,7}

TakBUX 1a 3a cBe x € {1,2,3,4,5,6,7} Baxknu

f(f(z)) = .
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4. Oapenutu cse ypebene Tpojke (a,b, ¢) peannux 6pojeBa TAKBUX A& (GyHKIMja
f:R — R, 3amara ca
f(z) = sin(az? + bx +c),

Oyzme mapra. (3a QyHKUMjy [ KasKeMO Ia je napHa akko 3a cBe x Bawu f(x) =
f(==).)

5. OmgpenuTu KOJIWKO jeaHaAUMHA
3 2 2 2 2 _
YAty + 22y +" +3zy+ 2y +3x+y+2=0

nMa 1eso6pojHuX pemewma (r,y) 3a koja Baxku |z| < 20 u |y| < 18.
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PEIMTEIHA 3AIJATARKA CA OIIIITVMHCROI' TAKMMYEIHLA N3
MATEMATHUARE YYJEHUKA CPEIILUX IITKOJIA, 13. 1. 2018.

IIpBu pa3pen — A kareropuja

1. a) [Tomro je n memus ca Tpu, ciaenu na je meros 36up nudapa AebUB Ca TPH,
Te je omma u f(n) memus ca 3 jep uma uctu 36up nupapa. Omarae, uz n = 3f(n)
cremu na je 6poj n memuB ca 9 Te je n meros 30up nupapa gemuB ca 9, m Haj3ALI,
nomto je u f(n) memus ca 9 jep mma uctu 30up nudapa, uz n = 3f(n) cienu na
je n memuB ca 27.

b) YKoauko 3anmmmemMo n = Grar_1 - .- 4100, jeaHarocT n = 2f(n) ce czomu Ha

10%ay, 4 - -+ + 10a; + ag = 2(10%ag + - - + 10ax_1 + ay).

N3 koncraranuje 10° = 1° = 1 (mod 9) ciemu ay+---+ai+ag = 2(ag+- - -+ar_1+ag)
(mod 9), Tj. ag+ -+ ag—1 +axr =0 (mod 9). Harzne, karo je 36up nupapa Gpoja
n nesbuB ca 9, caeny na je m n gesbuB ca 9.

2. a) Heka mpasa BK ceue mnponyskerak F
crparaune AD y rmaukun E. Kako cy ABCK u
AEDK mupasoyrau, K je cpemumire CTpaHUIe
CD u rom K wmmamMo yHaKpCHE yrioBe, nobu-
jamo ABCK = ANAEDK. Onarne mmamo ED =
BC = AD, na rarxo je AAHE upasoyrau (1o
ycaoBy 3anarka Baxku BK 1 AC), to je D
cpemuIITe XUIOTeHy3e, ma umamo AD = ED = D K c
HD, tj. AHAD je jenHakoKpaku, OIaKJe CJeau
£ADAH = L{DHA. Cana u3s jemnakoctu L DAH =
£ACB (yrioBu ca mapajeigHAM KpalyuMa) To0u- 77
jamo Tpaskeny jemuakoct LACB = LDHA.

b) Ounrnenso, AGAD = ANHCB (umajy mo-

oynapHa cBa Tpu omrosapajyha yrua, u AD = “

CB). Opmatae cnemu AG = CH, a kKako cy mpase

DG u EH napanemue u AD = DE, u3 Tanecose B
teopeme ciaemu AG = GH. Kowmauno, uz AG = Om 2018 1A 2

GH = HC cnemn GH = %AC.

3. Habumo mpBO Ha KOJIUKO ce HAUMHA MOTY OomabpaTu TpaskeHu O100pU aKo
M30CTABUMO 3aXTeB Aa CBaKW 000D Mopa mMmaTu Oap nBa unana. CBaka aBa Ma-
reMaruryapa koju cy mebhycobumo y cBabu Moxkemo Ha yKynmHO 3 -2 = 6 HaumHA
pacnopemuTu y Tpu on0opa (IpBOr MaTeMarudapa CTaBUMO y OUIO KOoju oabop,
a 3a Apyror GMpaMmo jemaH ol HPEeoCTasa ABa), Te je yKynad 6poj Hauuna 6. Oxn
oBor 6poja Tpeba omysetu omabupe y kKojuMa je OpOj dIaHOBA Y HEKOM 0aOODY
0 unm 1. IIlpumeTumo, mpe cBera, Ja MOKE MOCTOjaTU HAJBUINE jeJaH TAKaB OI00P
(ako Ou mBa ombopa Ouna taksa, y Tpehiem Gucmo mmanau Gap 2n — 2 wraHOBa
KOMUCHje, & HOITO 3a 1 > 3 BAKMU 2n — 2 > n, HEKU OJ[ WIAHOBA y TOM OI00py
6u 6unu mehycobuo y csabu). Bpoj omabupa rzme je Hexu onbGop Ge3 diraHoBa
usHocu 3-2" (majupe ¢purcupamo koju ox 3 onbopa he buru 6e3 unaHoBa, a OHIA
CBaKM IIap MareMaruyapa y ceabu MoxeMo y mpeocTasa nABa 0100pa paclIopenuTi
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Ha 2 HauuHa). Bpoj omabupa rme Heku oAOOpP MMa CAMO jJEQHOT YJIAHA W3HOCU
2n-3-2-2"71 = 3n . 2"t (ycammenn mMaremMaTmuap ce Mosxke uzabpaTu Ha 2n
HaYMWHA, CMECTUTHU y jeman ox 3 ombopa, ocoba ca kKojoMm je y cBabu y Omao
KOju On mpeocTaJsia 2 ondbopa, a OHIa Ce MPEOCTAJUX 2n — 2 MaTeMaThuYapa MOKe
cmecTuTy Ha 2" maunna). Cnemu na je pememe 3amaTka 6poj 6" —3-2"—3n-2" 1 =
6" —3-2"(2n+1).

4. Hera je t Opoj cexkyHIM OpPOTEKIUX OJ HOHONM, mpu yeMmy je { HEHeraTu-
BaH peaJsiaH Opoj. YTJOBK KOje Cy 3a TO BpEeMe IMpenuie CEeKyHIHA, MUHYTHA U
caTHa Kazajbka, penoM, uanoce 6t, 1% u %0 (m3paskenu y creneHuMa). Y CIOB Aa
CEeKYHIHA 1 MUHYTHA Ka3aJbKa 3akjamnajy yrao ox 30° je 6t — 1t*0 = £30+ 360a, mTo
je eKBUBaJIEHTHO ca

. 300(£1 + 12a)
B 59 ’
YCJIOB [a CEeKyHHA U CATHA Ka3aJbKa 3akianajy yrao ox 30° je 6t—17570 = +304-3600,
IITO je eKBUBAJIEHTHO Ca

. 3600(+1 + 12b)
o 719 ’

YCJIOB a MUHYTHA U CATHA Ka3aJjbka 3akiamnajy yrao ox 30° je %,%0 = £304360c,
IITO je eKBUBAJIEHTHO Ca

~3600(£1 + 12¢)

B 11

(rme cy a, b u ¢ ueku nenu Gpojesu). Ilo ycaoBy 3anaTka, ABe OI OBE TPU jeln-
HAKOCTU MOpajy ma Baxke. Rako cy Opojesm 11, 59 u 719 ysajamuOo mpoctm mo
napoBuMa, ciaemu na t mMopa ouru meo 6poj (Haumme, mMeHwmian 6poja ¢ mMopa
IeJUTU HEKa IBa O OBa TPU Opoja, ma cienu na uMenwusial mopa ouru 1). Kako
BasKM jeIHA O MOocJenme 2 jemuaxkoctu, a 6poj 3600 je yzajamuo mpocT u ca 11 u
ca 719, cnemu na je t memus ca 3600. dpyrum peumma, yCIOBU 3aJaTKa CE€ MOTY
UCIIYHUTH CaMO KaJ je IpoImao IeJaodpojaH Opoj caTu, MTO 3HAYU & U CEKYHIHA
U MUHYTHa Ka3ajbka Tama Moka3yjy Ha O0poj 12. Tama, ma Ou ce MCIyHHO yCJIOB
3a1aTKa, CaTHA Kasajbka MOpa mokasuBaTu Ha Opoj 1 mau 11. Caemu na hie y Toky
[BaIeCeTYEeTBOPOUYACOBHOT nepuosa 4 myTa OUTH 3aI0BOJFEHU yCJIOBU 3aJaTKA: Y

1.00, 11.00, 13.00 u 23.00.

5. Dapon Mumxay3eH HUje y TpaBy: M3 yCTAHOBJLEHE
YMIEHUIlE HE CJIeqV FHEeroB 3ak/bydaK. a0 KOHTpampuMmep
MOKEMO y3€TH CUTYalujy y KOjOj M3 JemHOT Trpajia IoJia3e
YeTUpU MyTa, & U3 cBakor on npeoctanux 2017 rpamoBa mo
[Ba IyTa, HA HAYMWH KOjU je mpuka3aH Ha ciauru. OuurienHo,
y TaKBOj CUTYalMjU jeCTe UCIyHEeHA YNHEHUIA KOjy je 6apon
ycranosro. Onmabepumo cana 3a p U r OBa IyTa O3HAUEHA
Ha CJIUIU. JACHO, ma OUCMO U3 ,,TOPIHLE MOJIOBUHE ¢ TPENIN Y
oWy ¢ (nnu o6partro), Mopamo npohwu myrem p umu r. Men-
JYTUM, YKOJIMKO ODUCMO HBUMAa IPOJIA3UIN HEIOCPEIHO jeTHUM
3a OPYTUM, OYUIJIEIHO OMCMO IPBO MK (jeMHUM OX HUX) y
cMepy ka rpangy X, a moTtoM (APYrMM OX BUX) y CMePy Of
rpagza X. OBO 3HaUM OJa CMO IyTOBAHE 3AI0YesU Yy HOHO0]

Om 2018 1A 5
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nosnoBuru (Oynyhu na 6u eBeHTya HM IPETXOMHY IPEJIA3aK U3 [OPHE IOJIOBUHE
y OBy HOApPa3yMeBao IPOJa3ak MyTeM P WX Ty cMepy on rpazxa X ), HO OHIA,
mocJje MpoJacKa IIyTeBUMa P U T Ha ONUCAHU HAYWH, HE IIOCTOjU BUIIE HAYUH 14
nobemMo 10 ropme MOJNIOBUHE y3 MOIMITOBAKE OMUCAHUX yCJIOBa MIyTOBama. Tume je
3a,1aTaK PEIIeH.

JIpyru pa3spen — A kareropuja

1. N3 sin2z < 1 umamo 17— 7sin 2z > 0 3a cBe BpeIHOCTHU X, TIa je KOPEH C JIeBe
crpaHe yBek nmedunucan. /lakie, npe kBagpupama jenHaunHe Tpeba IOCTaBUTH
caMo ycioB 3 cosz —5sinx > 0. Hakon xBampupama ocTaje 17— 7sin 2z = 9 cos? z +
25sin? x — 30sinz cos x, 1j., 3amemyjyhu 17 = 17sin? z + 17 cos? z u npebamyjyhn
CBe HA JIEBY CTDaHY,

8cos?z — 8sin® z + 30sinz cosz — 7sin 2z = 0.

W3 umenturera cos?r — sin?z = cos2zr u 2sinx cosT = sin 2z BUAUMO Ha je mobu-

jeHa jemHaunHa eKBuUBaJieHTHa ca 8 cos 2z + 8sin 2z = 0. OBo ga/me MOKEMO TPaHC-
(hopMHCcaT Kao

2
0=_8v2 (xfcos 2z + \gsm%) =82 (sin%cos% + cos%sinh”) = 8V2sin (2x + %),

omarne ciema 2x+5 = km, k € Z. llaxie, peniena Hocienmhe jeHadnHe Cy Opojen
obnuka = —% %’T, k € Z. Ouu ce MOry mOLeIUTH y 4eTupu kaace (Lae y CBaKoj
KJTaCH UMaMo Tepuon 2m): © = —g +2km, x = 3%—1—2]%, T = %’r—i—ka T = 11” +2km,

k € Z. Pemema us ﬂpyre u Tpehe KJIace He UCIYyH-aBajy yCJIOB 3COST — 55111:3 > 0
(mvamo cos 3T < cos T = ? u 51n— >sin g = ?, ma 3c05§—5bm < —V2<0;
rarkobe, cos g < 0 m sin“F > 0, ma 3cos 7; 5sin 78” < 0). Peme}ba U3 OpBE U
YeTBpTe Klace WCIymaBajy Taj ycaos (cos(—g) > 0 m sin(—F) < 0, ma 3cos(—g) —

in(—% ;T =" = —¥*u = —¥X= 0
5sin(—g) > 0; Taxobe, cos 1;” > cos 54” ‘f sin 1;” < sin 52 ?7 a
3 cos 1%” 9 sin 1;’“ > /2 > 0), ma camMo OHa UMHE pelIeHa MOJa3He jeTHAYMHE.

Ilpyrum peumma, OAroBOp je:

117

xe{—g—i—%w,?—k%w:keZ}.

2. Y oba mena 3anmatka KopuctuheMmo GpopMyIy

t2_2b2+202—
@ 4

(1 AHAJIOTHO 3a OCTAJIE TEKUIIHE HY:KU). [IOKAKUMO
KaKoO ce oHa m3Bomu. Ako je A cpemmna crpaHuie
BC, n3 kocunycue Tteopeme npumemene Ha NAA1 B
mvamo ¢ = t2 + BA? — 2t,BA; cos {AA| B, a u3 Koc-
unycHe Teopeme npumemene na AAA;C mobujamo C B A
b? =12 4+ CA? —2t,C Ay cos £ AA;C. Cabupamem oBe

Om 2018 2A 2
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nBe jemmakocTw, y3 mpumeny BA; = CA; = 5 nm
cos {AA1B = —cos LAA;C (bynyhu na cy oBa nsa yria HamopenHa), nobujamo
b+ c? =212 + %, oZakje clleln KeJbeHa PopMya.

a) IIpernocrasumo a? + ¢? = 2b%. Tana umamo

20% + 2¢% — a2 2b2+2a2—02_462+a2+02_67b2_%
4 4 N 4 42

2 4+12 =

202 422 — V2 42— 31?

e s

Tj. 3amcra Baku 2 + 12 = 2t7.
OO0paTHO, YKOJIUKO MPETIOCTABUMO t?l + ti = 2t§, OBO Ce CBOJU Ha
4% +a® + ¢ 2a® +2¢2 - b2
4 N 2 '

omakse (mociae MHOEema obe cTpaHe ca 4 u motupama) caema 6b° = 3a® + 3¢, Tj.
a® + c? = 2b°.
b) IIpso pewewe. Ipernocrasumo a? + ¢? = 2b%. Tama mmamo

2 W 2P +2¢2 —a? (a®+2) + 2 —a? _37‘32_5

2 202820 T 902 4 9c2 — B2 2(26%) — b2 S 302 b2

Tj. i—: = . AmaJorso, i—; = 7. llakmne, momTo mocMaTpana ABa TPOYTJa UMajy ABa

mapa TpPOMOPHUOHAJIHUX CTPAHUIA, CIEAN Aa CY OHU CIUYHU.

O0paTHO, YKOJIMKO MPETIOCTABUMO Ja CYy Ta IBA TPOYIJa CIAUYHA, Ta,18 UMAMO
’i—z = 5 (mpumerumo, uz a < b < ¢ cuemu t, = tp, = t., OHAKIE 3AKDYUY-
jeMo Koja CTpaHMIA KOPECIOHAUpa KOjoj), Tj. at, = ct.. OBO ce nmame cBooU HA
av2b? +2¢2 —a? = ¢v/2a2 + 202 — 2, Tj. 2a%b? + 2d%c® — a* = 2a2c? + 202 — .

IIpebamuBameM cBera Ha MECHY CTPaHY jeIHAKOCTH MOOMjamMo
0 =a*—c*+20%c* - 2a%0* = (a® — *)(a