MareMaTHYKH TaJIeHT

Pucro Manuecku,
Ckomje

HEPABEHCTBO HA KOIIM-BYIbAKOBCKHU-LIBAPIL]

Bo oBaa cratmja ke 0o pasriemame HepaBeHCTBOTO Ha Komm-BymakoBcku-
[IBapm, xoja MMa 3abeTeKUTETHA TPUMEHAa BO OpPOJHUTE MATEMAaTHYKH IHCIUILIIFNHU.
OBa HepaBEeHCTBO IIPB IO JOKaxkan (GpaHyckHoT matemaTnyap Komm Bo 1821 roauHa,
a MHTerpajiHaTa aHaJloTHja Ha MCTOTO ja JOKakal PYCKHOT Maremarndap bymakoBcku
B0 1859 roguna. Jla 3abenexxume neka oBa HEPABEHCTBO BO CBOUTE Pa0OTH I'O KOPUCTEN
U repMaHCcKuOT MatemaTtudap IIBapr, Ho nypu Bo 1884 roanHa.

Tepaeme 1 (HepaBencTBo Ha Komn-Bymakosekn-1lIBapm). Axo &, eR,

3a i=12,...,n, Toram

0 2.4 2 &0
X ab) <> a’-> b, 1)
i=1 i=1 i=1
HpI/I IITO 3HAK 3a paBeHCTBO Ba>XXHU akKO U CaMO aKoO
a_%_ _& 2
b =B, by )

Jokas3. [la To pasriename KBaIpaTHHOT TPUHOM
n 2 2 n 2 n n 2
P(t) = Z(ait—bi) =t Zai —ZtZaibi +Zbi .
i=1 i=1 i=1 i=1
IMomauomor P(t) e HeneratuseH 3a cekoj t € R, ma 3aToa Herosara AUCKPUMHUHAHTA €
HCEMO3UTHBHA, T.C. TOYHO € HCPABCHCTBOTO
n n n
403 aiby)? ~43 a7 - b7 <0,
i=1 i=1 i=1
KO€ € eKBHBAJIEHTHO co HepaBeHcTBOTO (1). [ToHaramy, Bo (1) BaXku 3HaK 3a paBEHCTBO
aKo M caMo aKo JUCKpMMHHATaTa Ha nojuHoMor P(t) e enHaxksa Ha HyJa, IITO 3HAYM
ako u camo ako gt—bj =0,3a i=12,...,n, T.e. aK0 U caMO aKO C€ HCIOJIIHETH PABEH-

cTBata (2). ¢

Bo cnepauTe nBE MOCIEUIM K€ MTOKa)XeMe Kako CO TIOMOII Ha HEPaBEHCTBOTO
Ha Komu-bymakoBcku-IlIBapi; Moke aa ce JOoKakaT HEKOHW O]l T0OpO TMO3HATHTE He-
paBeHCTBa Mery CpeHHTE.

Jdedununmja. Heka ce najeHn N NO3UTHBHM peajHu OpOEBH &y,ay,...,dy .
Bpoesute
n n

1ya, [Ia)",

: ! noa
i=1 i=1 2
=1

TH HAPCKYBAME apUMMemuyKa, 2eoMempuckd, XapMOHUCKA U Keaopamua cpeouHa Ha
OpoeBute &,ay,...,a, , COOABETHO.
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Hocaennua 1 (HepaBeHCTBO Mel'y apUTMETHYKATA U KBaJApaTHATAa Cpeau-

Ha). Ako 8;,1=12,...,N ce MO3UTUBHH pearHN OPOCBH, TOTAII
, (3)
TIPH IITO 3HAK 32 PABEHCTBO BaXKH aKO M CAMO aKO & =8y =...=ay.
Hoka3. Heka @;,i=12,..,n ce NO3UTUBHH pealHu OpOEBU U Ja 3eMeMe

by =1i=12,..,n. Toram ox HepaBeHCcTBOTO HAa Kommu-bymakoscku-1lIBapn nobnBame

Za. 1P<3Ta? TP o

i=1 i=1

(if’ﬂ‘i)2 < n% af <
= =

JacHo, 3HaK 3a paBEHCTBO BaXKM aKO M CaMO aKo BO HepaBeHCTBOTO Ha Komu-byma-
koBcKM-I1IBapIl Baxu 3HaK 3a PABEHCTBO, T.€. AKO U CaMO aKO & =ady =...=a,. ¢

Hocaennna 2 (HepaBeHCTBO Mel'y apUTMETHYKATA M XapPMOHHCKATA cpe-

auHa). Ako Xj,i1=12,...,N ce HO3UTHBHHU peaTHu OpPOEBH, TOTAMI
<1
<5 Z @)
Z X i=1
i-1
HPH IITO 3HAK 32 PABEHCTBO BaXKM aKO M CAMO aKO X =Xy =...=X,,.
Hoka3. 3emame & =4/, b :f, i=12,..,n.Co 3ameHa BO HEPABEHCTBO-
X

10 (1) mobuBame

JaCHO, 3HAaK 3a PaBCHCTBO BaXU aKO U CaMO aKO BO HEPABCHCTBOTO Ha Komn-ByH,a-
KOBCKI/I'H_[BapII Ba)XXU 3HAK 3a paBEHCTBO, T.C. aKO U CaMO aKO

Yo _Je_ _n

_1 1 i’
N N
=X

T.€. aKO M CaMO KO X = Xp =

0

3adememka. Bo MPETXOAHUTC pasriicaAyBamba o A0KaKaBME HEPAaBEHCTBOTO
Mef‘y ApUTMETUYKATAa U XapMOHHUCKaTa CpeiuHa Ha MO3UTUBHU pCaiHU 6p06BI/I. Mel'"y-
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TOa, BO CIIy4ajoT BayKHA yJIOTa UMa M T€OMETPUCKATa CPEeHHA, OJHOCHO 3a MO3UTHBHU
peanHu 6poeBH @, i =1,2,...,N TOYHH ce HepaBEHCTBATA

1 n n 1/n n
a2d > ([Ta)" " 25—,
i1 il S a

i=1
KOH Ke T mpudatume 6e3 1oxas.

Bo MPETXOAHUTE pa3rjicAyBakba ro JoKaxaBMe HEPABCCTBOTO HA KOHII/I-ByH)a-
KOBCKI/I'IJ_IBapH 1 CO HEroBa nNoMoIl J0KaXaBM€ JIB€ BaXXHU HCPABCHCTBA Mefy apuTMe-
TU4YaKaTa, XapMOHUCKAaTa U KBaJipaTHaTa CpCaArHa. Bo naramominuTe pasricayBama Ke
ja TOKaXEME NMpUMEHaTa Ha OBUC HCPABCHCTBA.

Hpumep 1. Hexa X;,i=12,...,n,n+1 ce peaaHn OpoeBH TaKBHU IITO
X1+X2 +...+Xn = Xn+1.
JlokaxkeTe meKa

n n
2% g = %) < |2 Xnga (K — %) -
i=1 i=1

Pewmenne. On HepaBeHcTBOTO Ha Komu-bymwakoscku-1IBapi cienysa

L L 2 2 2
Za/xi(xnﬂ—xi :lefxi(xnﬂ—xi)s 19 +1° +.. 417 -
i=1 i=1

i X (Xn+1 - Xi)
i=1

®)

n n 2 2 n 2
= X 2% =21 = [nlXa — 2 %]
i=1 i=1 i=1

[ToBTOpPHO, O] YCIOBOT Ha 3aja4yata ¥ Oj HepaBeHCTBOTO Ha Koiu-BymakoBcku-
[IBapu nobuBame

n n
2 2 2
Xl = (Zl'xi) < nZXi J
i=1 i=1
T.C.
2 2
N X < =X (6)
i=1
KoneuHo, oz yci10BOT Ha 3ajjauara u oJ] HepaBeHcTBata (5) u (6) cnenysa

n n
2 2 2 2

2% (g = %) < INXfg =N X <4 NXf — Xy = \/Xn+1(nxn+1 ~Xn41)

i=1 i=1

n n n
= Xn+1(nxn+l - Z Xi) = Xn+lz (Xn+1 - Xi) = Z Xn+1(Xn+1 —X )
) a :

IITO U Ipeﬁame Jla ce JOKaxe. ¢

Ipumep 2. Heka &a,...a, =1, 8 >0,i=12,...,n. [Jokaxere nexa

\E+\E+...+\E£al+az+...+an. ©)

Pemrenne. Oﬂ HEPABCHCTBOTO Mefy ApUTMCTUYKATAa U TCOMETpHUCKATa CpeaArHA
nmMamce
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\/g+\/€+...+ a, Zn\/;\/a:mﬁzll
ns\/§+ ap +...+\E. (8)

[onatamy, ox HepaBeHcTBOTO Ha Komm-Bymakoscku-1lIBapr u on HepaBeHCTBOTO (8)
crienyBa

(ﬁ+,/a2 +...+.fan)2 < (1% +12 +...+12)(al+a2 +..+ay)=n(y+ay+..+4a,)
S(ﬁhfaz +...+.fan)(al+a2 +..+ap).

KOHe‘IHO, aKO IMOCJICAHOTO HEPABCHCTBO I'0 MOACINME CO Jal + az +...+ an ro go-

T.C.

O6uBaMe HepaBeHCTBOTO (7). ¢

Hpumep 3. Jlokaxere 1eka 3a CEKOU pealHu OpoeBH @, 1=12,...,n Baxu
(ay+ay+..+a,)? a & a, ©)
2(a2+ad+.+a2)  @tdy gty a+ay

Pemenne. Co mocnenoBarenHa nNpuMeHa Ha HepaBeHCTBOTO Ha Komun-byma-
koBcku-11IBapi, 3a OpoeBuTe

Xi :\’ai(ai+1+ai+2)l yl :4\}#1 i:1121"'!n ’

2
ai +aj
Kaje 8n,1 =&, 8np =8 M OUMINETHOTO HEPABEHCTBO gaj <——— o JobuBame
HEPaBEHCTBOTO
2 2 2 2 2 2 2 2
(g +ay +...+a) =Y+ X Yo+t X V) SO+ X5+ X)) (V) + Y2 +..+ YF)
- a a, a,
=[a(ay +ag)+ar(ag+ay) +...+a,( +a2)](az+a13 + ey +.. a1+a2)
< (af+a§ N al+a? N aZ+a? N as+a; N aZ+al N a%+a’ ) B, %
- 2 2 2 2 2 2 a+ag ag+a, < atay
_ 2 2 2 d ay an
=2(ay +a) +...+an)(a2+a3 tapra Tt al+a2),

KO€ € eKBUBAJICHTHO CO HEPaBEHCTBOTO (9). ¢

IMpumep 4. Heka ce X,Y,Z mo3utuBHH OpoeBH TakBu na X+Y+2z=1. Jloka-
KETe JieKa

JXY(-2) +yz(L—x) +Jzx(1-y) < E .
Pemenne. Hajnpso na 3a0enexume eka o1 OYMIIIETHOTO HEPABEHCTBO
(x=y)? +(y=2)? +(z-%? 20
clegyBa HEPaBEHCTBOTO
3(xy+yz+zx) < (x+ y+z)2 (11)
[Tonatamy, nmpuMeHyBajku To HepaBeHCTBOTO Ha Komm-Bymaxoscku-IlIBapn u Hepa-
BeHcTBOTO (11) mobuBame

Jy@-2) +Jyz@—x) + Jx@—y) = Py VI-z +JyzVI-x +zx -y




MareMaTHYKH TaJIeHT

< Jxy+yz+oxJd-2)+@-x)+@-y)

=+ yz+zxﬁ<f.¢(x+y”) \/g

ITO | Tpebarie 1a ce TOKaxke. ¢

ITpumep 5. Heka a;,i=12,...,n ce HeHeraTuBHU OpoeBu. JIokaxeTe, 1eKa He-
PaBEHCTBOTO
n n
2\2 4
(X ax)" < Yax (12)
i=1 i=

n
€ TOYHO 32 IPOU3BOIIHK peantu 6poesu X, 1=12,...,n ako u camo ako ». g <1.
i=1
Pemenne. Heka 3a nponsBosnu peannu 6poesn X, i=12,..,N e To4HO Hepa-

BeHCcTBOTO (12).3emame X =1,i=12,...,n u nobusame

(Za.) <Za.,

i=1

n
oz wto cieaysa y g <1.
i=1
n
O6paruo, Heka Y. a; <1. Toraur ox HepaBeHcTBOTO Ha Komm-BymakoBCKu-
i=1
IIBap1 ciienyBa

(%aixi _(Z\/_\/_X|) <Za| Zalxl Zauxl

i=1 i=1

Ipumep 6. Heka C e mpou3BoJicH MO3UTHBEH peajicH Opoj. Hajmere ja onaa
nepmyranuja Kg,kq,Ks,...,k, Ha 6poesure 0,1,2,...,n 3a koja u3pazor
o hccac?.ce v (13)
JOCTUTHYBa MaKCUMAJIHA BPEIHOCT.
Pemenne. On HepaBencTBoTo Ha Komm-bymakoseku LBapir noduBame

n n .
1.¢% 4c.ch+c?.cfe .+ cfn <\/Z cH? \/Z(cki)z =Y c? (19
i=0 i=0 i=0
Cnopen Toa, 3a koja 6uno nepmyraruja Ko, ki, Ky, ...,K, u3pasor (13) ue e morosiem oz

n .

> 2. Merytoa, BO HepaBeHCTBOTO (14) 3HaK 3a paBEeHCTBO C€ JOCTUTHYBA aKO U CaMO
i=0
aKo

ITO € MOXKHO aKko u caMo ako Ky =0,k; =1k, =2,...,k, =n. Cnopen Ttoa, 6apanara

nepMyTalja 3a koja n3pasotT (13) mocTHrHyBa MakCHMallHAa BPEIHOCT € MICHTUIHATA
nepMyTanuja. 4
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Ha xpajor on HammTe pasriemyBama K€ HaBelEME HEKOJIKY 3aJadM 3a caMo-
cTOjHa paboTa, 3a Yhe PElIaBake MOXKE Ja c€ HCKOPHUCTH HepaBeHCTBOTO Ha Komm-By-
wakoBcku-11IBap.

3amaua 1. Axo a,bj eR,3a 1=12,...,n, Toram

\/Zn:(ai +h;)? S\/iai2 Jr\/ibi2 :
= i1 i1

3agaua 2. Heka ce a,b,C 10o/okMHM Ha CTpaHW Ha TPHAroJHUK. JIOKaXeTe ro
HEPaBEHCTBOTO

Hoxaxere!

a%b(a—b)+b%c(b—c)+c?a(c—-a)>0.
YnarcrBo. 3eMete
s=aC y_s_a y=s-bz=s-ca=y+zb=z+x,C=X+Y,

TpaHc(opMupajTe ro MOYETHOTO HEPABEHCTBO M MCKOPHCTETE o HepaBecTBOTO Ha Ko-
mu-bymwakoscku-11IBapu.

3amaua 3. Jlokaxere geka 3a cTpanute @,b,C U TEXUIIHUTE TUHUU my, My,

mc Ha IMTPOU3BOJICH TPUAT' OJIHUK BAXKHU
a2 w2, -2
amg +bmy, +cme <= (a” +b” +c%).

YnatcrBo. Vckopuctere ro HepaBeHCTBOTO Ha Komm-bymakoscku-1lIBapn n
MO3HATOTO PABEHCTBO

mi +mp +m¢ <3 (@®+b? +¢?).
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