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Anvja MyMuHaruk
Jlancka

EJHA HU3A PAIIUOHAJIHA BPOEBHU KOJA
KOHBEPT'PA KOH BPOJOT /2

Bo nmreparynpaTa ce mo3HaTH MMOBeKe HU3M PalMOHATHU OpOeBU KOM KOH-
BEPrUpaaT KOH 6pojoT /2 . JaCHO, WICHOBHTE HA OBHMC HW3H CE PALIHOHAIHH
npuOIMKyBamkba Ha UPALIMOHATHUOT OpOj V2 . Bo oBaa cTaTuja Ke pasriieaMme
e/lHa TaKBa HM3a pallMOHAIHU OpoeBU. 3a Taa LieJl IPBO Ke 3a0enexume aeKa 3a

cekoj X>—1 Baxnu
In(+Xx) <X, 1)

y —
IpU IITO 3HAK 332 PABEHCTBO BaXXH caMoO 3a ! 4‘} r
Xx=0. IlocnenHOTO HEPaBEHCTBO HE € TEIIKO : y=In(1+x)
Jla ce OKaxke, a TOYHOCTa Ha UCTOTO ja MOTBP- b
nyBaaT w Trpadunure Ha (QyHKIUUTE Y =X U ! o
y=In(l+X), Xx>-1 (upTex aecHo). — 4 x
IIpen ma ja koHcTpympame OapaHaTa HH3a l|

panmoHaTHu OpOeBU Ke JOKaKeMe TBPILHE KOe
HU € MOTPeOHO.

3anaua 1. Jlokaxu 1eka
n+l n+3 n+5,  2n-1

__n ne2n+d"2n-2
an = n+2.n+4 n+6_ . 2n —1, xora N—o0.

n+l n+3 n+5 """ 2n-1

Pemenue. Ako MCKOpUCTHME JieKa 3a cekoj K € N Baxku

(kD) _ k2ake1 _ k()11 g, 1
k(k+2) ~ k(k+2) ~ k(k+2) k(k-+2)

noouBamMe

n+l n+3 n+5, . 2n-1

a —_n ni2n+4 202
n n+2 n+4 n+6. _2n

n+1 n+3 n+5 " 2n-1

_ ()2 (n+3)? (n+5)? (2n+1)?
~n(n+2) (n+2)(n+4) (n+4)(n+6) " 2n(2n-2)
=(1+ n(n1+2))(1+ (n+2)1(n+4)) (L (n+4)1(n+6)) e 2n(21n—2))'

[TocnieTHOTO paBEHCTBO TO JIOTapUTMUpPAME M aKO I'0 MCKOPHCTHME HEpaBeH-
ctBoTO (1) MOoOHMBame:
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[Tonatamy, a, >1 3a cexoj NEN u 0z MOCIETHOTO HEPABEHCTBO U CBOjCTBATA
Ha JlorapuTaMcKaTa QyHKIHja cleyBa AeKa
1 .
O<|nan<4n,3ace1<0j neN. (2

Ho, lim 4_1n =0, ma o TeopeMara 3a TpU HU3M U OJ] HEpaBeHCTBaTa (2) cieayBa
N—00

neka lim Ina, =0, wro 3naun nexka lim a; —¢l =1, mro u Tpebame aa ce
N—o0 N—o0

JOKaxc. m

3agaua 2. Jlokaxu gexa

2 nt4 6, | 2n
Nl 3 b ond 2, xora N—0.
n+2 n+4 n+6, . _2n
Pewenne. Hexa by, =72 T2 - 82 - 500 neN. Hvame

Zzﬁzn_ntl n+2 n+3 . n+4 n+5 . n+6. . 2n-1. 2n

n ntl n+t2 n+3 n+4 n+5 7 2n-2 2n-1
_(n+2 n+4 n+6 2n )(n+1 n+3 . n+5 . 2n= 1)

n nt2 n+d 202
n+l n+3 n+5, . 2n-1

n_n+2 n+4 ™" 2n-2

= (1 ni3 nes 2n—1) n+2 n+d n+6_ 20
n+l n+3 n+5""2n1

T.C.

by, = N2 3)
Jan
3a cexkoj NeN. Cera, ako Bo (3) 3ememe N—»00, Toram o 3axa4a | ciexysa

b2 2\
= -l - .

ITO U Tpebare Ja ce JoKaxe. |

Ako ja uckopucTuMe Hu3aTa b, Ne€N, Toram eIHOCTABHO MOXEMe [a

HajaeMe PalMOHAIHU OPOSBH KOW C€ IPHUOJIMKHO BPEIHOCTH HAa OpOjoOT J2.
MerfyToa, KOHBEpreHIIMjaTa Ha OBaa HK3a € cropa, rna taka 3a N=10 mobuBame
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IoJIeKa cO TOYHOCT 10 14-rara menmMmaiia uMaMe

2 ~1,414213562373095 .
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Jedan niz racionalnih brojeva koji konvergira prema /2

Alija Muminagic¢

U literaturi su poznati neki nizovi raci-

onalnih brojeva koji konvergiraju prema v/2.
Naravno, ¢lanovi ovog niza su racionalne ap-
roksimacije iracionalnog broja /2. Ovdje
¢emo promatrati jedan takav niz racionalnih
brojeva. Primijetimo da za svaki relan broj
x > —1 vrijedi nejednakost
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In(1 + x) < x, (D

pri ¢emu znak jednakosti vrijedi samo ako je

oy x = 0. Ova nejednakost se lako dokaZze, a §to
mozemo ilustrirati na slici gdje su prikazani

|31 pravac y = x i krivulja y = In(14x), x > —1.

Konstruirajmo ¢lanove niza racionalnih brojeva koji imaju traZzeno svojstvo.
Dokazite da vrijedi

n+1 n+3 n+5 2n—1
a”:nanZ Zii Zig annzﬂl kada n — oo.
n+1 n+3 n+5 " 2m—1
RjeSenje. Za svaki k € N imamo:
(k+1)27k2+2k+17k(k+2)+171+ 1
k(k+2) k(k+2) k(k+2) k(k+2)
odakle je
n+1 n+3 n+5 2n—1
@ — _n ‘nt+2 n+d T 2m-—2
"Tn+2 n+4 n+6 2n
n+1 n+3 n+5 7 2n—1
_(n+1)? (n+3)? (n+5)? (2n—1)?
T an+2) m+2)n+4) m+dn+6) " 2n(2n—2)

:C+mﬁz)(“ﬁxﬁﬁm)O+Gﬁ%ﬁ6)““0+%érz)

Logaritmirajmo ovu jednakost i iskoristimo nejednakost (1). Dobivamo:

= (14 ) (1 e) R (0 Graee)
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et n( Jr211(211—2))
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T 2\n n+2 2\n+2 n+4 2\n+4 n+6

L G S I W L I SO S
Tt 2\2n=2 2n) 2\m 2n) 2 2n  4n

Prema tome a, > 1 za svaki n € N i iz posljednje nejednakosti i svojstva (1)
logaritamske funkcije imamo

1
0<Ina, < 4—; za svako n € N. (2)
n

lim a, = €° =1, §to

lim Ina, = 0, Sto znaci
n—o0o n—oo

1
No, kako je lim P 0 iz (2) slijedi
n

n—oo
je i trebalo dokazati.

. .. n+2 n+4 n+6 2n
Zadatak 2. Dokazi da el nt3 nis ..-2n71—>\/§, kada n — oc.
D . n+2 n+4 n+6 2n
RjeSenje. Neka]eb":n—f—l.n+3'n+5"”.2n—1’ n € N. Imamo:
2:2_11:11—1—1.n+2.n+3.n+4.n+5.n—|—6.“..2n—1. 2n
n n n+1 n+2 n+3 n+4 n+5 2n—2 2n-—1
_(n+2 n+4 n+6 2n n+l n+3 n+5 2n—1
_(n+1'n+3'n+5' '2n1)( n n+2 nt+4 "'2n2>
n+1 n+3 n+5 2n—1
_(n+2 n+4 n+6 2n ? n n+2 n+d -2
_(n+1'n+3'n+5' '2n1) nt2 ntd nto 2n
n+1 n+t3 n+s5 -1
:bi-an,
4. b, = \/E (3)
Van
za svaki n € N. 1z (3) za n — oo iz zadatka 1 dobivamo
\/E \/E ?:\/Ea

lim b, = lim = =
n— oo " n—oo 4 /dy / lim a,
n—o0o
§to je i trebalo dokazati.

Ako iskoristimo niz b,, moZemo naci racionalne brojeve koji se pribliZavaju broju
V2. Medutim, konvergencija ovog niza je spora. Tako za n = 10 imamo

12 14 16 18 20
—_— = — . — . — = 1. 1 2
1 53 155177 19 36969618307389
22 24 26 28 30 32 34 36 38 40
azan=20je — —= == = == 5 == == == - =— ~ 1.405408675244725,

21 23 25 27 29 31 33 35 37 39
dok je to¢na vrijednost na 15 decimala jednaka v/2 ~ 1.414213562373095.
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