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Vojislay Andrié (Valjevo)
BROJEVI I KOCKA

Ako ste nekada relavali problem razme§tanja brojeva 1,2,3,4,5,
6,7,8 u vrhove (temena) kocke tako da zbir brojeva na svakoj strani
bude isti, onda ste ga, verovatno, brzo refili, razmatrajui i kombi-
nujuéi razne moguénosti razmeitaja.

Oni mladi matematitari koji su problem malo dubljc sagledali
uoili su da postoje izvesne zakonitosti po kojima se vr¥i razme3taj
brojeva u temena kocke; da se po istim zakonitostima mogu razmestiti
i brojevi nekog drugog (ali ne svakog) osmoélanog skupa brojeva; da
postoji_viSe refenja datog problema, itd.

Cilj ovog teksta je da Eitaocima koji ovaj problem nisu refavali,
ili nisu sagledali odgovore na sva ova pitanja, pruli objadnjenje i ukaZe
na nove puteve i probleme.

1. Posmatrajmoe kocku (sl 1)
ABCDAB,C Dy u &ija temena su sme-
§teni brojevi g, b,.¢c, d, a1, by, ¢, dl
Temena koja pnpadagu jednoj ivici
kocke (4iB, A1 D, B, C,itd.) zvatemo
susednim, a brojeve koji su razmes-
Steni u susedna temena — susednim
brojevima. Paralelne ivice koje ne
pripadaju istoj strani kocke (A4, i
CCy, BBy i DD, itd.) nazivaéemo
naspramnim ivicama, Temena koja
pripadaju velikim dijagonalama koc-
ke zvademo paspramnim, a brojeve koji su razmefteni u naspramna
temena — naspramnim brojevima.

Teorema 1. Ako je zbir brojeva na svima stranama kocke isti,
onda je on jednak poluzbiru svih razmeftenih brojeva.

Dokaz, Svako teme kocke pripada trima stranama kocke, pa
zato zbir brojeva sa svih 6 strana kocke, predstavijenc na sl. I, iznosi
3(a+b+c+d+a+b+c+d). Kako imamo 6 strana, a zbir bro-
jeva na svakoj strani je isti, to taj zbir iznosi

S a+b+c+d+ay+by+e+4dy,
2

1j. jednak je polovini zbira svih brojeva,
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Posledica 1. Da bi se celi brojevi a,b,c,d,a1,81,¢,,d, mogli razmes-
titi u vrhove kocke tako da zbir brojeva na svakoj strani bude isti, po-
trebno je da zbir svih brojeva bude deljiv sa 2.

Tako, na primer, brojevi 1,2,3,4,5,6,7,8 zadovoljavaju navedeni
nuZni uslov da mogu biti razmesteni na temenima kocke na pomenuti
oadin, jer je zbir tih brojeva m=36 deljiv sa 2; a da bi taj razmestaj bio
izvrien, nuno je da zbir brojeva na svakoj strani bude 18.

2. Ma koje dve susedne strane kocke imaju po jednu zajedni-
ku ivicu. Ova &injenica se mo3e iskoristiti da se pronadu jo§ ncke
zakonitosti ovog razme¥taja.

Teorema 2. Ako je zbir brojeva na svakoj strani kocke isti, onda
su zbirovi brojeva na naspramnim ivicama kocke medusobno jednaki,

Dokaz: .
(1) a+b+c+d =a+b+by+ay iz Eega sleduje c+d =ay+8, (1')
(2) a+b+c+d =e+d+dy+ey o, ., ., a+b =cy+d;  (2)
() a+b+by+a) =b+ecte+by ,, . ' ata =c+) (3)
@) at+b+bi+ay=atd+dytay 5, ,, ,  bthy=d+dy (@)
(5) a+b+ec+d =b+ctey+by L, . a+d =bh+¢  (5)
(6) at+b+c+d =at+d+di+ay ,, ,, ,  btc =ay+d, (6)

Jednakosti iz desnog stupca gornje tabele pokazuju da je dokaz
teoreme izveden.

Posledica 2. Da bi se celi i medusobno razlititi brojevi x; <x;<
CX3CXY< X< X< X7<<Xg mogli razmestiti u vrhove kocke tako da
zbir brojeva na svakoj strani kocke bude isti, potrebno je da brojevi
X1 1 X3, X1 i X3, X5 1 xg, X7 i x3 budu nesusedni.

Dokaz. Ako bi brojevi x; i x; (dva najmanja bil) susedni, tj.
pripadali jednoj od ivica kocke, onda bi i zbir brojeva na naspramnoj
ivici kocke morao biti isto toliki, §to je nemoguée, jer je zbir ma koja
dva od preostalih brojeva veéi od x;-+x;. Na slitan natin se izvodi do-
kaz i za ostale navedene parove brojeva.

Iz tog razloga, na primer, da bi se brojevi 1,2,3,4,5,6,7,8 mogli
razmestiti u vrhove kocke tako da zbirovi na svakoj strani kocke budu
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medusobno jednaki, potrebno je da brojevi 112,113,618, 7i 8 budu
nesusedni,

3. lako smo neke zakonistosti razme§taja i u konkretnom i op-
tem slu¥aju veé uotili, one nisu dovoljne za refavanje naleg 1 opitijih
problema. Zato nastavljamo istraZivanje.

Teorema 3. Ako su zbirovi brojeva sa svake strane kocke medu-
sobno jednaki, onda je .razlika paspramnih brojeva konstantna.

Dokaz. Koristeéi se jednakostima (1')-—(3’) dobijamo:
c—ay=b—d, a—c,=d1—b, a—c;=c—a,
odakle zakljutujemo da je
86—, =by—d=c—ay=d|—b odnosno c¢;—a=d—by=a—c=>b—d,.

Kako su paroviaicy, bid), ¢ia, dib, zaista naspramni brojevi,
to je dokazivanje teoreme zavrieno.

Posledica 3. Ako je od 8 datih brojeva mogudée obrazovati 4 ure-
dena para brojeva, takvih da su razlike izmedu prvog i drugog od svaka
dva broja koja &ine isti par medusobno jednake, ti brojevi se mogu raz-
mestiti po temenima kocke tako da zbirovi brojeva sa svake strane
kocke budu isti.

Dokaz, Ako su zadovoljeni uslovi @ — ¢;=b—d=c—a)=d|—b=
=k, tako da je a=c;+k, b=d|—k, c=a;+k, d=b—k, onda se putem
neposrednog ‘proveravanja mole utvrditi da e biti zadovoljene i jed-
nakosti 1 — 6, §to znadi da &e zbirovi brojeva na svima stranicama koc-
ke biti isti.

Kako se pak svaki od 4 uredena para brojeva, koji imaju svojstvo
da su razlike izmedu prvog i drugog ¢lana svakog od njih medusobno
jednake, moZe smatrati za po jedan od parova (g, ¢1), (b, d) (¢, a) i
{dli b}: odnosno za parove (Cls ﬂ), (d- bl)! (alr C) i (dh b)s to s¢ oni
mogu razmestiti po temenima kocke tako da zbir brojeva na svakoj
strani kocke bude ist,

Prema tome, potreban i dovoljan uslov da bi se 8 brojeva mogla
razmestiti po temenima kocke tako da zbir brojeva na svakoj strani bude
isti jeste to da se od njik mogu obrazovati 4 uredena para, takva da su
razlike izmedu prvog i deugog od brojeva koji &ine isti par medusobno
Jednake.
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Napomena. Kako se 4 para brojeva mogu poredati naspram pa-
rova (G,C]_), (‘E{I'Id)i (C', ﬂI) i (dll b)! odnosno naspram parova ('cll d)s
(dy, b) (a1, ¢) i (b, d)) na po 4.3.2.1=24 natina, to je razmedtaj parova
koji zadovoljavaju navedeni uslov mogude izvriiti na 24.2=48 nadina.

Tako, na primer, ake su u pitanju brojevi 1,2,3,4,5,6,7,8 ,pa se
od njih formiraju parovi (2,1), (4,3), (6,5) i (8,7), onda se moZe uzeti
da je a=2, ¢|=1; by=6, d=5; ¢=8, a,=7, d;=4, b=1, ali s¢ moe
uzeti i da je a=I, o=2; b =3, d=6; ¢=7, 'a|=8,d1=3, b=4. U ova
dva sluaja brojevi ée se pojaviti na kocki onako kao 3to je predstav-
lieno na sl. 2, odnosno na sl 3, i u oba sluaja ée zbirovi brojeva na
svakoj strani kocke biti medusobno jednaki.
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No, rasporedivanje ovih brojeva moguée je izvriiti, kao §to smo
videli, prema postavljenom zahtevu jo§ na 22 nalina.

Zadacel

1. PokaZite da se od brojeva 1,2,3.4,5,6,7 i 8 mogu lormirati na 3 nadina po
4 uredena para koji imaju svojstvo da su razlike izmedu prvog i drugog broja svakog
para medusobno jednake.

2. Doka¥ite da s¢ ma kojih 8 uzastopnih celih brojeva mogu razmestiti u
temena kocke tako da je zbir brojeva na svakoj strani kocke isti.

3, Utvrdite zakonitost razmeStaja 8 brojeva u témena kocke tako da proizvodi
brojeva sa svake strane kocke budu medusobno jednaki.

4. Pokuiajte da formuliSets promeme razmestaja brojeva u temena tetraedra
i oktaedra i da za takve probleme pronadete odgovarajué¢ zakonitqsti razme3taja.

CrarujaTa npB nar e o0jaBeHa Bo cnucanuero MareMaTH4KH JIUCT
Ha JIM na Cponja




