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Ристо Малчески
Скопје

ПОПЛОЧУВАЊЕ СО ПЕНТОМИНА

Пентомино е рамнинска фигура составена од
пет единечни квадрати секој од кои има заед-
ничка страна со најмалку еден квадрат. Пенто-
миното било формално дефинирано од амери-
канскиот професор Соломон В. Голомб во 1953
година. Голомб увидел дека ако земеме при
ротациите и симетриите да не се добиваат нови
фигури, тогаш имаме таканаречени 12 слободни
пентомина, кои се прикажани на следниот цр-
теж. Тој овие пентомина ги именувал по по
буквите од латиничната азбука на кои тие личат (види цртеж). Пентони-
мата на пошироката јавност биле претставени од познатиот популаризатор
на математиката Мартин Гарднер во 1965 година.

Како што можеме да забележиме, при вртење и превртување на
пентомината I, T, U, V, W и X добиваме едно исто пентомино, што не е
случај при превртувањето на пентомината F, L, N, P, Y и Z. Затоа, ако
сметаме дека при ротациите не се добиваат нови фигури, а фигурите
добиени при осна семетрија, т.е. со превртување, ги сметаме за различни,
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тогаш имаме 18 таканаречени еднострани пентомина (види цртеж)
Како што можеме да забележиме, ако пентомината ги поставиме во

квадратна мрежа, тогаш:
- пентомината F, L, N, P и Y може да се ориентираат на 8 начини: 4

со ротација и уште 4 со осна симетрија,
- пентомината T и U можат да се ориентираат на 4 начини со рота-

ција, бидејќи тие имаат оска на симетрија усогласена со линиите на
мрежата,

- пентнимата V и W исто така може да се ориентираат на 4 начини
со ротација, бидејќи тие имаат оска на симетрија која е под агол од

45 во однос на линиите на мрежата,
- пентоминото Z може да се ориентира на 4 начини: 2 со ротација и

уште 2 осна симетрија,
- пентоминото I може да се ориентира на два начина со ротација
- пентоминото X може да се ориентира само на еден начин.

Од досега изнесеното заклучуваме дека ако ротациите исто така се
сметаат за различни, тогаш пентомината од првата категорија (F, L, N, P и
Y ) се бројат осум пати, оние од следните три категории (T, U, V, W и Z) се
бројат четири пати, I се брои два пати, а X се брои само еднаш. Според
тоа, постојат 5 8 5 4 2 1 63      таканаречени фиксни пентомина, т.е.
пентомина кои при поплочувањето само ги поместуваме со транслација.

На долните цртежи за секое од пентомината L, F, N, P и Y се дадени
неговите осум можни ориентации усогласени со линиите на мрежата.

Стандардни проблеми во врска со пентомина се да се поплочи право-
аголник со дадени димензии со неколку слободни или еднострани пен-
томина, кои не смее да се преклопуваат и меѓу кои не смее да има праз-
нини.  Јасно, ако се има предвид дека едно пентомино има плоштина 5
квадратни единици, добиваме дека разгледуваните правоаголници мора да
се со димензии 5m n . Така, доколку се користи комплетот од 12 слобод-
ни пентомина, лесно се гледа дека со неколку пентомина од овој комплет
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може да се состават правоаголници со димензии 5 3 , 5 4 , 5 5 , 6 5 и
8 5 , кои се прикажани на долните цртежи.

Како што можеме да видиме комплетот од 12 слободни пентомина има
плоштина од 60 квадратни единици. Оттука, логично се поставува праша-
њето дали е можно со овој комплет да се покријат правоаголници со ди-
мензии 3 20 , 4 15 , 5 12 и 6 10 . Од говорот на прашањето е позити-
вен, што може да се види од долните цртежи, на кои е прикажано по едно
поплочување во секој од четирите случаи. Интересно е да се забележи
дека:

- за правоаголникот 3 20 има 2 решенија,
- за правоаголникот 4 15 има 368 решенија,
- за правоаголникот 5 12 има 1010 решенија и
- за правоаголникот 6 10 има 2339 решенија.
Понатаму, комплет од 18 еднострани пентомина има плоштина од 90

квадратни единици, па затоа и во овој случај се разгледува прашањето
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дали е можно со овој комплет да се покријат правоаголници со димензии
3 30 , 5 18 , 6 15 и 9 10 . Од говорот на прашањето е позитивен, што
може да се види од долните цртежи, на кои е прикажано по едно попло-
чување во секој од четирите случаи. Притоа:

- за правоаголникот 3 30 има 46 решенија,
- за правоаголникот 5 18 има 686628 решенија,
- за правоаголникот 5 12 има 2567183 решенија и
- за правоаголникот 6 10 има 10440433 решенија.
Шаховската табла има димензии 8 8 , т.е. нејзи-

ната плоштина е 64 квадратни единици, а комплетот
од 12 слободни пентомина покрива површина од 60
квадратни единици. Оттука, логично се поставува
прашањето дали е можно со комплетот слободни
пентомина и едно квадратно тетрамино (квадрат
2 2 ) да се покрие шаховската табла. Одговорот на
поставеното прашање е позитивен и едно решение на
овој проблем е дадено на цртежот десно. Да забеле-
жиме дека овој проблем има дури 16146 решенија.

Кога сме кај шаховската табла, да забележиме дека
ако квадратот 2 2 е сместен во центарот на таблата,
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тогаш проблемот има 65 решенија, од кои едно е дадено на цртежот горе
десно.

Во врска со шаховската табла, логично се поставува прашањето дали
при дадена позиција на четири полиња кои треба да останат непокриени
остатокот на таблата може да се покрие со комплет од 12 слободни пен-
тонима. На цртежите дес-
но се дадени пет распоре-
ди на четирите полиња,
кои треба да останат не-
покриени. Во секој од
овие пет случаи постои
бараното покривање и по
едно решение е дадено на
долните цртежи.

Понатаму, гледајќи од лево на десно:
- за првата табла има 74 решенија,
- за втората табла има 21 решениа,
- за третата табла има 188 решенија,
- за четвртата табла има 2170 решенија, и
- за петтата табла има 126 решенија.
Претходно видовме дека со комплет од 12 слободни пентомина може

целосно да се покрие квадрат со димензии 3 20 . Како и во случајот на
шаховската табла, се поставува прашањето дали правоаголник со димен-
зии 3 21 кај кој три полиња ќе оста-
нат непокриени (види цртеж) може да
се покрие со комплет од 12 слободни

пентомина. Одговорот на поста-
вено прашање е позитивен и едно
такво покривање е дадено на цр-

тежот лево. Да забележиме дека овој проблем има 6 решенија.
Понатаму, кога сме кај покривањето на правоаголници од кои се

отстранети некои полиња, односно некои полиња треба да останат непо-
криени, еден од популарните такви проблеми е покривањето на фигурата
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која ќе ја наречеме хотел со 13 соби (цртеж долу лево). На цртежот долу
десно е прикажано едно од двете решенија на овој проблем

Друга интересна фигура, која по својата структура наликува на хотелот
со 13 соби и фигурата прикажана на долниот цртеж лево. Како што мо-
жеме да видиме оваа фигура има 60 полиња, па затоа логично се поставува
прашањето дали истата може да се покрие со комплет од 12 слободни
пентомина. Одговорот на поставеното прашање е позитивен и едното од
трите решение на прблемот е прикажано на долниот цртеж десно.

Пред да презентираме други
фигури од кои се отстранети не-
кои полиња и кои треба да се
покријат со комплет од 12 слобод-
ни пентомина, ќе се навратиме на
таканаречените „коси правоагол-
ници“, кои се прикажани на црте-
жот десно. Секоја од овие фигури
може да се покрие со комплетот
слободни пентомина. По едно ре-
шение за секоја фигура е дадено
на долните цртеж.

Понатаму, гледајќи одгоре надолу:
- за покривање на првата фигура имаме 156 различни начини,
- за покривање на втората фигура имаме 233 различни начини,
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- за покривање на втората фигура имаме 233 различни начини,
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- за покривање на третата фигура имаме 138 различни начини и
- за покривање на четвртата фигура имаме 2 различни начина.
Што се однесува до расекување-

то и поплочувањето, крстот во раз-
лични негови варијанти е една од
најинтересните фигури. Оттука и
прашањето дали фигурите прика-
жани на цртежите десно, од кои од
втората е отстрането централното
квадратче, може да се покријат со
комплетот слободни пентомина.

За двете фигури одговорот на
прашањето е позитивен, при што на
цртежите десно е дадено по едно
покривање за секој од двата крста.
Интересно е тоа што за левиот крст
има 21 различни покривања, а за
десниот крст, во случајот кога праз-
ното поле е во неговиот центар,
бројот на различните покривања е
14. Меѓутоа, ако празното поле не е централното
поле на десниот крст, тогаш имаме 366 покривања
со комплетот од 12 слободни пентомина. Едно од
овие покривања е дадено на цртежот десно. Во слу-
чај кога имаме едно празно поле истото може да се
покрие со мономино, па затоа наместо за покрива-
ње на фигура со комплет од 12 слободни пентони-
ма при што едно поле ќе остане непокриено, можеме да говориме за
покривање на фигура со комплет од 12 пентомина и 1 мономино. Послед-
ните две фигури се крстови составени од 12 пентомина и 1 мономино.
Меѓутоа, крст може да се состави и со помош на комплет од 12 слободни
пентомина и едно квадратно тетрамино. На долните цртежи се прикажани
четири вакви крстови. Притоа, одејќи од лево кон десно:

- за првиот крст имаме 5380 решенија,
- за вториот крст имаме 177 решенија,
- за третиот крст имаме само 2 решенија, и
- за четвртиот крст, во кој тетраминото е фиксирано во центарот на

крстот, имаме 84 решенија.
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Што се однесува до составувањето на крстови со помош на комплет од
12 слободни пемтонима, при дополнителни услови на долните цртежи се
прикажани уште четири такви крстови. Кај првите два крстови имаме по
шест непокриени полиња кои што се наоѓаат во центарот на крстот, кај
третиот крст имаме пет непокриени полиња кои се наоѓаат во центарот на
крстот, а третиот крст има едно непокриено поле и дополнително е иско-
ристено квадратно тетрамино. Притоа, за дадените конфигурации одејќи
од лево кон десно:

- за првиот крст имаме 4 решенија,
- за вториот крст имаме 164 решенија,
- за третиот крст имаме 28 решенија и
- за четвртиот крст имаме 2017 решение.
Покрај споменатите фигури, со пентомината може да се составуваат и

многу други форми. На следните шест цртежи се дадени фигури кои пот-
сетуваат на цвеќиња, при што третата фигура во вториот ред може да се
најде и под името око. Интересно е дека одејќи од лево кон десно:
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- за првата фигура во првиот ред има 1595 решенија,
- за втората фигура во првиот ред има 47 решенија,
- за третата фигура во првиот ред има 414 решенија,
- за првата фигура во вториот ред има 15 решенија,
- за втората фигура во вториот ред има 57 решенија и
- за третата фигура во вториот ред има само едно решение.
На долните два цртежи е покажано како со помош на комплет од 12

слободни пентомина и четири слободни полиња во средината, односно
квадратно тетрамино, може да се состави „пирамида“ со основа 15 и виси-
на 8. Притоа за првата „пирамида“ имаме 573 решенија, а за втората имаме
3626 решенија.

Составувањето на ска-
лести фигури со помош на
пентомината претставува
дополнителен предизвик.
Така на цртежите десно се
прикажани две фигури кои
во литературата се познати
како дијаманти. Така, за
првата фигура е употребен комплет од 12 слободни пентомина и едно
мономино и за истата имаме 10 решенија, а за втората фигура е употребен
комплет од 12 слободни пентомина и едно квадратно тетрамино и за

истата имаме 22 решенија. По-
натаму, на цртежите лево се
прикажани фигура во форма на
ветерница и фигура во форма на
кинескиот знак за рамнотежа
јин-јанг. За ветерницата има 13
различни решенија, а за фигура-

та јин-јанг има 3 различни
решенија.

На цртежот десно се
прикажани две пентомина
чии димензии се зголемени
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три пати, со што се добиени слични фигури составени од 45 единечни
квадратчиња. Логично е да се запрашаме дали од комплетот од 12 сло-
бодни пентомина може да се изберат 9 пентомина со кои може да се по-
кријат добиените слични фигури. Одговорот на поставеното прашање е по-
зитивен и тоа не само за овие две, туку и за секоја фигура која е слична со
некое слободно пентомино со коефициент на сличност 3. На долните црте-
жи е прикажано по едно покривање за секоја од вака добиените фигури.

Како што видовме секоја фигура
која е слична на некое слободно
пентомино со коефициент на слич-
ност може да се покрие со 9 раз-
лични слободни пентомина. На цртежот десно се дадени две пентомина и
на нив слични фигури со коефициент на сличност 2. Се поставува пра-
шање дали секоја фигу-
ри која е слична на не-
кое пентомино може да
се покрие со 4 раз-лич-
ни слободни пентомина.

За осум од добиени-
те фигури кои се слични
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на соодветните пентомина, добиени со коефи-
циент на сличност 2, одговорот на поставено
прашање е позитивен и покривањата се прика-
жани на горните цртежи десно. На читателот му
препуштаме да провери дали саканото покрива-
ње е можно за фигурите прикажани на цртежите
десно, т.е. за секоја од дадените фигури да најде
покривање ако истото постои или да докаже
дека такво покривање не постои.

Покрај разгедуваните покривања и фигури со комплетот од 12 сло-
бодни пентомина може да се составуваат бројни други фигури. Некои од
нив се прикажани на долните цртежи, и тоа во горниот ред се прикажани
еден трапез и три лаци, а во долниот ред имаме два триаголника, од кои
првиот е составен од 11 пентомина и два бумеранга.

На следните цртежи се прикажани осум фигури на пеперутка составени од
12 слободни пентомина.

На долнте цртежи се прикажани фигури на повеќе животни, и тоа првата е
на чудовиштето Неси, шест се на диносауруси и шест на други животни.

Неси и диносауруси
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Ајкула, слон, куче, орел, ној и кенгур
Во претходните разгледувања разгледавме по-

кривање на дадени фигури со сет од слободни или
еднострани пентомина, потоа се осврнавме на про-
блемите на триплицирање и дуплифицирање на се-
кое од дванаесетте слободни пентомина, за да на
крајот повторно се навратиме на составување на н-
екои фигури со сетот слободни пентомина. Покрај
тоа презентиравме и како, слично на танграмот со
сетот од дванаесетте слободни пентомина може да се составуваат фигури
на животни. Јасно, ако се употреби секој од правоаголниците со димензии
3 20, 4 15, 5 12, 6 10    , тогаш рамнината може да се поплочи со компле-

тот од 12 слободни пентомина. Истото тоа може да се направи и со помош
на на таканаречените „коси правоаголници“. Но, дали рамнината може да
се поплочи само со едно од комплетот слободни пентомина. Одговорот на
поставеното прашање е позитивен. На горните цртежи е прикажано како
си I пентомино се поплочува еден ред, по што со негово диплицирање
може да се поплочи целата рамнина и како со P, L, N и Y пентомино може
да се поплочат два реда, а потоа со нивно дуплицирање може да се по-
плочи целата рамнина. На долните цртежи, гледајќи од лево кон десно е
прикажано како поплочувањето на рамнината може да се направи со
пентомината F, X, T, W, Z, U и V.
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