Nejednakost Popoviciua i njene primjene

Sefket Arslanagic, Sarajevo, Bosna i Hercegovina

Ovdje ¢emo opisati interesantnu nejednakost Tiberiua Popoviciua, poznatog ru-
munjskog matematicara rodenog 1906. godine, koju je objavio 1965. godine, a koja
glasi:

Ako je funkcija f : [a,b] — R konveksna, tada za sve brojeve x,y,z € [a, b] vrijedi
nejednakost

(g sty 2 (s52) s (59) o (459
) (1)

Ako je funkcija f konkavna, tada u (1) vrijedi suprotna nejednakost, tj.

f(x+§+z)+f<x>+f<3y>+f<z>Sg' (izy)” (izy)ﬁ(%z)
: ®

—+

Dokaz ove nejednakosti moze se nati, npr. u [7].
Dokaz. Ne smanjujuci opcenitost, moZzemo pretpostaviti da je x <y < z. Ako je

y < w, onda je Xtyt+z < XJZFZ <zi x+33/+z < y;Z. Prema tome,
postoje s, t € [0, 1] tako da je
X;Z:X+)3/+Z~s+(1—s)'z, (1)
szrZ:XngJrZ'tJr(lft)'z. (1)
Zbrajgjuti jednakosti (1) i (1"), dobivamo
X+y—2z X+y—2z
2 *(S+t) 3 )

3
aodavde s+t = >

Kako je funkcija f konveksna, imamo

f (%) <sf (”Ty“) +(1-9f(2),
i (%z) <tf (%y”) +(L-bf (2,

f (izy) <3100+ 5T )

Zbrajanjem ovih triju nejednakosti dobiva se nejednakost (1), &to je i trebalo dokazati.

L. X z . - S X+ 2z
Slucaj Xty+z < y promatra se na dican na€in, pricem imamo X < % <
xty+z, X< quLz < x+g+z.
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Napomena 1. Ako je funkcija f : [a,b] — R konkavna, u (1) vrijedi suprotna
nejednakost koja se dokazuje analogno.

Sada €emo dati nekoliko primjena ove nejednakosti koje su u vezi s trokutom, a
novodobivene nejednakosti e biti i poboljsanja nekih nejednakosti iz [3].

Nejednakost 1. Dokazati da za svaki trokut ABC vrijedi nejednakaost
B iosl 533, s

cosg + Ccos- 4 cos + (3)
2 2 27 4 2R’
gdie su o, B, y njegovi unutarnji kutovi, s poluopseg i R polumjer opisane mu
kruznice.

Dokaz. Promatrajmo funkciju f (x) = sinx, x € [0,zn]. Imamo f’(x) = cosx, te
f”(x) = —sinx < 0, Vx € [0, 7], tj. funkcija je konkavna naintervalu | = [0, ], pa iz
(2) zZax=0o,y=p, z=y imamo

. a+B+y sSnoa+snB+sny 2/, a+B . B+y . a+y

< —
sin 3 + 3 <z (sn—F— +sn——+sn— ,
aodavde, zbog oo + B +y = 7, tj.

a+Bty 4 7 _ V3

sin

3 3 2
sinoc+sinﬁ+siny:4cos%cos§cosg, te
a+pB . By oty o B Y
sin > +sin 5 +sin 5 7c032+c052+c032.
a B v
V3 4cosEcos§cos§ 2 o B ¥
= < = i = Lz
5 + 3 _3(cosz+cosz+cosz),

odnosno, zbog

a B v _ s
COSZCOSZCOSZ— AR’

vrijedi nejednakost (3). Jednakost vrijedi akoi sasmo akoje a =B =y = % tj. ako je
trokut jednakostranican.
Napomena 2. Nejednakost (3) je bolja od nejednakosti 2.27 u [3] koja ima oblik
% cosP 1 cos?
cos2 +c052 +Cosz > 2.

Nejednakost 2. Dokazati da za svaki trokut s kutovima o, 8, y vrijedi nejednakost
B Y @

sing+s'n—+sin— > §+L

2 2 274 2R
gdie su R i r polumjeri opisanei upisane kruznice tom trokutu.
Dokaz. U ovom slucaju temo promatrati funkciju f (x) = cosx, x € [O, g} . Kako

je f'(x) = —s€inx, f”’(x) = —cosx < 0, ¥x € [O, g} tj. funkcija je konkavna na
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intervalu | = [O, g},iz (2 zZax=a,y=p, z=y imamo

Cosoc+ﬁ+y+cosa+cosﬁ+cosySg cosa+ﬁ+cosﬁ+y+cosa+y 7
3 3 3 2 2
aodavderadi a + f+y ==&, .
a+pP+y T 1
cos —— =cos3 =3,
_ o By
cosa+cosﬁ+cosy_1+4sun§sm§sm§, te
a+B B+y aty .o By
cos cos cos =sn- 4+sin= +sn%:
2 * 2 * 2 2+ 2+ 2
1 1+4sin%sin§sin% 2« By
1 2 (gn® BT
5+ 3 _3<sm2+sm2+sm2)

odnosno zbog

o B % r
sm25|n25|n2 IR

vrijedi nejednakost (4). Jednakost vrijedi ako i samo ako je trokut jednakostraniCan.
Napomena 3. Nejednakost (4) je bolja od ove u 2.9 u [3]

sina+sina+sina>1
2 2 2 '

Nejednakost 3. Za svaki Sljastokutan trokut s kutovima o, 8, y vrijedi nejednakost
2s
tga+tgﬁ+tgy27—3\/§. (5)

Dokaz. Ova puta cemo promatrati funkciju f (x) = tgx, X € (O, g) Kako je

1 2sinx T
/! 1 — _ T i
f'(x) = prat te f”(x) = P >0, X € (0, 2), funkcija f je konveksna na

intervalu | = (0, g) paiz (1), zax=oa,y=f, z=y, imamo

a+B+y tgo+tgB+tgy g o+p B+y +y
3 + 3 3<tg > +tg > +1g 5 ,

aodavderadi a + p+y = m, {.

tg

tg%ﬁﬂ/:tgg:@’te
o+p B+y oty o B Y _ s,
tg 5 +1tg 5 +1tg > ctgz+ctgz+ctngr.
\/§+tgoc+t%ﬁ+tgyzg Fs7

odnosno, vrijedi nejednakost (5).
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Napomena 4. Kako jetgo+tgf+tgy =tgatgpBtgy, iz (5) dobijemo nejednakost
tgatgﬁtgyZZTs—S\/i (6)
Napomena 5. Nejednakosti (5) i (6) su bolje nego oveu 2.30i 2.32 u [3]
tgo+tgB +tgy >3V3, i tgatgftgy >33,

jer je %5 — 33> 3y/3 <= s>3/3r, aovo je ngednakost u 5.11 u [3]. Jednakost u
(5) ili (6) vrijedi ako i samo ako je trokut jednakostranican.

Nejednakost 4. Dokazati da za svaki trokut s kutovi ma o, B, y vrijedi nejednakost

|cosacosPcosy| < — 2 (7

Dokaz. Uzmimo funkciju f (x) = In|cosx|, x € ( ) (— ) Kako je

1°xe(0,g): f (x) = Incosx, f'(x) = —tgx, f"(x) = <0 te
° T . - B / _ " _ 1
2°xe (2’”) : f(X) =In(—cosx), f'(x) = —tgx, f"(x) = 0P x <0,

danafunkcija je konkavnaza Vx € (O, g) U (g,n> ,paiz(2) zax=oa,y=8,z=vy
imamo:
a+pB+y N In|cosc| + In|cosf| + In|cosy|

Incos
3
2 a+p a+y B+y
I I I
3(ncos 5 + Incos 5 +Incos—— >
Y
<= -3In2+In|cosacosPcosy| < 2In snosnzsnz .
Odavde zbog sm—smésmZ L imamo

2 272 4R

r
—3In2+In|cosacosfcosy| < 2In—,

R U

r2
In|cose cosP cosy| < In (W -8)
odnosno, vrijedi nejednakost (7).

Napomena 6. Ako je trokut tupokutan, tada je cosco cosf cosy < 0. Ako je trokut
Siljastokutan, onda je cosca cosf cosy > 0. Dakle, u ducgu Siljastokutnog trokuta iz
(7) dobivamo
r2
2R
Ova nejednakost je bolja od nejednakosti 2.24 u [3], koja glasi

coso cosfcosy <

1
cosa cosf cosy < 3’

2

1
Re < < 8 < R > 2r, aovo je poznata Eulerova nejednakost.
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Jednakost u (7) vrijedi ako i samo ako je trokut jednakostranican.
Nejednakost 5. Dokazati da za svaki Sljastokutni trokut, €iji kutovi zadovoljavaju
T T

uvjete 2 <a,B,y < > vrijedi nejednakost

V38
or2 -’

tgotgBtgy > (8)

Dokaz. Promatrajmo funkciju f(x) = Intgx, x € (%,g) Kako je f'(x) =
1 1 2 —4.c0s2x
— = = = X)) = — funkcija je k
tox  coFx S’ (x) S o > 0, dana funkcija je konveksna na
promatranom intervalu. 1z (1) dobivamo:

Intgw + %(Intgoc +IntgfB + Intgy)

3

2 a+p B+vy aty
> —

3(Intg 5 +Intg 5 +Intg—2

1 2 o B v
- > = z L IS
~— InV3+ 3In(tgatgﬁtgy) > 3In(ctg 5 095 ctg 2),
odnosno )
8 a B v
. > Zctalctg L
In {(\@) (tgathtgy)} > In (ctg 5 Clg 5 cig 2) ,

a odavde

1 a B . v\
tgatgﬁtgyzg—\/é<ctgictg§ctg§> .

Koriste€i poznatu jednakost

B
2
dobivamo nejednakost (8). Jednakost vrijedi ako i samo ako je trokut jednakostranican.

ct gC'[ Ctx—§
9595095 =+
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