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Opramn3amnuonu onoop 57. JIp;KaBHOr TaKMUUYEHA U3
MaTeMaTUKe

IIpod. np Anexcapnap Jlunkoscku, npencemuur JITMC
Ip Bojan Bamwuh, IIM®, Hosu Can, npeancennuk Ip:kaBue komucuje
Cpban Cranojesuh, muperrop ['mmuasuje y 3ajeuapy
Cpban Muanjuh, npodecop I'mvuasuje y 3ajeuapy
Harama Cranojesuli, npopecop 'umuasuje y 3ajeuapy
Iparana Cexyauh, npodecop I'mmuaszuje y 3ajeuapy
Amna IMamaauh, npodecop I'mmuasuje y 3ajeuapy
Hanujena Muros, npodecop 'mvuasuje y 3ajeuapy
7Kusra Munenosuh, npodecop 'mmuasuje y 3ajeuapy
. vKemro Anrujesuh, npodecop 'mmuasuje y 3ajeuapy

. Becna IlerpoBuhi, npopecop I'mmuasuje y 3ajeuapy

. Bumana Cumonosuh, npodecop 'mvuasuje y 3ajeuapy
. Buosnera Cumuh, npodecop 'mmuasuje y 3ajeuapy

. Cannpa Hukonuh, npodpecop I'mmuasuje y 3ajegapy

. Jbumana ['masourh, npodecop y nensuju

Opranu3anujy TakMuUemha IIOMOTJIN

11311 ,,3ajewap“ a. m. — Strabag

Henrap 3a kynrypy u typusam ,llexkur“, 3ajeuap
ITosopumre ,,3opan Panvmumaosuh “, 3ajeuap
Memuunncka mrona, 3ajedap
ExonoMcro-TproBuHCcka mkosa, 3ajedap

TF KABLE ®abpuka rabiosa, 3ajeuap

ITom yuenuka, 3ajedap

Pepaxmuja u o6panma: np Bojan Bamwuh
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P RABHA KOMVCUJA

3a TAKMUUYEHA M3 MaTEMATUKE YUEHUKA CPeMhUX MIKOJIA,
mKoJicka roquaa 2014/2015.

. Baaruh mp Bunamuvmup, Maremaruuka rumuasuja, Beorpan
. Bamuh np Gojau, [IM®, Hosu Can — npenceqauk KoMucuje
. Boxwun np Brnamuvup, Maremaruukn ¢arynrer, Leorpan

. Hyromuja np Bopbhe, Maremaruuxknu paxynarer, beorpan

. 'Buknh Mapxko, ITM®, Hum

. byrurh Iyman, Mamuacku dakynrer, Beorpan

. Mauh np Anekcammap, I[IM®, Hum

. KueskeBuh np Muman, Marematnuru daxynarer, Beorpan

. JIygmh np Munusoje, Pajc, CA Il

. Mapunkosuhi Pactro, KmakeBaura rumuasuja, Kmakesar
. Maprosuh anp Ilerap, [IM®, Hosu Can

. Maruh op Usan, Hjyk, CAII

. Munocasmesuhi Musiom, 'umuasuja ,,Ceerozap Mapkosuh ¢, Hum
. [lejues np Anekcamnap, Mamuuckn dakynrer, Beorpan

. [letkoBuh ap Mapro, IIMP, Hum

. llerpoBuh np Hurosa, UacTturyTr 3a ¢pusury, HBeorpan

. Pagosanosuh Mapro, Martemaruuku ¢arynarer, Beorpan

. Cennurh mMp Asercannap, 'mvmuasuja, Kpameso

. Crojakosuh ap Mwunom, ITM®, Hosu Can

. Tomuh MBamka, 'mmuasuja, Bameso

IIpeBon ma mabapcku je3uk:

1. Ilenh np Xajmanka, I'pabeBuncku ¢parynrer, CyGoruma



OINIIITVHCRKO TAKMMWYEILE 3 MATEMATURE
YUEHUKA CPEIILUX IITKOJIA, 13. 12. 2014.

Ilpeu pa3pen — A kareropuja
1. [oka3zatu ma He HOCTOje Ieau OPOjeBU M U N TAKBU N4 BaKU

(m+n+2)% = 3(mn + 1).

2.a) Hera je ypebena uerBopra (z,y, z,w) pememe jenHavnte
x? + y2 + 22 +w? = TYZW.
Hokazaru na je u (yzw —x,y, z,w) Takohe pememe ucre Te jerHAUUHE.
b) Ilokazatu na jemHavuHa
z? +y2+22 + w? = TYyzw
nMa DECKOHAYHO MHOTO penrema y CKyIy IpUpOIHUX Opojesa.
3. Y paBHM je HAIPTAHO HEKOJMKO IpaBux. llpaBa a cede TayHO TPU O
OCTaJIMX MPaBUX, a IPaBa b cede TAYHO YETUPU OJ OCTAJIUX MpaBux. IIpasa

¢ cede TauvHO N Ol OCTAJINX MPABUX, TPU dyemy je n # 3 u n # 4. Konuko je
IpaBUX HAIPTAHO y PaBHU?

4. Y romsercuom mectoyriny ABCDEF saswu AB | FC | DE, BC || AD ||
EF u CD || BE. Horkazatu na sasku u BE || FA.

5. 3a okpyrumm crosnoMm cemu 2014 mpymu. CBako oI BUX WIM yBEK FOBO-
pu uCTUHY, uiu yBek jaske. CBako o4 JbyAM 3a CTOJOM perao je ciaenehy
peuenunny: , He pasmarpajyhim meHe m Moje mpBe cycene C JieBe U IeCHE
CTpaHe, CBU OCTAJIX JbyAU 338 OBUM CTOJOM yBek Jaky . Koauko mma by mu
3a CTOJIOM KOjU yBEK I'OBOPE HCTHUHY !

Ipyru pa3spen — A rareropuja

r4+4/3+ Ve =3.

2. Jloxka3atu ga OpoOj UMju ce AeKaAHU 3aIUC CACTOjU CAMO O HyJIa U ABOjKU
HEe MO:Ke OWTHU MOTIIYH KBaIPAaT.

1. PemuTu jenmavmmy

3. Ha npeunury AB wpyskaune k Hanasu ce taura C. Herka cy P u () Tauke
Ha KpyskHUIM k ca ucrte crpane npeunuka AB Ttakse na je {PCA = £QCB.



Hera cy O; u Os nenrpu onucanux kpysxkuuna 3a APCA u AQC B, pecunek-
tusHO. [lokazaru: 010 || AB.

2 3

4. Hexa cy = m y peannu O6pojesu. Aro cy z2 — 9%, 2% — > n z* — ¢*
pamuoHasHEN O6pPOjeBU pa3auMYUTU O HyJe, ma Ju Tama u Opoj x — y Mopa
OuTy panuoHaJaH?

5. Y jemHoMm cesy, n ovajHux momahuiia MCTOBPEMEHO Cy Ca3HAJe YKYITHO
N PpasIUUYUTUX TPadeBa, IPU YeMy je CBaka Ca3HaJla TavyHO IO jelaH Tpad.
3aTuM je yciaenno Hu3 TeIe(OHCKUX Pas3roBOpa, NPU YEMY Yy CBAKOM pPa3-
rOBOPY y4ecTBY]y TadHO nse momahwune, u oHe ToM mpuiamkoMm mebhycobGHO
pasMeHe CBe TpadeBe KOje Cy UyJie JO MOMEHTa 3al0YMibama Pa3roBOpA.
Konuko je MunmManso moTrpedOHO Tese(pOHCKAX PA3roBOpa ga OM CBaka O
n moMahuia casHajia cBUX n Tpadesa?

Tpehu pa3pem — A kareropuja

1. Heka je A = {1,2,...,n}. ®yurumja g : A — A 3anmara je ma cnemehu
HAYMH:
x4+, zaxz<mn
g(x) = { 1, UHaJe.

Koanko nma ¢ysrnuja f : A — A taksux na 3a cse ¢ € A Baxku f(f(z)) =
g(x)?

2. Y omrpoyrau AABC ynucanu cy kBaapatu PiQ1R1S1, PyQ2R2S; m
P3Q3R3S3 na cnenehu mauumn: tauke P u Q1 nexe ma nysxku BC, Tauka
Ry va CA u tauka S, na AB; tauke P, u Qo neske Ha my:xu C'A, Tauka Ro
Ha AB u tauka S; ma BC; tauke P3 u Q3 nexe Ha nysxku AB, taura Rz Ha
BC u rmaura S3 ma CA. Heka je M; cpemumre ny:xxu P;Q1, Ms cpenumire
nyssu PoQo u M3 cpemumre nysxu P3Qs3. lokazatu ma ce npase AMy, BM,
u CMs3 cery y jeIHO] TAYKWU.

3. Ogpenuru HajBehu npupoman 6poj nm KOju mMma OCOOMHY Ha je mesbuB
CBUM TpUpOmHUM OpojesuMa koju Hucy Behwm om ¢/n.

4. Heka je mat Tpoyrao umje Cy OYy:KVWHE CTPAHUIA TPU Y3aCTOIHA IIPUPOIHA
Opoja u Hajsehu yrao je nBa myta Behu onm HajMamer. /loka3aTu na je Takas
TPOYrao jeIUMHCTBEH.

5. Koaurko uma nyresa usmeby tauaka P u Q majkpahe moryhe ny:xume,
IpU YeMy je HO3BOJLEHO KPETATU C€ MCKILYUUBO Iy:K CTPAHUIA KBAAPATHE
MpeKe Ha [PTEKRY !
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YerspTu paspen — A kareropuja

1. IIat je npuponan 6poj n. Hexka cy 1 > 29 > --- > x, > 0 peasnnu 6pojesu
KOjU 3aJI0BOJbABAJY jeTHAKOCTH

T1+ a2+ +z,=1

for:z:%Jr'“JrIi =T1.
Onpenutu cBe moryhe Bpennoctu Gpoja 7.

2. Hahu MakcmMmasan TpOM3BOJ TPUPOAHUX OpOjeBa 4yuju je 30up jemHax
2013.

3. Y kBagpatr ABCD ynucana je kpy:xuuna k. 3a cBaky Tauky 1 KpysKHUIE
k, Heka cy «p u (p yriaoBu monm kojuma ce Bume mujaronase AC u BD
kBaxpara. Jlokasaru ma 3a csako T € k Bamu tg? ar + tg? B = 8.

4. Heka je ag npousBossHa mudpa. 3a n € Ny, HEKa a,41 IPeACTaBba UOPY
jemunuma 6poja 2%ag + 2'a; + - - + 2"a,,. Horazatu na je mu3 (a,)S, nepu-
OJIMUAH MOYEB OJ[ HEKOT UJIAHA.

5. Mepuun, nomohuuk kpama Aprypa, ycranoBuo je na nocroju 2013 Bure-
30Ba OKPYIJIOl CTOJI&, M JAa IPUTOM CBAKUA OJ H-UX MMa TAYHO IBA HEIPU-
jarema mebhy ocrasum BuTesoBuMa. MepiauH je majbe yTBPAUO A8 CBU BUTE-
30BU MOT'Y CECTHW 3a OKPYIJIM CTO Ha TAKAaB HAauWH na m3Mely cBaka nBa
HempujaTesdba ceme TavyHo 182 mpyra Buresa. 3Hajyhu ma je moryh oBakas
pacmopen 3a OKPYTJIMM CTOJIOM, OIPEAUTU HA KOJUKO HAUMHA MOKE OUTH
onmabpaHa rpymna BuTe3oBa (rpymy umHu 6ap 1 BuUTe3) y KOjOj HHKOja IBa
BUTE3a HUCY Y HENPU)ATEJLCKAM OJHOCUMA.



IIpBu paspen — b kareropuja

1. Oapenuru vajsehin npuponan 6poj n Takas ma 6poj 25!+ 26! Oyne memun
bpojem 3".

2. Koaurko mma myrteBa mamebhy rtauaka P u ) majkpahe moryhe mny:xume,
IpU YeMy je HO3BOJHEHO KPETATU C€ WCKILYUUBO y:K CTPAHUIA KBAIPATHE
Mpeke Ha IPTExKY !

*Q

3. Ha ocrpBy skmBe caMo ABa THUIA JLyIU: BUTE30BU (KOjU yBEK TOBODE
ucTuny) u nomnany (Koju yBek Jaxy). Typucra je cpeo QBa YOBEKa KOJU
JKMBE HA OCTPBY W IIMTAO BUIIET OX EKUX & JU Cy OHU 0BOjUIa BUTE30BMU.
On My je 0AroBOpUO, ajii HA OCHOBY TOI OArOBOPA TYPUCTAa HUjE MOTAO Ia
3aK/bYyUM KO Cy OHHM. 3aTO je IMTA0 HWKer Ia JU je BUINM BuTe3. Hakon me-
TFOBOT OrOBOpA TYPUCTA j€ 3HAO 34 CBAKOT OJ HBUX ABOJUIE KOM THUIY JbYIU
npunana. Kom tumy npunanajy Jbyaud Koje je TypucTta cpeo?

4. Ucnuratu na au je popmyia
(-r=(@®Vvq)e(pVeVr)

TayTOJIOTH]Aa.

5. 3naTap nMa vyeTupu MaJia JlaHuYnhia Kao MTO je TO MIYCTPOBAHO HA CJIUIN:

(Hakne, namunhnu cy cacrasmenu oxn 5, 4, 4 n 3 anku.) Herosu Tpomkosu
cy 1 $ ma packumme 6mio KOjy aJiKy ca oBux JjaHumha m 2 $ ma cacrasu
OIEeT UCTY aJKy. KOJIUKM Cy HeroBr MWHUMAJHEA TPOWKOBU y $ ako skemm ma
noMolly OBUX aJIKM HAIpaBy 3aTBOPEH JaHuuh?
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Ilpyru paspen — B kareropuja

1. Y mpasoyraom tpanesy ABCD, ¢ npaBum yriaosuma y temenuma A u D,
nysxkuae ocHoBuna ¢y AB = a u CD = b, upu yemy je a > b. Ilozuaro je
na KpyskHULa ¢ npeunnkoM AD momupyje kpaxk BC. V3zpauyHaTtu mOBpIIUHY
rpane3a ABCD (oaroBop matu y 3aBUCHOCTU OJ] BPEIHOCTU @ U b).

2. Ilepa m Muka wurpajy cnemehy wurpy. Ouu mozmemyjy BpemHOCTH KOedu-
nujeHTuMa a, b u ¢ y jenHauwHM

ar® +br +c=0.

Ilepa urpa npBu m ynucyje npon3BoJbaH peasiaH OpOj yMeCTO HEKOr OJ KO-
epunmjenara. 3arum Muka ynucyje npon3BossbHe OpOjeBe YMECTO MPEeoCcTala
IBa KOepuIjeHTa, y3 yCJIOB na CBa TPU ynmcara Opoja mopajy outu meby-
cobuo paziamuura. Mura nobebyje ako Tako nodujeHa jetHAUMHA MMa TAYHO
jenHo peaJiHO perieme, a [lepa mobebyje y cBum ocranum cayuajeBuma. Ko
Ol BUX ABOjUIle UMa MOOEIHUYKY CTpaTerujy?

3. IlorazaTu ma moCTOju MpUPOIAH OPoj Koju mouume ca 1234567890 u koju
je memus ca 2013.

4. Hera cy x, y u z peajHu OpojeBU TAKBU Ha CYy TY, Yz U ZT PAIMOHAIHUA
OpojeBu pazmuuutu on Hyjde. [lokazaTu:

a) 6poj % +y? + 2?2 je pammonanam;

b) ako je z3 + y3 + 23 pammonanan 6poj pazmuunT O HyJe, OHIA CY T, Y
U z palvoHaJHU OpOjeBu.

5. Koawmko uma uerBopormdpenux 6pojeBa koju ce 3anucyjy nomohy nudapa
1, 2 u 3, anu Tako ma ce HujenHa IUdpa He IOjaBJbyje BUIIe O ABA IyTa Y
3anucy Opoja?

Tpehu pazpen — b kareropuja

1. Y crymy peasHux OpojeBa PEIUTU jeTHAYNHY

17
-8 8 . __
sin® x + cos x——32.

2. IToma Tabiue popmara (2m+1)x (2n+1) o6ojena cy ca 2 6oje HA TPOU3BO-
spaH HauwmH. [lome Te Tabae HA3ZUBAMO Kpamesckum ako MeDhy CBUM MOLUMA,
Yy HBEroBOj BPCTU MMa BHUIIE OHUX KOja Cy 00OjeHa H-eroBoM 00OjOM HacCIpaMm
OHUX KOja cy obojena cynporHoM 60joM. Ilosme Te Tabie HAZMBAMO UaPCKUM
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ako Mebhy cBuM mo/suMa y HEroBOj KOJOHU MMa BUINE OHUX KOja Ccy obojeHa
HmeroBoM 60joM HACIIpaM OHUX KOja cy obojeHa cympoTtHoM 6ojom. IlorazaTtu
ma moctoju 6ap m +n+ 1 mosba Koja Cy MCTOBPEMEHO KPAJLeBCKA U IMAPCKA.

3. Onpemutu cBe nBommdpene OpojeBe nebuBe TPOMU3BOAOM CBOjUX Iupapa.

4. Ilyska oCHOBUIA je IHAKOKPAKOL Tpame3a je a, a omrap yrao «. ujaro-
HaJla Tpame3a HOpMaJHa je Ha Kpak. 1pame3 poTupa OKO IysKe OCHOBUIIE.
Hahwu 3anpemuny mobujeHor rTema.

5. Jleuak mOHENELKOM U yTOPKOM I'OBOPU UCTUHY, CyOOTOM YBEK JlaiKe, IOK
OCTaJIUM JAHUMA y HEIehbU TOBOPU WUCTUHY Wiau jaske Hacymuuuo. Cemam
Y3aCTONHUX NaHA IMOHABJHAHO My je murame: , Rako ce 3osem? “ [IpBux mect
naHa masao je pemom ciaenehe omrosope: ,Upam®, ,Mapko*, ., IIparanm®,
,Toma“, | Ilerap“, ,Toma“. Koju omrosop je mao cemmor maua?

YerBpTH; pa3pen — b kareropuja

1. Y ckymy peaylHUX OpojeBa PENINTU jeTHAYUHY

Vr—2+ V4 —x=2.

2. Jlorka3aTy Oa 3a CBaKu OPUPOIAH OpOj n > 1 BaKu HejeTHAKOCT

2041 (20)! > ((n+ 1)H™

3. Ompenutu KOMIIEKCHE DpojeBe zo U 23 Tako na je Oz1z2z3 poMb ca orm-
TpuM yriaoMm kon temera O (KOOpAMHATHU IOYeTaK) jenHakuM 45°, mpu yemy
je z1 = 2V2+1.

4. Ilorkazatu ma 3a x € (0, %) Bawmn

3

tgx >a +
3

5. Ila au mehy cBuM mecronudpenuM OGpojeBUMa MMa BUIIE OHUX KOJU C€
MOI'Yy IPEICTABUTH Kao IPOM3BOJ HEKA ABa TpolumppeHa Opoja, WMIN BUIIE
OHUX KOJU Ce Hé MOIy TAKO IPEACTABUTU!
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ORKPYHHO TAKMUMUYEILE U3 MATEMATUKE
YUEHUKA CPEIILUX IITKOJIA, 31. 1. 2015.

IIpBu pa3spen — A kareropuja

1. Ha Tabau je 3amucaH MO3UTUBAH peajlaH Opoj x. Y jemHOM KOpakKy mo-
3BOJbEHO je ypamutu ciaenehe: ykoauko je Ha Tabam Beh 3ammcan 6poj a,
JO3BOJI jJEHO je NOMMCATU HeKu ol OpojeBa a+ 1 uiau %, WM, YKOJUKO CYy Ha
tabsu Beh 3anucanu 6pojeBu a u b 3a kKoje Baku a > b, Tana je mO3BOJBEHO
JonucaTy HeKu o1 OpojeBa a + b unu a — b. IlokazaTu ga je mociae KOHAYHO

MHOTO Kopaka Moryhe noburu ma tabmu 6poj 2.

2. Heka je P(n) mpoussox cBux mudapa npupomaor opoja n. Hahwu cse
npupoasae Opojese n 3a koje Baxku n = P(n) + 18.

3. Heka cy a n b npupomnun O6pojeBu. Ilokaszatu na npuponau OpojeBu ¢ u
d TtaxBu na Basu a’ + b? + ¢? = d? mocToje aKo 1 caMo ako je Gap jemaH on
OpojeBa a u b mapasx.

4. Kpysxuune ki1 u ko cexy ce y taukama P m (), npu dyeMy Kpy:KHALIA ki
IpoJia3u Kpo3 HmeHTap Kpyskuune ko. Paznmuunure Tauke A u B nexe Ha Oeiry
Kpy:kHUIE k1 KOju je yHyTap ko W IPUTOM CY jeIHAKO yAaJbeHEe O IEHTPA
kpyskHuie ky. Axo npasa PA ceue ky y Tauku D #Z P, nokazartu na Tana
Basku AD = PB.

5. Y buockoncky caay koja uma 2015 mecra ymio je 2014 nocerunana, mebhy
kojuma je m Muka. CBU OBU MOCETUOIM CEJIM Cy HA MPOU3BOJLHA MECTa, He
obazupyhu ce Ha TO KOje MECTO MM je HaMemeHO mpema kaptu. Ha moma
¢unma y cany yaasu 2015. mocermman. OH skeiam na cenHe Oamr Ha CBOje
MECTO IpeMa KapTu, U yKOJUMKO je OHO 3ay3ero, momumhm he ¢ Tor mecra
raepaona koju Ty cemu. llomurmyTy rienanarn moToM riena Koje je HeroBO
CeUIITe, W aKO je OHO 3ay3eTO, M OH he momuhu riaemaora KOju cemu Ha
merosoM Mecty. OBakaB MOCTyIaK ce HACTABJ/bA CBE NOK HE OyIe MOIUTHYT
rienanal KoMe je IpeMa KapTh JOAeJbeHO MECTO Koje je ciobomuo (1 oH
he tama cectu ma To MecTo). Heka je a 6pOj OHMX IIOUETHUX PACIOpEna
3a Koje e TOKOM UMTaBOT OBOT KOMeIllawma U MUKa y HEKOM MOMEHTY OuTu
moaUrHyT, a b 6poj mpeocTananx MOYeTHUX pacmopena. Koju on caeneha tpu
omHOCa BazkU: a > b, a = b uiau a < b7
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Ilpyru pa3spen — A kareropuja
1. Pemntu cucrem jenHadmHa:

uwy = 3u — v+ 1;
vw = 3v —w+ 1;

wu =3w—u—+ 1.

2. Ilpen Pajom Parkom ma Tabau croju 3amucaH mpupoman Opoj y KoMe
cy cyHbepom obGpucane nBe nudpe mamMehy kojux ce Hasa3zu mapaH OpoOj
(mosmarux) mupapa. Paja 3ma ocraTre momasHor OGpoja mpu mememy ca 9
u ca 11 n moxymasa na oTkpuje nse obpucane mudpe. Mcnocrasuio ce na
Paja ruje y moryhuoctu na otkpuje mudpe Koje HeJoCTajy, Tj. MOCTOjU BUIIE
ypebenux nmaposa mudapa (r,y) TakBux ma ce, 3a cBaku TakaB ypeben map,
ynucuBameM nudapa u3 Tor ypebheHor mapa Ha MeCcTO OOpucaHUX nupapa
nobuja O6poj koju mpu gemeny ca 9 u ca 11 gaje ympaBo OHE OCTATKE KOjUu Cy
nosaatu Paju. Onpenuru msmeby kojux moryhinoctu 3a ypeben nap (x,y)
Paja Parak He morke ma ce ompeneinu.

3. Y AABC Baxu £BAC = 45° u LCBA = 15°. Ha npony:keTky crpa-
uunte AC mpeko tauke C youena je tauka M rtakBa ma Baxku CM = 2AC.
Onpemuru LAMB.

4. Hat je AABC y rom Basku £C = 90°. Hera je P raura ma kpahem ayky
AC kpysxuune onucane oko AABC. Hopmana u3 tauke C' Ha npaBy C'P ceue
npaBe AP u BP y taukama K u L, penom. [lokazaTtu ma oIHOC IOBPIIMHA
ABKL nu NACP wue 3aBucu on usbopa tauke P.

5. Heka je youen npuponan 6poj n memus ca 8. Ilocmarpajmo cBe moa-
ckynose ckyna {1,2,...,n} uuja je KapauUHAIHOCT HesbuBa ca 4 wiau naje

ocratak 1 mpu mememy ca 4. Heka je 6poj TakBUX MOICKYIOBA jeAHAK M.
Ilorkazaru ma m y GMHaApHOM 3amuCy CaIPKU TAdHO IaBe Iudpe 1.

Tpehu pa3pem — A kareropuja

1. Heka je p > 3 mpoct 6poj. HorkazaTu:

I e
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2. OgpenuTu cBe BPEOHOCTU IapaMeTpa ¢ 3a KOje CUCTEM jeTHAYWHA:

22 —yz =1,

y? — zr = 2;
22 —xy=c

VMa pememe Yy CKYIIYy HEHETaTUBHUX DEaJIHUX 6pojeBa.

3. Y KOHBEKCHOM UYEeTBOPOYIJIy IyKUHE CBUX CTPAHUIA W IUjaroHayia Cy
pamuonasau O6pojeBu. la gu Tanma m my:KUHE OOCEUYaAKa OUjaroHaa Ha Koje
UX OeJ BUXO0Ba IIPEeCevHa Tauka Mopajy OuTu panuoHaJHu OpojeBu?

4. Ha tabau je ma moueTky 3amucan 6poj 1. ¥ m-ToM KOpaky CHpOBOIN
ce caemehm mocrynak: cBaku O6poj Ha Tabiaum ce oOpUINe M yMECTO Hera ce
3amnuire H13 6pojeBa, U TO TAKO MITO Ce, YKOJIUKO je obpucan 6poj i, yMecTo
mera Hamume #Hu3 1,2,...,47 — 1 (cmenujanno, ykomuko je obpucan Gpoj 1,
YMECTO Hera Ceé y OBOM MOMEHTY HE YIUCYje HUIITA); IOTOM Ce NOIATHO Ha
tabuy monume 6poj n + 1. Onpenutu konmuko he O6pojeBa Outm Ha TAGIM
HakoH 2015 oBakBUX KOpaka.

5. Y romBekcHoM uerBopoyriy ABCD moszuatu cy yraosu: £ BCA = 40°,
ABAC =50°, {BDA = 20° u £BDC = 25°. OngpenuTtu yrao KOju 3aKJyamajy
AUjaroHaJe TOT YEeTBOPOYTJIA.

YerspTu paspen — A kareropuja
1. Hahu cryn BpeanocTu m3pasa

TY + T2+ Yz
rT+y+z

y3 orpaHuvema ,y,z > 0 n zyz = 1.

2. Hahu cBe 6pojese ca 31012015 mudapa TakBuX na Ce M3MEHOM Ma KOje
uudpe yBek mobuja 6poj koju Huje memus ca 11.

3. Ha OGeckonauno Besmkoj Tabju 3amucaHu Cy CBU IPUPOITHU OpOjeBH,
CBAKM TAYHO MO jemaHmyT. Y jeTHOM KOPakKy HO3BOJLEHO je um3bpucaru
KOHAYHO MHOTO OpojeBa ¢ Tabje, penuMo ai,ds,...,Gn, U YMECTO HUX
HAIMCATHU WU OPOj

ay+ag 4+ -+ ap,

uiu O0poj
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IokaszaTu ma je 3a Ma KOjU IMO3UTUBAH DAIMOHAJIAH OPOj ¢ Moryhe HaKOH
KOHAYHOTI OpoOja OMMCAHUX KOpaka mobutu Ha Tabau Opoj q.

4. Heka je C rtauka Ha kpyskuunu k1. Kpysuuna ks ca mentpom C' ceue
k1 y taukama P u (). Tanrenra mn3 menrpa O kpyskHune ki Ha KPY/KHUAILY
ko momupyje ko y Ttaukm N u ceue k; y Taukama A u B, npu demy BaiKu
AN > BN. Tlpase AC u PQ ce cexy y tauku K, a npasa NK ceue ky y
raukn L # N. Horazaru: AL L PQ.

5. Ila au nocroju pacryhiu Hu3 npupoxsHux OpojeBa (a,)22; TakaB ga ce
cBaku mpupoman 6poj m € N Moke Ha jeIUHCTBEH HAUMH NPEACTABUTUA Y
obnuky m = a; — a; 3a Hexke i,j € N7

Ilpeu paspemx — B kareropuja

1. Hatu cy ckymosu A = {1,2} u B = {1,{1},{1,2}}. Ompenuru crynose
ANB, AUB, A\ Bu B\ A.

2. Hera cy AA;, BB; u CC; Bucune y AABC, u veka je H meros opToueH-
tap. Axo je LA1HC; =116° u A;HB; = 108°, onpemutu £ BAC.

3. Ilpupoman 6poj n je MOTOYH KBaApaT KOjU Ce HE 3aBPIIABA HYJIOM.
DBpucamem mocnenme nse mudpe Opoja n mobumjamo Opoj koju je Taxobe
nornyH kBaapar. Hahwu majsehiy moryhy Bpenmnoct Gpoja n.

4. Oppemutu komuko uma ypebhenux maposa mnpupomaux OGpojesa (z,y)
rakBux ga Baxku H3C(z,y) = 6!.

5. Ha Tabuu je 3amucano n mpupomamx OpojeBa y Hm3y. Jlokazatu ma je
moryhie obpucaru Heke o mux (Morylie je u He o6pucaTu HIjeqaH), a IOTOM
UCTPE CBAKOT O MPEOCTaJNX OpojeBa ynmucaTu 3HakK ,,+ “ uau ,,— “ Ha TakaB
HAYUUH I3 Pe3ysaTaT mobujeHor mapasa Oyme memuB ca 2" — 3.

Ipyru paspen — B kareropuja
1. Pemntu jemunavuuny

1 2 a? —b?
x—a a?+ 22— 2az’

roe cy a u b ¢purcupanu peasHu OpojeBU, a T je HEMO3HATA.

2. Ilat je AABC y koM Basku £LBAC = 60°, AB = 2z u AC = 3z (rze je
x Hera 3amara myskmHa). Ila sm je moryhie oakas Tpoyrao ucehm ma Tpwm
Iesia U OJl BUX CACTABUTH IIPABUJIAH MIECTOYTao?!
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3. Heka cy p, ¢ u r mpoctu 6pojeBu 3a koje Baxku p+ ¢ + 1 = 2. JlokasaTu
na je ©6poj pq + 34 cmoxes.

4. Ha xpamumva AB u AC jemnarkoxkpaxkor NABC onpebene cy tauke P u Q)
tako na je LPMB = £QMC, rne je M cpemumre ocuoBuite BC. Ilokaszatu
na je BQ =CP.

5. Ha TtakMmmuemy u3 MaTeMaTure ydeHHNUW pane 7 3anaTaka, U HA CBAKOM
on wux mory octBaputu 0, 1, 2, 3, 4 uau 5 noena. Hakon npernenama wmc-
mocTaBmIIO ce ma nocroju Tayno 500 yueHuka Koju y ckopy mMmajy 30 moena.
Ia g mehy oBux 500 ydueHMEA MOPAajy IOCTOjaTH gBa KOJjU Cy HA CBAKOM
3a0aTKy OCTBapuiau mobemHak Opoj moena?

Tpehu pa3pen — b kareropuja

1. /lorkaszaTu na 3a cBe peaJyiHe OpojeBe t BaKu

1 2
] + \ff‘i’*J + LHF*J = |3t].
3 3
(3a peaman 6poj z, ca |x| osmauaBamo Hajsehu neo 6poj xoju Huje Behn

oxn x.)

2. Y ckyny R pemuTtu jennauumy

(sinz 4+ V3 cosz) sin 4z = 2.

3. Ha mpupoxmmom 6pojy nm cmpoBomuMo ciaemehy omepamnujy: MOCIeImny
nu¢py IexkamgHor 3amuca Opoja nm MHOkuMO ca 4 u 1O cabepemo ca Opo-
jeM koju ce mobuja Opucamem Te Tocaenme uudppe (HA TpPUMED, HA Taj
HaumH on Opoja 1345 mobujamo 6poj 4 -5 + 134 = 154; cmerujasHo, yKO-
JUKO je Opoj m jemHOmMOPEH, y3UMaMO na HaM HAKOH OpuUcama Te HEeroBe
jenune nmdpe ocraje 6poj 0, ma OBAKBOM OmepanuwjoM O Hera qodujamo
6poj 4n). OBaj mocTymak HACTaBJ/HAMO CA CBAKUM HOBOILOOUjeHUM GpojeMm,
HeorpaHuveH Opoj myTa. IIpermocraBuMo na je y HEKOM KOpaky noOujeH
6poj 2015. Horazaru na ce mehy cBuMm OpojeBuMa Koju cy O6umam nobujeHn
Yy HEKOM IIPEeTXOIHOM MOMEHTY, ka0 u MeDhy cBum OpojeBuma koju he tek
yCJIeoUTHU, He HAJa3’ HUjedaH MPoCcT OPoj.

4. Heka cy AA; u CC; resxxumne ny:xuy ANABC. Ha crpanunu AC onabpana
je mpousBosbHA Tauka P, u Kpo3 By Cy MOBy4YeHE mpaBe napadjente ca AA;
u CCy. Ose mpase ceky crpanurie BC u AB y taukama E u F, pemowm.
Iokazaru na nysxku AA; u CC nene nysx EF wa tpu jennaka meia.

5. Konuko mma mecromudperux O6pojeBa ca paziudynTuM Ouppama dumja je
majseha mu¢ppa 3a ocam Beha onx Hajmame muppe?
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YerspTH; pa3pen — b kareropuja
1. Heka cy x, y u 2z mO3UTUBHU peasiHu OPOjeBU TAKBU O BAKU
zyz = 2015(z + y + 2).
OpenuTu MUHUMAJIHY BPETHOCT u3pasa zy + yz + 2.

2. Hera je n = @163 ...aG9 Oexkamgau 3amuc O6poja n. Koamko mMa HemapHUX
neBeronuppeHux 6pojeBa n gebUBUX ca 375 KO KOJUX je as = ag = --- > ag”?

3. Heka je CD sBucuna upasoyriaor AABC, £C = 90°. Kpyxkuume c
nentpuma A u B u momynpeunurkom BD ceky ce y Tauku ma npasoj BC.
Onpenutu ommoc DB : BC.

4. Jlorka3ary na O CBUAX IPABUX KPY/KHUX BajbaKa KOHCTAHTHE 3AIPEMUHE
HajMamy MOBPIIVHY MMa BaJbaK YMja je BUCUHA jeTHAKA IPEYHUKY OCHOBUIIE.

5. JIlokazaTu na mOCTOju mpupoaan 6poj k > 2015 Taxas ma 2872015 4 kI,

NP KABHO TARKMUYEILE 13 MATEMATHURE YUEHVEKA
CPEOIHLUX HIKOJIA, 28. 2. 2015.

IIpBu paspem — A kareropuja
1. Heka cy a, b u ¢ mpousBosmau npupoauu 6pojesu. Jlokaszaru HejeTHAKOCT
H3d(a,b—1) -H3O(b,c—1)-H3O(c,a — 1) <ab+bc+ca—a—-b—c+1,
Kao U Ja Ce jeIHAKOCT NOCTU:Ke 3a BeCKOHAYHO MHOIO TPojku (a,b, c).

2. Hlar je jemnakorpaku NAABC, npu uemy Baku AB = AC. Yuyrap ANABC
youeHa je tauka P takBa nma Baxku £ BPC = 90° + 413%. Taxobe je youena
Tauka () TakBa na Baxku £ BPQ = A PQA = 90°. Heka je R Ttauka Ha Iy:KU
@B rakBa na Baxku BR = 2R(@). okasaru na cy tauke R, P u C Konuneapse.

3. UyBap Ganke umMa n cedoBa KOje MOpa na UyBa U CBAaKU ce UMa CBOj
jeIMHCTBEH KJbYY KOJU T'a OTBapa. KipydeBu Cy mo usrieny maeHTudHu. dy-
Bap je mobmo Ha pacrmojiarame MJOBOJbAH OPOj MACHTUYHUX KPY:KHIX METAJ-
Hux ajgru. Ha cBaky aJsky moryhe je 3akaumTy IPOM3BOJBAH OPOj KIbyUeBa
wiy ApYyrux ajku (aau He MOry Ha WCTOM KJbydy OWTH [IpUKadYeHe IBe
ajKe), TIPU UYeMy Cy aJike TaKBe Ja Ce, HAKOH INTO 4yBap NPUKAUU CBe
MITO sKEJU, IMUKJINYAH PEIOCen 3akadeHuX objekaTta Ha ajky moTroM Hehe
peMmerutu. YyBap skenu na oMoy ajKu CIOjU CBE KJbYUEBE Y jeIHY LEJUHY
HA TAKaB HAYMH Ia HAIAJbE YBEK Oyme y MOryNHOCTM Oa, HA OCHOBY DAacC-
nopena KibydYeBa U aJKU, NACHTU(PUKYje KbYd KOju My 3aTpeba 3a orBapame
onpebenor ceda (6e3 ncnpobasama kibyueBa Ha cedy). 3a 3amar 6poj n > 1,
OIOpEenUTU HajMAmU OPOj AJKM KOje Cy MOTpedHEe dyBapy YKOJIUKO:
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a) KJbYUYEBU MMAajy jelHy OCy CAMETDPUje y PABHU Kibyda (CIUKA JEBO);
b) kibydeBrM Hemajy HUjeIHY OCy CHUMETDUje y pPaBHU Kibyda (Ciuka
necHo)?

4. Jla nu noctoju nosuaoM P(x) koMe HUCY CBU KOEPUIMjEHTH HeI00pOojHU

P(a)=P(b)

rakas na Baxku P(0) =0 u xa je 5 1eo 6poj 3a CBaKa JBa Pa3JIMUATA

nesia 6poja a u b?
Ipyru pa3spen — A rareropuja

1. Heka je x peasam 6poj Takas na je uapas /T — /T — /T mepurucan u
BaiXH

8

I
8

I
B

<1

Vr+yr—Vr<2.

2. Hera ¢ynrmuja obrt npecaukasa mudpe 0,1,2,5,6,8,9 v mudpe 0,1,2,5,9,
8,6, pemom. IIpuponan 6poj n = tglx_1 - - t1tp HA3UBAMO 00pMaAdUAGH AKO CY
My cBe muppe u3 cryna {0,1,2,5,6,8,9} u npurom Baku to # 0, u mepunu-
meMo

IHora3zaTu:

obrt(n) = obrt(tg)obrt(t1) - - - obrt(tx—_1)obrt(x)

(apyrum peunma, ¢pyHEuuja obrt npencTaBba 06pTAmE eKPAHA KAJKYJIaTOPa
3a 180°). Jorazaru na mocToju 6ECKOHAUHO MHOIO IPUPOIHUX OpojeBa n ca
caemehum ocobunama:

1° n je obprabunan u obrt(n) = n;

2° n? je obprabuman u obrt(n?) = n?;

3° 41 | n.

3. Ha cBarkom momy Tabie 3 X n Hajsa3u ce jenaH 'KETOH KOJU je ca jenHe
cTpaHe 00ojeH 0eso a ca Apyre CTpaHe LOPHO. Y IOYETKY Cy CBU yKE€TOHU
OKPEHYTU IIPHOM cTpaHoM Harope. Ilo3BoJbeHO je y jenHoM moresy uszabpartu
IIPOM3BOJLHO IIOJbE U OKPEHYTHU CBE *KeTOHE Ha IOJoMMa Koja nMajy 6ap jenHo
3ajeJHIYKO TEME Ca M3a0paHUM IIOJbEeM AJIU HE U *KeTOH Ha M3a0paHOM IOJbY.
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3a koje n je moryhe ma mocje M3BECHOr Opoja moTe3a CBU KETOHU OyIy
OKpeHyTHu 0esioM CcTpaHoM Harope?

4. at je omrpoyrau AABC. Tauka N je taksa na Baxku L NBA = ANCA =
90°, a D u E cy tauke Ha crpanunama AC n AB, penoMm, TakBe ma Basku
ABNE = £CND. IlpaBa DE ceue npaBy BC y tauku F, a K je cpemumire
nysku DE. Axko je X tauka mpeceka kpyskauia onucanux oko NABC u
ANADFE paznuuura on tauke A, nokasatu na Baku £ K XF = 90°.

Tpehu pa3pem — A kareropuja

1. Husz (z;)32, je medpumHmcan ycaoBuMa xg = 1 u ;41 = ; + y; — 1, TOe je
¥; HajMamUu Tpuposan 6poj Koju ue nenu ;. Ja au Basku x, = 20! 3a HeKU
npuposan 6poj n?

2. Ilar je rouBekcau meroyrao ABCDE takaB na cy My yIJIOBU KOJI TEMEHA
C unu FE npasu u Baxku {EDA = ACDB. Heka je N nonmHoskje BUCUHE
u3 temena D y omrpoyriom AABD, u ueka je M cpemumre ny:xu AB.
Horasatu na cy tauke C, M, N u E KOHIUKJIUUJHE.

3. Heka je n ¢urcupan npuponan 6poj. Herka je k 6umno xoju mpuponan
Opoj ve Belim o n 1 HEKa je S CKyI HEKUX Kk Pa3IMUUTUX MPOCTUX OPOjeBa.
Mapuja u Mapko urpajy maumsmenunusno cienehy urpy. CBako on mux d6upa
jeman npuponad 6poj Behu ox 1 unju ¢cBU IPOCTU AEIUONU MPUNATA]Y CKYILY
S u KOju HUje HebUB HUjeTHUM OJN NMPETXOAHO m3abpanux Opojesa. ['yOwm
OHAj KO He MO:Ke na noByde note3. Jlokazatu na Mapuja mma nobenHuyky
cTpaTerujy 3a oap %n moryhux Bpemnoctu mapamerpa k.

4. Yyenurnu tpeher paspena cy 3a momahu mmanu ciaenehu 3amaTak:

Opnabpartu nosurusHe peanne 6pojese a u b u ckunuparn (y UCTOM KO-
opIuHATHOM cucTeMy) rpa¢ure ¢pyurnuja f,g : R — R mepunucane ca
flz)=a"4+bug(z)=0b"+a.

IIpu nperneny momaher 3anarka, momasmu 0o Ilepune, npogdecop je perao:
,1lepurie, He 3HaM Koje cu 6pojese a u b omadbpao, aau HUCU TOOPO CKUIUPAO
rpa¢ure. Hanme, Huje moryhe na rpadunu oBakBux (GyHKIMja MMajy TaYHO
nBe 3ajenumuke tauke. Ila gu je mpodecop y npasy?

YerBpTH pa3pen — A Kareropuja
1. Koanko HajMame pPa3iuyuTUX KOMIIJIEKCHUX HyJla MOYKE MMATU IOJIMHOM

P(z) = az™ + 2?1,
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akKo je a peasan Opoj a nm npupomax 0poj pasmumuur ox 20147

2. [Joka3zaTu ma 3a CBakKM IPUPOIAH OPOj N IOCTOJU N-TOMU(GPEH IPUPO-
nan 6poj umje mudppe cy u3 ckyna {1,2,3} u Koju je memuB 36UPOM CBOJUX
nudapa.

3. Heka je, y AABC, By cpenumre crpanune AC, By momgHOXje BUCUHE U3
TemeHna B, a By ocHOCUMeTpUYHA CJIWKA TeMeHa By OmHOCY Ha CUMETPaJLy
£A. Heka cy P u (Q Tauke moaupa yOuCaHE U CIOJba NPUIUCAHE KPY:KHUIE
ca crpanunom BC, u Hera je k kpykuuna Han npedynukoMm P(Q). Tanrenta
t u3 Tauke By momupyje rpy:kuuny k y tauku 1. Jlorkazartu ma Kpy:KHUIA
omucana oko AByByT momupyje npasy t.

4. Jlato je 2n tavaka y paBHEH MeDy KojuMa HUKOje 3 HUCY KOJUHEAPHE.
ITocmarpajmo cBe moryhe omabupe ox mo 2n ny:Ku YMju Cy KPajeBU y TATUM
TaykaMa (CBaKa Tauvka je Kpaj TA4HO jelHe ox Tux nysku) u Mehy kojuma
ce HUKOje mBe He cexy. JlokasaTu ma je 6poj TakBux omabupa Gap 27! u
oIpenuTH! 3a KOje ce CBe MpupoaHe OpojeBe n MOsKe NOCTMNU je AHAKOCT 3a
Oap jenHy moyeTHy KOHOUIYPAaLUjy OX 21 Tadyaka.

IIpBu paspen — B kareropuja
1. Ogpenuty HajMawmu TpUpoIaH Opoj kKoju uma tauno 2015 menumana.

2. JlaTa je kpyskauna k, men npeunuk AB u tauka C #a ny:xu AB pasauuunra
on ravaka A u B. Tauke X u Y npunaznajy Kpy:KHUIU kK M CUMETPUYHE CY Y
omuocy ua AB, npu yemy jom Basku CY 1 AX. JlokazaTu ma je 4eTBOPOyrao
BYCX powmb.

3. Bemrrak va cyny tpeba ma m3 romuie on 14 moumha m3mgBoju 7 JaKHUX
(meMy je mo3HaTo KOju HOBuuMliu Cy Jaxkau a Koju upasu). Cyny je mo3uaro
Ia Cy JIaKHU HOBYMNU JIAKIIM OJ NMPAaBUX U A WX MMa TadHO 7. Bemrak Ha
pacmonaramy UMa Bary 0e3 Teropa 3a u3BODeme CBOjUX AOKA3a IPE CyI0M.
IlokazaTu na y HajBuilne 3 MepeHa BEIITaK MOMXKE CYAy Oa NOKaKe KOju Cy
HOBUMNU JIaKHU.

4. Ha roauko ce mauuna Mory obojuru temena neroyriaa ABCDE nomohy
yetupu 60je aKo cycenHa TeMeHa He MOry outu ucte 6oje?

5. Ako je mosmHOM
az® + bz + bad + ax® + cx — 62

J€JbUB IIOJIMHOMOM
222 — 5z + 2,

uspagyHatu 3a + 2b.
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Ilpyru paspen — B kareropuja
1. OgpenuTu cBe mpupoaHe 6pojeBe n TAKBe na je
Vn+2015 — v/n

pannoHayiaH 0poj.

2. Yuyrap kBagpatra ABCD nara je tauka M 3a wojy Basku LM BD =
AMDC = 28°. Uspauynatu L MAD.

3. Kpamuna Amasonku ['oba je umana 5 hepku; 6 on HEHUX JKEHCKUX MO-
ToMaka cy mMmaJtie mo 4 hepre cBaka, 11 on HmEHUX JKEHCKHUX IOTOMAaKa Cy
nmate no 2 hepke cBaka, a mpeocralie HUCY uMaJie nene. AKO je mo3HATO na
kpasuna ['oba Huje mMasia MYIIKMX IOTOMAaKa, KOJUKO je YKYIHO KEHCKUX
MOTOMAaKa MMAaJa OBa Kpasmuna?

4. 3a KOje BPEOHOCTHU PEAJHOT IapaMeTpPa a je CKyI pellerha HejeTHAYNHE
> —a(l+a®zr+a* <0

noxckyn uaTepBaga (—3,—1)? (IIpasan ckyn je moAckyn OMIIO KOU CKyIA.)

5. Heka cy a, b 1 ¢ KOMIIIEKCHU OPOjeBU je IMHUYHOT MOJIYJIa TAKBU 118 BaKU
a+ b+ c=1. Illokasaru na je bap jeman ox 6pojesa a, b unu ¢ jenuaxr 1.

Tpehu paspen — B kareropuja

1. Y crymy npupogHux OpojeBa PEmUTH jeTHAUYUHY

1 1 2

x+y:ﬁ'

2. Ilepuna uma j jabyka m k kopmu kKoje cy pacnopebene 3a OKpyriaum
cronoM. 3a koje BpenHoctu j u k Ilepmna moske pacnopemutu jabyke y
KOpIle HAa TaKaB HAYWH Ja Ce 3a CBaKe JBe cycemHe Kopre OpojeBu jabykra y
BYMa Pa3iuKyjy TadHo 3a 17

3. IlokasaTu jemHaKoCT

16 sin? 10° 4 8sin® 10° — 12sin?10° — 4sin 10° + 1 = 0.

4. TlosutuBHU OpOjeBU T W Yy 3aq0BOJHLABAJY HEjeIHAKOCT

2 2
THY
T+ 2y
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Joka3aTu ma Taga BasKU
+y <5

5. Ha paBaH cTo mocraBjheHe Cy UeTUPU JIOINTE IPU YEMY Ce CBaKe MABE
nonupyjy. llomynpeunuru Tpu oa Te yetupu jgonte nnoce 2, 3 u 6. Mzpauy-
HATU HNOJYIPEYHUK YEeTBPTE JIOUTE.

YerspTu paspen — B kareropuja
1. Iler paznuumTux meaux O6pojesa a, b, ¢, d u e 3aM0BOHABA]Y jE€AHAKOCT
B-—a)3-0)B—-0c)(3-d)(3—¢)=12.

Wspauynatu a + b+ c+d + e.

2. OgpemuTy KOJIUKO UMa N-TOPKUA (X1, T2, ..., Ty) KO KOJUX je CBAKa KOOD-
nunata u3 cxyna {0,1,2} u npurom je 36up x; + x2 + - - - + x,, Hapax.

3. Ompemuru cBe Moryhe BpemHocTu mapamerpa a € R TakBe ma cBe HyJe
OJIMHOMA,
P(z) = 2* + az® + a’z — 1

nMajy MehycobHO jemmake MOmyJIe.

4. Y rouBekcuoMm uderBopoyriy ABCD Bawu AD = 2, {ABD = LACD =
90° u pacrojame usmelhy menrapa ymucanux kpy:xkuuna y NABD u ANACD
msnocu /2. Hahu nysuny crpamume BC.

5. Hahwu majuamy u majselily BpenHocT m3pasa
(Z‘ - y)2 + Ty,

y3 yCJIOB
2?4 y% =4,
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PEIITEIHA 3AIJATAKA OIIIIITVMHCRKOT' TAKMWYEIHLA N3
MATEMATHUARE YYEHMKA CPEIILUX IIKOJIA, 13. 12. 2014.

IIpBu paspem — A rareropuja

1. 3a cBako k € N Bau tBpheme: 3 | k2 = 3 | k, 1j. 3 | k* = 9 | k2. Axo
6u mocTojasu mesm GpojeBw m u n 3a Koje Bamu (m +n + 2)% = 3(mn + 1),
caemuano 6u 3 | (m+n+2)%, mau 9| (m+n+2)2, tj. u 3 | mn+1. U3 3 | mn+1
caema na HUjeTaH OoX OpojeBa m W N He MOMke OWTH IesbuB ca 3, HUTU 00a
MOTY IABATU jeTHAKE OCTATKE IPpU Aeberny ca 3. Ilakne, jeman on \ux naje
ocrarak 1 mpu messemy ca 3, a Ipyru maje ocrarak 2. 3amumumo m = 3p+ 1
un =3¢+ 2 3a Heke p u q. Anu Tana umamo m+n+2=3(p+q+1)+2,
wro je memoryhe jep 3 | m+n+ 2.

Ilakse, He TOCTOje Tenu GPojeBw m U N TakBu Aa Bawu (m +n + 2)% =
3(mn +1). (Taurenra 72, ctp. 14, 3an. M1132.)

2. a) IIpernocraBumo ma BaKu % + y2 +22+w? = xyzw. Tamga mMmamo

(yzw — )2 + y? + 22 + w? = y?22w? — 2zyzw + 2% + y? + 22 + w?

= y22%2w? — zyzw = (yzw — 1)yzw.
b) Ipmmerumo ma je (2,2,2,2) pememe mocraBibeHe jennaumue. Heka je
(z,y, z,w) TakBO pemene 3a koje Basku 2 < ¢ < y < 2z < w. Ogarne nobujamo
yzw—x 2 dw—2z > 3w > w. [Ipema meay non a), ox pemewna (,y, 2, w) xoou-
jamo pememe (y, z, w,yzw —x) (rme cy, y 06e 4eTBopke, 6POjeBU COPTUPAHU
10 BEJIUYMHM), K TOOUjEeHO pelleme je PA3IudIuTo O IpeTxoaHor oynyhu na
je yzw — x Behe om w. Mouesmu on (2,2,2,2), NOHABLAKEM OBE TPOLELyPE
nodujamMo 6ECKOHAYHO MHOTO PA3JIMUUTUX PEIICHA.

3. Hexka je k 6poj mampranux mpaBux. Rako mpaBa a cedye TadyHO 3 O BHUX,
Mebhy moByuenum mpasuma mocrtoje k — 3 mehy kojuma cy cBake mBe mapa-
senne, u Mehy KojuMa ce HAJA3U W MPaBa @; O3HAUMMO CKYI OBUX MPABUX
ca & . lpumernmo na mebhy muma Huje Hu npasa b Hu npasa c¢ (jep 6u y
CYyIPOTHOM U OHE CeKJie TauyHOo 3 apyre npase). akiue, npase b u ¢ cy ase
oI Tpu mpaBe Koje mpaBa a ceuye. [Ipase b u ¢ mucy mapasenune, oyayhu na
Ou y TOM caydajy OHE CekJie UCTU OpOoj MpaBuUX, a IMTO je y CYIPOTHOCTHU C
ycanoBoM 3aznaTka. Heka je d mpeocrasia mpaBa KOjy ceve IpaBa ¢, Pa3InyInTa
on npasux b u ¢. Ako 6u npasa d cekna obe npase b u ¢, Tana 6u npase b
u ¢ cerse moajenHak 6poj npasux, wro je memoryhe. IIpernocrasumo d || c.
Tana npasa b ceye yrynuo k—1 npasy (cBe npase u3 kiace &/, U joll IpaBe
cu d), omakne umamo k — 1 =4, tj. k = 5. [Ipasa ¢ y Tom cayuajy ceue 2
nmpaBe Koje cauMmbaBajy Kiaacy &, W joml mpaBy b, mTO je yKyIHO 3 mpase,
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kouTpamuknuja. lakae, npeocraje d || b. Tana npasa b ceue yrymuo k — 2
npase, omakiie umamMo k — 2 = 4, re nobujamo pememe k =6 (mpaBa ¢ y ToM
ciayJajy ceue 3 mpaBe KOje UMHE KJIacy &/, U oIl mpaBe b u ¢, ITO je yKYIHO
5 mpaBux, ma je ycioB 3amaTka ucnyimeH). (Taurenra 73, cTp. 48, 3anm. 24.)

4. V3 npBor mapa DapajeaHOCTU CJeou E D
PrraB = Ppapc uw Pacpe = PapEer,
a u3 apyror mapa Paapc = Papcp 1
Parper = Prgra. llocnenma mapajeanocT
naje Pnpcp = Pacpp, Ta cama mMaMo
Prpap = Paape = -+ = Pagra. llpema
ToMe, Tauke F m B cy Ha jemHakoM pacTo-
jamy onm npase F'A, tj. BE || FA.

5. IIpBo, memoryhe je ma 3a cTOJIOM HEMa
YOIIITe WMCKPEHUX Jbyau, jep Tana Oom m3-
jaBa 6uio xor ox osux 2014 wymu (naxkosa,
nakne) Guia ucTwHUTA, WTO je HeMmoryhe A B

jep OHU CTAJHO IPUYAjy HEUCTUHY. 3aTUM,

MOMITO Ccaja 3HaMO Oa uMaMo Oap jemHor

UCKPEHOT YOBEKAa, OHJA j€ jaCHO Oa Cy CBU Om 2014 1A 4
OoCTayii, OCUM Hera M MO:KAa HBeroBUX cycena, jaxoBu. Jlakie, mocroje Ha-
jBume 3 MCKpeHa YoBeKa 3a crojoM. IIpermocraBuMo nga mocToje TauHO 3
UCKpeHa 4JoBeka. 1o Ou mMopasia 6utu 3 y3acromHa 4doBeka 3a crosioM. O3-
maunmo ux ca A, B u C, npu uemy je B uzmeby A u C. Ho tana 6u uckasu
nwymu A nu C' Ouny HeTAUHU, WTO je y KOHTPAIUKIUJU C HPETIOCTABKOM Ia
cy oHu mckpeHu byau. [IpernmocraBuMo cana na je camo 1 MCKpEH YOBEK 3a
crosoMm. Tana Ou MCka3y HErOBUX IPBUX CyCena C JIEBE U NeCHE CTPaHe OuiIu
UCTUHUTY, &JX TO je HeMOoryhie jep Cy OHM IO MPEeTIOCTABIU JIAKOBU, T€ HE
MOT'y OaBaTU UCTUHUTE McKa3e. [lakie, 3a CTOIOM MOpajy cemeTd TAYHO 2
UCKpeHa JoBeka. Pacmopen y KOM OBa [OBa YOBEKA Celne jenaH OO0 APYIror
mpencTaB/bha IPUMEP A je OBaKBA CUTYyaluja 3aucTa Moryha.

Ilpyru pa3spen — A kareropuja

1. Ilpso pewewe. Ouurnenan ycaos je x > 0. Hame, 36or /3 +/xr =3 —x
Mopa BaskuTu = < 3. KBagpupamem nocuenme jenaaunne nobujaMo 3+/x =
9 — 6z + 22, Tj. /T = 6 — 62 + 2. KBagpupamo u OBy jemHAUUHY, Y3 YCJIOB
6 — 6+ 2% > 0, mocae yera mobujamo x = x* — 1223 + 4822 — 72z + 36, mTo Ce
ceomu Ha xt — 1222 44822 — 732+ 36 = 0. IloTpasumo jemHOCTABHUjEe DaKTOpE
TMOJUHOMA HA JIEBO] CTPAHW: HAJA3WMO Oa je mebuB ca r — 1 u x — 4, Tj.
nobujena jemnaunHa Moke ce 3anucatu y obmury (z—1)(z—4) (2% —72x+9) = 0.
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Oparie, merose Hysie cy 1 = 1, 29 =4, x5 = 7_2V 13 gy = ”T VI3 Ipyry

7 4eTBPTY HyJIy ombaiyjemo jep me ynanajy y uarepsadi [0,3]. Tpehy mymy

tTakobe onbamyjemo jep 3a my Basku 6 — 6x3 + 23 = 1—7§/ﬁ < 0. Ocraje z =1
KA0 jeIWHO peIllemhe MOJa3He jeTHAYNHE.
Lpyzo pewewe. YouaBaMo na je x = 1 jemHO pelIeme NOCTaBJLEHE jeIHA-

umre. 3a x > 1 Bawu © + /3 ++/x > 14+1/3+V1 =3, a3a 2z < 1 Baxn

T+ 4/3+yx < 14+/3++1 = 3. Ilpema Tome, = 1 je jemuno pememe.
(Tanrenra 70, crp. 31, zan. 11.4.)

2. Heka ce mocmarpanu Opoj, 03HAUMMO T'a Ca 1, 3aBpIllaBa ca Ta4vHO k HyJa,
rae je k > 0. Iakne, n = x - 10F 3a mexu mpuponan 6poj = Koju ce 3aBpIIaBa
madpom 2. [Tpumerumo na je 6poj n memwus ca 5* amm ve u ca 581, Ilakne, na
6u n 6mo MOTHYH KBaIpaT, k Mopa 6utu mapan 6poj. Cama uz n =z - 10% =
x - (103)2 ciequ na W & MOpa OWTH MOTIIYH KBaAparT. Y KOJIUKO je O6poj x
jemnonupen (makne, 6poj 2), umaMo oaMax KoHTpaaukimjy. lakie, x uma
Oap mBe mudpe. Ho, 6e3 o63upa Ha TO Ja U je mpeTHocienma nudppa Opoja
z jemmaka 0 mam 2, y oba ciuyuaja mobujaMo na OBONUPPEHU 3aBPIIETAK
Opoja = HEuje mespuB ca 4, ma 3arkBYyUyjeMO Ha je OpOj T MebUB Ca 2 aju He
u ca 4; omaTie, x He MO¥ke OUTU HOTIYH KBaApar, KoHTpaauknyja. (Tanrenra
74, cTp. 36, 3anm 1.4.)

3. Herka cy ki m ko
KPY’KHULIE ONUCAHE OKO
APCA u AQCB, pe-
nom. Ozuaunmo £ PCA =
£QCB = a u LPAQ =
APBQ = . Y cayuajy
na je C cpemumire my:xu
AB, tBpbeme je oum-
raemHo 300T cuMeTpuje.
Nnaue, weka je O npyrnu
NpPECeK KPYKHUIE OIU-
cane oro APCQ ca
npeunukom AB. Mmamo

LOPQ = KLQCB =
APCA = KPQO, e
caemu OP = O0Q). Haxkine, Om 2014 2A 3

O ce HAIa3u Ha CcUMe-

Tpaau ay:xu P(Q), Koja jeIMHO MO:Ke na cede MPEeYHUK KPY:KHUIE k y IeHTpy,
na ciaemu na je O nentap kpy:kuuie k. Umamo L PCQ = LPOQ =24 PBQ =
263, Te ciemu 180° = LACP + ABCQ + £PCQ = 2a + 203, 1j. a+ 8 = 90°.
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Hexka je ¢ mopmana y tauku C wa AB. Hera je X mpecek ¢ u BP. Ilomro
mvmamo £ XCA = L XPA =90°, cnemqu na X npunana kpysxauim k1. dasme,
nomro umamo £ XCP = £ XAP = 3, cnenu na tauka X Opumaga U Ly:KA
AQ. Ha cauuan Hauuu ce caga mokasyje ma X mpumama v KPY:KHUNU ko, Te
je CX 3ajemumura tetuBa ABe KpyskHuna ki u ko. Iakme, 01021 CX 1 AB,
re crenu 010 || AB.

gty
= 22y2?

€ Q; uz oporau 22 —y2 € Q
6

4. U3 ycnosa 3amaTka mMamo 2 + y?

crema 22, y? € Q. Ilajbe, 3a HEKU HEHyJIa PANMOHAJAH OPOj ¢ UMaMO &
(%)% = (1 + q)* = ¥° + 2qy> + ¢*, na rako 2%,y° € Q (360r 2° = (22)3 € Q),
u3 mocienme jemHaxocTu gobujamo y3 € Q. Cama n3 y? € Q u y® € Q caemmn
y € Q. Anasoruo ce morasyje r € Q.

5. JacHo je ma je 3a n = 1,2, 3 MmuauMasan norpeban 6poj pa3roBopa jemHak
0,1,3, pemom. loraxkumo ma 3a n > 4 MUHUMAJAH OpOj pPasroBOpa M3HOCU
2n — 4. 3a n = 4 muanMagaH Opoj pa3roBopa je 4, mTO Cce MOCTWKE TaKO
mTo mpBa momalhwnna mpuva ¢ Apyrom, 3aTuM Tpeha ¢ 4eTBpTOM, IIOTOM
npBa ¢ TpehoMm u Haj3an apyra ¢ yerBproM. lupekTHO ce mpoBepaBa aa 3a
n = 4 mame on 4 pazroBopa Huje noBobHO. [lokaskumo cama Kakxo 3a n > 4
nomahwuie Mory pasmenuTu Tpadese y 2n—4 pasrosopa. M3asojumo yetupu
nomahwune koje hemo HazBatu ,,rnaBue Tpadape ‘. Hajupe jenna onx raaBHUX
Tpayapa mo30Be npeocraie n—4 nomahwune. Ilorom yerupu rnasue Tpagape
MebhycoBHO pasmene cBe Tpauese (3a mra uM Tpebajy 4 pasroBopa), 1 3aTUM
IIOHOBO jemHa OJ IVIABHUX Tpavapa Mo30Be mpeoctajie n — 4 momahwuie; To
yuHU YKynHO N —4 4+ 4 +n — 4 = 2n — 4 pa3srosopa.

[Ipeocraje morazartu ma y ciaydajy n > 4 nmomahwune He Mory pazMeHUTH
TpayeBe y Mame o1 2n—4 pazrosopa. [IpernocraBuMo CynIpoTHO, 11 HEKA je n
HajMawku 6pOoj 3a KOju je moMahmiaMa JOBOJBHO 21 —5H MM Markhe Pa3roBopa.
PurcupajMo jemaH TakaB HU3 pasroBopa S.

Jlema. Y wusy S mehe ce moromuTu ma Heka moMmahuna 4yyje COICTBEHU
Tpau on mpyre momahwure.

Hoxas. IIpernocraBrMo cynpoTHO: Hera noctoju gomahwuna D koja he y
jeIHOM MOMEHTY UyTHW COICTBEHUW Tpad. Tama y HuU3y pas3roBopa S MOKEMO
yOUuuTH TOTHU3 7T1,T32,...,Tr TAKAB Oa 3a CBAaKO ¢ jemHa ox momahwuia
KOje Yy4YeCTBY]y Yy Pas3roBOpPY 7; YYECTBYje U Yy PasroBOPY Tjy1, U IPUTOM
nomahwuna D yuecTtByje camo y pasroBopuma 11 u r,. Cama hemo ox Huza
S koucrpyucatu oapeben Hus pasrosopa T y kKoM yuecTBY]jy cBe momahwure
ocum momahune D. Hajupe m3 mmsza S m3bpummmo pasroBope 71 U Ti. 3a
CBe OCTajie pasroBope r y KojuMma ydecTByje momahwna D m mputoMm pas-
roeapa Hup. ¢ gomahwunom P, youmMoO, aKO IOCTOju, IPBU O DPA3roBOPA
T9,T3,...,Tk—1 KOJU CJIeI HAKOH PA3roBopa T, HEKA je TO T;, U O3HAYNMO Ca
A momahuily Koja yuecTByje y pasroBOpuMa 7; U T;_1 — & aKO TaKBO i He II0-
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croju, o3mauuMo ca A nomahwuiy kKoja y pasroBopy rj mpuda ¢ moMahumom
D; 3amenuMo cama pa3roBop r paszrosopom maMmebhy momahwure P u qomahure
A. Hus pasrosopa T moOujeH Ha OBaKaB HAUMH CACTOJU Ce O HE BUIIE O
2n —5—2=2(n—1) — 5 pasrosopa, y meMmy ydectByje n — 1 momahuna, u
o KoHCTPpykuuju Husza 1 ciaenu na he ma oBaj HaumH Twx n — 1 momahwnna
pa3MeHuTu CcBe Tpauese (IPENOCTaBLAjyNu, HAPABHO, Aa je HU3 S Takas
na he n momahuna koje Ty ydectByjy pasmenutu cBe Tpadese). OBo je
KOHTPAAUKINja ca MUHUMAJHOMINY Opoja n, unMe je jJemMa MOKA3aHA.

HacraBumo cana noxa3. V3 seme cnenu na je CBaku pasroBOP WU UCTO-
BPEMEHO TMOYETHU Pas3roBOp 3a obe momahwuile Koje y4uecTBYyjy y meMy, WUIn
HU 32 jeqHy O HBUX, ¥ UCTO TAKO je UV UCTOBPEMEHO IOCJENHmU PA3rOBOP
3a 00e, Uau HU 3a jemHy on \muX. JacHo, HUjeZaH Pa3roBOP HE MOKe Outum
MCTOBPEMEHO MOYEeTHU U mociaenmu (3a nomalinme koje y4yecTByjy y meMmy),
ma yKyIOHO WMMa M Pa3roBopa KOju Cy OWiI0 HmOYeTHH OMIIO MOCHenmU 3a
nomahwure koje Ty yuectByjy. HazoBumo cBe mpeocrase pa3roBope, KAKBUX
uMa HajBuime n — 5, ,cpenmu’. [locMaTpajMo KakO ce TpayeBU MUPE MYTEM
UCKAHYUUBO CPENHUX pa3roBopa. Kako umamo n nomahwuia a #He Bumie ox n—>5
CpemmuX pa3roBopa, oBux n gomahwuia Moxkemo momeauTu Ha Hap 5 kiaca
TAKBUX [a HUKAKBe MH(pOpMAaIUje He CTWKY of noMahuna u3 jemane kiace 1o
nomahwuma u3 apyre Kjaace IIyTeM KUCKBYUUBO CPEIHBUX PA3roBOpa. Y OUMMO
meky nomahwuny D. Ilocmarpajyhu cama cpenme 1 moueTHe pa3roBope, Tpadu
momahwnie D myreM ®BUX mMUpK ce caMo Kpo3 ase kiaace (kaacy mnomahuue
D u rnacy momaliume ¢ xojoMm je pasrosapasa npsu myT). Cnnduso, mocMa-
Tpajyhu cpemme u mocienme pasroBope, myreMm mux nomahuna D mobuja
napopManuje u3 caMo ABe kiaace (CBoje kiace u kiaace nomalinme ¢ Ko-
joM je mocienmoM pasroBapadia). akie, 3a mMa kojy momahwiy D mocroje
Oap [OBe ol MOCMATPAaHUX KJaca TaKBe na Pa3roBOPU YHYyTAp TUX KJIAaca He
urpajy HUKakBy yJOry y mupemny Tpada momahwne D HUTH MHGOpMUCAHY
nomahwune D o Tybum Tpauesuma. Oszuauumo ca ¢(D) 6poj pasroBopa Koju
He Urpajy yJory y mpeHomeny TpadeBa gomMahwunu D HUTH mWUpemy Tpada
nomahwume D.

Ila 6u Tpau mHeke momahwure Owmo mpener cBuMma nmoTpebHO je bap n — 1
pasroBopa, a ma Ou oHa Owmiaa obaBemTeHA O CBUM TpadvyeBUMa MTOTPEOHO
je Takobhe 6ap n — 1 pasrosopa. IIpema jgemu, jenuHw pasroBOpuU y KOjUMAa
ce mpeHocu Tpau Heke nmomahwme D a KOju MCTOBPEMEHO MMajy YJIOTY ¥
npeHoumeny Ty hux TpaveBa gomahimmu D jecy camMoO OHE Pa3roBOPHU y KOjUMa
nomahwuna D yuectsyje (y cynporaom 6u momahuna D y HEKOM MOMEHTY
uysa coucrBenu tpad). Jlakme, norpe6uo je 6ap 2n — 2 — v(D) pasrosopa
na 6um ce moTmyHO pamupuo Tpad momahwune D m ma 6u ce ¥m0j CaAONIITUIN
cBu Tpauesnu, rae je v(D) 6poj pasroBopa y Kojuma oHa ydecTByje. Kako
MOpa BaKUTU HEjeTHAKOCT 2n — 5 = 2n — 2 — v(D) + ¢(D), nobujamo v(D) >
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3+ ¢(D) > 3. Oparse 3akmyuyjeMo ma cBaka goMmahuna mopa obGaBuTu
Gap jemaH cpemmu pa3roBOp, Ma CJeAN Oa Ce yHyTap CBake O Kiaca U3
IPETXOMHOT macyca OnBuo 0ap jeman pasrosop (cymportHo 6u 6uiao moryhe
jemuHO ako je momahwuiia cama y CBOjOj KJAcCHU, Tj. YKOJUKO VOIIITE HUjE
uMaJia Cpeame PAa3roBope, a yIpaBo CMO BUIEIU A TO HE MOKe ODUTU UCILY-
weno). Ho, cana u3 3armyura u3 nperxoxHor nacyca ciemu c¢(D) > 2 3a
cBaky momahuny D, na umamo v(D) > 3+ ¢(D) > 5 3a cBaky momahuny D,
aju Tana ykKymaH Opoj pasroBopa m3HocuU Gap %, roHTpaauknuja. Tume je
IOKa3 3aBPIIEH.

Tpehu pa3spen — A rareropuja

1. 3an = 1 TpUBUjaJIHO UMAMO jeIHY TAKBY b—
¢yurnujy. Haname mpermocraBmamMo n 2>
2. b—2 n
Herka je f jemma TakBa ¢yHKIHT]ja. l }
IIpumerumo nma je g = f o f Oujexnuja. 1 1
Ioka:xknMo na oupa u f mMopa Outu Oujek- : :
uuja. Axko f me 6u buna ,,1-1% mocrojasuu
6u a,b € A raksu na Baxu f(a) = f(b), na
w f(fa) = F(F®)), mj. gla) = g(b), mro 2 b1
je memoryhe. C mpyre crpane, ako f He
6u Ouia ,Ha“, mocrojao 6u esement a € A b
TakaB ma He Baxku f(r) = a HU 3a jemHO
r € A. Mebyrum tana me Ou BaKWIO HU
g(z) = a Hu 3a jemuo r € A, WTO je MOHOBO Om 2014 3A 1
KOHTPA,IUKIIN]a.
Iame, MmokeMo youutu na 3a cBako x € A mocroju m € N TakBo na
Baskn & = g(g(...g(1)...)) (raxxemo: cBaku enement r € A npunana opbumu
———

m myTa
esemenTa 1 3a Oujerkmujy ¢g). Omarie cienu u na cBaku ejemeHT xz € A
npumnana opouTu exementa 1 3a Oujexnujy f.

O6enexxkumo b = f(1). V3 ycnoBa 3amaTka BUAMMO Oa MODPa BasKUTHU
f(b) = g(1) = 2. Nunyknujom mokasdyjeMo Ja 3a CBe I KOjU UCIYHaBajy
x<n—->b+1Baxnu f(x) = x+b—1, a 1a 332 cBe T KOJU UCHYHABA]Y
x > b Basku f(x) = x — b+ 2. 3aucra, 3a GasHe ciaydajeBe y3umamo r = 1
u x = b; 3aTumM, yrosmko 3a r > 1 Baskm = < n — b+ 1, Tana uHAYE-
tuBHu kopak ruacu f(z) = f(fle +b—-2) =gz +b—-2) =2z +b—1
(mpuMeTuMO ma Ccy ucnymeHe HejemHakoct £ +b—2 > 24+b—2 =bu
z+b—-2<n—-b+14+b—-2=n-—1, mro omoryhasa npukazanu padyH), a
3a & > b camuro umamo f(x) = f(f(zx—b+1) =gz —b+1) =2z —b+2,
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urMe je TBpama mokazana. Cnenujanuo, f(n) = n — b+ 2, omakie caenu
fn—=0+2) = f(f(n)) = g(n) = 1. IIpumerumo ga Baxm f(n) < b (ako Oum
Baskmio f(n) = b, cnemuino 6u f(f(n)) = f(n)+b—1>2b—1, anu ¢ apyre
crpane umamo f(f(n)) = g(n) = 1). Ilomro je cBaku enement x € A 'y opburu
exementa 1 3a 6ujekmujy f, meby eaementuma 1, f(1), f(f(1)),...,n,n—>b+2
Hasase ce cu ejxementu ckyna A. Ho, npumerumo na cMo Ha OBaj HAUUH, He
pauyHajyhiu mocienmy eleMenT, U3JIUCTAaIN YIPaBO CBE €JIEMEHTE T 3a KOje
Basky HemTo of 1 < @ < n—b+1 wmm b < x < n (enemenTu u3 ,,upBe rpyme“ u
,APyTe TPyIe“ jaBibajy ce HAM3MEHUYHO ), Tj. YKYIHO CMO U3JIUCTANN (pady-
Hajyhu u mocnenmu) rauno 2(n—b+1)+1 exemenara. Onatie 3axbydyjeMo
2n—b+1)+1=mn, 1j. n =2b— 3.

Ilakse, ako je n mapan Opoj, He mocToju TakBa ¢yHkmuja f. Ako je n
HemapaH O6poj, oHA je jemHo3HauyHO omapelheHa rOpmUM pas3MarpamuMa, Tj.

( n+1 n—1
'+ , 38T < ;
f@) =3 2 2
n—1
| ¢~ —5» wumave
2. Hexka je D momuo:kje BUCUHE c
3 C va AB, x = P3Qs, p =
AD =bcosa, g = BD = acosf3 N
u h = CD = bsina = asing. s, 3 R,
Nmamo APy = B2 m BQ3 = M, (
42 re Bawm AMs = 52 + L u ™
M3B = 4% + 3, omaxme mobu-
jamo
AMS = 2p+h A P D M- B
M;B  2q+ h g SR
_ 2bcosa +bsina
~ 2acosf +asinj Om 2014 3A 2
b (2005a+sina>
a\2cosfB+sing/’

BM,; CM, .
OunTOo MHOKEHEe OBOT M AHAJOTHMX M3Pa3a 3a ¢ Y T4 Aaje 1, Te ce

npema Yesumuoj teopemu npase AM;, BMs u CMj3 cery y je[HO] TayKuU.

3. Bpoj 420 nma HaBemery ocobumy: 3amcTa, 420 = 3-4-5-7Tu 7 < /420 < 8.
IIpermocraBumo ma je n > 420 6poj koju uMma HaBemeHy ocobumny. Tama
6pojesu 3, 4, 5 u 7 mene n, ma ciremu n > 840 > 729 = 93. Opmarme jom
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u GpojeBu 8 u 9 meme n, ma caemu n = 5-7-8-9 = 2520 > 2197 = 133,
Sakmyuyjemo ma jom u 6pojeBu 11 m 13 meme n, omakie mobujamo n >
5.7-8-9-11-13 > 6859 = 193. Hexa je k mpupoman 6poj Taxas ma BaKu
19% < ¢/n < 19¥*!. Tana 6pojesu 5%, 7%, 9F 11% 13% 16*, 17% u 19¥ nene
n, MITO HAC A0BOIU HO cienehie KOHTpaauKIuje:

n>5F.7k .9k .11k .13k . 16% . 17% . 19%
=19%(4-5)F3 -7k (2 - 11)k(2- 13)k(3- 17)F > 19%%F > 19343 > .

IIpema tome, HajBeliu Gpoj ¢ Tpaskenom ocobunom je 420. (Taurenta 70,
crp. 12, 3an. M1102.)

4. Heka cy ny:kmHe CTpaHUIa IOCMaTPaHOr TPOYIJa jenHake a, a+1 u a+2.
I3 cHMHYCHe TeopeMe M yCJIOBa 3aJaTKa MMaMo —4— = 42 — a2
X 9 sin o sin 2« 2 sin o cos «
onakje nodbumjamMo cos o = ’IQ‘; . Cana HAa OCHOBY KOCHHYCHE T€OpEeMe MOYKEMO
cacrasuty jennaunny a? = (a+1)%+(a+2)?*—2(a+1)(a+2) %2, mro ce cBomm
Ha 0 = a? — 3a — 4. Pemema oBe jemnauuse cy a; = 4 u as = —1. Herarusso
pememe onxbamyjemMo, Te ocraje a = 4, U Oy:KUHE CTPAHUIEA MOCMaTPAHOT

tpoyraa cy 4, 5 u 6. (Taurenra 74, cTp. 12, 3anq. M1177.)

5. Cpaku majrpahu myt onx tauke P no tauke () Mopa OUTK CACTABJLEH OJ
noMepaja y HEKOM OJ[ CMEPOBa ,,lOPe-IeCHO “ NN ,, H0Je-TeCHO “, 1 00paTHO,
CBaKM ImyT on Tauke P mo taure () cacTaB/beH UCIHYYUBO Ol TAKBUX IOMEPA]ja
jecre jeman myt on P no () majrpahe moryhie nysxune. IlocmarpajMo yetupu
YBOpA HA BEPTUKAJIHO] OCU CHMeTpHje Mpeske u3 mocraBke. Cpaku myT ox P
o (Q mopa npohu Kpo3 TauHo jemaH on Bux. [locMaTpajMo Hajupe myTeBe
KOjU TpoJia3e KPO3 HAJHWKU O TUX uBopoBa. llyreBa om tauke P mo Tor
4YBOpa UMa (g) = 84 (myskMHA CBaKOr TAKBOr myTa u3Hocu 9, m on Tux 9
moMepaja TayHO 3 MOpajy OuTu y cMmepy ,,rope-mecHo“); 36or cumerpuje,
O/l yOUEHOT YBOpa 10 Tauke () moctoje Takobhe 84 myra, ma 3akmbydyjeMo Ioa
TpasKeHUX MyTeBa O Tauyke P 1m0 Tauke () KOjU MpoJjase KPO3 YOUEHU YBOP
uMa 842 = 7056. 360r cuMeTpuje, TPAKCHUX IyTeBa on P 1o () Koju mpoiase
KpO3 HAjBUINN OJ yOUeHa yeTupu yBopa uma takobhe 7056. Ha canuan mauun
M3padyHaBaMO Oa, 33 CBAKW O CPEihba OBA YBOPA, TPAKEHUX IyTeBa om P
1o Q Koju IpoJiase Kpo3 mera UMa (Z)2 = 1262 = 15876. lakie, yKymas 6poj
TpaskeHuX myTeBa usHocu 2 - 7056 + 2 - 15876 = 45864.

YerBpTH pa3pen — A kareropuja
1. ITo ycmoBy 3amaTka mMaMo
O=a?+22+ +22 -~z =23 +23+  +22 —a1(z1 + 22+ +24)

=xo(xe — 1) + x3(23 — 1) + -+ - + zp(T0, — 71).
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Mebyrtum, kako Basku 0 < x; < @1 3a ¢ = 2,...,n, cBu cabupuu z;(x; — x1)
y ropmeM u3pady cy HemosutusHu. Omarie ciaemu z;(z; — x1) = 0, Tj. 3a
CBaKo i mMamo x; = x1 wii x; = 0. AKO je UCHyHmeHO T] = Ty = -+ = X
u Ty = - = x, = 0, oHOA ciequm 1 = %, 1 Taza Cy yCJIOBU 3aaaTKa
3anoBosberu. [Ipema Tome, moryhe BpemnocTu 6poja 1 cy 1, %, %, ceey %

2. O3maunmo ca P MakCcUMAaJHU TPaKeHU MPOU3BOA. JaCHO je Ja HUjeqaH O
yyHMIana npoussona P muje jemmak 1. Jloka:kuMoO na HUjeTaH YWHUIIAL HE
6u morao Outw Hu Behu onm 4. 3aucra, aKO O HEKU HETOB UMHUJIAL, PEIIMO
k, 6uo Behu on 4, ouma 6u TPOM3BOI KOju yMecTO k mMma ymHUOINE 2 U k — 2
6uo sehium ox P (360r 2(k—2) > k 3a k > 4), a ogrosapajyhu 36up 6u rakobe
ouo 2013. Hame, CBaKy YETBOPKY y NPOU3BOILY MO;KEMO 3aMEHUTHU Ca IBE
IBOjKe (UmMe ce He Mema Hu 306Up HU IPOM3BOI), Ia, 3aKmpydyjemo P = 203°
3a Here a u b. Hajzan, xako Bassm 23 < 32 u 24242 = 343, jacHo je ma qBOjEU
He Moske Outm Bume ox ase, Tj. a € {0,1,2}. Byayhu ma 3 | 2013 u Baku

)
D(—a,a) C(a,a)
2013=3-671=3+3+---+3,
—_—
2013 oyra
sakmyuyjemo P = 3%71. (Tam-

reara 72, crp. 14, 3an. M1136.)

3. IMocrasumo wBampar ABCD
y KOODIWHATHU CHUCTEM Kao Ha
caunu. Hera je T'(z,y) npoussosbHa
Tauka Kpyskuuie k. Tama Bakn
2? + y* = a*. Momenmo zamucatu  A(—a,—a) B(a,—a)
— — ’ )
TA = (~a —z,—a —y), TB =
—
(a—z,—a—vy), TC =(a—z,a—1y)
—

n TD = (—a —x,a — y) O,Z[aT.TIe OH 2014 4A 3
JIAKO M3PadyHABAMO
2
—a—x,—a— - - 2
C082 ap = ( a T, —a Z/) . (a x,a y) _ : a 7
\/(_a_x)Q‘F(—a—y)Q \/(a—m)2—|— (a—1y)? 5a? — 8xy
3aTUM
2
—T,—a— —a— - 2
cos® fr = (-2 —a—y) . (—a—z,a-y) B a

Va2 +(ca—yp Jca—ap +a—yp ) dot+8w
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u Haj3an

1 1 - 5a278zy+5a2+8xy7

2 2 2

— 2 =28.
cos2ar  cos? 3t a

tg® ar + tg? Br = P

(Tanrenra 71, cTp. 16, 3ax. M1110.)

4. Kaxo je a, jemmaxo mudpu jemununa 6poja 2%ag + 2'ay +--- + 2" ta, 1,
3aKbYUYjeMO 14 je Gnp41 3ampaBo mudpa jemqununa Opoja a, + 2"a, = (2" +
1a,, a 10 je nudpa jenununa npoussona nupapa jemuauna 6pojesa 2" + 1
u a,. ObGenexxkumo ca b, uudpy jemmuuna 6poja 2" + 1. Y uuzy ypebhenux

naposa {(by,ay) : n > 0} mopa nohu no nonasmama, jep an,b, € {0,1,...,9}.
MebyTum, ako je n < k, b, = by u a, = ap, mopa 6utu u b,11 = br41
U Apt1 = Gpt1, T€ pobujamo na je (api1,@ni2,---,05) jeIaH TEPUOL TATOT
HU3a.

5. Horaxkumo Hajupe cienehy mnemy.

Jlema. Hera je L, 6poj monckymosa ckyma {1,2,3,...,n} y Kojuma ce He
HajJa3e ABa y3aCTOMIHA MPUPOIHA Opoja, Kao HU1 OpojeBu 1 1 N UCTOBPEMEHO.
Tana je L1 =1, Lo =3u L, =L, 1+ L,_23an 2> 3.

Zoxasz. 3a n = 1 jenuHU CKyI C TPasKEHOM OCOOMHOM je &, a 3a n = 2
jemuua Tpu TtaksBa ckyma cy &, {1} u {2}. Hera je cama n > 3. Ilocma-
TpajMo moickymnoBse ckyna {1,2,...,n} Koju 3a10BoJbaBajy yCIJIOB jeMe. 3a
CBAaKM TaKaB MOJCKYI, HEroB Hpecek ca ckymoMm {1,n — 1,n} momke Owurnm
camo memro on caexcher: @, {1}, {n — 1}, {n} nmm {1,n — 1}. Oun no-
cMaTpaHU NOACKYIOBU KOJ KOJUX je TakaB IIPECEK jeqHa O IpBe TPU HaBe-
JIeHe MOy NHOCTU MOTy Cce APYTUM PEUMMa, OMUCATHU YIPABO KaO IOACKYIOBU
crkymna {1,2,...,n—1} y kojuma ce He HaIa3e ABa y3aCTONHA IPUPOAHA Opoja,
ka0 Hu O6pojeBu 1 u n — 1 mcroBpemeno, a TakBux uma L, 1. Pazmorpumo
caza mocMaTpaHe MOACKYIOBE KOju y mpeceky ca ckymoMm {1,n — 1,n} majy
{n} mmu {1,n — 1}. Tepmumo na TakBux uma L, 5. ¥Ycmocrasuhemo Gu-
jernujy mameby mux m monckymosa ckyma {1,2,...,n — 2} y kojuma ce He
HaJIa3e [Ba y3aCTOIHA NPUPOIHA Opoja, kao Hu O6pojeBu 1 u n — 2 UCTOBpe-
MeHO. 3aucra, aKkO HOCMaTPaMo IOACKYI Koju y npeceky ca {1,n—1,n} naje
{n}, Tama yrnamamem enemenTa n nobujamMo jemaH 3a10BosbaBajyh moaCcKy
ckyma {1,2,...,n — 2} (kKoju, IpUMETHMO, He CAADPKM €JEMEHT 1); aKo mo-
cMaTpaMo HOACKYT kKoju y upeceky ca {1,n —1,n} naje {1,n — 1}, Tana taj
MOACKYI HE CAaAP:KUA €JEeMEHT n — 2, Ia yKJIamameM ejgeMeHTa n — 1 mobu-
jamo jenan 3anoBossasajyh monckyn ckyma {1,2,...,n — 2} (koju oBor myta
canp:ku esxeMeHT 1). JacHO je ma je OBAKBO IpeCiuKaBame Oujernuja, qume
je meMa moka3aHa.

Bpatumo ce cama Ha mocraBmenu 3amaTak. Heka cy Buresu pacmopebe-
HU 3a OKPYIVIMM CTOJIOM Ha HAYMH KOJU je IpeIBUDEH y MOCTaBIM, W HEKa
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cy obeJiesKeHU CJIOBUMA VU1, U, V3, . . ., V2013 PEAOM Kako ceme. I[lpumerumo ma
cy Meby BurezoBuMa V1, Vig4, V367, - - -, V1831 HEIPUjATEHU TAUHO OHU BUTE-
30BU KOjU CY CyCenu y OBOM HM3Y, U JONATHO BUTE30BU U] U VU1g3]; OJATIE,
oI BUX ce MOke ¢opMmuparu rpymna MeDy kKojuMa HeMma HempujaTeba Ha
rauno Ly; = 199 mauuna (npu yeMmy CMO OBAE ypauyHAJU U MpPa3aH CKyI).
Ha uctu nauun 3&HJByqyjeMO Oa OO BUTE30Ba V2, V185, U368, - - - » V1832 MOKEMO
¢dopMmupary rpymny Ha TadvHO 1] HAaYMHA, M TAaKO PE30HYjeMO CBE OO HU3A
V183, U366, V5495 « - + , V2013 2ClBI/n\/I MoryhuMm xKoMOuHAaNMjaMa O Cana HABEIEHUX
rpyna mobujamo Opoj Lli% = 19983, Kako rpymna kojy Ha kpajy hopMmupamo
Mopa 6ury HempasHa, onbanyjyhu Taj ciyuaj mobujamo pememe 199183 — 1,

Ilpeu paspen — B kareropuja

1. Jlatu u3pa3 mo:xxeMo TpaHcpopmucaru kao 25! + 26! = 25! - (1 + 26) =
25!-27 = 25!-3%. Caku Tpehu 6poj y npoussoay 1-2-3---25 nemus je ca 3,
Tj. TakBUX GpojeBa mMa 8, mTo 3acan maje 3° | 25!. Bpojesu 9 u 18 nemusu
cy He caMo ca 3 Hero u ca 9, mrTo nomaje jom mo jeman ¢gaxrop 3 y O6pojy
25!. Ipyrum peumma, umamo 30 | 25! amu 3!t 25! Nomajyhu jom u Tpu
daxropa 3 Koja mosaze o APYTOr YMHUONA, 3akmbydyjemo ma 313 | 25! + 26!
amm 34§ 25! + 26!, Tj. n = 13.

2. [Ipumerumo: 3a

OMJI0 KOjy TAuKy .Q 16-40-100 200Q
M wa HEKOM Haj- M 10 30 60 100
kpahem myTy on L 1 4 10 20 30 40
P no Q, y Taury 1 3 6 101010
M wmoskemo ctuhu I 1234
caMoO 13 Tauke L l

P P11+

KOja ce HaJja3u
HEIOCPEIHO JIEBO
on M wim u3 Tauke
I xoja ce Haja3u Omn 2014 1B 2

HEIOCPEIHO UCIIO I

M (canuka neBo). 3aro je 6poj najkpahux nyresa ox P mo M jemuak 36upy
Opoja majrpahux myreBa om P mo L m O6poja majgpahux myreBa om P mo
I. HemocpenuuM npeOpajameM, TPUKA3aHWM Ha CJIWIY OECHO, N0OujamMo
na je 6poj majkpahux myresa on P mo @ jemmar 200. (3amHTepecoBaHuM
YUEHUIIMMA MPEIIaKeMO Ia MoTIenajy u . 3amatak y 3A paspeny Ha OBOM
TaKMUYEHY, IITO je CIOKEHU]a Bep3uja OBOI 3aJaTKA.)

3. Cse moryhe koMOunanuje 3a ABa 4OBEKa Koje je TypucTa cpeo jecy: (v,v),
(v,p), (p,p) m (p,v) (upm yeMy y CBakOj 3arpaayd Ha IPBOM MECTY CTOJU v
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YKOJIMKO j€ HIXKM YOBEK BUTE3 & P aKO je HOJUIAIl, & APYTrO MECTO HA CIUYAH
HAYMH KapaKTepulle BUIIEI YoBeka). Ha cBoje mpBo murame Typucra 6u
no0OMO OAroBOp ,HE® caMO y UETBPTOM CJy4Yajy, a OAroBOp ,Aa‘ y CBUM
ocrasuM ciaydajeBuMa. Jlakie, mOmTO TYPUCTU OATOBOP Ha MPBO MUTAHE
HUje OMO HOBOJbAH, 3aKJbYUYjEMO Ia je Taj OAroBOp OUo ,,ma‘ u 1a BasKU HEKU
on mpBa Tpu ciaydaja. Ha cBoje apyro nmurame Typucta 06U 1oOMO OATOBOP
,Ia‘“ y mpBoMm u Tpehem cirydajy, a oaroBop ,,He“ y apyrom cayuajy. I[lTomro
je TypucTu 0Baj OArOBOP OMO MOBOJLAH Aa Ca3HA IITA j€ ¥KeJie0, 3aKDbYdyjeMOo
na je oaroeop Ouwo ,He“ M ma BaxKu OPYIU CIydYaj, Tj. HWKM YOBEK je BUTE3
a sumu nomarn. (Tarrenra 73, ctp. 49, 3amx. 28.)

4. ITorkazahemo na obe cTpane mocMaTpaHe €KBUBAJECHIM]E UMAjy UCTY Bpe-
TQHOCT 33 Ma KaKB€ BPETHOCTU UCKA3HUX CJIIOBA P, ¢ U 7. Y KOJIUKO CJIOBO 7" IMa
BPENHOCT |, IeCcHa CTpaHa €KBUBAJICHIIN]€e UMa BPETHOCT |, & BPEAHOCT JIeBe
CTpaHe je BPEOHOCT UMILIMKAIuje obiuka | = ..., ma je m BPEemHOCT JieBe
crpaHe jemHaka |. Jlajbe, YKOJIMKO HEKO OJ CJIOBA D WX ¢ UMa BPETHOCT
T, mecHa cTpaHA €KBUBAJIEHIMj€ MMa BPETHOCT |, & BPETHOCT JIEBE CTPAHE
je BpemHOCT mMMIIUKanuje obauka ... = [, ma je u BPpeTHOCT JIeBe CTPaHe
jemaka T. Hajzanm, yrkonmko cBa Tpu mocMaTpaHa CJIOBA MMajy BPEIHOCT
1, Taga mecHa cTpaHa eKBUBAJIEHIVj€e UMa BPETHOCT L, a jJeBa cTpaHa mMa
Bpemaoct -l = 1V 1, vj. T = 1, mro je L. OBuM je moka3 3aBpIieH.
(Tamrenra 73, crp. 33, 3anx. 1.2.)

5. Coajame OMiIO KOja nABa pa3aBOjeHa JaHuYMha 3aXTeBa PaCKUIAme U
MIOHOBHO CACTaB/LAKE jelHe aJke, ITo 3aarapa komTa 3 $. Kako nHa mouerky

UMaMO 4YeTupu JaHumha, 3iaarapy tpeba D b C
HajMame 9 $§ ma Oum obaBmo mocao.
TToraxkumo na my je 9 $ m noBosmmO. 3nartap
MOKe [ PaCKUHE CBE TPU aJIKe HajMarber E
snanymha, m aBe O HBUX UCKOPUCTU A3 OL
npBa TpU JaHunha HAIPABU jeJaH OTBOPEH

asanurh (on 15 anku: 13 KOJIUKO YKYIIHO Ta L
Tpu naHYrha mMajy, IWIyc jom 2 y3eTe o1
rpelier sanunhia), a rpeliy nckopuctu 3a

3arBapame namunha ykpyr. (Tanrenra 73,
crp. 51, 3an. 1.6.)

JIlpyru paspen — B kareropuja

1. Hera je O mentap TOr Kpyra, Tj. cpe-
muHa crpanurne AD, a F Taurka momupa
Tor kpyra ca kpakom BC. Jlako je yo- Om 2014 2B 1
unty AOAB = AOEB (OE = OA xao
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noaynpevnunu nomenyror kpyra, L0OAB = LOEB = 90°, OB = OB, na
nonynapuoct ciaequ no crasy CCY). Oparne nobujamo AB = BE = a.
Amnasoruo nobujamo DC = CE = b. Iakne, BC' = a +b. Heka je F mon-
Hoxje Hopmadge u3 C wa AB. Osnauumo CF = h (0BO je BUCHHA TOCMATPAHOT
tpamnesa). [Ipumenom Iuraropune Teopeme va ABCF mobujamo (a + b)? =
h?+(a—b)?; omaBne nzpauynasamo h? = 4ab, 1j. h = 2v/ab. axie, moBpmuHa

NOCMATPAHOT Tpamne3a usHocu: P = h(a;b) = QMQ(GH’) =+Vab(a+0).

2. Hokasxumo na Ilepa (mpBu urpau) mobuja. Y cBoM mpsoM moresy Ilepa
youcyje b = 0. Taga Muka mopa ymecto a u ¢ ynucatu OpojeBe pa3iiu-
uyrre on HyJe. JeaHauMHA KOja ce Tako nobuja cBOM ce Ha 12 = —<. OBa
jelHAYMHA WM UMa [BA peajiHa Dellema VI HeMa HujenHo (y 3aBUCHOCTHU
Ol TOTa Jia JM je BPEJHOCT —¢ MO3WTMBHA WM HeraTupHA); naxie, Ilepa
nobebyje ma kako Muka omurpao.

3. ITocmarpajmo 6pojese 12345678900000, 12345678900001, 12345678900002,
..., 12345678902012. Kako onu mpencrassmajy 2013 y3acTONHUX MPUPOTHUX
OpojeBa, oHu majy cBe moryhe ocrartke npu pemewmy ca 2013. Ilakme, mebhy
oBuM OpojeBuMa IOCTOju HEKU Koju naje ocrarak 0 mpu mememy ca 2013, Tj.
nocroju 6poj memus ca 2013. (Tamrenra 74, crp. 12, 3ax. M1175.)

4. a) U3 ycnosa samartka gobujamo y®> = Y2 ¢ Q (mpoussox nBa
pamuoHasHa Opoja omer je panuoHaJaH OpPOj, U KOJUYHUK IBA PAIMOHAJIHA
6poja paznuunTa OX HyJe OIET je pauroHaJaH Opoj). AHAJIOrHO moGujamo
22 € Q m 22 € Q. Kako je 36up pammomasHumx OpojeBa OIeT palMOHAJIAH
6poj, mobujamo x2 + 32 + 22 € Q.

b) U3 ycnosa 3amaTka mMaMo

(zy2)? = (zy)(yz)(22) € Q.
Iame, Takobhe u3 ycmoBa 3amaTka Kao U mesa HOKA3AHOT IO a), nobujamo
(x+y+2)=a?+y> + 22+ 20y + 2z + 220 € Q.

Ksaapupajmo mosmar unenrtuter x° + > + 22 — 3wyz = (v +y + 2) (22 + 9% +
22 — 2y — yz — zx). Ilobujamo:

(2342 42%)2 =6 (2> +2 +23) 2y 2 +9(2y2)? = (w+y+2)2 (22 +yP+ 2% —ay—yz—22)?.

Ilecua cTpaHa OBe jeIHAKOCTU jecTe panuoHaJaH Opoj (3a IpBU UYMHUIAIL
CMO TOKAa3aJI Ia je PaIMOHAJIaH, a 33 APYTU TO CJIEON W3 YCJIOBA 3a0aTKA
kao u mena mox a)). Cabupmm (22 +y°+2%)? u 9(zyz)? Takobe cy panmonanau
6pojenu. Kaxo je u 2% + y3 + 22 panmomanam 6poj pasauumT ox Hyle, A2
Ou seBa crpaHa Ouia paimmoHagaH 6poj (mro Mopa GuTH, jep CMO 3a JecHy
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KOHCTATOBAJIK 4 jecTe panuoHatad 0poj) mopa Baxkutu zyz € Q. Cana
JaKo mobujaMo z = % € Q, u anasoruo caemu x € Q u y € Q. (Tanrenra

72, cTp. 13, 3am M1128.)

5. Kako ce Hujenna nudpa He cMe I0jaB/LUBATY BUIIE O ABA MIyTa, CBAKUA O
IOCMATPAHNUX YeTBOPOIM(pEHNX OpojeBa 3amnnucaH je niam nomohy nse muppe
Ol KOjUX C€ CBaKa IOjaBJbyje MO ABa IyTa, WX MOMONY CBe TpU MO3BOJLE-
ve nuppe Mehy KojuMa ce jenHa mOjaBJbyje TAYHO IOBA MyTa, & IIPEOCTAJIE
IBE TAYHO IO jeqHOM. Y NPBOM CIy4Yajy, YKOJUKO Ccy Te nBe mudpe 1 m 2,
Tama MokeMo moboutum Opojese 1122, 1212, 1221, 2112, 2121 n 2211, Tj. mecT
MoryhHOCTH; MCTO BasKM YKOJIMKO ¢urcupamo nudpe 1 m 3, onHocHO 2 u 3,
mTo cBe 3ajenHo maje 18 moryhHocTH y mpBOM ciaydajy. Y OPYTrOM CIiydYajy,
VKOIVKO ce mudpa 1 nojaBibyje OBa myTa a IpeocTalie ABe Nudpe Io jeIHOM,
Taga MoxxeMo mobutu 6pojese 1123, 1132, 1213, 1312, 1231, 1321, 2113, 3112,
2131, 3121, 2311 u 3211, Tj. mBaHaecT MOTYyNHOCTHU; UCTO BAKU YKOJIUKO CE
mdpa 2 (a He mudpa 1) mojasmyje ABa myTa, KAO U YKOIUKO ce nudpa 3
(a me mudpa 1) mojasmwyje mBa myTa, WTO CBe 3ajenuo maje 36 moryhuocTu
y apyrom ciaydajy. lakie, umamo ykynHo 54 raxBa Opoja. (Tamremra 74,
crp. 36, 3an. L.1(a).)

Tpehu pazpen — b kareropuja

. in . .
1. omahemo mo 2sin* zcos*z = % Ha obe crpame. Ilobujamo (sin® x +

o4
COS4I)2 — % + bln82w' 4

x = 1 — 2sin®z cos

r = (sin®z 4 cos®z)? —
sin22:c)2 _
2

Takobe u3 sinz + cos

. in2 .
2sin? 2 cos? 2r = 1 - 9222 pogujamo (1 —

sin? 2z

% + %. Axo yBememo cMmeHy t = , mocne cpebuBama nobujamo
KBaIpATHY jemHauuay t2 — 4t + % = 0. Ibena pemema cy %5 u i. IIpso
ouMTO OTmaza 300r MHTEPBaJia y KOM Ce HaJa3u CUHYC, a U3 APYror modu-
jamo: @ = i, Tj. sin2x = :I:g,

ckyn pemema je: x € {Z + A% 1 ke Z}.

s

a omapne uMamMo 2r = 7 + %” Haxie,

2. Y cBakoj BpcTu noctoju 6ap n+ 1 Kpa/beBCKUX OJba, T€ HA MEJI0] Tabiau
nMma Gap (2m—+1)-(n+1) kpameBckux noba. AHAIOIHO, HA EJI0j Tabau nMa
Gap (2n+1)-(m+1) napckux moma. Heka je K ckynm kpameBckux moma, a C
ckyn napckux nosa. Baxu |[KUC| = |K|+|C|—|KNC|. N3 ose jennaroctwn,
3aTUM MaJjovac NOOUjeHruX HejeqHAKoCTH, u Haj3an nejennakoctu |[K UC| <
(2m+1)(2n+1) (jep ma Tabau yrynuo umamo (2m+1)(2n+1) noma) ngobujamo

IKNC|=|K|+I|C|—|KUC(C]|
>C2m+D(n+ )+ 2n+1)(m+1)—2m+1)2n+1)=m+n+1,
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mTo je m TpebaJyio MOKa3aTu.

3. Hexa je Ty mBomudper 6poj messuB mpom3BonoM cBojux mudapa. Tana
noctoju npuposan 6poj k takas ma Baxku 10x +y = kxy, 1j. y = (ky — 10)z.
OpnaBne 3akmyuyjemo « |y, na Tume u 0 < x < y.

Axo Bazku r = y, Tama ciaemu llx = kmz, Te caenqu 11 = kx. Jemuna
moryhuocr je k=1lnz=y=1.

Axo Baskm x < y, Tama canema z < 4 (y cynporaom y Helie 6utm mudpa).
3a ¢ = 4 mobunu 6ucmo y = 8, anu TO HUje Moryhe jep Om Tama BayKuUIO
48 = 32k. 3a x = 3 Baskn 10z = (kx — 1)y, 1j. 30 = (3k — 1)y. Karo umamo
y<9,3|yuy]l30, sakmyuyjemo y = 6. 3a & = 2 Basku 20 = (2k — 1)y, u
kako uMamo y < 9, 2 | y u y | 20, 3armyuyjemo y = 4. Konauno, 3a = = 1
canemu 10 = (k — 1)y, ma y Moske y3eTu BpemHoCTH 2 U 5.

IIpema Tome, ycioBe 3amaTka umcnymasajy Opojesu 11, 12, 15, 24 u 36.
(Tamrenrta 73, crp. 14, 3ax. M1155.)

4. Heka je nocmarpanu tpane3 ABCD, npu D C
uemy je AB nmyska ocuoBuma. Heka je E
nonuoskje Hopmatae u3 C Ha ocHoBuiy AB.
N3 AC1LBC nobujamo BC = ABcosa =
acosa. 3arum omasrae nobujamo CE = B
BCsina = acosasina u BE = BCcosa = 4
acos? . JIoBUjeHo TeIo MOKe Ce IO IeTUTH

Ha JBE MOIyAapHE KyIle, UMy MOJIYIPEUHL-

uu ocuoBa u3noce C'E a Bucune BE, kao u
jeman BaJbak moisynpeunuka ocuHoBe CE u G F
Bucune C'D. Onarie je TpaskeHa 3ampeMu-

HA jeTHAKA:

. Om 2014 3B 4
V:2~§C’E2~7T-BE+C’E2~7T-CD

2
= g(a cos asin o) (a cos® a) + (a cos asin )7 (a — 2a cos? )

. 4 cos® a
= a7 cos® asin? a (1 — T .

(Tanrenra 69, crp. 29, 3ax. II1.5.)

5. Axo Om Meby oHUX mecT y3aCTONHMX ZaHA TOKOM KOjUX je Iedak NaBao
HaMa [IO3HaTe OArOBOPe DMK U NMOHEAEbaK U yTOPaK, MOPaau OMCMO UMaTH
ZIBa y3acTonHa ucTta oarosopa (Oymylhim ma nedyak m MOHENEJPKOM U yTOPKOM
rOBOPU WCTWHY), IITO HEMaMO; JakJje, jemuHe aBe Moryhuoctm koje mpe-
octajy jecy MoryhHOCT na je HUA3 mUTaka MOYeo y yTOPak (& ImecTr OAroBop
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mobunu cMO y HeZeby), Ka0 M MOIYNHOCT Oa je HU3 OUTama [04eo y
cpeny (a mecTu oaroBop mobunu cMoO y HOHenesbak). IlpermocraBumo na je
nocpenu apyra moryhuoct. Tamga cmo y cybory mobusnu omrosop ,, Toma“, a
y moueznemak Takohe oarosop ,, Toma*; Ho, oBO je memoryhe O6yayhu na cy-
0OTOM HIeYakK yBEK Jaske, & MOHEAESJLKOM YBEK roBopu uctuny. lakime, octaje
jemmHo MpBa MOy NHOCT; KaKO je ¥ TOM CJIydajy AeYaK y YTOpak Ja0 OArOBOP
,/IBaH“ a yTOPKOM yBEK I'OBOPY MCTUHY, U KAKO je y TOM CJIy4Yajy CeaMu
IaH MOHeNEebaK, Kaia AevYak OleT TOBOPY UCTUHY, 3aK/bYydyjeMO Ia je ceaMor
naHa medak nao oarosop ,,Msam“. (Tamrenra 73, crp. 52, 3ax. I1.8.)

YerpTu pa3pen — b kareropuja

1. IIpso pewemwe. Ha 0CHOBY jemHauMHe U3 MOCTABKe CICON Na Cy T1 = VT — 2
U Ty = 4 — x pemema Heke KBaIpaTHe jeiHaumHe 00auEa 2 —2x +¢q = 0,
3a moromHo omabpano ¢. Hamame hemo kopuctutu ciaenehe jemmakoctu:
21 + x2 = 2 (maro y mocraBum), x1x2 = ¢ (cnemn u3 BujeroBux ¢dop-
Myna) m xf + x5 = 2 (mupexTHO ce youaBa). Ha OCHOBY HUX HMaMoO
(v1 + 22)% = 22 + 23 + 27122, Ta je 27 + 23 = 4 — 2¢. IloHOBHUM KBaIpU-
pameM umamo ] + x5 + 22323 = 16 — 16q + 4¢%, Tj. 2 + 2¢*> = 16 — 16q + 4¢°.
PemaBamem oBe kBamgpaTHe jemHauMHE TO ¢ modOujamMo ¢q; = 7, 3a KOje ce
BUIU Oa T1 U To HUCY PEAJIHU, Ia MOJIA3HA jeIHAUYNHA TAla HEMa PEIleHa,
a 3a gg = 1 umamo z; = 29 = 1, ma gobumjamMo jemuHO pememe r = 3.

pyzo pewewe. Kao y mpeTxomHOM pemiemy, O3HAUUMMO T1 = T —2 U
To = V4 —x. Imamo 1 + 72 =2 1 x‘ll + JJ% = 2. IIpumeHOM HEjemHAKOCTU
usmebhy KBagpaTHE M apUTMETUYKE CPEIWHE OBA IIyTa HOOMjaMo:

L= i 14/9:%39:% ,/\/u%)?;(w%)? . \/z%;x% smtm g

Ogatie, y TopmeM HU3Y CBYTE MOPajy BaxKATHU jeIHAKOCTH, IITO je Moryhe

caMo 3a x1 = x3. Cama u3 vx — 2 = /4 — x mobujamo x = 3.
2. HejemnaxkocT nokasyjeMo MaTeMaTMqROM WHAYKIUjOM. 3a n = 2 HejenHa-
kocT Bazku (cBomm ce ma 2!-4! > (31)2) 1j. 48 > 36). IIpernocrasumo ma

HOCMAaTpaHa HejeIHAKOCT BKW 3a YOUEH NPUPONAH OpOj N, U NOKAKAMO 1A
oma Tama Baxu u 3a n+ 1, j. 2!-41--- (2(n + 1)) > ((n + 2))"*T!. Wmawmo:

2041 2(n4+ 1)) = (2! ~2n))-2n+2)! > (n+ 1)H)™ - (2n + 2)!
(n+1H" - (n+ 1) (n+2)(n+3)---(2n+ 2))
(n+H)" - (n+ 1) (n+2)"H
(n+1

I (o 2)H = (- 2))

n

\Y

(
(
(
(

3
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wro je u rpebano mokazaru. (Tamrenra 72, crp. 14, 3ax. M1133.)

3. U3 mocraBibeHNX yCIOBA 3aKBYUYjEMO Ia Ce TeMe z3 MOCMaTPAaHOr poMba
nobuja poramujoMm TemeHa z; oko Ttauke O 3a 45°. IIpyrum peunma,

z3 = 21 - (cos45° 4 isin45°) = (2v/2 + 1) <‘@ +i‘/§>

2 2
2 2 4—+/2 4 2
PR 20 DAY PIRED I Lk P e )
2 2 2 2
Tewme z9 MOXKEMO TOOUTU KAO IEHTPAIHOCUMETPH- 22
yHy cauky temMena (O y OIHOCY Ha HPECEK Ou- 2
jaronaJsia, Tj. y OZHOCY Ha CPEOUINTE AYKU UNjU
cy KpajeBu TeMeHa 21 u z3 (Oynyhu ma ce mqu-
jaronasne pomba mosnose). TpaskeHo cpemumTe je
Tauka 255 = 4+iﬁ +i- 6+4‘/§, omakye nobujamo 1
4+3v2 . 6+V2 0
29 = 2 +7-
4 4
_4+3v2 L 6+V2
R S L S Om 2014 4B 3

(Tanrenra 72, ctp. 31, 3an. I111.4.)

4. Ilpumerumo ga 3a z = 0 umamo tg0 = 0 u 0 + % = 0, Tj. 0be cTpane

nocMmarpase HejemHakoctu cy jenHake. Jlokaxkumo na je ¢ymrnuja f(z) =

tgx —x — % crporo pacryha y 3amatom unTepsany. IloBomHO je mokazaTu

f(z) > 0. Mmamo:

. 2
1 1—cos“z sin“ x
flla)=—F——-1-a=——F"—2’= "= -2 =tg°z —2°.
cos? x cos? x cos? x

Yromuko mokaxemo ma 3a x € (0,%5) Bamm tgx > x, mobujamo f'(x) > 0,

urMe Ou noka3 O6uo 3aBpmeH. Y Ty CBpXy, mebpunumwmmo ¢(z) = tgz — x.
Kaxo je ¢(0) = 0, moBomuo je mokasatu xa 3a x € (0,%) saxu ¢'(z) > 0. U

2
3a1CTa,
1 1—cos’z sin’x 9
S~ — 1= 5 = 5 =tg"z >0,
cos? x cos® x cos® x

g'(x) =

wro je u rpebano mokasaru. (Tamrenrta 69, crp. 32, 3ax. IV.3.)

5. ITocroju 900 Tpomudppenux 6pojeBa. OHuX mecromudppeHnx GpojeBa Koju
ce MOr'y IPeICTaBUTHU Ka0 IPOU3BOL ABA Pa3INYINTa TponuppeHa Opoja mma
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HajBUIIE %;399 = 404550, a omux mecronudppeHux OpPOjeBa KOjU Ce MOry

IpencTaBUTUA KAa0 IPOM3BOJ ABA McTa TpouuppeHa O6poja mma majsume 900.
Ogatie, mectomuppernx 6pojeBa KOju ce MOTY MPEACTABATU KaO MPOU3BOL
nBa TpounugpeHa Opoja mma HajBume 405450, mTO je Mame OX IIOJIOBUHE
yKyIHOT Opoja mecronudpenux 6pojesa (rojux uma 900000). Takie, Bume
“Ma OHUX KOJjU ce He MOI'y HAIMCaTU Kao IPOU3BOM OABa TpouudppeHa Opoja.

PEINTIEIHA 3AIJATAKA OKPYRKHOI' TAKMUMYEIHLA N3
MATEMATHWRE YYEHUVUKA CPEIILUX IMTIKOJIA, 31. 1. 2015.

IIpBu paspen — A kareropuja

1

1. On mouernor 6poja x moryhe je moburu Gpojese + u = + 1, a 3aTuM on

1 1 1o 1 i1

z+1 nobutn 7. Cana 360r o — T = 7255 MOEeMo nobutu u 6poj o, a

oHZa OX mera u 6poj —— = 22 +x. Hajsan, o 6pojesa 224z u & mobujamo
z2 4z

(22 +x) —z = 22

2. Heka je k Opoj mudapa u n = arpar_1-...a1. 3a k = 1 eBumeHTHO HEMa

pemema. 3a k = 2 umamo 10as + a1 = asaq + 18, omakie caenu as = ig:gi =

1+ ﬁ, Te 3akmyuyjemo 10 —a; € {1,2,4,8}, 1j. a1 € {9,8,6,2}. lakiue,
pemema 3a k = 2 cy: {22,36,58,99}. Ilokazahiemo na 3a k > 3 Hema pemema,
Tj. ma cy MaJjiouac HaOpojaHa pellema U jequHa. 3aucTa, UMaMO

P(n)+18 = agag_1---a1 + 18 <ag - 971 + 18 < ax (9" +18)

<ap-10F" ' <apar_1 ar=n

(mejemmaxoct 9571 +18 < 1071 3a k > 3 nupekTHO Ce TOKa3yje MHIYKIMAjOM,
uEAyKIIjcEr Kopak je 9% 4+ 18 < 9(9%~1 4+ 18) < 91081 < 10%), umme je
3a0aTaK PEIIEH.

3. Jemmaroct a? + b? + ¢ = d? exsuBasmentHa je ca a? + b = (d — ¢)(d +
¢). IlpernocrasuMo Hajupe ma je jeman onx 6pojeBa a u b mapas. Y KOJIUKO
je mpyrm 6poj HemapaHm, Taza je mspa3 a’ + b? HemapaH; y TOM ciIyd4ajy
omrosapajyhe 6pojese ¢ m d moxkemo mahu pemasajyhu cucrem d —c = 1

2 2 P a?+b>—1 a?4b241
u d+c = a® +b? (mobujajy ce pemema ¢ = “5— u d = 1= mTo0
jecy mpupomau GpojeBu). YKOIUKO je W Apyru Opoj mapad, Tama je u3pas
a’® 4+ b? menus ca 4, ma y ToM caydajy omrosapajylhie 6pojese ¢ u d MOxeMO

“2J2rb2 (mobujajy ce pemema

vmahwu pemasajyhm cucteMm d —c =2 u d+c =
c= “2%11’2 —lud= ‘ii + 1, mro jecy npuponuu Gpojesu).

Yamumo cama ma Basu a’ + b2 = (d — ¢)(d + ¢), m mokazwuMo ma je Hap
jeman ox OpojeBa a u b mapan. [IpernocraBuMo CynpoTHO: HEKa Cy U a U b
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mermapau 6pojesu. Tanma Baxu a? = 1 (mod 4) u b> = 1 (mod 4), ma caemn

a?+b*> =2 (mod 4). C mpyre crpame, ako cy ¢ u d UCTe TapHOCTHU, TAaxa Cy
06a u3pasza d—c u d+c mapua, ma je BLUXOB MpousBo (mTo je a®+b?) nemus
ca 4, KOHTPAAUKIMja; aKO CYy MaK C U d Pa3juunTe MapHOCTHU, TANA je HUXOB
NPOU3BOJ HEMapaH, U MOHOBO KOHTPAIUKIUja. TuMe je 3aIaTak pemeH.

4. JlyxoBu PBu 2?2 Cy jenHaKe Iy:KUHE,
ma je MOBOJLHO IOKas3aTu na Baxku AD =
AQ. Heka je O uentap rpyra ko. Kako
mamo LADO = LPDO = K£DPO =
£LAPO = LAQO, cniemu AQAO = ADAO
(jep mMm je jom crpamuna AO 3ajenHunuka,
u Baxku £DAO = LQAO), ma mobujamo
AD = AQ.

5. Baskm a—b = 0, 1j. a = b. Ilokazahemo na
MOYKEMO YCIOCTaBUTU Oujeriujy wusmeby
OHUX pacmopena uuju cMo Opoj obemesruian
ca a (Ha30BUMO UX ,pacnopemu Tuna A “) u Ox 2015 1A 4

OHUX PaCIoOpea Yuju cMO OpPOj obemesrnIn

ca b (mazoBumo ux ,pacnopenu tuna L“). Hera je youen jemam pacmopen
Tuma A, 1 Heka y ToM pacmopeny Muka cemu Ha cemumry M a cio6omHo
je cemumre S. OBOM pacmnopeny IPpUIPYKUMO pacuopen y koM Muka cenu
Ha cemmmTy S a ciaobonno je cemumre M (mpeocTanu rienaonm ocTajy Tae
cy u 6umm). Huje Temko Bumetn ma je OpuApy:KeHU pacmopen tuma B (3a-
UcTa, IPUMETUMO 12, Y MOMEHTY Kalua y youdeHoM pacnopeny tuna A Muky
MOIVKE HEKU TJIeJAJIAIl, Taaa fie y TOM MOMEHTY y MPUIAPYKEHOM PACIOPEILy
Taj riemajiall ynpaBo MMaTH MOTYHHOCT Ja celHe Ha CJIODOAHO cenumiTe),
Ka0 " Mda je OBAaKBO MPUIAPYKUBAIE 3amcra Oujernuja m3aMmeDy cBUX pac-
mopena Tuna A u cBuX pacmopena tuma bB.

Ipyru pa3spen — A rareropuja

s . _ 3u+l1 _ 3w+l

1. "3 mpBe jempaumHe modbujaMo v = il - Amnasorumo mmamMo u = )
— 3v+1 .
=91 Capna caenu:

3u+1 3-2E 41 542 5-3E 42 q7p 47
v = = = = =

wt+l 3w 2wl 2.3 7o 437

OpnaBme mobujaMo kKBazpaTHy jemHaumny v2 — 2v — 1 = 0. Hbena pemema, cy
v=1++v2muv=1-+2 Wspauysasajyhu u u w xoju ce nobujajy y osa
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IBa cIydaja, JOOMjaMO IBa pellema MOJA3HOr CHCTEMA: 4 = v = w = 1 4+ /2
nu=v=w=1—+2.

2. Hera cy (z1,y1) u (22,y2) mse onm moryhmoctu mameby kojux Paja me
MOke na ce omnpenmenu. MomkeMO TpEeTHOCTaBUTH, 0e3 yMamema ONIITOCTH,
z1 < x3. Hera cy ny n ny 6pojeBu koju ce nobujajy xana ce obpucaune nudpe
3amene mudppama u3 ypebenor mapa (r1,y1) u (22,y2), pecuekrusro. Tana
MaMo

Nng — N1 = (I‘Q — 3’]1)10t+k + (yg — y1)10t

3a HeKu IpupoaaH Opoj ¢t u menapan 6poj k (k je memapan 6poj jep ce usmeby
obpucanux nmudapa Hamzaszu k—1 mudpa, a 0o yCIOBY 3aJaTKa OBA BPEIHOCT
je mapua). Kako ny u ny majy ucre ocratke npu pememy ca 9 u takobe npu
nespemy ca 11, caemm na je paszaura ng — ny gesmuBa ca 99, ma mobujamo
99 | (w2 — 21)10F + (y2 — y1). Y3 102 = 1 (mod 99) 360r 2tk cremu 10% = 10
(mod 99), ma no6ujamo 99 | 10(xe —x1)+ (y2 —y1). Kako cy x1,xa, y1, y2 mudpe
uxry <xo, caemu 0 <o —x1 <9 —9<ys —y1 <9, 1j.

—9 < 10(zg — x1) + (Y2 — y1) < 99.

IIpema Tome, 10(zg — 1) + (y2 —y1) = 0 wom 10(ze — 1) + (y2 —y1) = 99. Y
IPBOM CJIy4Yajy OAMax HobujaMo To = T1 U Y2 = Y1, Tj. (T2,y2) = (T1,Y1), WTO
je memoryhe. Ocraje npyru ciydaj, KOju ce HOCTU/KE CAMO 3a Tg — 21 = 9 u
Yo—y1 =9, 1j. 38 22=9, 21 =0, g2 =9 my; =0.

Iakne, Paja e moske nma ce ompenenu uzmeby tauno mse moryhuocTu,
u to cy (0,0) u (9,9).

3. IIpso pewewe. MN3pauynasamo A BCA =
120°. Ha my:xkm C'B yoummo Taury K TakBy
na Basku CA = CK. U3z AKCM = 60°
u CM = 2CK pobujamo LCKM = 90°
(jep je ACM K mosnoBuHA jeHAKOCTPAHUUHOT
tpoyraa). Byayhu na je AACK jennaxokpak,
ciequ AKAC = AKACKA = 30°. Oparae
u3pauynaBamo LM KA = LAKC + LCKM =
120°, a cama mobujamo m LAMK = 30°. 3a-
kpyuyjemo na je u AAKM jemHakokpak, Tj. Ox 2015 2A 3
AK = KM. Takobhe umamo { BAK = { BAC —
LKAC = 45° — 30° = 15°, na je u AAK B jennakokpak, tj. AK = KB. Ona-
e je AM K B jemuakokparo-npaBoyrau, te ciemu £ KBM = AKMB = 45°.
Hajzan, LAM B = 45° + 30° = 75°.

Apyeo pewewe. Oznaunmo AC = x u CB = y. Ha ocHoBy cunycue Teo-

_ ysin15° _ v/3-1
T = Sinase — Y72

peme 3a AABC umamo: —2— = ma nobujamo

Yy
sin 15° sin 45° 7
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(mpumeTnmo, sin 15° = sin(45° — 30°) = @). ITpumenomM kocuHyCHE TEO-
peme sa AM BC mvamo M B? = (21)% +y? —4xy cos 60°, ma mocite cpebusama
octaje MB? = (6—33)y* = $(4—2V3)y?, 1j. MB = @(\/ﬁ—l)y. Osraunmo
LAMB = . Tlonoso u3 kocunycre Teopeme nmamo CB?2 = MB? + MC? —
2M B - MC cos p, ma mocJiie 3aMeHe OBUX BpenHOCTU 1 CKpahuBama nobdujamo

cosp = 4\%3\({3& = ‘/61‘/5. Onarse 3akmydyjemMo ¢ = 75°.

R 4. OsmaumMo ca R Tauky aoujamMerpasiHo
cynporHny Ttauyku P (kpo3 By mnposasu
u npaBa CK, 6ynyhu na je HOpMamdHa
wa CP). Tama mmamo BR | PA, ma
cnemn Pappx = Papri, a 36or Tora um
PABKL = PALPR~ ITomrro Baxu PA = BR,
nmamo £ PCA = {BPR = {LPR; Takobe
mmamo LCAP = LCRP, na cy ALPR u
APCA ciwunn. Hakne, Papkr : PApca =
PALPR : PAPCA = PR2 : ACZ = A32 :
AC?.
5. O3nauwnmo ca a, b, c u d 6poj moaCKynmOBa
ckyma {1,2,...,n} unja KapAMHAIHOCT IpU
nemewy ca 4 maje ocrarak 0, 1, 2 wuam
3, pecnexktuBHO. DBpoj mocMaTpaHUX MOI-
Ox 2015 2A 4 CKYTIOBa KOjU MMajy mapaH Opoj eaemMeHaTa
jemHak je 6pojy mocMaTpaHWX MOACKYIOBAa KOjU MMajy HemapaH Opoj ereme-
HaTa (WTO Cce MOMKe BUIOETU HA OCHOBY, DEIUMO, OMHOMHOT Pa3Boja m3pasa

G4a =3 (?)x (1)

Jj=0
y KOM y3umamo & = —1; Tama 30up OHMX OMHOMHUX KOe(pUIUjeHATa WUC-
npen KOjux je 3HaK ,,+ ¢ YMHM TayHo OpPOj MOACKYIOBa C HapHUM Opojem
eJleMeHaTa, a OHUX WUCIOpen KOjux je 3HakK ,— ¢ ympaBo Opoj mpeocTaamx

noackynosa). OBuM cMo n06uIM

2'n,
a—&—c:b—&—d:?:Q"_l. (2)

ITocmarpajmo nmoHoBO GunOMHM pa3Boj (1), u yamumo x = i, rae je ¢ uma-
rusapua jequuna. Kako Bagku (1 + )% = ((1+4)%)* = (=2i)* = 16 u n je
nemuso ca 8, nobujamo (1 +i)" = ((1+4)8)% =165 = 2%, 1j.

_ z::o (’;) i 3)

J

w3

2
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[Momro je i/ jemmaxo 1, i, —1 mmm —i, ycaosmeno ca j = 0,1,2,3 (mod 4),
DPECIIEKTUBHO, U3jeqHAUYABAIEM PEAJHUX NeJIOBA JieBe U JeCHE CTpaHe je-
muaxoctu (3) mobumjamo a — ¢ = 27| a m3jemHavaBameM MMATMHADHUX Ie-
sgosa mobujamo b —d = 0. (Ose jemmaxoctu, Koje cy 3ampaBo onpebhenu Gu-
HOMHU uieHTuTeTr, Moryhe je mobmru m Ha Apyru HavynH, 0e3 Kopumhema
KOMILJIEKCHUX OpOjeBa, MTO OCTABHLAMO 3AUHTEPECOBAHUM TAKMUUAPUMA, 32
BexkOy.) [lobujene nBe jemHakocTu 3ajenHo ca (2) yuHe jeAHOCTABAH CUCTEM
Ol YeTUPU jedHAYWHE C YEeTUPU HEMO3HATE, YUjUM peIaBameM HoOujamo
a=2""242% c=2"2_92" yb=d=2"2 Jlakue, KAKO WMAMO
a+b=2""14 2%2, oBaj 6pPOj OUMTO MMa TAYHO MBE jeIUHUIE Y OMHAPHOM
3aIKCy, IMTO 3aBPUIABA IOKA3.

Tpehu paspen — A kareropuja

1. Osnaunmo s = 1+ (p — 1)!. Ha ocuoBy Busnconose teopeme numamo s = 0
(mod p), a momro Bazkm u s = 1 (mod p — 1), nobujamo s = p (mod (p —
1)p). Kako cy (p —3)! u p y3ajamuo npoctu, na ocuoBy Ojiepose Teopeme
no6ujamo ((p — 3))?P) =1 (mod p?), 1j. ((p — 3))@VP =1 (mod p?). Us
IPETXOMHOT 1 OBOT 3akmyuka caemn ((p—3)1)° = ((p—3)1)P (mod p?). MMame,
omer mpuMmeHOM Buiconose Teopeme mobujamo p—1 = —1 = (p — 1)! =
(p—1(p—2)(p—3)! =2(p—3)! (mod p), 1j. (p—3)! = 23+ (mod p). Jpyrum
peunMa, 3a HeKu 1eo 6poj a Baku (p—3)! = ap+ pT_l. W3 cBera mo cana, y3
kopumheme OuHOMHE (GopMyIie, nodujamo

s — . —1\P
((p—3))°=(p—3)) _(ap+1’T)

=p-ap- <p;1>p_1 + <%)p = (%)p (mod p?).

2 \P P
1 —1
Ilakie, TOCTaBLEHU 3amaTak CBOMA ce Ha p° | (p—Jr) + (;;7) =

2 2
2 P _1\P . . .
%, ma je, ¢ o63MpOM Ha UMECHUILY Ja je p HemapaH Opoj, Ho-

BomHO nokazatu p° | (p? + 1)P + (p — 1)P. U3z 6unomue popmyie mobujamo
(p—1)P = (=1)? = —1 (mod p?), mrto y3 Tpusujanuo (p*> + 1)’ =1 (mod p?)
maje (p2+ 1P+ (p—1)P =1+ (—=1) =0 (mod p?), unme je mOKa3 3aBpIICH.

2. Osmaunmo 72 — yz = a u y?> — zox = b. Cabupame IaTUX jeqHAUMHA maje
(x—y)2+(y—2)2+(z—2)% = 2(a+b+c). [IpumeTrMO OAMAX T2 MOPa BAsKATH
a+b+c>0 (oBo he 6Guru norpebuo kKacuuje). Hame, oxy3uMameMm Apyre
jemmauune on upse mobujamo (z —y)(x+y+2z) =a—b, a camuno caemn (y —
2)(x+y+2) =b—cu (z—2)(r+y+2) = c—a, ma KBaApUpameM U cabupameM
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oBe Tpu jemraroctu mobujamo 2(a+b+c)(z+y+2)? = (a—b)2+(b—c)*+(c—a)?.

Onasnme cremn « +y + z = \/“2+bz+§i;ii_bc_ca. O6enexuMo OBy BpPETHOCT
ca s. VI3 mperxomumx jemmakocTu mobujamMo x — y = “gb, y—z = % u
z —x = . Cama nmamo
1 1 a—b a—c s?+2a—b—c
e 3(S+( )+(az—z))—§(s+ S * ] )_ 3s
1 (a®24+b>+c%—ab—bc—ca a® — bc
== +2a—b—c) = ——7—,
3s a+b+c s(a+b+c)

b2—ca _ c2—ab
slatbte) X % = Slatbto)”
z,y,2>0cBomacenal—2c>0,4—c>0,c2—2>20ua+b+c=c+3>0,
a omaBne mobujamo —3 < ¢ < —v/2.

a aHaJIOTHO U Y = Iakne, 3a a =1 u b =2 ycuos

3. Oarosop je morsBpman. Osua-
YuMO TeMeHa yeTBopoyraa A, B,
C, D, yrnoBe KOI THUX TeMeEHA
a, B, v, §, pemoMm, u CTpaHUIE
AB = a, BC = b, CD = g,
DA = d. Hera je S mpecex nu-
jaronasia. Heka cy pemoMm ag u as
yriaoBu Ha Koje mujaroHana AC
menu yrao «. AHaysorHo meduHU-
memo yriose 31 m (a2, 71 U 7o,
61 u do. Hera cy omceunu muja-
ronasa AS = x, SC =y, DS =
z, SB = t, u obenexumo jormr
£LCSB = LASD = ¢, LASB =
£LCSD = 180° — . U3 rocunycue
teopeme 3a AABC mobujamo AC? = a? + b?> — 2abcos 3, ma je cos3 =
%@ACQ pamuonasan 6poj. M3 ucTor Tpoyria Ha CIWYaH HAYUH ADOOU-
jaMoO ma Cy " COS7y; U COS Qg panuoHasau Opojesu. Ilpumenom kocumycHe
teopeme u Ha ABCD, ACDA u ADAB, nobujamo na Cy KOCUHYCU CBUX
yraosa «, 3, v, 0, a;, Bi, Vi, 0; parmonasau. Kako Baxu ap + ao = o U COS &
je pammonasaH, mpekro cosa = cos(ay + ag) = cosay cosay — sinag sinas u
cosa; € Q u cosas € Q mobujamo sin vy sinas € Q. Amasoruo, sin (; sin By €
Q, sinvy; sinyy € Q u sindy sindy € Q. Iz AABD umanmo (1 + 2 = 180° — «, ma

Ok 2015 3A 3

cana u3 cos(180° — a) = — cosa = — cos(f1 + d2) = — cos [B1 cos I + sin [ sin do

nobujamo sin B sindy € (Q) HpI/IMeHOM CI/IHyCHe TeopeMe na ABAS u AASD
t _ _ _d _

HOGHJ&MO sinag sm(18007<p) smﬁl n sina; ~ sing  sin 52 Muoxemem oBux
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. . tz _ _ad __ z?
jemmaxocTn nobujamo o = Sfio = ootoo 4 KaKO Cy BDeIHOCTH
l 2 _ _p

sin2 ure = sinZ ¢

q 2 _
sin? ¢ ny =
3a Heke ¢,r € Q. Kako Basku x +y € Q (z +y = dy, rae je di aysxkuna

sin o sin g, ad u sin (3 sin d; pamuonasane, nobujamo tz =

3a HEeKe panuoHaJiHe O6pojeBe | m p. AHAJOrHO mobujamo Ty =
_r
sin? @’

majaronane AC), 3 jemmakoctu (v+vy)? = 2% +22vy+y? = ~B—+ QqCP + =5

sin? ¢ ' sin? sin? ¢

nooujamo sin? ¢ € Q. Cana u3 panujux uspasa 3a 2 u y2 gobujamo z2 € Q
u 3?2 € Q. Komauno, u3 jemmaroctu 3?2 = (dy — 2)? = d? — 2dyx + 2% € Q
nobujamo x € Q, a Ttana cienqu u y € Q. Ucro ce norasyjeut € Q u z € Q.

4. Tepauvmo na he marom 2015 ropaka Ha Tabiu O6utu Fhog OpojeBa, rae
cMo ca Fhg1g obemeskuau 2016. unan dubonauumjeBor HU3A.

Hoxkazahemo jaue TBpbheme: HakOH N KOpaka Ha Tabiau he ykymuHo F),_;
nyta OwTtu 3amucan 6poj 1, 3arum F,_o myta Outu 3ammcan O6poj 2, ...,
Fy myra Outwn 3anucan Opoj n — 1, u jeqaom he Ourtwm 3ammcan 6poj n + 1.
Jloka:KMMO OBO MHIYKIMjOM IO M. Y NPBOM KOpaky Opuimemo ¢ Tabiae 6poj
1 a mommcyjemo Opoj 2, Tj. HAKOH MPBOT KOpaka Ha Tabiau ce HAJIA3U CaMo
Opoj 2, mrTo oarosapa TBpbhemy Koje morka3dyjemo. IIpermocraBumo cama ma
TBpbheme Baky 3a HEKO 3a1aTO M, W MOCMATPAjMO IITa Ce IellaBa HAKOH
ropaka n+ 1: 6poj 1 he 6Gutu ynucan npuimkoMm Gpucama CBUX OpojeBa o1
2 Hapume, a TakBux uma F, o+ F,_3+---+ F; 4+ 1; 6poj 2 hie butu ynucan
npuiamkoM Opucama cBuUX OpojeBa on 3 HaBume, a TakBux uma F,_s+F, 4+
-+ + Fy 4+ 1 ura. Jlakae, ma 6ucMo AOKa3aJu KeJHEHO TBpDhHeme, TOBOJLHO je
NOKA3aTU jeTHAKOCT

B+ B+ -+ Fy+ 1= Fpyo.

OBy jemmarocT moka3yjemMo wuHIyKImjomM mo k. 3a k 0 jemmakocT

Basku. [IpermocTaBuMO ma jeTHAKOCT BarKu T
3a 3amar Opoj k. W3 Te mpermocraske
umamo Fy+Fo+ -+ Fp+Fip1+1 = Fiqpo+
Fyi1 = Fiy3, mro je u Tpebasio moka3aTu.
OBUM CMO IOKa3aJi1 U KEJLEHO TBpDheme.
I[Ipema ToOMe, mpeocTaje camMo ma TpUMe-
TuMO na ce HakoH 2015 xKopaka Ha TabJuan
HaJia3n YKYIIHO F2014 +F2013 + - +F1 +1=
F2016 6pojeBa.

5. YouaBamo gna Baxku LABC = 90°.
Hera je S; mpecek cumerpase £BCA ca
majarorangom BD. Tanmna Bawu £S1CA =
£S1DA = 20° na je uerBopoyrao S1ADC
TeTUBaH, Te ce S| HAJA3U HA KPYKHUIMU Ox 2015 3A 5
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onucanoj oko AACD. Ha uctu mauumn, ako ca So 03HAUUMO IIPECEK CUMe-
tpasne L BAC ca mujaronamom BD, nobuhemo nma je yerBopoyrao SeADC
TeTUBaH, Ia ce u So Hasa3u Ha Kpyry onucanoMm oko AACD. Oso je moryhe
jeIMHO YRKOJNMKO ce Tauke S7 u So MOKganajy. Y TOj TauKd HAJA3U Ce IEeHTap
yrnucane kpyskuaune y AABC, na 3akmydyjemo na je mujaronasa BD cume-
tpasa npasor yraa LABC, tj. LDBC = 45°. Cana ce mobuja ma je yrao
uzmebhy mujaronana jemmak 85°.

YerBpTH pa3pen — A Kareropuja

1. JacHo ma mocMmaTpaHu M3pa3 y3uMa caMoO MO3UTWBHE BpenHoctu. Jlorasza-

hemo na moske y3umaTu cse Bpennoctu Ha (0, 00). ITocmarpajmo cuenujanan

caydyaj x =y =1,y = tiz, rae t € (0,00). Tama oBaj m3pas mocraje, mocye
4 . .

nakor cpebusama f(t) = gtt’j-il Owunro lims,o f(t) = 0, a lim;—, o f(t) = oo.

Tarxobe ouuro je u f(t) menpernnna ua (0,00), na y3uma CBe BPEIHOCTU HA

(0, 00).

2. Oarosop: cBu 6pojeBu nemusu ca 11, u 6pojeBu

1909090...9090, 2818181 ...8181, 3727272...7272,4636363...6363,
5545454 ...5454, 6454545 ...4545, 7363636 ...3636, 8272727 ...2727
u 9181818...1818.

Csu 6pojeBu memuBu ca 11 umajy TpaskeHO CBOJCTBO. 3amMCTa, KAKO je
Opoj memuB ca 11 akko je pasnuka 30mpoBa nupapa Ha MapPHUM, OTHOCHO
HEMapHUM TO3UIMjaMa nebuBa ca 11, m Kako M3MEHOM Ma Koje mudpe y
Opojy oBy pasnuky moBehaBaMo uiau cMamyjeMo HajBuine 3a 9, jacHo je ma
ce M3MEHOM Ma Koje mudpe yBer mobuja Opoj koju Huje mesmpus ca 11.

Hexa je, pamu jennocraBrujer 3amuca, m = 31012015, u npeTmocTaBuMO
cama ma 6poj N = Gm_1Gm_z - -a10g, vae 11 § n, nMa TpaKeHO CBOjCTBO.

Baxnu
|5 [%]-1

n= ag; — Z azi+1 =b#0 (mod 11).
i=0 i=0

Yrosnuko 6u 3a Heko 7, 0 < @ < [%J —1 Baskmio ag; > b, 3amenom mudpe ay; ca

az; —b mobunu 6ucmo 6poj meswus ca 11, mro je memoryhe mo mpernocrasy.
Ucrto Baxxu y cay4ajy am—1 > b. Jame, yronuro 6u 3a Heko 4, 0 < 4 < L%J
BAKWIIO aGo; < b — 2, 3aMeHOM nudpe ag; ca az; — b+ 11 oner Gucmo mobuin
Opoj memwus ca 11. IIlpema tome, jemune moryhuocTu cy ag; = b— 1 3a cBe
1, 0 <1 < [%J -1, n am-1 € {b—1,b}. Ilocmarpajmo cana umuppe Ha
HEMAapHUM IO3UIjaMa. Y KOJIMUKO OU 3a HEKY OJ HUX BAKUIO G2+1 < 9 — b,
3aMEHOM IU(Ppe ag;11 Ca a2;4+1 + b mobunu 6mucmo 6poj memus ca 11. Hasme,
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VKOJUKO OM 3a HEKY Ol BUX BAXKWIO d2,4+1 = 11 — b, 3amMeHOM mudpe ag;41
ca agit+1 +b— 11 nobunu 6mcmo 6poj memus ca 11. IIpema Tome, cBe nudpe
Ha HEMAPHUM Mo3unujamMa Mopajy uzHocutu 10 — b.

Pasmorpumo moryhuoct a,,—1 = b — 1. Tana nmamo

(2] 0-n- (2o

= 15506008 (b—1)— 15506007 (10—b)=b—1 (mod 11),
—— S——
=1 (mod 11) =0 (mod 11)

mro je memoryhe jep Basku n = b (mod 11). IIpema Tome, ocraje am,—1 = b.
YBpmrajyhu cana cee moryhuoctu b = 1,2,...,9 nobujamo ynpaso Gpojese
HaBeJeHe Ha MOYETKY.

3. HoraskmuMo HAjUpe Ia ce CBaKU MO3UTUBAH paluoHaJsaH O0poj He Behu oxn
1 Moke mpuraszaTy Kao 30Mp HEKOJIUKO PA3NIUYNTHAX PAIUOHATIHUX OpojeBa
Koju cBu uMajy Opojunarn jennak 1. Heka je 3amar panuonanan 6poj %, rue
Cy * W Yy y3ajaMHO MPOCTV U Baxku = < y. PammhemMo MHOyKIUjOM IO T.
Yromuko je r = 1, Hema mTa ma ce mokasyje. Ilocmarpajmo cana majsehu
pamuonasan 6poj ¢ OpojuoneM jemmakuMm 1, mpuToMm He Behu on %; TO je

Opoj —(i], U MOKEMO 3aInCaT
xT

x 1 x 1 1 x[¥] - 1 —y) mod x

:y+<_y> _jrlEloy 1 (Cymedz

y 21 \y %] H y[ 2] [ y[ 2]
Bpojunan pasioMka (7”2[72‘])(” MamU je on T, Ma ce, IpeMa WHIYKTUBHO]

XumoTe3u, OBaj Pa3jIOMaK MOKE [OaJbe IPEACTABATUA Kao TPaKEHA CyMa.
Kako je oBaj pasimoMak mpuTOM CTPOTO MAMmU O ﬁ (yrOmMEO OM BAKUIIO
e

CYTIIPOTHO, UMAJIK GICMO 5—?1] > %, Tj. § > f;%] > ¢7 a OBO je Y KOH-

TPAAUKIN]U C MAKCUMAJIHOMINY Pa3IOMKa ﬁ), Mmebhy mobujenum cabupimma

ce He jaBipa ﬁ, ma MMaMO U TPaKeHO IPENCTABJHAE PA3IOMKA %
x

Cama mokasyjemo ma ce u panuoHaJsHu OpojeBu Behu om 1 mory mpen-
craBuTHy y 00auKy onucanor 36upa. Heka je 3amar panuonasan 6poj r sehn

on 1. IomTo Bazkm Y oo, + = 0o, MomeMo omabpaTu Taxas 6poj m € N 3a

i=17
. m m—+1
Koju Bakm y o+ <ram Y L

i i—1 5 > 7. Samammmo

1 1
T:ZE_F 7‘—22
i=1 i=1

1

Kako Basn r — Yy ;" 1 < #ﬂ < 1, 6poj r — " | ¥ MOKEMO IPEeACTABUTH

y 0OJUMKy cyMme mocMaTpaHor obJMKa, U NPUTOM Ne MMEHMONUW CBUX I00u-
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jenux cabupaka 6utu Behu om m+ 1. IIpema Tome, TPEeKo ropme jeTHAKOCTHA
nobujaMo TpaskeHO MpeacTaBbame Opoja r.
Bparumo ce cama ma mocraBmenu 3amarak. Jla 6ucmo mobuau Ha Tabiau

Opoj ¢, MOBOMHO je ma palroHasiaHn Opoj % IPENCTAaBUMO Y ODJIUKY CyMe

a% + é + -4+ ai raoe ai,ds,...,a, € N, u morom HaMm Opucame ¢ Tabie
OpojeBa ai,as,...,a, oMoryhyje ma yMecTo HUX HANUIIEMO yIpaBo OpPOj ¢

(npyra om mBe moryhHOCTH mO3BOMEHE y MOCTABIU Oaje yIPABO PE3yJTaT

1 = ¢). Tume je zanarax pemen. (IIpuMeTHMO Ja CMO 3aIpPaBO MOKA3AJIU
q
¥ BUIIE HETO MTO jé TPAKEHO: MOCTABJLEHU UL MOSKEMO ODABUTHU y CAMO

jeIHOM KOpaky.)

4. Hera mnpaBa CN moHOBO ceue
Kpyskuuny k; y Taukun D wu Kpy-
sxauny ko y taukm H. Tanma Baskun
DN = NC = CH. Tauka M upe-
cerka mpaBux PQ u CN wuma jemua-
Ky MOTEHIUjy y OmIHOCY Ha ki u
ks, ma camemu CN? — MN? = CM -
MD = NM - MH = CN? — CM?,
mTo 3Hauu na je M cpemumre my:Ku
CN. Hame, xarko Baku AK - KC =
PK-KQ=NK-KT, rauke A, N,C, L
JIeKe HA WCTOj] KPYKHUIM, Ta JO0u-
jamo LALC = LANC = 90°. Cunemu
na je AL TaHreHTa Ha KPY:KHUILY Ko,
ma 3akpyuyjemo na je ANCL nesn-
Toun, omakiae caemu AC 1L NL n
MN =MC =MK.

Cana mmamo L LAK = K KNM = Ox 2015 4A 4
ANKM = ALKP, na KP nexu ua
pucunu tpoyraa AKL, tj. KP 1 AL.

5. TarkaB uHu3 nocroju. lepunucahemo ra pexyp3uBHO Ha cienehn HaUWH:
HeKa je a; = 1, az = 2, agny1 = 202, W G2p42 = Q2n41 + T, TOE je T,
HajMamy OPUpOJaH Opoj KOju ce He MOe HamucaTh y OONUKYy a; — a; 3a
Heke i, j < 2n+ 1. VI3 caMe KOHCTPYKIMje ciaenu ma Ce CBAKU MPUPOIaH OPOj
MO¥e TPEeICTABUTU y OOJNMKY a; — a; 3a Heke i, € N. Jlokaxumo jom Jna
je OBakKBO IpencTaB/balk€ jeTUHCTBEHO. lIpeTmocTaBMMO CympoOTHO: HEKa je
3a Heke h,k,l,m 3a koje Baxkm k > h u m > | mcnymeHa jenHaAKOCT ap —
ap = Gm — G7; 0€3 yMamema OMIITOCTA, MOKEMO HPETIOCTABUTH jour m > k.
Yxonwuko je m HemapaH 6poj, permMo m = 2n+ 1, Tana UMaMo Gopt1 = Ay =
aj+ap —ap < a;+ai < 2apy,—1 = 2a2, = az,+1, KoOHTpaquknuja. Hexa je cana
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m mapan 6poj, perumo m = 2n + 2. Yroauko Baxku [ = m —1 = 2n+ 1, Tana
UMAMO Ay, — G] = A2p42 — Gopt1 = Tp, &JIU TATA BAKA U Ty = A — Ap TOE je
nputoMm h < k < m —1=2n+ 1, mro je y KOHTPAAUKIUjU C OTADUPOM T4,.
Yroauko Baku k = 2n + 1, Tamga CAMYHO KAaO MAJOIPE UMAMO G, — A = Tp
aJu omaTie u r, = a; —ap (360r a,, —ax = a; —ay), kKouTpamuknuja. Haj3zamn,
YROIUKO Baskn | < 2n+1u k < 2n+1, Tana uMamMo aspio = Ay = ai+ag—ap <
a; + ar < agn + a2 = QA2p4+1, IITO je OHET KOHTPAAUKONja, UMME je IOKa3
3aBPIIEH.

IIpBu paspen — B kareropuja

1. Y crkyny ANB Haja3e ce OHU €JIEMEHTU KOjU MIPUNAIA]y U CKYIy A 1 CKyIy
B, a Takas je camo eneMeHT 1, na Baxkn ANB = {1} (upuMerntn na, penumo,
enement {1} muje 3ajemuuuru 3a ckynose A u B, jep oH mpumana ckymy B
anu He u ckyny A). Cauuno, npema JeQUHUNUjU YHUA]jE U PA3JIUKE CKYIOBAa,
mobujamo AU B = {1,2,{1},{1,2}}, A\ B = {2} uw B\ A = {{1},{1,2}}.
(Tamrenra 73, crp. 33, 3anx. I.1.)

c 2. Nzpauynasamo £B1HC, = 360° — LA HC, —
£LA1HB; = 136°. Kako 36up yrioBa 4eTBOPO-
yrina AC1HB; wusmocu 360° a merosu yriosu
kon temena Cy; m By msnoce mo 90°, mobujamo
ABAC = £C1AB; = 360° —90° —90° — 4B 1 HC, =
44°. (Taurenra 70, cTp. 29, 3an. 1.2.)

By A,

A I8 B\

3. Heka je a® 6poj xoju ce nmobuja Gpucamem
nocnemme ase mudpe 6poja n. Haxre, n = 100a?+
Ox 2015 1B 2 b=c? (rme Basm 0 < b < 100), omakne mobujamo
0 <b=c?—100a*> = (c — 10a)(c + 10a) < 100.
Mmamo mejemumaroctu ¢ > 10a m ¢ + 10a < 100, ma u3 mux mobmjamo
100 > ¢+ 10a > 20a, Tj. a < 5. Kako nHajsehioj moryhoj Bpennoctu 6poja n
omrosapa uajseha moryha Bpemmoct 6poja a, 3armyuyjemo a = 4. 3HAMO
na Baxku ¢ > 10a = 40. Yroauko Ou Bakuiao ¢ > 42, mobuiu Gucmo
b= (c—10a)(c 4+ 10a) > 2 - 82 = 164, rourpamurimmja ca b < 100. Kao je-
mama MoryhnocT octaje ¢ = 41. Taga mvmamo n = 412 = 1681 (u Gpucamem
nociemme aBe mudpe 3aucta ocraje 16 = 42).

4. omro Baxku 6! = 720 = 24.32.5!, manumumo x = 29130154 1 y = 2923025¢2
rge ce ycJOB U3 HOCTaBKe cBomu Ha max{ai,as} = 4, max{b;,b2} = 2 u
max{c1,ce} = 1. Harne, naposu (ai,az2), (b1,b2) u (c1,c2) pemom mMory zna
ce omabepy Ha 9, 5 n 3 HaunHa (wTo mMpekTHO Hpebpajamo). IIpema Tome,
onrosop je 9-5-3 =135.
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5. ITocmaTpajmo cBe moAackymoBe OpojeBa 3anucanux Ha Tabau, padyHnajyhu
u npa3zaH ckyn. Ibux nvma 2”. Ilo lupuxieoBoM OIpuHIOULY, IOCTOje 6ap ABa
Ol OBUX MOJACKYIOBa, peruMo A u B, TakBu ma cyMma ejeMmeHara ckyna A
U cyMa eJeMeHaTa CKyna B mMajy MCTH OCTaTak Npu Aebemy ca 2 — 3.
Ucnpen 6pojeBa koju ce Hanase y ckymy A a He Hamgaze ce y B manumemo
3HAK ,,+“, ucupen OpojeBa kKoju ce Hajasze y ckymy B a He nasmase ce y A
HAIIWIIEMO 3HAK ,,— ¢, a cBe ocrajie OpojeBe obpumemo ¢ Ttabiae. Bpemmoct
uspa3a HOOMjeHOr Ha Taj HAUWH jeqHaka je cymu OpojeBa u3 ckyma A yma-
HBEHO] 3a cyMy OpojeBa u3 ckyma B (3amcra, IpUMETUMO A& C€ NPUINKOM
padyHama pa3jiMKe OBE ABE CyMe MCIOTUPY OHUM OPOjeBU KOjU Cce Haja3e u
y ckyny A u y ckyny B, Oyayhu ma ouu ydecTByjy y 06e cyme, a TuMe
HAM OCTaje yImpaBo mM3pa3 nobujeH Ha Tabiu); NOWTO OBE CyMe Hajy KUCTHU
OCTaTaK IPU Aebelny ca 2" — 3, mUXoBa pas3iluka OebuBa je ca 2" — 3, unme
je moka3 3aBPIIEH.

Ipyru pa3spen — B kareropuja
1. I[TocraBiena jemnaumHa eKBUBAJIEHTHA je Ca

xfanbi a? —b?

r—a  (z—a)?’

a OBO Ce JaJbe CBOIU Ha

a?—bv rz—a-2b a®—-b—(z—a—2b)(z—a)

o

- (z—a)? r—a (x —a)?

_ —b* —a? 4 2ax + 2zb — 2ab  2a(x — b) — x(x — b) + b(x — b)
(x —a)? B (x —a)?

_ (x—=b)(—r+2a+b)

- (r —a)? '

IIpema Tome, pemema cy ¢ = b unu & = 2a + b, y3 ycnos = # a. (Tanrenra
70, ctp. 29, 3anx. I1.1.)

2. IIpso pewemwe. Moryhe je. Ha crpanunu AC yoummo Taurky D TakBy na
Basku AD = AB = 2z. Hekra cy Ay, By, C1 u Dy cpemumra aysxu BD, DA,
AB u BC, pemom, kao ma caunu jgeso. On jemmaxkoctpanuunor AAC, Bi,
tpane3a DCD;A; u mekousekcuor mectoyraa DiBCiBiDA; moxemo cac-
TABUTU NPABUWJIAH MECTOYra0 Kao HA CIUNUA Y CPEIUHU.

Jpyeo pewewe. YOUunMO WCT€ Tauvke Kao y MOPETXOMHOM pemeny. On
ANA1BD;, tpaneza B1CD1A; u tpane3a A BAB; MOKeMO caCTaBUTH IIpa-
BUJIAH IIECTOYTa0 Kao Ha CIUIU IECHO.
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Ox 2015 2B 2

3. 3a ¢ = 2 He mocroje omrosapajyhu a u b. 3a ¢ = 3
jemmua moryhuoct je a = 3 u b =5 (uam obparno), a A
raga mobujamo ab + 34 = 49, mro jecrte caoskeH OPO].
IIpernocraBumo cama na Basku ¢ > 3. Kako je ¢ mpoct
6poj, Bazu ¢ = 6k+1. Tama 6 | > —1 = a+b. Hemoryhe
je a =2 (jep 6u Tana b 6Guo mapaH, Tj. jeqHak 2, a OBO
HE OAroBapa yCJOBY), kKao HU ¢ = 3 (jep 6u Tana u b

Ouo memuB ca 3, Tj. jemHAK 3, a HU OBO HE OArOBapa

ycaosy). Caemu ma je jeman oxn GpojeBa a u b jemHak
6/+1 a npyru 6m—1. Tazna Baxku ab+34 = (6141)(6m—
1)+ 34 = 36lm — 61 + 6m + 33, Tj. 36up ab+ 34 newus je B M c
ca 3, ma je CIIOKEH.

4. [Momro Bazxku L MBP = KMCQ, ABMP = KCMQ 148 Oxk 2015 2B 4
BM = CM, no crasy YCY cnenu AMBP = AMCQ, a

omartie nobujamo BP = C(@Q. Cana mo craBy CY C nmamo ABCQ = ACBP,
a omatie cinemu BQ = CP. (Tamrenra 70, crp. 29, 3azn. 1.4.)

5 4 3 2 1 0] 6poj nHaunna
6 1 7
5 1 1 21-2= 42
5 1 21-2= 42
4 2 1 35-3 =105
4 1 35-3=105
3 3 35-4 =140
2 5 21

YKYIIHO: 462

5. Y mpuisoskeHoj Tabauy IpuKa3aHe
cy cBe moryhe kKoMmMOwHAIje KaKO
je moryhe ocrBaputu 30 GomoBa Ha
0BOM TakMuueny (y CBAKOM pemy
NprKa3aHa je [0 jemHa MOrynHOCT
Yy 3aBUCHOCTH OJ TOra Ha KOJUKO
3alaTaka je YYEeHUK OCTBapuo o,
4, 3, 2, 1 u 0 6Gomosa). Ilomro
Basku 462 < 500, mo IupuxiaeoBom
NPUHOUILY MOPAajy MmocTojaTtu Oap
2 y4YeHWKa Cca WUCTUM pPacCIOpenom
OeHa IO 33,JaIVIMAa.
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Tpehu pa3pen — b kareropuja

1. Bamummmo t = |[t] + 7, upu yemy Bazku 0 < 7 < 1. YrOonIUKO Baku 1 < %,
Tama umamo [t] = [t+ 3] = [t+ ], Tj. neBa cTpaHa mOCMATpaHe jeIHAKOCTH
n3uocu 3|t], nox mecua msnocu |3(|t] + )| = |3[t] +3r] =3|t] (Bymyhu na
mvamo 0 < 3r < 1), ma je y 0BOM cayyajy jeOHAKOCT ITOKA3aHA. Y KOJIUKO
Bakn 3 < 7 < 2, Tama uMamo |t] = [t+3] u [t+3] = [t]+1, Tj. neBa cTpana
nocmarpane jemHakoctu usnocu 3|t| + 1, mor mecma wmsmocu |3(|t] + )| =
|3[t] + 3r] = 3|t] +1 (6ynyhu ma mvmamo 1 < 3r < 2), na je u y oBOM
cirydJajy jemHaxocT qoka3aHa. Haj3anm, YKOIUKO Baku % < r < 1, Tama nmamMo
[t+ 3] =[t+2]=[t] +1, 1j. neBa cTpaHa mOCMATpaHe jeIHAKOCTU U3HOCH
3|t| + 2, nok mecua usnocu |3([t] + )] = |3[t] +3r] =3|t] + 2 (6yayhn na
nvamo 2 < 3r < 3), unme je moka3 kommaerupad. (Tamrenra 71, ctp. 37,
3an. 1.4(a).)

2. Ilomro Basku

i 3
sSinx + £ Ccos a?> sindr = 2sin (g: + g) sin 4ax,

(Sinm+\/§cosas)sin4x:2< 5 5

MOCTaBJLeHA jeJHAUNMHA CKBUBAJEHTHa je ca sin(z + §)sindzr = 1. Kako 3a
cBe a Baxm [sina| < 1, ocrajy camo mse moryhmoctn: i) sin(z+ %) =1 n
ucrospemeno sindr = 1, mim ii) sin(z + §) = —1 u ucrospemeno sindr =
—1. ¥ mpsom cayuajy mobujamo x = § + 2km u uctoBpemeno r = g + %T,
mro ounto Huje moryhe. Y apyrom ciydajy mobujamo x = ¢ + (2k + 1)7
U UCTOBPEMEHO T = g + %
jemHauMHA HeMa pelremna.

, mTo ouymTo omeT HuUje Moryhe. Ilakie, oBa

3. ITocae 6poja 2015 y oBoMm HU3y caenu 6poj 221, a mocie mera 26. Hakon
TOTa CBU HAPEIHU YIAHOBYW OBOT HU3a cy jemHakxu 26, jep Baxu 4-6+2 = 26.
Haxne, srakon 6poja 2015 mehe ce mojaBuru nmpoct 6poj. lokaxumo ma cy
CcBU wiIaHOBUM HU3a mpe Opoja 2015 memumsu ca 13. Ilocmarpajmo mHexku Opoj
y Hu3y n. Hera je b merosa mudpa jeanunna, a a 6poj Koju HacTaje Kaga
Opojy n m3bpumemo nocuaenwy uudpy. Tama je mocie Gpoja n = 10a + b
crenehu unam Huza m = a + 4b = 10“17'54017 = %g%. Yronuko 13 | m, tana
13 | 10m, u namwe mobujamo 13 | 10m — 390 = n. pyrum peumma, yKOJIUKO
je 6poj m y Hu3y mebuB ca 13, Tama je W meroB MPEeTXOMHUK OeHbUB ca 13.
Kako je 2015 memuso ca 13, nobujamMo ma Cy U CBU IPETXOTHUNM MELUBU Ca
13. Ocraje jemuno mpoBepuTu MO:ke jgu ce O0poj 13 mojaButm y mHuzy. To je
Hemoryhe jep 6u y ToMm cayduajy ciaenehwm uman 6mo 4-3+ 1 =13, na 6u u
CBU HAapEOHU UJIAHOBU OmiaM jemHaku 13, Te ce y HM3y HUKAIa HE OU IOjaBUO
opoj 2015. Haxae, cBu unanoBu upe 2015 nemwmBu cy ca 13 a HuCY jemHAKUH
13, ma He MOry OUTH IPOCTH.
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4. Hera je PC = MAC, PA = (1 —
MNAC, roe Baskn 0 < A < 1. Uz
Tamecose Teopeme mobujamo AF =
(1-NAC, = %AB uCE =\CA, =
A BA_ =
5CB. ¥Ysemamo Bextope BA = a un
= ¢. Hobwujamo EF = EB +
%E) - (1 - %)? Haime,
Hexka cy N u M mpeceune tauke EF
ca CCy u AAy, pemom. Tana Baku
— —_— — — — .
EN = EC+CN = EC+aCCh, roe je
 HEKV PeaJiHU KOe(DUIMjeHT, a KaKOo

A~ =z — . =
Baku CC = 5= C, nobujamo EN =
%?‘Fa(%_—)?) = ot —(a—3)¢.
Bexkropu EFF u EN cy KoJIwHeapHU,

ma cy umM ogarosapajyhm koedurm-
. o Ed . 1+)\ _ 2—\ _ .
jeHTHM y3 @ u C Cpa3MepHH, Tj. Baxmu —-= = 5= = k, u3 dera ce nobuja

3ha = A+ A2, Tj. a = %, a omarie caenu k = 3, Tj. EF = 3EN. Ananorso

. =3 e .
nobujamo FE = 3FM, unme je tBpheme mokazano.

3&

Ox 2015 3B 4

5. PaszmBajamo mBa ciyuaja: i) majseha nmudpa je 9 a majmama 1; ii) maj-
Belia uudpa je 8 a majmama 0. (To cy jemune nse moryhuocru.) Y mpBoMm
cayyajy jeauHUIAa MOske mohum Ha 6mio Kojy on 6 mo3umuja, a TOTOM JEeBETKA
Ha Omio kojy on mpeoctanux b nosunuja. lame, Ha IpBY on mpeocTale
yeTupu mo3unuje Mozke mnohwm 6mio koja on mudapa 2,3,...,8, mrTo je 7
moryhaocTH, 3a HapenHy mo3uiyjy numMamMo 6 MorynHOCTH, 38 MO3UNU]y TOCIE
we b moryhuaoctu u 3a nmociensy npeocrany no3nuujy 4 moryhuoctu. Tume
cMo Habpojaau yrymHO 6-5-7-6-5-4 = 25200 6pojeBa y mpBOM ciay4dajy.
ITocmaTrpajmo cama gpyru ciayuaj. [locroju 5 moryhux mosunuja Ha KOjuMa
ce moxke mahiu myna (jep myna He Moske Outm Bomeha mudpa), a HAKOH
MOCTaB/haKka HyJIe UMaMo 5 MOTyNux mo3unuja 3a ocmuiry. Jlamke pe3onyjemMo
CIVYHO KA0 y IPETXOTHOM CIydYajy, U M3pAadyHABAMO A& y OBOM CIy4Yajy
uMaMO YKymHO 5-5-7-6-5-4 = 21000 6pojeBa. Ilakne, pememe 3a0aTKA je
25200 + 21000 = 46 200 6pojesa. (Tanrenra 72, crp. 33, 3azx. 13.)

YerpTu pa3pen — b kareropuja

; ; 1 1 1 1
1. ITocmaTpana jeZHAKOCT EKBUBAJIEHTHA je ca vz Tz T2 = w1 W3

Heje THAKOCTU apUTMETUYKE U XapPMOHU]CKe CpeauHe 3a OpojeBe Xy, Yz U 2&

nmMaMo

Ty + yz + zx 3 3
3 Z 1 1T - 1 = 6045,

Ty xz 2y 2015




55

1j. 2y +yz + zx > 18135. Murumym ce moctmxke 3a 2z = vy = yz = 6045, Tj.

3a ¢ =y =z = V6045.

2. Tlomro Baskm 375 = 3 - 125, caemu ma je n memuB ca 375 aKO W CaMO
axKo je memwmB ca 3 u ca 125. Ila 6m 6poj 6mo mesmuB ca 125, morpebuO
je m mOBOJBHO na My TpoIudpeHM 3aBpuieTak Oyne me/buB ca 125; mpema
ToMe, Gragag € {125,375,625,875}. Ilpse mBe moryhuocTu otnanajy jep Huje
HUCIYE:-EH YyCJIOB a7 > ag, Ia OCTajy mocienme nse. PazmMorpumo mpBo ciydaj
aragag = 875. Jemmue MoryNHOCTU 3a G3G304050¢ TakBe ma OymIe UCHYHEH
YCIOB a2 = a3 = --- = ag jecy 88888, 98888, 99888, 99988, 99998 u 99999,
Tj. mect moryhuoctu. IIpeocraje jom ma mpebpojuMo Ha KOJUKO HAUUHA
MOKeMO onabpartu nmuppy aj. ¥ 3aBUCHOCTH OJ OCTaTKa Koju 36up as +
as + -+ + a9 maje mpu mememy ca 3, 3a MUPPY a1 MOXKEMO n3abpaTu HEKY
on mudpapa u3 cryna {3,6,9}, onnocuo {2,5,8}, ommocuo {1,4,7} (mudpy a;
GupaMo Tako na 30up cBux Imdapa mobujeHor Gpoja Oyne nemus ca 3);
[akje, yBek mMaMmo u3bop m3Meby Ttayno tpm moryhHOocTM 3a mudpy aj, ma
MOYKEMO 3aKBYUYUTU A y CAy4Yajy aragag = 875 umamo 6 -3 = 18 moryhux
BPEIHOCTHU 3a N.

I[Tocmarpajmo canma cay4daj ayagag = 625. IIpebpojMo KommMKO moOCTOju
MoryhHOCTU 3a G303G40506. CBaka ol OBUX meT nudapa jecte jemHa ol Iu-
¢apa 6, 7, 8 unu 9. Ilprnmerumo na 6mio KakaB 04abMP YKYIHO IET O OBUX
nmudapa jemHosHauHo onpebyje asazazasag, Oynyhu na je mopenmax 3anar.
Kopucrehn oBo 3anasxkame, caza padyyHaMO: YKOJIMKO OMPaMO CaAMO jeIqHy
undpy mer nyrta, Ty mmamo 4 moryhrocTm; ykoamko Ompamo aBe mudpe,
BUX MOKEMO m3abparu Ha 6 HauwHA, & OHE MOTY OWTH pacmonesbeHe Ha 4
maumHa (1 +4, 243, 3+ 2 u 4+ 1), mwro naje 6-4 = 24 moryhuoctu; yko-
JUKO Oupamo Tpu nuppe, HUX MOKEMO nzabparu Ha 4 HaYyMHA, & OHE MOLY
foutu pacmonemene Ha 6 HaumHa (14+14+3, 1+3+1,34+1+1, 1+2+2,
1424+ 1u2+1+1), mro maje 4-6 = 24 moryhuocTH; Haj3am, YKOIUKO
cBe vertupu mudpe Oymy y3ere, OHe MOry OWUTH pacmomes/beHe Ha 4 HAUMHA
(jemua he 6Gutu yzera mBa myrta a ocraJe 1o jemHoM). Tume cMo HaGpojaau
56 moryhuocTu 3a Gza3G4a5G6. Rao u panuje, 3a cBaky onx BUX Iudpa a
Moke Outu omabpana Ha TayHo 3 HauuHa. [IpemMa ToMe, y OBOM ciayuajy
nmamo yrynHo 56 -3 = 168 moryhux BpenHocTu 3a n, Te je pememe 3aaaTka
18 + 168 = 186. (Tanrenra 72, ctp. 36, 3ax. I1.18.)

3. Osmaummo ca M cpemumre nysxu AB, a ca X mpeceuny Tauky mocMa-
Tpanux Kpy:kauna. Tana je ABM X npasoyrau (XM LAB jep je 3ajenauu-
Ka TeTWBa KPY/KHUIA KOje Ce CeKy HOpMaJlHa Ha Oy} KOoja CIaja HBUXOBe

neurpe) u Baxkxu ABMX ~ ABCA, onakie nobujamo % = % = 2%,
tj. AB?> = 2BC - BD = 2BC - 1?4—?; (mocnenma jemHAKOCT JIAKO CIeIn

uz3 ABDC ~ ABCA), a omaBme nobujamo g—gz = 2, Tj. g—g = /2. Uz
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ABDC ~ ABC A konauno nobujamo DB _

BC —
BC _ L
AB T {2
B 4. Hexra je youeH BaJjbaK IOJIYIPEUYHUKA

OCHOBUIIE I U BUCUHE h, 4uja je 3ampeMuHa
jemHaka 3amaroj kouctautu V. W3 jemma-
koctu V = r’mh mobujamo h = % TIoBp-
IIMHA OBOT BaJbka u3Hocu 2r’m + 2rmh =
D 22 + 27"77% = 221 + % ITocMmaTpa-
X jMO oBaj m3pa3 Kao (PYHKIUjy IO 7 U IO-
TpaRUMO IpBU u3BoA. [IpBU uM3BOA M3HOCH
4rm — QT—‘Q/ IIpBu m3BOM jemuak je HyU Kama
Basku 2r>m = V, mo3uTuBaH je Kala BaiKu
2r37 > V a HeraTuBaH KaJa Baiku 2r°mw <

V. llakne, mocMaTpaHa IOBPUIMHA j€ MUHU-

Ok 2015 45 3 MaJIHA KaIa BaKU 2151 = V', u raga umamo
3 .
h =Y = 2:27:' = 2r, mro je m Tpebaio

nokazatu. (Taurenra 70, cTp. 32, 3an. IV.3.)

5. IIpso hiemo mokazaTu ma ce y 6pojy (2")! mpoct unauzal 2 nojasmyje Ha
crenen 2" —1. U 3aucra, mehy cBuMm 6pojeBuma ox 1 mo 2" 6pojeBa mebuBUX
ca 2 mma 2", 6pojeBa memuBux ca 4 mva 2772, ..., memuBux ca 2" mMa
1. IIpema Tome, y Gpojy (2")! mpocr yumamian 2 mojaBibyje ce Ha CTEleH
n—lpon=2 ... 49241 =2"—1, mro cmo u tBpmuau. Onarie cama cienn
na ce y 6pojy (2" — 1)! mpocrt yunmman 2 nojaBmyje na crenen 2" — 1 — n.
IIpema Tome, yronuko y3memo k = 2™ —1 rae je n npousBossan O6poj Behu on
2015, Tama ce y 6pojy k! = (2" — 1)! upoct uunMIan 2 nojaB/byje HA CTENEH
2" —1—n =k —n, a nomro Baxwu k —n < k — 2015, mobujamo 2872015 4 k1.

PEIMMEIHLA 3AIATAKA JP;KABHOI TAKMUWYEIHLA N3
MATEMATHWRE YYEHUVUKA CPEIILUX IMIKOJIA, 28. 2. 2015.

IIpBu pa3spen — A kareropuja

1. Pamu kpaher samwuca, mera je d = H3(a,b — 1), e = H3I(b,c— 1) n
f=H30(c,a—1).

Kako d | a, e | b u f | ¢, npousson def memu abe. Taxobe, d | b — 1,
elc—1u f|a—1, rako na def memm (a —1)(b—1)(c—1). Hakxue, def nenu
abc—(a—1)(b—1)(c—=1) =ab+bc+ca—a—b—c+1, onakne cienu TpaskeHa
HEjeTHAKOCT.

C mpyre ctpare, yamnmo (a, b, ¢) = (n,n+1,n+2). Karo je def = n(n+1)-
H3I(n+2,n—1) = n(n+1)-H3(n+2,3) u ab+bc+ca—a—b—c+1 = 3n(n+1),
jemHAKOCT Baskm ako 3 | n + 2.
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2. Heka je T Tauka cumerpudyHa Tadyku P
y omuocy Ha (), a M upecek npasux CP u
BT. Taukra R je resxkumre ABPT, na je no-
BOJLHO TOKa3aTy na je PM rtexumna IyK
TOr TPOYTJA.

ITo ycnomy 3anatka je LM PB = 180° —
ABPC = LABC, na je AMCB = {MPB —
APBC = LABP = {MAB (unocuenma je-
maaxoct caenu 36or MA || BP). Cremu
na je wersopoyrao M ACB rteruBaH, ma je
AMBP = AMBA + L{ABP = AMCA +
AMCB = LACB = AMPB, tj. MP =
MB. C gpyre crpane, M nexu Ha cuMme-
Tpanu nyxu PT, na je takobe M P = MT.
IIpema Tome, M je meHTap OmUCaHE KPY- Ip 2015 1A 2
sgaune npasoyraor ABPT, te je M cpe-
mumre ny:xu BT

3. a) Ca jemsoMm muu nse ajke Huje Moryhe pas3iukoBaTél KibydeBe 300T
cumerpuje. Mebhyrtum, mums MoxkeMO TOCTUNY ca TPU aJIKe: JOBOJLHO je aa Ha
jemHy aJIKy aJIKy HaKaduMO IBE aJIKe jeOHy IO Ipyre, U TO jeIHY Ca jeTHUM
KJbYYEM U APYry Oe3 KJbydeBa, a 3aTUM CBe OCTaJIe KIbYyUeBE 3aKaunMO 34
MOJIA3HY AJIKY.

b) 3a n > 2 noBo/HA je jemHa aJKa: CBU KJHYUEBU Cy Ha MCTOj AJLU,
ajiu je jemaH Kbyd OOPHYT, IMITO Aaje OPUjEHTAIM]Y AJKEe U MOYETHY TaAUKy
Opojama KbyUueBa. 3a n = 2 jenHa aJika je HeIOBOJbHA 3000 cuMeTpuje, IOK
ca JIBe MOCTW:KEMO IIUJb Ha Taj HAUMH IITO HA MOJIA3HY AJIKY 3aKaUUMO IPYTY
aJIKy U OBA MCTO OPUjEeHTUCAHA KJbYydYa

4. Tlocroju. I[TorpasknhemMo TpakeHU TOJUHOM y ODJIUKY

™+ 2"
P(x):T zam,neN, m>n>1.
Nmamo P(ac);llj(b) = %(GZ:Zm + “Z:Zn), npu yeMmy je

k_bk
aaﬁ =" a2 a2 B = a4+ b+ (k—2)ab  (mod 2)

P(a)—P(b)
b

a—

3a cBaku 1eo 6poj k>2. 3aro je 2-
(n —2)ab) = (m + n)ab (mod 2).
Croenujanno, ako cy m u n ucte napuHoctu u Behim ox 1, u3 nperxomuor

cirenu na je 2 - w mapan 0poj, Tj. w je meo Opoj 3a cBe 1ee
a,b, a #b.

(a+b+(m—2)ab) + (a+b+



58

Ilpyru pa3spen — A kareropuja

1. ITa 6u mocmarpaHu m3pasu omnm nedurmcanu, Mopa aga Baxku x > 0. U3

yCJIIOBa 3aJaTKa UMaMO T — /2 < = — /& —\/x < 1, na caenn

\/a:—&—\/a:—\/Eé\/1+2\/1‘—\/§<\/ﬁ=\/§<2.

Hanomena. Ilokasyje ce ma je Mo aTUM yCIOBUMa Max /T + /@ — /z ~
1,4526.

2. ITocmaTpajmo OpojeBe 0OIMKA

m; =10 4+1=100---001.
1—1

Ouuto, obrt(m;) = m;. Name, mmamo m? = 10% +2-10° + 1, ma cy, 3a i > 1,

cBe mudpe y memuMmaiHOM 3anucy 6poja m? jemmare 0, 1 maum 2, u Basku

obrt(mf) = mf. Ho, ucnocrasma ce ma Hujeman on BUX HUje aesbuB ca 41.
Pazpabyjyhu ropmy unejy, mocmarpajmo 6pojeBe obauka

n; =102 +111-10°+1=100---0011100---00 1.
N—_—— N—_——
i—1 i—1

Owunro, obrt(n;) = n;. ame, umamo
n? = 10%T* 4222 10%+2 4 12521 - 10% + 222 - 10° + 1,

ma cy, 3a ¢ > 3, cBe mudpe y MEUUMAJIHOM 3amucy Opoja nf jemmake 0, 1,
2 umu 5, u Bawu obrt(n?) = n?. Kako 41 | ny = 11111 u 10° = 1 (mod 41),
nobujamo ngir1 =np =0 (mod 41), unme je DOKA3aHO Oa TPAKEHNX OPOjeBa
uMa OECKOHAYHO MHOTO.

Hanomena 1. Topmy roucTpyknujy je moryhe yommruru. Haume, 3a cBe
Gpojese obmmka ny; = 10220+ 10520+ 10541+ 10% + 1 Tarse ma & ¢ {3,1,2}
Bagku obrt(nk;) = ngg u obrt(ni ;) = ng,;. Ilakne, K0BoMHO je MeDy mina
DOTPAasKUTHU OHE KOjU CY nebuBuU ca 41, a Moke ce MOKa3aTu Ia Cy TaKBU CBU
3a roje Baxku k =1# 0 (mod 5) mnm (k,1) mod 5 € {(1,3),(2,1),(3,4),(4,2)}.

Hanomena 2. Moxke ce mora3aTu ga CBakW IPUPOAAH Opoj memus ca 41
uma 36up mudapa 6ap 5. Y TOM CMHUCIY CY KOHCTPYUCAHU IPUMEPU W Haj-
jemHOCTaBHUjU MOryhu.

3. Omrosop: moryhe je 3a cBe n koju Hucy obauka 8k + 3 (k € Np).
Penocnen more3a je HeburaH, TAKO na je DOBOJLHO U3BPIIUTU OIEPAIU]Y
HA CBAKOM TOJbY HajBuUINe jemnuoM. /la Ou »KeTOH HA HEKOM MOJbY UMao Oey
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cTpaHy rope, IOTpebHO je ma 6poj meroBux cycena (Tj. I0ba C KOjUMA HeJIu
TeMe) Ha KOjUMa je M3BpIIeHa olepanuja Oyzne HemapaH. 3aJaTak Ce CBOIU
Ha GOjeme HEeKOr Opoja mosma Tako na cBako nosse (060jeHO mim He) nMma
HemapaH 6poj obojeHux cycena.

JacHo je ma cy 0oje y CBakOj KOJIOHU, TOYEB OX APYTE, jeAHO3HAUHO
onpebene Gojama y mperxomHuM KojoHaMa. (3amcra, yKOJUKO HEOBOjeHa
nosba obenexxumo Opojem 0 a obojena Gpojem 1, 1 ako Cy OBe BPEIHOCTU Yy
TPEHyTHO MOCMATPAHO] KOJIOHU jeqHAKe T, Yy U 2, Tana Tpeba aa mo MOIYILY
2 Ooyny ucnymene caenehe jemHakoct: x+y=a,r+y+z2=buy+z=c,
rme cy a, b m ¢ KOHCTaHTe uYmje BPEOHOCTM MMaMO K3 pacmopena 0oja y
NPEeTXOMHUM KOJIOHAMA; OBaj CUCTEM MMAa jeIUHCTBEHO PEIleHe M0 MOIYJLY
2.) To 3maun na je 6ojeme nese Tadauie TOTIYHO oapehHeno npBoM KOIOHOM.
Tako y 3aBucHOCTU 01 60jema IPBE KOJOHE mobujamo (IO HA CUMETPUjy U
HUKJIMYHE oMepaje) caenehe nepuonuune HU30BE KOJIOHA Ca IEPUOAOM &:

() [T, @ R, @)

Tpaskeno 60jeme Tabie oAroBapa IOJHA3Y jeTHOT O OBUX HU30Ba Y KOME
cy myara u (n+1)-Ba konona npasue. Taxo mam mu3 (1) maje pemema 3a n =
0,1,6,7 (mod 8), au3 (2) 3a n =0,2,4,7 (mod 8), u mu3 (3) 3a n =0,1,5,7
(mod 8). IIpema Tome, pememe moctoju Kan rog je n Z 3 (mod 8).

4. Ozmaunmo ca M cpemumre cTpa-

aunie BC. Axo ca D' u E' o3- F

HAYMMO pEeIoM Ipojekuje tavara D C

u F ma npasy BC, omna je BE' =

BEcos3 = BN tgxcos 3 u aHAJIOTHO D'

CD' = CNtgxzcosy, tme je © = D

ABNFE = £{CND, na kako je mo cu-
BN sin(90° —p3)

HYCHO) TeopeMu N — m =

cnemu BE' = CD’' u onatie Xv,,’

cos Y
cos 37
Ml%’ = ME'. Tlpema TOoMe, IIPOjeK-
nuja tauke K wa npaBy CD je tauka
M.

Kako je K XED = 4AXAC =
£XBC (mpermocrasmajyhu ma je V7 B
X na kpahiem ayxky AC) u caumgno
AXDE = £AXCB, AXBC u AXED
cy camunu. 3aro cy u AXKD n
AXMC cauusu, na je AXKF = Ip 2015 2A 4
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AXKD = AXMC = AXMF. Cnemu na cy tauke X, K, M u F kouHuu-
kanune, na je LKXF = LKMF = 90°.

Tpehu pa3zpemn - A kareropuja

1. Oarosop je da. IlpermocTaBUMO CyNpOTHO, Tj. [a 3a HEKO N BAKU T, <
20! < zp41. Heka je x, = 20! —r. Kako je y, > r + 1, 6poj x, je memus
car+1, amu r+11{ r, onarkne cremu na r + 1 ¢ z, +r = 20. Cana je
yn > 1 > 20, ma H3C(1,2,...,20) = A | z,. Auu onna A | 20! —z, = 7, 1j.
r>A, ma H3C(1,2,...,A) = B | z,, Tako na je B<z, < 20!. C agpyre crpamne,
A=2%.32....>110, ma je B nemuso ca cBUM mpocTuM GpojeBuma usmeby
20 u 110, a mux je 21. 3aro je B > 20%! > 20!, mTo je KoHTpaaMEIUja.

2. Heka cy K u L pemom cpe-
mumra nysku BD u AD. Tana
Basku CK = BK = ML un
KM = LA = LF, na kako
je jom ACKM = KLCKB +
ABKM =24LCDB+ 4BDA =
24 ADE 4+ {BDA = LALFE +
AMLA = AMLE, nobujamo
ACKM =2 AMLE wn onatie
MC=ME.

W3 TeruBHOCTU YETBOPOY-
rnmoBa DNAE u DNBC no-
oujamo LANFE = A{ADE =
L{CDB = ACNB, na je AB Hp 2015 3A 2
cniosmHa  cumerpana LENC.
3aro je M raura mpeceka crnosHe cumerpaiie L ENC u cumerpale oy:Ku

EC, na je M cpemumre nyka ENC kpysxuune onucane oko AENC.

3. Hajuope mokaskumo WMHIYKIMjOM 1O k ma je urpa KOHAYHA, Tj. A& ¥ CBAKOM
GEeCKOHAYHOM HU3Y a1, d2,... IPUPOTHUX OpOjeBa UMju Cy CBU IPOCTU (ak-
Topu y S = {p1,...,px} DOCTOje MHNEKCH { < j TakBU Ha je a; | a;. 3a k=1
oBo je rpusujauno. Heka je k > 2. Ca v;(z) Hiemo o3HAuaBaTU €KCIOHEHT
6poja p; y KaHOHCKO] pakropusaunju 6poja x. Ako a; | a, 3a HEKO n, KOKA3
je TOTOB. Y CympOTHOM, 3a CBAKO n mMaMo v;(a,) < v;(a1) 3a mexko 1<i<k. 3a
0ap jemHo ¢ OBa HEjeTHAKOCT BaKUM OECKOHAYHO MHOTO IIyTa, ONAKJE CJIEAUN
na, 3a HeKe i u m, Baxku v;(a,) = m 3a GeckoHayno MHOrO GpojeBa n. Heka
je ni,ng,... pacryhu HEM3 cBux TakBux OpojeBa n. Ceu mpoctu (arropu
Ay

opojesa b; = (j € N) cy yv cryny S\ {p;}. MebyTum, no nHAYKTUBHO]
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npernocrasnu 3a k— 1 nocroje ungexcu r < s Taksu 1a b, | bs, a raga Takobe
G, | an,. Vanyrnuja je 3aBpuiena.

Bparumo ce ma 3amarak. 3a k = 1 Mapuja onmax mobebyje 6upajyhu
maTu mpocT 6poj. 3a k = 2, HeKa cy p u ¢ maTu npocTtu OpojeBu. Mapuja
Oupa pq, HAKOH Jera Cy HO3BOJLEHU caMo cTernenu 6pojesa p u q. Ako Mapko
uzabepe jeman on O6pojesa p° maum ¢°, Mapuja Gupa oHaj OpPyru, YuMe OCHU-
rypasa nobemy jep HAKOH CBAKOT MapKOBOI more3a MOKe Ja OIUTrpa CBOj.

Tspbemwe 3amaTra he ciaemuTu ako mokaskeMmo na, ako Mapko uma mobe-
OHUYKY cTparerujy 3a k = s, ogma Mapuja mma moOeIHUYKY CTpATErujy 3a
k=s+1uk=s+2.

3a k = s+ 1 Mapuja nmountme m3bopom mpocrtor Opoja p € S. Hakon
0BOTa Cy IO3BOJBEHU CaMO OpojeBu ca mpoctuM ¢axropuma y S\ {p}, npu
yemy Mapuja urpa gpyra, na nobebyje caemehu MaproBy crparerujy 3a
k=s.

3a k = s+ 2 Mapuja nounme uzbopom 6poja pq, rme cy p,q € S npoctu
OpojeBu. Y HapemnmMm more3mMma, Kama roa Mapko omadepe jeman on 6pojeBa
n3 mapa {p"A,q"A} 3a n>1 u H3I(A,pg) = 1, Mapuja 6upa npyru. C
npyre crpane, ako Mapko onabepe 6poj koju Huje oBor obiuuka (Takas 6poj
HUje nesbuB HU ca p HU ca ¢q), Mapuja fie ogrosopuru caemehu Maprosy
crparerujy 3a k = s. Urpajyhu mo oBum npasuamma oua mobebyje.

4. Ipodecop muje y mpasy. Crasumo 0 < a < 1 u b = a®. Bpoj mpeceunux
Tavyaka IOCMaTPAaHUX rpaura jenHak je Opojy pellema jeqHaunHe

a® +a* = a** +a, (%)

mTo ce cMeHoM a® =t ceomu Ha t2 —a? =t—a. OmaBae jet =aumut = 1—a,

na jenHaunHa (%) 3a a # 3 ¥Ma TauHO ABa pemema: T =1 u z = log,(1 — a).
YerBpTH paspen - A kareropuja

1. Ako je n = 1007 u a = 2, nomuuom P(z) = (2'°°7 4 1)2 uma tauno 1007
pa3IuYUTUX HyJIa.

IIpernocraBuMo na 3a Heke n u a moiamHoM P(x) mma mame ox 1007
paznmumuuTtux mHysga. Rako je deg P > 2014, 6ap jemna HyJa OBOI MOJUHOMA,
penuMo z, MOpa MMaTU BUmecTpykocT 6ap 3. Tama je z yjemno m HymIa
nosnuaoma P'(x) u P"(x), Tj.

naz""' + 20142213 = 0

n(n —1)az""2 + 2014 - 20132212 = 0.
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Kako Basu P(0) = 1, caemu z # 0. Uspaxasajyliu a u3 upse ox ose nse
jemmaumme u yBpmrajyhn To y apyry mobujamo 201422012(2014 —n) = 0, mTo
je memoryhe ¢ o63upom Ha z # 0 u n # 2014. OBuM je 3amaTak pereH.

2. JeIHOCTABHOM MHIYKIMJOM Ce IoKasyje ma 3a csako k € N nocroju (jennu-
cTBeH) k-Tonuppen Gpoj my kKoju ce cactoju on mudapa 1 u 2 u nemwus je ca
2%, Bamcra, m; = 2, a 3a k > 1 (ako mocToju my_1) TauHO jemaH o Opojena
Img_1 =101 +my_1 1 2me_1 =2 - 101 +my_; je memus ca 2.

Caaku 6poj ca 36upom madapa 2F xoju ce zaBpmasa ca my 3am10BOba-
Ba yciaoBe. 3a ¢ukcupano k 6poj mupapa TtakBor Opoja Moske OuTy OUIO
koju m3meby ?CT_’“ +k = 216%2’“ u (28 — 2k) + k = 2¥ — k jep 36up mmdapa
6poja mj mpunana wHTepBady [K,2k]. OBakO cMO NOKa3anum ma TPaKeHU

2k 4

Opoj moCcTOju 3a CBAKO N KOje MPUMATa UHTEPBATIY [TQk, 2F — k] 3a mexo k.

Kako je 2F — k > w 3a k> 5, 3amaTak CMO DENIMIN 33 CBE 71 OCUM
ne€{1,2,3,4,6,7,13}.

Haj3an, 3a maBemene BpemmocTm n mmamMo npumepe 2, 12, 112, 2312,
112112, 1111112 m 1111111122112.

3. Ilpso pewewe. Hera
je k' Ojneposa Epys&HU-
na 3a AABC. Kako je
BQ = CP = o=
rme cy a, b u ¢ my:ruHe
crpanuna (0BO je HO3Ha-
To TBpbheme), cirenn ma
je cpemuimiTe CTpaHUIE
BC, pemumo M, yjemuo
u cpemumre ay:xku PQ,
Tj. EKpy:kHHna k' mpo-
a3 KpO3 LEHTAp Kpy-
sxuaure k. Ilocmarpajmo
WHBEP3Ujy Y OIHOCY HA
kpyxuauny k. Kako cy Ap 2015 4A 3

yIoucaHa W CIOJba [pU-

nucana kpysxaUNa 3a AABC HOpMaJiHe Ha KPY:KHUIYY k, OHE Ceé TOCMaTPaHOM
MHBEP3UjOM IIpecinkaBajy y cebe. Kako kpysuuna k' mposaszu Kpo3 neHTap
KpyskHUIE k, 1 KAKO ce oHa, mpema PojepbaxoBOj TeopeMu, MOAUPYje U3HY-
Tpa ca YIUCAHOM KPYKHUIIOM a CIIOJba Ca CHOJbA TPUMKUCAHOM, TIOCMATPAHOM
WHBEP3UjOM KpPY:KHUIA k' CIMEa ce y jemHy Ol OBE 3ajeTHUYKE yHYTPAIlhe
TAHDEHTE YNUCAHE U CIOJba MPUIMCAHE KPYKHUIE. JeoHa TaKBa TAHIEHTA
je mpasa BC', a mpyra je meHa OCHOCUMETPUYHA CJIVKA y OTHOCY HA CHUME-
tpany £A. Kako npasa BC nposa3u Kpo3 neHTap Kpy:kKHUIle k, OHa He MOKe
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OuTH TpasKeHa CIMKA KPysKHUIE k', TIa je TpaskeHa camka ynpaso npasa BoCy
(rzme je ca Co o3HaueHa ocHOCUMETpUYHA CiIuka TeMeHa C'y OHOCY Ha CUMe-
tpany £A). Omarne, ako ca E m F 03HAaYMMO IpecedHe TAuKe KPYKHUIA
k u k', mobujamo ma m mpasa ByCh mposaszu kpos tauke F u F. ITocma-
TpameM caja MOTeHImje Tauke By y omHocy Ha kpyskHUNE k' u k mobujaMo
ByB; - BoBy = ByF - BoF = ByT?. Ho, oner u3 ocobuHa NOTEHIMjE, CAIa
NpUMEReHUX Ha TaukKy B u Kpy:kHUIly onucany oko ABgBT, ciaemu na je
0oBO Morylhie caMo Kama Kpy:kHuia onucana oko ABgBiT nomupyje npasy t,
mTo je m TpebaJio MoKa3aTu.

Lpyzo0 pewewe. Y3 O3HaAKe M3 NPBOr pemema mMamo ByBp = 20;",
BaBy = ByA — ByA = ¢(1 — cosa) = e=biodda® y g — Mp = Lt
2 2 2
Hame je BBy = 2csin$, tj. BB} = 2¢*(1 — cosar) = C(%Lb_cﬂl)

2(c—b)?>+2BB2—a? 3_6b2c 3_g2
B2M2 _ 2(e=b)+ 2—a”  _ 2b°—6b c+6bc 2¢ b+2a? ¢y Hajzan BQT2 _

4
3 2 2 3_ 2 2 2_ _ 2
BoM? — MT? = b= etbbe’2c —a’bi2a’e 2010 2betc’—a®) _ B)By-ByBy.

4. Tepbemwe nokazyjemo uHAyKIUjoM. 3a 1 < 2 OHO C€ NUPEKTHO IPOBEPABA.
Heka je n >3 u Heka je A jemna on Tayaka Ha KOHBEKCHOM OMOTAUY IATHUX
rauaka. [Ipeocramux 2n — 1 tauaka hemo osmauutu ca Ap, Ag, ..., Asp_1
Tako ma cy noxaynpase AAq, AAs, ..., AAs, 1 nopebane y cmepy Ka3aJbke HA
cary. IIpomenumo 6poj moryhux omabupa oy:ku Koje YRIbYUYjy ayik AAo; 1
3a ¢ = 1,2,...,n. Ilo naaykrusuoj npermocrasnu, 3a i € {1,n} npeocrase
TauKe ce MOTY CIIOJUTH ay:kuMa Ha Gap 1mo 2"~ 2 maumna. 3a 2<i<n—1 nmpasa
AAy;_ 1 menu mpeocrase Tadke Ha CHyHOBe ca2(i—1) u 2(n—1i) rauara, uy
muMa ce Mory moByhm myssm Ha 272 u 277! maunnma. IIpema Tome, yKymam
6poj omabupa mysxu je 6ap 2-2"" 2+ 3 " ! i=2. gn—i=1 5 on—1,

JemHakocT U3 3amaTKa ce MOKe I[OCTI/IhI/I camo 3a n = 1 (3a 6mIIo Koje
nBe Tauke) u n = 2 (3a TeMeHa KOHBEKCHOT YeTBODOYTJIA).

Hanomena. OBako ce MOxke mokazatu na je 6poj moryhux omabupa mysku
6ap C, = #(2:), OpU YeMy ce jeIHAKOCT MOCTIDKE aKO Cy JaTe Tadke

n+1
TeMeHa KOHBEKCHOI' 2n-TOyrJa.

Ilpeu paspen — B kareropuja

1. Kopuctuhemo caemehe mosumaro tBpheme: ako ce mpupoman 6poj n pa-
CTaBJ/ba Ha IPOCTE UMHHOLE Kao pi'ps? ---pp”, Tana je 6poj memmnana Gpoja
n jeTHaK

(O[l + 1)(0[2 + 1) cee (Ozk + 1)

Ja 6ucMmo HamIM HajMamu OPUPOLAH OPOj n 3a KOJjU je 0Baj m3pa3 jenHaK
2015, majupe mpuMeTuMO 1a cy, oyayhu ma Basku 2015 = 5-13-31, cBu moryhu
HaumHy na ce 6poj 2015 3amumre ka0 TPOU3BOM HEKOJUKO OpojeBa Behiux on
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1 cnemehn: 2015 = 403-5 = 155-13 = 65-31 = 31-13-5. akne, Hajmamu 6POj
TpaskeH y MOCTaBIM Mopa GuTu jeman ox ciaemehnmx: 22014 2402.34 9154 . 312
204 . 330 g 230 . 312 5% (jacwmo, 3a mpocTe GpojeBe y OCHOBU OUpaM CMO
HajMame npocre 6pojese). Mebycobaum ynopebusamem oBux Gpojesa (mro
ce MOKe TIOCTUNU HIIP. TOCMATPAHEM KOJUUHUKA CBAKA ABA O HUX) BAAUMO
Ia je OATOBOp Ha MOCTaB/hEHO muTame 6poj 230 - 312. 54,

2. Heka ce nysxu AB u XY cery y tauku L. X
ITo craBy CY C mobujamo ACXL = ACYL
u ABXL = ABY L, a onatie caemu CX =
CY u BX = BY. Kako je AB mupeuHux,
ciemu £LAXB = 90°. VI3 oBor 3ak/myuxa,
y3 3amato YC L XA, nobujamo CY || BX, L
onakie ciemu LCY L = {BXL; rako Baxku A ¢
u {CLY = {BLX =90°u XL =YL, no
craBy Y CY cnemu ACLY = ABLX. U3 Te
nonynapuoctu nobujemo BX = CY. Cse
3ajeqao, BY = BX = CY = CX, na je
gerBopoyrao BY CX powmb. Y]

3. Y mpBOM Mepemny BemTak he Ha JIeBU Tac

Bare CTaBUTU IpaBU, & Ca IOEeCHEe CTpaHe [[p 2015 1B 2

nasxkau HoBumh. Kako he meBu tac mpe-

BarHyTH, CyI e umMaTyh O3HAUYEH jelaH IPABU U jelaH JIaKHU HOBYUMN. Y
crenehem Mepemy HOKa3aHO JIAKHU HOBUMI Ca JECHOT Taca Ne IpuApyRUTI
IOKa3aHO MIPABOM HA JIEBOM TACY, OOK e HA NeCHU CTABUTU ABA HOBA JAYKHA
woBumha. Kako he omer mpererayTu JeBa cTpaHa 3a KOjy Ce 3HA na CaIp:KU
jemaH mpaBU U jelaH JaKHU HOBUMh, jacHo he O6uTu ma cy oba HOBUmMha HA
necHOM Tacy JyaxkHa. llakie, mocie mpyror Mepema buhe mpenTrdUKOBaHA
3 snaskna wHOoBumha um jeman upasu. Y Tpehem mepemy he cBa Ta 3 wmmen-
Tr(QUKOBaHAa JayKHA W OHAj 1 mIpaBW CTABUTU Ha JEBU TAaC, & HA NECHU OHA
npeocrana 4 maxkua. Ho seBa crpana he omer mpeBarsyTu, a Kako je canga
MO3HATO Oa Cy Ha HOoj 3 Jaxkua u 1 mpaBu, jenuro he durtu moryhe ma cy
cBa 4 HOBUMha ca mecHe cTpaHe Ja)KHUA. TuMe je BemTak MACHTU(PUKOBAO
CcBUX 7 JaKHUX HOBUmMNa.

4. IlpernocraBumo npeo ma cy temena A u C wucre Goje. 3a TO mocroje
4 moryhuoctu. Teme B mMopa OUTHM pasauyuTo OJ BHBUX, 33 IITA MOCTOjE
3 moryhuoctm, Tj. nmamo mocan ykymnHo 4 -3 = 12 moryhuoctn. 3a Teme
D oupamo jemmy 060jy paznumumty on Ooje Temena (', 3a mra mocroje 3
moryhuocTu, a morom 3a treme F Gupamo 60jy paszauuuty on 60ja Temena A
u D, 3a mTa npeocrtajy aBe MoryhuocTu. Y KymHO, nakie, uMamo 12-3-2 = 72
MmoryhHOCTH y OBOM cirydajy.
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[MocmaTrpajmo cana cayuaj kaga cy remena A u C paszauuure 60je. 3a 1O
nocrtoju 4-3 = 12 moryhuoctu. Teme B mopa Outu pasznuyure 00je O BHUX,
3a mTa MpeocTajy aBe MoryhuocTu, mro gocan ynau 12-2 = 24 moryhuocTu.
Axo je D ucre 6oje kao A, Tana HaMm 3a E mpeocrajy Tpu MoryniHOCTH; ako
je D pasnuuure 60je o A, Tana umamo 2 moryhuoctu 3a D u 2 moryhrocT
3a E, 1j. 2-2 = 4 moryhuocTu 3a 60je temena D u F. YKynHO, HakjiIe, IMaMO
24 - (3+4) = 168 moryhaocTu y 0BOM ciiyuajy.

IIpema Tome, pememe 3anaTtka je 72 4+ 168 = 240.

5. IIpeo pewewe. Oznaunvo P(z) = az® + bz + bx® + az? + cx — 62 u Q(z) =
222 —52+2. Ilpuvernmo ma ce monuaoM Q(7) Moke pakTopucaru kao Q(z) =
(x—2)(2z—1), 1j. merose Hyne cy 2 u 3. Bynyhu na je nommnom P(x) nemus
noauroMoM (), u merose Hyse cy, usmehy ocramux, 2 u % Yecnosu P(2) =
0u P(1) =0 cBoze ce na 36a+24b+2c—62 = 0 u 3%+32 4+ £—62 = 0. Yseaumo
cmeny t = 3a + 2b. Taga ce mobujene jemmauwmue cBone Ha 12t + 2¢ — 62 = 0
u % + 5 — 62 =0. U3 npse jennauune nobujamo ¢ = 31 — 6t, ma yBpumTamem
oBora y APYry jemHaduwHy no0mjamo % + w — 62 =0, Tj. % = 92—3.
Opnasne mobujamo t = —16.
Upyeo pewewe. Nememem nonuunoma P(z) ca Q(x) mobuja ce ocrarak

12 1
R(z) = (1—67(21)—1- 3a) + c> x— 62— 3§(2b—i- 3a).

Ila 6m octaTak 6uo 0 Mopajy My KoepuuUjeHT y3 x u ciobomaH diaH outu
0, ma mobujemo —62 — 3(2b+ 3a) =0, Tj. 3a + 2b = —16.

Ilpyru pa3pen — b kareropuja
1. Heka Basgku v/n + 2015 — \/n = r, rae je r pammonasan 6poj. Cama nmamo

(v/n + 2015 — /n)(v/n + 2015 + /n)

vn+2015 —y/n
n+2015—n 2015

Vi + 2015 + /n =

r r

na je u v/n + 2015++/n panmonanan 6poj; o3raunmo ra ca ri. Cana nobujamo
vn+ 2015 = TJF% u /n = "5, ma Cy ¥ OBO panuoHaJIHU 6pOjeBu. Y KOIUKO
%3 caemn q | p,
a 0Bo je Moryhe camo ykonmko Bazku q = 1. Ilaksue, v/n je npuponan 6poj. Ha
WCTU HAYWH 3aKbydyjeMo u ma je y/n + 2015 nmpuponan 6poj. Cana yBomehu
osnake n+2015 = a? u n = b nobujamo a®—b? = 2015, 1j. (a—b)(a+b) = 2015.
Kako Basgku 2015 =5-13 - 31, nobujamo caenehe uerupu moryhuocru:

O03HAUUMO /N = %, e Cy p ¥ ¢ y3ajaMHO IPOCTH, Tana U3 N =
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a+b=2015ua—b=1, ogarne uzpauaynasamo a = 1008, b = 1007 u

n = 10072;
e a+b =403 u a — b = 5, omarse uzpauyHasamo a = 204, b = 199 u
n = 1992;

a+b=155u a—b = 13, omaxne uspauysasamo a = 84, b =71l un = 71?;
a+b=065ua—b=3l, omakne uspauynasamo a =48, b= 17 u n = 17°.

2. Jlako ce manazu LMDB = 17°, a 3atum D C
u3s ADMB umamo ADMB = 135°. Osuauumo
MDNAC = {L}. IIpumerumo na je ADLB jenua- I

Kokpak na ciemt LLBD = LLDB = 17°. Opna- M
Tie m3pauynaBamo LMBL = 28° — 17° = 11°.
Kako Basku ALMB + <BAL = 135° + 45° = 180°,
nobujamo ma je uerBopoyrao ABMIL terusan,
na caemu AMAL = AMBL = 11°. Kormauno:
IMAD = <CAD + <MAL = 45° + 11° = 56°. A B

3. Csaku ['o6bun noTromaxk je Heunja hiepra. Crora
je moBOJBHO M3OpOjaTu KOJUKO NEPKU je YKYITHO
NOMEHYTO y mocTaBim (¢ 003MpOM HA yCJIOB 1A
HUKO ceM HAOPOjaHUX MOTOMAaKa Huje umMao geny ). [Ipema ToMe, ykynan 6poj
’KEHCKMX IToTOMaka m3Hocu 1-5+6-4411-2 = 51.

Ilp 2015 2B 2

4. Pemema oarosapajyhe ksampartse jemmaumse cy a u a® (mTo ce ycra-
HOBJbABA NUPEKTHOM IIPOBEPOM), IIa je Pellelmhe IIOCMATDaHe KBAADATHE He-
jemmaumme waTepsan (a,a®) wmm (a®,a), y 3aBUCHOCTM O TOTa KOJU je O
6pojesa a unu a’ Behu. Y oba ciyuaja, na 6y Taj MHTEPBAJ OUO IOACKYI
unTepBana (—3,—1), mopa 6utn 1 —3 < a < —1 n —3 < a® < —1. Kao pe-
meme OBOI CUCTEMA O JBe HejemHadnHe T0o0ujaMo —¥/3 < a < —1. Kago
je mpasaH CKyI MOJACKYIN CBAKOT CKymNa, Tpeba NPUIOIATA U CIyYajeBe Kala
OBa HejemTHAUMHA HEMa pemema, Tj. kaga cy oba uaTepBata (a,a’) u (a®,a)
Ipa3HU CKYIIOBH, & TO Ce JeIaBa Kala Bakn a° = a, Tj. a € {-1,0,1}. Dakxe,
KOHAUHO N06MjaMo fa je yCJIOB 3aJaTka WCIymeH 3a a € [—+/3, —1] U {0, 1}.

5. Kako cy 6pojeBu a, b u ¢ jeIMHUYHOT MOIYyJa, jeTHAKOCT y IIOCTAaBIU
MOKeMO TpaHchopMucaru Ha cienehu HaumH:

— - 1 1 1
l=a+btc=a+b+c=—+ -+ -,
a b ¢

Te MHO:KeHmeM 00e cTpame ca abc mobujamo abc = ab+ bc+ ca. I3 oBe jemma-
KOCTHU MOMKEMO NOOUTU

(a—1)(b—=1)(c=1)=abc— (ab+bc+ca)+(a+b+c)—1=a+b+c—1=0,
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omakJje cienu TBpbheme 3amarTka.

Tpehu pa3pen — b kareropuja

1. Ilpso pewemwe. YKOIUKO BaKU & = Yy, Tada OAMaX AOOUjaMO pememe T =
y = 101. [IpernocTraBumo cazna, 0e3 yMamema OUIMITOCTH, T < Y. Y 0UuaBaMo
nma Mopa Baxutu T < 101 <y, jep y cayuajesuma z <y < 10l m 101 <z <y

MMaMO %1 < %Jri, ONHOCHO -2 > %+% Cama muOKeHmeM ca 202y mobujamo

101
4y — 2022 — 202y = 0; momasame 1012 obema cTpaHaMa jeTHAKOCTH daje

dzy — 2022 — 202y + 1012 = (22 — 101)(2y — 101) = 1012,

Kaxo je 6poj 101 mpocrt, jemuEn mo3uTuBHMA meamonu 6poja 1012 cy 1, 101
u 1012. Kako Bazu x < 101 < y, e Mory oba umamona 2z — 101 u 2y — 101
OuTu HeraTuBHA, Ia MOpajy Outu 00a mosurmBHA 1 Baxku 2z — 101 < 2y—101.
Haxne, jemuna moryhuoct je 2¢ — 101 = 1 u 2y — 101 = 1012. Onatne cremu
=10 =51 my =101 5 = 5151

Ila s3akmyunmo, pemema cy: (z,y) € {(101,101), (51,5151), (5151,51)}.

Upyeo pewewe. Pagumo nox npernocrasgoMm z < 101 < y (kao y mpBoMm
pemeny). 3amaTy jemHavyuHy TOMHOKEMO ca 10lzy, unme nobujamo 2xy =
101(z + y). Kako je 6poj 101 mpoct u Baskm x < 101, na Gu neBa cTpana
6una memusa ca 101 mopa Baskutu y = 101k 3a mero k € N. Cana jennaunna
nocraje 2zk = x+101k, 1j. 2(2k—1) = 101k. Oner 3akmyuyjemo 2k—1 = 101m
3a Heko m € N, ma mobumjamo: zm = k = %. Y cayuajy m > 1 neBa
CTpaHa JeTHAKOCTHU je HeJbUBA Ca M a AeCHa HUje, Ia 3aK/bYydyjeMo oa Mopa
Baskutu m = 1. Omarie mobujamo k = 51, a 3atum u y = 5151 u x = 51.
[Ipeocrana pemema youaBaMoO KA0 MAJIOIPE.

2. Ogrosop: Moske xanm rox je k mapan 6poj u j > g, npu yemy Ccy j u g
UCTE MapHOCTH.

Osmaunmo ca p 6poj jabyka y mpBoj kopmu. [IpBO moraskmMo ma 3a
"Hemapuo k, Tj. kK = 2m + 1, TakaB pacmopem He MOCTOju. Y KOpIaMa Ha
HEIApHUM IO3MIjaMa Cy OpOjeBr mcTe MapHOCTU KAO U P, a ¥ KOpIaMma Ha
MapHUM MO3UIMjaMa Cy OpOjeBU pasiauuuTe mapHOCTH o p. Asu tama cy
npBa u (2m + 1)-Ba Kopma cycemse, a y muMa Cy OpPOjeBM UCTE MAPHOCTH,
IITO je y CYHPOTHOCTU Ca MPETIOCTABKOM [Oa Ce KOoJuduHAa jabyka y cyce-
THUM KOoplIaMa pasjukyje 3a 1.

I[IpernocraBumo cana k = 2m, 1 ogpeauMo 3a KoOje BPETHOCTU j MOCTOje
TpaskeHu pacrnopemu. IIpBo, younmo na Hajmamu O6poj jabyka KOju yKYIIHO
MOMKEMO MMAaTH y nBe cycexnse kopue usnocu 1 (y jenunoj 0, a y mpyroj 1).
Crora je munumaJsan 6poj jabyka m. ame, y m xopnu he 6utu Hemapan
6poj jabyka, a y mpeocranux m kopnu (koje cy uameby oBux npsux) Guhie
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mapaH 6poj jabyka. Crora je ykynan 6poj jabyka j ncre mapHOCTH KO U M.
[Tokasxkmumo jorm ma 3a CBakKO j = M Koje je mcre mapHOocTH Kao u m [lepurma
MOJKe PACIOpenuTy jabyKe Ha ONWCAHN HAUNH.

C o063upoMm Ha mocamaiime ycjaoBe, yKynan Opoj jabyka, j, MOKEMO
samucatu Ha ciaexehwm mauwmn: j = (25 + 1)m + 2d, 3a Hero s € Ny u
0 < d < m. Taga Ilepuna Moke y cBe KOpIIe HA HEMAPHUM ITO3UIMIjaMa
(mux uMa m) craButu s + 1 jabyka, y OpBux d KOPIM HA HAPHUM MO3UIU-
jaMa cTaBuUTH MO S + 2 jabyke, a y mpeocTajie KOpIe CTAaBUTU MO S jadOyka.
Tana je cBux j jabyka pacmopebeno mpema ycioBMMa 3aJaTKa: 3aKCTa,
m-(s+1)+d-(s+2)+(m—d)-s=2s+1)m+2d=j.

3. Ha ocHoBY muenturera sin 3z = —4sin®  + 3sinz nvamo
1 : o 3 o : o
§:sm30 = —45sin” 10° + 3sin 10°.

Kopucrehu oBy jemmaroct mobujamo

16sin? 10° + 8sin® 10° — 12sin% 10° — 4sin 10° + 1

= —4sin10°(—4sin® 10° + 3sin 10°) — 2(—4sin® 10° 4 3sin 10°) + 2sin 10° + 1
. o 1 ]' . o

= —4sin 10 5 —2-§+2sm10 +1=0,

mTo je m Tpebaso morazaTu.

4. Hejemnaroct fj’zy; < 2 exBuBamentHa je ca x° 4 y? < 2z + 4y, 1. (z —
1)2+ (y —2)? < 5. ¥Yeequmo cmere u = 1 — 1, v = y — 2, KojuMa ce 3amaTa
Hejemnakoct cBomu Ha u?+v? < 5. C oBUM cMeHaMa HejeqHAKOCT Kojy Tpeba
nokaszartu raacu “EH 4+ (v+2) <5, Tj. u+2v < 5. [IpeTnocTaBuMO CyIpOTHO:
u+ 2v > 5. Kako u3 ycaoBa 3amarka cienu v < \/5, uMamo u > 5 — 2v > 0,

a omatie mobujamo u? > (5 — 2v)2. Ho, cama umamo
u? + 0% > (5—20)2 + 0% =25 200+ 50 = 5(5 — 4v 4+ v?) =5(1 4 (2 —v)?) > 5,

KOHTPaAUKIN]a.

5. Heka cy Oy, Oz, O3 u O uenrpu marux jontu, a Ry =2, Ry =3, R3 =6
u R wwuxosu momynpeunuru. Heka cy tauke S, A, B u C penoMm mnpojek-
uuje tavaka O, O1, Oz u O3 Ha cro. [Ipema Iluraropunoj Teopemu umamo

AB = \/(Ry+ Ri)? — (R — R1)? = 2VRiR; = 2v/6. Cnmwano mobujamo
AC =212 u BC = 2V/18, kao u SA = 2v2R, SB = 23R u SC = 2V6R.

Kopucrehin o6pat [Muraropune Teopeme nobujamo na je AABC npasoyrau,
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ca IpaBUM YTJIOM KOJX TEMEHa
A. TlocraBumo oBaj TpOyrao
Y KOOPIWHATHU CHUCTEM TAaKO
na je A KOOpAMHATHU MOYETAaK,
B ma roopmuaarama (0,2v/6) u s
C ma KOOpOHATAMA (2\/@, 0).
Heka tauka S wuma kKoopmu-

A C
nare (z,y). Hbene koopauuare
onpenuhieMo u3 ycJjaoBa % = -
\/gn%:\/g(qMMehe
OuTU 3a00BOJLEHO U g—g =
Ilp 2015 36 5

V2). Ilakme, IMaMO CHCTEM O
caenehe mBe jemmauumne:

3 SB? 2%+ (y—2v6)?

2 S§A2 2 4 y? ’
5_ SC?  (z—2V12)2 + y?
-S4 x? 4 y? '

[IpBa jenmaumna exkBuBaJeHTHA je ca x° + y2 + 8/6y = 48, a apyra ca x> +
y2 + 44/3x = 24. PemasameM 0BOT cucTeMA nooujamo

(z,y) € {(4v2 — 2/3,2), (—4V/2 — 2V/3, —2)}.

Omasne, xopucrehn jemmaxoct SA? = 2v/2R, mobujamo ma mocroje mse
moryhuocTH 3a momynpednuk derpsre sonre, Hamme R = 6 £ 21/6.

YerspTH pa3pen — b kareropuja

1. Kako cy 6pojeBu a, b, ¢, d n e pasnuuutu, MOopajy u OpojeBu 3 — a,
3—0,3—c¢, 3—du 3—e 6uru pazmuuuru. lemuonu Gpoja 12 cy +1, £2,
43, 4, 6 u £12. IleT 3arpaga HaBeOEeHUX y IMOCTABUU NPEICTABILA]Y IIET
paznmumuuTtux geauaana O6poja 12 umju je mpomsBon jemHak 12. Ilpumermmo
na meby wuma me mory Gurn +4, £6 Hu £12 (jep 6u y cymporaom 6poj 1
nmu 6poj —1 mopao Gutu yser sume nyrta). Takobe, mehy muma me Mory
ucroBpeMeno outu 3 u —3 (jep uM je npousBon jemHax —9, mrTo He geau 12).
IMakse, yeTupy on 3amaTUX IeT 3arpana jemnake cy 1, —1, 2 u —2. Ileta
3arpajnga rtajga Mopa ouTu jemHaka 3. pyrum peumma, 6pojeBu 3 —a, 3 — b,
3—¢,3—dwu3—ejemnaxku cy —1, 1, =2, 2 u 3 (y HexoM pegnocieny), na
cy 6pojesu a, b, ¢, d u e jemquaru 4, 2, 5, 1 n 0 (y HekoMm pemocieny), Te
nobujamo a+b+c+d+e=4+24+5+1+0=12.



70

2. Ozmaunmo ca A,, CKyIl TPAKEHUX N-TOPKU a ca B, CKyI OHUX N-TOPKU KO
KOjux je mocMarpanu 30up Henapan. O3Hauumo ca a, u b, 6poj esemeHara
ckynma A, u B,, pemom. Kako je 36up a, + b, jemsax ykymHoMm Opojy n-
TOpKM ¢ KoopauHaTama u3 ckymna {0,1,2}, mobujamo a, + b, = 3". Ilocma-
TPajMO Ha KOjU HAYWH, 338 HEKO 1 > 1, o eseMeHara u3 ckyna A,_1 u B,
MOKEMO JOOUTHU eJeMeHT ckyma A,. 3a Npou3BOJLaH eJeMeHT cKyna A, i,
IOOABAKEM JOII jeHEe KOOPIAWHATE HA MOCJIENkhe MeCcTO, u TO jennake () uaum
2, mobujaMo ejneMeHT CKyma A,; CINYHO, 3a IPOU3BOJBLAH €JEMEHT CKYIa
B, _1, momaBameM jOII jeHe KOOPAMHATE Ha MOCJENHe MEeCTO, U TO jeIHaKe
1, nobujamo emement ckyma A,. Onaume cienu

an =20p-1+by, =apn-1+bp_1+ap_1= 3n1 + an—1.

Kako Baku a1 = 2, umamo

ap=3""1+4+a, 1 =3""14+3"24¢q, o=---=3""143"24  +3 4+
3n—1—1 3" -3 3"+1
=3 —+2= 2= 2.
3—1 * 2 + 2 *
3. Heka je a TpaskeHa BPEIHOCT HmapaMeTpa U HEeKa Cy T1, Ta, T3 U T4 HyJe
naror noimHoMa. VI3 BujeroBux dopMyrna mMmamo x1x2x3r4 = —1, omakie
ciemu |r1|* = |z1202374] = | — 1| = 1. Opmarne nobujamo |z1| = |z2| = |v3| =
|z4] = 1. Tlocmarpajmo ¢ymrmajy P : R — R, mepurucanmy ca P(z) = z* +
ar? + a’z — 1. OBa ¢ymrmmja je Hempermmna, ma kako Baxn P(0) = —1 <0 u

lim, .o P(x) = 00, 3akmyuyjemMo ga oHa uMa 6ap jelHy HYJIy Ha UHTEDBAJLY
(0,00). MebyTnm, Kako cy CBe HyJe je IMHUYHOT MOIyJa, DOOujaMo na Gpoj
1 mopa Gurty Hysna mocmarpasor noiauHoMa. VI3 P(1) = 0 manasumo a = 0
uinu a = —1. Ocraje na 3a oBe ABEe BPEIHOCTU MPOBEPUMO Ha JIU CY 3aUCTA
pemema 3amaTka. 3a a = ( Hoja3HW MOaMHOM jemHak je P(z) = x* —1 =
(x—1)(x+1)(z —i)(z +1), na cy 3aucTa CBE BErOBe HyJE UCTOr MOLYIa. 3a
a = —1 monazau mosmmHOM jemHak je P(z) = 2t —2?+x—1 = (z—1)(2®+2%+1).
Monurom Q(x) = 2% + 22 + 1 uma 6ap jemHy peajHy HyJIy, Kao MOJIUHOM
HEIAPHOT CTEINeHa ca peayHuM koedumujentuma. Karxo Baku Q(1) # 0 m
Q(—1) # 0, To OH MMa peaJHy HyJIy KOja HUj€ jeQUHUYHOT MOIYJAa, IITO
3HAYM Aa HUCY CBe HyJse noauHoMa P(x) uctor momyia, a tume a = —1 Huje
pememe. JeauHa BpenHOCT TpaskeHOr mapamerpa a je a = 0.

4. Ouuro Ttauke A, B, C u D nexe Ha KpyskHUIM uuju je npeunur AD
(makse, nmosynpeunuk joj je R = 1). Hera je L{BAC = a = 4BDC. U3
cunycHe teopeme 3a ABCA umamo BC = 2Rsina = 2sin a. 3pauynaBamo

1 (e}
LAED = 180° — 3 ({BAD + £BDA) = 180° — % =135°,
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" CINYHO

90°

LAFD =180° — —(LCAD 4+ LCDA) = 180° — -5 = 135°,

1
2
na je u verBopoyrao ADF E TtetuBan; 03HAUUMO ca R MOJYIPEYHUK HErOBe

onucane kpyskuune. Omer m3 CUHYCHE TeopeMme

3a NAED wmmamo 2 = AD = 2R;sinl135° =

2R1§, omakie modujamo R; = \@, a cama u3

AEFA no6ujamo V2 = EF = 2R sin{FEAF =
2V2sin LEAF, 1j. sin {EAF = 1. Kako je {EAF
omrap, caemu L EAF = 30°. Kako Basku { FAF =
(a — £BAD) + L(A(BAD — a) = £, nobujamo o =
60°, ma u3 panujer pauyna ciemu BC = 2sina =

V3.

5. U3 mejemnarkocty uameby apurMeTuyke u re-
oMeTpujcke cpemmue mobmjamo 4 = z2 + y? >
2y/z%y? = 2Jzy|, Tj. |ry| < 2. Oparne cnemm
—2 < zy < 2 (0be jenqHaroCTU Ce HOCTIKY: HECHA
3a =2,y = —V2, aneBaza =y =2
IpUMETHMO Oa y 00a ciydaja BaskM, HapaBHO,
2?2 +y? =4). Cana uz (v —y)? + oy = 22 — 22y +
y?+ay = 22+ 9% — 2y = 4— 2y ooMax ciemu ma je
HajMamka BPEIHOCT IMOCMATPAHOT M3pa3a jeqHaKa

2, a HajBeha 6. Ap 2015 45 4
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