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OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 13. 12. 2014.

Prvi razred – A kategorija

1. Dokazati da ne postoje celi brojevi m i n takvi da va�i

(m+ n+ 2)2 = 3(mn+ 1).

2. a) Neka je ure�ena qetvorka (x, y, z, w) rexeǌe jednaqine

x2 + y2 + z2 + w2 = xyzw.

Dokazati da je i (yzw−x, y, z, w) tako�e rexeǌe iste te jednaqine.

b) Dokazati da jednaqina

x2 + y2 + z2 + w2 = xyzw

ima beskonaqno mnogo rexeǌa u skupu prirodnih brojeva.

3. U ravni je nacrtano nekoliko pravih. Prava a seqe taqno tri od
ostalih pravih, a prava b seqe taqno qetiri od ostalih pravih. Prava
c seqe taqno n od ostalih pravih, pri qemu je n 6= 3 i n 6= 4. Koliko je
pravih nacrtano u ravni?

4. U konveksnom xestouglu ABCDEF va�i AB ‖ FC ‖ DE, BC ‖ AD ‖
EF i CD ‖ BE. Dokazati da va�i i BE ‖ FA.
5. Za okruglim stolom sedi 2014 ǉudi. Svako od ǌih ili uvek govo-
ri istinu, ili uvek la�e. Svako od ǉudi za stolom rekao je slede�u
reqenicu: ,,Ne razmatraju�i mene i moje prve susede s leve i desne
strane, svi ostali ǉudi za ovim stolom uvek la�u“. Koliko ima ǉudi
za stolom koji uvek govore istinu?

Drugi razred – A kategorija

1. Rexiti jednaqinu

x+
È

3 +
√
x = 3.

2. Dokazati da broj qiji se dekadni zapis sastoji samo od nula i dvojki
ne mo�e biti potpun kvadrat.

3. Na preqniku AB kru�nice k nalazi se taqka C. Neka su P i Q taqke
na kru�nici k sa iste strane preqnika AB takve da je ]PCA = ]QCB.
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Neka su O1 i O2 centri opisanih kru�nica za 4PCA i 4QCB, respek-
tivno. Dokazati: O1O2 ‖ AB.

4. Neka su x i y realni brojevi. Ako su x2 − y2, x3 − y3 i x4 − y4

racionalni brojevi razliqiti od nule, da li tada i broj x − y mora
biti racionalan?

5. U jednom selu, n oqajnih doma�ica istovremeno su saznale ukupno
n razliqitih traqeva, pri qemu je svaka saznala taqno po jedan traq.
Zatim je usledio niz telefonskih razgovora, pri qemu u svakom raz-
govoru uqestvuju taqno dve doma�ice, i one tom prilikom me�usobno
razmene sve traqeve koje su qule do momenta zapoqiǌaǌa razgovora.
Koliko je minimalno potrebno telefonskih razgovora da bi svaka od
n doma�ica saznala svih n traqeva?

Tre�i razred – A kategorija

1. Neka je A = {1, 2, . . . , n}. Funkcija g : A → A zadata je na slede�i
naqin:

g(x) =
§
x+ 1, za x < n;
1, inaqe.

Koliko ima funkcija f : A → A takvih da za sve x ∈ A va�i f(f(x)) =
g(x)?

2. U oxtrougli 4ABC upisani su kvadrati P1Q1R1S1, P2Q2R2S2 i
P3Q3R3S3 na slede�i naqin: taqke P1 i Q1 le�e na du�i BC, taqka
R1 na CA i taqka S1 na AB; taqke P2 i Q2 le�e na du�i CA, taqka R2

na AB i taqka S2 na BC; taqke P3 i Q3 le�e na du�i AB, taqka R3 na
BC i taqka S3 na CA. Neka je M1 sredixte du�i P1Q1, M2 sredixte
du�i P2Q2 i M3 sredixte du�i P3Q3. Dokazati da se prave AM1, BM2

i CM3 seku u jednoj taqki.

3. Odrediti najve�i prirodan broj n koji ima osobinu da je deǉiv
svim prirodnim brojevima koji nisu ve�i od 3

√
n.

4. Neka je dat trougao qije su du�ine stranica tri uzastopna prirodna
broja i najve�i ugao je dva puta ve�i od najmaǌeg. Dokazati da je takav
trougao jedinstven.

5. Koliko ima puteva izme�u taqaka P i Q najkra�e mogu�e du�ine,
pri qemu je dozvoǉeno kretati se iskǉuqivo du� stranica kvadratne
mre�e na crte�u?
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P Q

Qetvrti razred – A kategorija

1. Dat je prirodan broj n. Neka su x1 > x2 > · · · > xn > 0 realni brojevi
koji zadovoǉavaju jednakosti

x1 + x2 + · · ·+ xn = 1

i
x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

n = x1.

Odrediti sve mogu�e vrednosti broja x1.

2. Na�i maksimalan proizvod prirodnih brojeva qiji je zbir jednak
2013.

3. U kvadrat ABCD upisana je kru�nica k. Za svaku taqku T kru�nice
k, neka su αT i βT uglovi pod kojima se vide dijagonale AC i BD
kvadrata. Dokazati da za svako T ∈ k va�i tg2 αT + tg2 βT = 8.

4. Neka je a0 proizvoǉna cifra. Za n ∈ N0, neka an+1 predstavǉa cifru
jedinica broja 20a0 + 21a1 + · · ·+ 2nan. Dokazati da je niz (an)∞n=0 peri-
odiqan poqev od nekog qlana.

5. Merlin, pomo�nik kraǉa Artura, ustanovio je da postoji 2013 vite-
zova okruglog stola, i da pritom svaki od ǌih ima taqno dva nepri-
jateǉa me�u ostalim vitezovima. Merlin je daǉe utvrdio da svi vite-
zovi mogu sesti za okrugli sto na takav naqin da izme�u svaka dva
neprijateǉa sede taqno 182 druga viteza. Znaju�i da je mogu� ovakav
raspored za okruglim stolom, odrediti na koliko naqina mo�e biti
odabrana grupa vitezova (grupu qini bar 1 vitez) u kojoj nikoja dva
viteza nisu u neprijateǉskim odnosima.
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Prvi razred – B kategorija

1. Odrediti najve�i prirodan broj n takav da broj 25!+26! bude deǉiv
brojem 3n.

2. Koliko ima puteva izme�u taqaka P i Q najkra�e mogu�e du�ine,
pri qemu je dozvoǉeno kretati se iskǉuqivo du� stranica kvadratne
mre�e na crte�u?

P

Q

3. Na ostrvu �ive samo dva tipa ǉudi: vitezovi (koji uvek govore
istinu) i podlaci (koji uvek la�u). Turista je sreo dva qoveka koji
�ive na ostrvu i pitao vixeg od ǌih da li su oni obojica vitezovi.
On mu je odgovorio, ali na osnovu tog odgovora turista nije mogao da
zakǉuqi ko su oni. Zato je pitao ni�eg da li je vixi vitez. Nakon ǌe-
govog odgovora turista je znao za svakog od ǌih dvojice kom tipu ǉudi
pripada. Kom tipu pripadaju ǉudi koje je turista sreo?

4. Ispitati da li je formula

(¬r ⇒ (p ∨ q))⇔ (p ∨ q ∨ r)

tautologija.

5. Zlatar ima qetiri mala lanqi�a kao xto je to ilustrovano na slici:

(Dakle, lanqi�i su sastavǉeni od 5, 4, 4 i 3 alki.) ǋegovi troxkovi
su 1 $ da raskine bilo koju alku sa ovih lanqi�a i 2 $ da sastavi
opet istu alku. Koliki su ǌegovi minimalni troxkovi u $ ako �eli da
pomo�u ovih alki napravi zatvoren lanqi�?
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Drugi razred – B kategorija

1. U pravouglom trapezu ABCD, s pravim uglovima u temenima A i D,
du�ine osnovica su AB = a i CD = b, pri qemu je a > b. Poznato je
da kru�nica s preqnikom AD dodiruje krak BC. Izraqunati povrxinu
trapeza ABCD (odgovor dati u zavisnosti od vrednosti a i b).

2. Pera i Mika igraju slede�u igru. Oni dodeǉuju vrednosti koefi-
cijentima a, b i c u jednaqini

ax2 + bx+ c = 0.

Pera igra prvi i upisuje proizvoǉan realan broj umesto nekog od ko-
eficijenata. Zatim Mika upisuje proizvoǉne brojeve umesto preostala
dva koeficijenta, uz uslov da sva tri upisana broja moraju biti me�u-
sobno razliqita. Mika pobe�uje ako tako dobijena jednaqina ima taqno
jedno realno rexeǌe, a Pera pobe�uje u svim ostalim sluqajevima. Ko
od ǌih dvojice ima pobedniqku strategiju?

3. Dokazati da postoji prirodan broj koji poqiǌe sa 1234567890 i koji
je deǉiv sa 2013.

4. Neka su x, y i z realni brojevi takvi da su xy, yz i zx racionalni
brojevi razliqiti od nule. Dokazati:

a) broj x2 + y2 + z2 je racionalan;

b) ako je x3 + y3 + z3 racionalan broj razliqit od nule, onda su x, y
i z racionalni brojevi.

5. Koliko ima qetvorocifrenih brojeva koji se zapisuju pomo�u cifara
1, 2 i 3, ali tako da se nijedna cifra ne pojavǉuje vixe od dva puta u
zapisu broja?

Tre�i razred – B kategorija

1. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu

sin8 x+ cos8 x =
17
32
.

2. Poǉa table formata (2m+1)×(2n+1) obojena su sa 2 boje na proizvo-
ǉan naqin. Poǉe te table nazivamo kraǉevskim ako me�u svim poǉima
u ǌegovoj vrsti ima vixe onih koja su obojena ǌegovom bojom naspram
onih koja su obojena suprotnom bojom. Poǉe te table nazivamo carskim
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ako me�u svim poǉima u ǌegovoj koloni ima vixe onih koja su obojena
ǌegovom bojom naspram onih koja su obojena suprotnom bojom. Dokazati
da postoji bar m+ n+ 1 poǉa koja su istovremeno kraǉevska i carska.

3. Odrediti sve dvocifrene brojeve deǉive proizvodom svojih cifara.

4. Du�a osnovica jednakokrakog trapeza je a, a oxtar ugao α. Dijago-
nala trapeza normalna je na krak. Trapez rotira oko du�e osnovice.
Na�i zapreminu dobijenog tela.

5. Deqak ponedeǉkom i utorkom govori istinu, subotom uvek la�e, dok
ostalim danima u nedeǉi govori istinu ili la�e nasumiqno. Sedam
uzastopnih dana ponavǉano mu je pitaǌe: ,,Kako se zovex?“ Prvih xest
dana davao je redom slede�e odgovore: ,,Ivan“, ,,Marko“, ,,Dragan“,
,,Toma“, ,,Petar“, ,,Toma“. Koji odgovor je dao sedmog dana?

Qetvrti razred – B kategorija

1. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu

4
√
x− 2 + 4

√
4− x = 2.

2. Dokazati da za svaki prirodan broj n > 1 va�i nejednakost

2! · 4! · · · (2n)! > ((n+ 1)!)n.

3. Odrediti kompleksne brojeve z2 i z3 tako da je Oz1z2z3 romb sa ox-
trim uglom kod temena O (koordinatni poqetak) jednakim 45◦, pri qemu
je z1 = 2

√
2 + i.

4. Dokazati da za x ∈ (0, π2 ) va�i

tg x > x+
x3

3
.

5. Da li me�u svim xestocifrenim brojevima ima vixe onih koji se
mogu predstaviti kao proizvod neka dva trocifrena broja, ili vixe
onih koji se ne mogu tako predstaviti?
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OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 31. 1. 2015.

Prvi razred – A kategorija

1. Na tabli je zapisan pozitivan realan broj x. U jednom koraku do-
zvoǉeno je uraditi slede�e: ukoliko je na tabli ve� zapisan broj a,
dozvol jeno je dopisati neki od brojeva a+ 1 ili 1

a , ili, ukoliko su na
tabli ve� zapisani brojevi a i b za koje va�i a > b, tada je dozvoǉeno
dopisati neki od brojeva a+ b ili a− b. Dokazati da je posle konaqno
mnogo koraka mogu�e dobiti na tabli broj x2.

2. Neka je P (n) proizvod svih cifara prirodnog broja n. Na�i sve
prirodne brojeve n za koje va�i n = P (n) + 18.

3. Neka su a i b prirodni brojevi. Dokazati da prirodni brojevi c i
d takvi da va�i a2 + b2 + c2 = d2 postoje ako i samo ako je bar jedan od
brojeva a i b paran.

4. Kru�nice k1 i k2 seku se u taqkama P i Q, pri qemu kru�nica k1

prolazi kroz centar kru�nice k2. Razliqite taqke A i B le�e na delu
kru�nice k1 koji je unutar k2 i pritom su jednako udaǉene od centra
kru�nice k2. Ako prava PA seqe k2 u taqki D 6≡ P , dokazati da tada
va�i AD = PB.

5. U bioskopsku salu koja ima 2015 mesta uxlo je 2014 posetilaca, me�u
kojima je i Mika. Svi ovi posetioci seli su na proizvoǉna mesta, ne
obaziru�i se na to koje mesto im je nameǌeno prema karti. Na pola
filma u salu ulazi 2015. posetilac. On �eli da sedne bax na svoje
mesto prema karti, i ukoliko je ono zauzeto, podi�i �e s tog mesta
gledaoca koji tu sedi. Podignuti gledalac potom gleda koje je ǌegovo
sedixte, i ako je ono zauzeto, i on �e podi�i gledaoca koji sedi na
ǌegovom mestu. Ovakav postupak se nastavǉa sve dok ne bude podignut
gledalac kome je prema karti dodeǉeno mesto koje je slobodno (i on
�e tada sesti na to mesto). Neka je a broj onih poqetnih rasporeda
za koje �e tokom qitavog ovog komexaǌa i Mika u nekom momentu biti
podignut, a b broj preostalih poqetnih rasporeda. Koji od slede�a tri
odnosa va�i: a > b, a = b ili a < b?
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Drugi razred – A kategorija

1. Rexiti sistem jednaqina:

uv = 3u− v + 1;

vw = 3v − w + 1;

wu = 3w − u+ 1.

2. Pred Rajom Ratkom na tabli stoji zapisan prirodan broj u kome
su sun�erom obrisane dve cifre izme�u kojih se nalazi paran broj
(poznatih) cifara. Raja zna ostatke polaznog broja pri deǉeǌu sa 9
i sa 11 i pokuxava da otkrije dve obrisane cifre. Ispostavilo se da
Raja nije u mogu�nosti da otkrije cifre koje nedostaju, tj. postoji vixe
ure�enih parova cifara (x, y) takvih da se, za svaki takav ure�en par,
upisivaǌem cifara iz tog ure�enog para na mesto obrisanih cifara
dobija broj koji pri deǉeǌu sa 9 i sa 11 daje upravo one ostatke koji su
poznati Raji. Odrediti izme�u kojih mogu�nosti za ure�en par (x, y)
Raja Ratak ne mo�e da se opredeli.

3. U 4ABC va�i ]BAC = 45◦ i ]CBA = 15◦. Na produ�etku stra-
nice AC preko taqke C uoqena je taqka M takva da va�i CM = 2AC.
Odrediti ]AMB.

4. Dat je 4ABC u kom va�i ]C = 90◦. Neka je P taqka na kra�em luku
AC kru�nice opisane oko 4ABC. Normala iz taqke C na pravu CP seqe
prave AP i BP u taqkama K i L, redom. Dokazati da odnos povrxina
4BKL i 4ACP ne zavisi od izbora taqke P .

5. Neka je uoqen prirodan broj n deǉiv sa 8. Posmatrajmo sve pod-
skupove skupa {1, 2, . . . , n} qija je kardinalnost deǉiva sa 4 ili daje
ostatak 1 pri deǉeǌu sa 4. Neka je broj takvih podskupova jednak m.
Pokazati da m u binarnom zapisu sadr�i taqno dve cifre 1.

Tre�i razred – A kategorija

1. Neka je p > 3 prost broj. Dokazati:

p2 |
�
p2 + 1

2

�p
+ ((p− 3)!)1+(p−1)!.
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2. Odrediti sve vrednosti parametra c za koje sistem jednaqina:

x2 − yz = 1;

y2 − zx = 2;

z2 − xy = c

ima rexeǌe u skupu nenegativnih realnih brojeva.

3. U konveksnom qetvorouglu du�ine svih stranica i dijagonala su
racionalni brojevi. Da li tada i du�ine odseqaka dijagonala na koje
ih deli ǌihova preseqna taqka moraju biti racionalni brojevi?

4. Na tabli je na poqetku zapisan broj 1. U n-tom koraku sprovodi
se slede�i postupak: svaki broj na tabli se obrixe i umesto ǌega se
zapixe niz brojeva, i to tako xto se, ukoliko je obrisan broj i, umesto
ǌega napixe niz 1, 2, . . . , i − 1 (specijalno, ukoliko je obrisan broj 1,
umesto ǌega se u ovom momentu ne upisuje nixta); potom se dodatno na
tablu dopixe broj n + 1. Odrediti koliko �e brojeva biti na tabli
nakon 2015 ovakvih koraka.

5. U konveksnom qetvorouglu ABCD poznati su uglovi: ]BCA = 40◦,
]BAC = 50◦, ]BDA = 20◦ i ]BDC = 25◦. Odrediti ugao koji zaklapaju
dijagonale tog qetvorougla.

Qetvrti razred – A kategorija

1. Na�i skup vrednosti izraza

xy + xz + yz

x+ y + z

uz ograniqeǌa x, y, z > 0 i xyz = 1.

2. Na�i sve brojeve sa 31 012 015 cifara takvih da se izmenom ma koje
cifre uvek dobija broj koji nije deǉiv sa 11.

3. Na beskonaqno velikoj tabli zapisani su svi prirodni brojevi,
svaki taqno po jedanput. U jednom koraku dozvoǉeno je izbrisati
konaqno mnogo brojeva s table, recimo a1, a2, . . . , an, i umesto ǌih
napisati ili broj

a1 + a2 + · · ·+ an,

ili broj
1

1
a1

+ 1
a2

+ · · ·+ 1
an

.
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Dokazati da je za ma koji pozitivan racionalan broj q mogu�e nakon
konaqnog broja opisanih koraka dobiti na tabli broj q.

4. Neka je C taqka na kru�nici k1. Kru�nica k2 sa centrom C seqe
k1 u taqkama P i Q. Tangenta iz centra O kru�nice k1 na kru�nicu
k2 dodiruje k2 u taqki N i seqe k1 u taqkama A i B, pri qemu va�i
AN > BN . Prave AC i PQ se seku u taqki K, a prava NK seqe k2 u
taqki L 6≡ N . Dokazati: AL ⊥ PQ.
5. Da li postoji rastu�i niz prirodnih brojeva (an)∞n=1 takav da se
svaki prirodan broj m ∈ N mo�e na jedinstven naqin predstaviti u
obliku m = ai − aj za neke i, j ∈ N?

Prvi razred – B kategorija

1. Dati su skupovi A = {1, 2} i B = {1, {1}, {1, 2}}. Odrediti skupove
A ∩B, A ∪B, A \B i B \A.
2. Neka su AA1, BB1 i CC1 visine u 4ABC, i neka je H ǌegov ortocen-
tar. Ako je ]A1HC1 = 116◦ i A1HB1 = 108◦, odrediti ]BAC.

3. Prirodan broj n je potpun kvadrat koji se ne zavrxava nulom.
Brisaǌem posledǌe dve cifre broja n dobijamo broj koji je tako�e
potpun kvadrat. Na�i najve�u mogu�u vrednost broja n.

4. Odrediti koliko ima ure�enih parova prirodnih brojeva (x, y)
takvih da va�i NZS(x, y) = 6!.

5. Na tabli je zapisano n prirodnih brojeva u nizu. Dokazati da je
mogu�e obrisati neke od ǌih (mogu�e je i ne obrisati nijedan), a potom
ispred svakog od preostalih brojeva upisati znak ,,+“ ili ,,−“ na takav
naqin da rezultat dobijenog izraza bude deǉiv sa 2n − 3.

Drugi razred – B kategorija

1. Rexiti jednaqinu

1− 2b
x− a =

a2 − b2
a2 + x2 − 2ax

,

gde su a i b fiksirani realni brojevi, a x je nepoznata.

2. Dat je 4ABC u kom va�i ]BAC = 60◦, AB = 2x i AC = 3x (gde je
x neka zadata du�ina). Da li je mogu�e ovakav trougao ise�i na tri
dela i od ǌih sastaviti pravilan xestougao?
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3. Neka su p, q i r prosti brojevi za koje va�i p+ q + 1 = r2. Dokazati
da je broj pq + 34 slo�en.

4. Na kracima AB i AC jednakokrakog 4ABC odre�ene su taqke P i Q
tako da je ]PMB = ]QMC, gde je M sredixte osnovice BC. Dokazati
da je BQ = CP .

5. Na takmiqeǌu iz matematike uqenici rade 7 zadataka, i na svakom
od ǌih mogu ostvariti 0, 1, 2, 3, 4 ili 5 poena. Nakon pregledaǌa is-
postavilo se da postoji taqno 500 uqenika koji u skoru imaju 30 poena.
Da li me�u ovih 500 uqenika moraju postojati dva koji su na svakom
zadatku ostvarili po�ednak broj poena?

Tre�i razred – B kategorija

1. Dokazati da za sve realne brojeve t va�i

btc+
�
t+

1
3

�
+
�
t+

2
3

�
= b3tc.

(Za realan broj x, sa bxc oznaqavamo najve�i ceo broj koji nije ve�i
od x.)

2. U skupu R rexiti jednaqinu

(sinx+
√

3 cosx) sin 4x = 2.

3. Na prirodnom broju n sprovodimo slede�u operaciju: posledǌu
cifru dekadnog zapisa broja n mno�imo sa 4 i to saberemo sa bro-
jem koji se dobija brisaǌem te posledǌe cifre (na primer, na taj
naqin od broja 1345 dobijamo broj 4 · 5 + 134 = 154; specijalno, uko-
liko je broj n jednocifren, uzimamo da nam nakon brisaǌa te ǌegove
jedine cifre ostaje broj 0, pa ovakvom operacijom od ǌega dobijamo
broj 4n). Ovaj postupak nastavǉamo sa svakim novodobijenim brojem,
neograniqen broj puta. Pretpostavimo da je u nekom koraku dobijen
broj 2015. Dokazati da se me�u svim brojevima koji su bili dobijeni
u nekom prethodnom momentu, kao i me�u svim brojevima koji �e tek
uslediti, ne nalazi nijedan prost broj.

4. Neka su AA1 i CC1 te�ixne du�i u 4ABC. Na stranici AC odabrana
je proizvoǉna taqka P , i kroz ǌu su povuqene prave paralelne sa AA1

i CC1. Ove prave seku stranice BC i AB u taqkama E i F , redom.
Dokazati da du�i AA1 i CC1 dele du� EF na tri jednaka dela.

5. Koliko ima xestocifrenih brojeva sa razliqitim ciframa qija je
najve�a cifra za osam ve�a od najmaǌe cifre?
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Qetvrti razred – B kategorija

1. Neka su x, y i z pozitivni realni brojevi takvi da va�i

xyz = 2015(x+ y + z).

Odrediti minimalnu vrednost izraza xy + yz + zx.

2. Neka je n = a1a2 . . . a9 dekadni zapis broja n. Koliko ima neparnih
devetocifrenih brojeva n deǉivih sa 375 kod kojih je a2 > a3 > · · · > a8?

3. Neka je CD visina pravouglog 4ABC, ]C = 90◦. Kru�nice s
centrima A i B i polupreqnikom BD seku se u taqki na pravoj BC.
Odrediti odnos DB : BC.

4. Dokazati da od svih pravih kru�nih vaǉaka konstantne zapremine
najmaǌu povrxinu ima vaǉak qija je visina jednaka preqniku osnovice.

5. Dokazati da postoji prirodan broj k > 2015 takav da 2k−2015 - k!.

DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE UQENIKA
SREDǋIH XKOLA, 28. 2. 2015.

Prvi razred – A kategorija

1. Neka su a, b i c proizvoǉni prirodni brojevi. Dokazati nejednakost

NZD(a, b− 1) ·NZD(b, c− 1) ·NZD(c, a− 1) 6 ab+ bc+ ca− a− b− c+ 1,

kao i da se jednakost dosti�e za beskonaqno mnogo trojki (a, b, c).

2. Dat je jednakokraki 4ABC, pri qemu va�i AB = AC. Unutar 4ABC
uoqena je taqka P takva da va�i ]BPC = 90◦ + ]BAC

2 . Tako�e je uoqena
taqka Q takva da va�i ]BPQ = ]PQA = 90◦. Neka je R taqka na du�i
QB takva da va�i BR = 2RQ. Dokazati da su taqke R, P i C kolinearne.

3. Quvar banke ima n sefova koje mora da quva i svaki sef ima svoj
jedinstven kǉuq koji ga otvara. Kǉuqevi su po izgledu identiqni. Qu-
var je dobio na raspolagaǌe dovoǉan broj identiqnih kru�nih metal-
nih alki. Na svaku alku mogu�e je zakaqiti proizvoǉan broj kǉuqeva
ili drugih alki (ali ne mogu na istom kǉuqu biti prikaqene dve
alke), pri qemu su alke takve da se, nakon xto quvar prikaqi sve
xto �eli, cikliqan redosled zakaqenih objekata na alki potom ne�e
remetiti. Quvar �eli da pomo�u alki spoji sve kǉuqeve u jednu celinu
na takav naqin da nadaǉe uvek bude u mogu�nosti da, na osnovu ras-
poreda kǉuqeva i alki, identifikuje kǉuq koji mu zatreba za otvaraǌe
odre�enog sefa (bez isprobavaǌa kǉuqeva na sefu). Za zadat broj n > 1,
odrediti najmaǌi broj alki koje su potrebne quvaru ukoliko:
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a) kǉuqevi imaju jednu osu simetrije u ravni kǉuqa (slika levo);
b) kǉuqevi nemaju nijednu osu simetrije u ravni kǉuqa (slika

desno)?

4. Da li postoji polinom P (x) kome nisu svi koeficijenti celobrojni
takav da va�i P (0) = 0 i da je P (a)−P (b)

a−b ceo broj za svaka dva razliqita
cela broja a i b?

Drugi razred – A kategorija

1. Neka je x realan broj takav da je izraz
q
x−

È
x−√x definisan i

va�i q
x−

È
x−√x 6 1.

Dokazati: q
x+

È
x−√x < 2.

2. Neka funkcija obrt preslikava cifre 0, 1, 2, 5, 6, 8, 9 u cifre 0, 1, 2, 5, 9,
8, 6, redom. Prirodan broj n = tktk−1 · · · t1t0 nazivamo obrtabilan ako su
mu sve cifre iz skupa {0, 1, 2, 5, 6, 8, 9} i pritom va�i t0 6= 0, i defini-
xemo

obrt(n) = obrt(t0)obrt(t1) · · · obrt(tk−1)obrt(tk)

(drugim reqima, funkcija obrt predstavǉa obrtaǌe ekrana kalkulatora
za 180◦). Dokazati da postoji beskonaqno mnogo prirodnih brojeva n sa
slede�im osobinama:
1◦ n je obrtabilan i obrt(n) = n;
2◦ n2 je obrtabilan i obrt(n2) = n2;
3◦ 41 | n.

3. Na svakom poǉu table 3 × n nalazi se jedan �eton koji je sa jedne
strane obojen belo a sa druge strane crno. U poqetku su svi �etoni
okrenuti crnom stranom nagore. Dozvoǉeno je u jednom potezu izabrati
proizvoǉno poǉe i okrenuti sve �etone na poǉima koja imaju bar jedno
zajedniqko teme sa izabranim poǉem ali ne i �eton na izabranom poǉu.
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Za koje n je mogu�e da posle izvesnog broja poteza svi �etoni budu
okrenuti belom stranom nagore?

4. Dat je oxtrougli 4ABC. Taqka N je takva da va�i ]NBA = ]NCA =
90◦, a D i E su taqke na stranicama AC i AB, redom, takve da va�i
]BNE = ]CND. Prava DE seqe pravu BC u taqki F , a K je sredixte
du�i DE. Ako je X taqka preseka kru�nica opisanih oko 4ABC i
4ADE razliqita od taqke A, dokazati da va�i ]KXF = 90◦.

Tre�i razred – A kategorija

1. Niz (xi)∞i=0 je definisan uslovima x0 = 1 i xi+1 = xi + yi − 1, gde je
yi najmaǌi prirodan broj koji ne deli xi. Da li va�i xn = 20! za neki
prirodan broj n?

2. Dat je konveksan petougao ABCDE takav da su mu uglovi kod temena
C i E pravi i va�i ]EDA = ]CDB. Neka je N podno�je visine
iz temena D u oxtrouglom 4ABD, i neka je M sredixte du�i AB.
Dokazati da su taqke C, M , N i E koncikliqne.

3. Neka je n fiksiran prirodan broj. Neka je k bilo koji prirodan
broj ne ve�i od n i neka je S skup nekih k razliqitih prostih brojeva.
Marija i Marko igraju naizmeniqno slede�u igru. Svako od ǌih bira
jedan prirodan broj ve�i od 1 qiji svi prosti delioci pripadaju skupu
S i koji nije deǉiv nijednim od prethodno izabranih brojeva. Gubi
onaj ko ne mo�e da povuqe potez. Dokazati da Marija ima pobedniqku
strategiju za bar 2

3n mogu�ih vrednosti parametra k.

4. Uqenici tre�eg razreda su za doma�i imali slede�i zadatak:

Odabrati pozitivne realne brojeve a i b i skicirati (u istom ko-
ordinatnom sistemu) grafike funkcija f, g : R → R definisane sa
f(x) = ax + b i g(x) = bx + a.

Pri pregledu doma�eg zadatka, doxavxi do Perice, profesor je rekao:
,,Perice, ne znam koje si brojeve a i b odabrao, ali nisi dobro skicirao
grafike. Naime, nije mogu�e da grafici ovakvih funkcija imaju taqno
dve zajedniqke taqke.“ Da li je profesor u pravu?

Qetvrti razred – A kategorija

1. Koliko najmaǌe razliqitih kompleksnih nula mo�e imati polinom

P (x) = axn + x2014 + 1,
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ako je a realan broj a n prirodan broj razliqit od 2014?

2. Dokazati da za svaki prirodan broj n postoji n-tocifren priro-
dan broj qije cifre su iz skupa {1, 2, 3} i koji je deǉiv zbirom svojih
cifara.

3. Neka je, u 4ABC, B1 sredixte stranice AC, B0 podno�je visine iz
temena B, a B2 osnosimetriqna slika temena B u odnosu na simetralu
]A. Neka su P i Q taqke dodira upisane i spoǉa pripisane kru�nice
sa stranicom BC, i neka je k kru�nica nad preqnikom PQ. Tangenta
t iz taqke B2 dodiruje kru�nicu k u taqki T . Dokazati da kru�nica
opisana oko 4B0B1T dodiruje pravu t.

4. Dato je 2n taqaka u ravni me�u kojima nikoje 3 nisu kolinearne.
Posmatrajmo sve mogu�e odabire od po 2n du�i qiji su krajevi u datim
taqkama (svaka taqka je kraj taqno jedne od tih du�i) i me�u kojima
se nikoje dve ne seku. Dokazati da je broj takvih odabira bar 2n−1, i
odrediti za koje se sve prirodne brojeve n mo�e dosti�i jednakost za
bar jednu poqetnu konfiguraciju od 2n taqaka.

Prvi razred – B kategorija

1. Odrediti najmaǌi prirodan broj koji ima taqno 2015 delilaca.

2. Data je kru�nica k, ǌen preqnik AB i taqka C na du�i AB razliqita
od taqaka A i B. Taqke X i Y pripadaju kru�nici k i simetriqne su u
odnosu na AB, pri qemu jox va�i CY⊥AX. Dokazati da je qetvorougao
BY CX romb.

3. Vextak na sudu treba da iz gomile od 14 novqi�a izdvoji 7 la�nih
(ǌemu je poznato koji novqi�i su la�ni a koji pravi). Sudu je poznato
da su la�ni novqi�i lakxi od pravih i da ih ima taqno 7. Vextak na
raspolagaǌu ima vagu bez tegova za izvo�eǌe svojih dokaza pred sudom.
Dokazati da u najvixe 3 mereǌa vextak mo�e sudu da doka�e koji su
novqi�i la�ni.

4. Na koliko se naqina mogu obojiti temena petougla ABCDE pomo�u
qetiri boje ako susedna temena ne mogu biti iste boje?

5. Ako je polinom

ax5 + bx4 + bx3 + ax2 + cx− 62

deǉiv polinomom
2x2 − 5x+ 2,

izraqunati 3a+ 2b.
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Drugi razred – B kategorija

1. Odrediti sve prirodne brojeve n takve da je
√
n+ 2015−√n

racionalan broj.

2. Unutar kvadrata ABCD data je taqka M za koju va�i ]MBD =
]MDC = 28◦. Izraqunati ]MAD.

3. Kraǉica Amazonki Goba je imala 5 �erki; 6 od ǌenih �enskih po-
tomaka su imale po 4 �erke svaka, 11 od ǌenih �enskih potomaka su
imale po 2 �erke svaka, a preostale nisu imale dece. Ako je poznato da
kraǉica Goba nije imala muxkih potomaka, koliko je ukupno �enskih
potomaka imala ova kraǉica?

4. Za koje vrednosti realnog parametra a je skup rexeǌa nejednaqine

x2 − a(1 + a2)x+ a4 < 0

podskup intervala (−3,−1)? (Prazan skup je podskup bilo kog skupa.)

5. Neka su a, b i c kompleksni brojevi jediniqnog modula takvi da va�i
a+ b+ c = 1. Dokazati da je bar jedan od brojeva a, b ili c jednak 1.

Tre�i razred – B kategorija

1. U skupu prirodnih brojeva rexiti jednaqinu

1
x

+
1
y

=
2

101
.

2. Perica ima j jabuka i k korpi koje su raspore�ene za okruglim
stolom. Za koje vrednosti j i k Perica mo�e rasporediti jabuke u
korpe na takav naqin da se za svake dve susedne korpe brojevi jabuka u
ǌima razlikuju taqno za 1?

3. Dokazati jednakost

16 sin4 10◦ + 8 sin3 10◦ − 12 sin2 10◦ − 4 sin 10◦ + 1 = 0.

4. Pozitivni brojevi x i y zadovoǉavaju nejednakost

x2 + y2

x+ 2y
6 2.
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Dokazati da tada va�i
x

2
+ y 6 5.

5. Na ravan sto postavǉene su qetiri lopte pri qemu se svake dve
dodiruju. Polupreqnici tri od te qetiri lopte iznose 2, 3 i 6. Izraqu-
nati polupreqnik qetvrte lopte.

Qetvrti razred – B kategorija

1. Pet razliqitih celih brojeva a, b, c, d i e zadovoǉavaju jednakost

(3− a)(3− b)(3− c)(3− d)(3− e) = 12.

Izraqunati a+ b+ c+ d+ e.

2. Odrediti koliko ima n-torki (x1, x2, ..., xn) kod kojih je svaka koor-
dinata iz skupa {0, 1, 2} i pritom je zbir x1 + x2 + · · ·+ xn paran.

3. Odrediti sve mogu�e vrednosti parametra a ∈ R takve da sve nule
polinoma

P (x) = x4 + ax2 + a2x− 1

imaju me�usobno jednake module.

4. U konveksnom qetvorouglu ABCD va�i AD = 2, ]ABD = ]ACD =
90◦ i rastojaǌe izme�u centara upisanih kru�nica u 4ABD i 4ACD
iznosi

√
2. Na�i du�inu stranice BC.

5. Na�i najmaǌu i najve�u vrednost izraza

(x− y)2 + xy,

uz uslov
x2 + y2 = 4.
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REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA IZ
MATEMATIKE UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 13. 12. 2014.

Prvi razred – A kategorija

1. Za svako k ∈ N va�i tvr�eǌe: 3 | k2 ⇒ 3 | k, tj. 3 | k2 ⇒ 9 | k2. Ako
bi postojali celi brojevi m i n za koje va�i (m+ n+ 2)2 = 3(mn+ 1),
sledilo bi 3 | (m+n+2)2, pa i 9 | (m+n+2)2, tj. i 3 | mn+1. Iz 3 | mn+1
sledi da nijedan od brojeva m i n ne mo�e biti deǉiv sa 3, niti oba
mogu davati jednake ostatke pri deǉeǌu sa 3. Dakle, jedan od ǌih daje
ostatak 1 pri deǉeǌu sa 3, a drugi daje ostatak 2. Zapiximo m = 3p+1
i n = 3q + 2 za neke p i q. Ali tada imamo m + n + 2 = 3(p + q + 1) + 2,
xto je nemogu�e jer 3 | m+ n+ 2.

Dakle, ne postoje celi brojevi m i n takvi da va�i (m + n + 2)2 =
3(mn+ 1). (Tangenta 72, str. 14, zad. M1132.)

2. a) Pretpostavimo da va�i x2 + y2 + z2 + w2 = xyzw. Tada imamo

(yzw − x)2 + y2 + z2 + w2 = y2z2w2 − 2xyzw + x2 + y2 + z2 + w2

= y2z2w2 − xyzw = (yzw − x)yzw.

b) Primetimo da je (2, 2, 2, 2) rexeǌe postavǉene jednaqine. Neka je
(x, y, z, w) takvo rexeǌe za koje va�i 2 6 x 6 y 6 z 6 w. Odatle dobijamo
yzw−x > 4w−x > 3w > w. Prema delu pod a), od rexeǌa (x, y, z, w) dobi-
jamo rexeǌe (y, z, w, yzw−x) (gde su, u obe qetvorke, brojevi sortirani
po veliqini), i dobijeno rexeǌe je razliqito od prethodnog budu�i da
je yzw − x ve�e od w. Poqevxi od (2, 2, 2, 2), ponavǉaǌem ove procedure
dobijamo beskonaqno mnogo razliqitih rexeǌa.

3. Neka je k broj nacrtanih pravih. Kako prava a seqe taqno 3 od ǌih,
me�u povuqenim pravima postoje k − 3 me�u kojima su svake dve para-
lelne, i me�u kojima se nalazi i prava a; oznaqimo skup ovih pravih
sa A . Primetimo da me�u ǌima nije ni prava b ni prava c (jer bi u
suprotnom i one sekle taqno 3 druge prave). Dakle, prave b i c su dve
od tri prave koje prava a seqe. Prave b i c nisu paralelne, budu�i da
bi u tom sluqaju one sekle isti broj pravih, a xto je u suprotnosti s
uslovom zadatka. Neka je d preostala prava koju seqe prava a, razliqita
od pravih b i c. Ako bi prava d sekla obe prave b i c, tada bi prave b
i c sekle podjednak broj pravih, xto je nemogu�e. Pretpostavimo d ‖ c.
Tada prava b seqe ukupno k−1 pravu (sve prave iz klase A , i jox prave
c i d), odakle imamo k − 1 = 4, tj. k = 5. Prava c u tom sluqaju seqe 2
prave koje saqiǌavaju klasu A , i jox pravu b, xto je ukupno 3 prave,
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kontradikcija. Dakle, preostaje d ‖ b. Tada prava b seqe ukupno k − 2
prave, odakle imamo k− 2 = 4, te dobijamo rexeǌe k = 6 (prava c u tom
sluqaju seqe 3 prave koje qine klasu A , i jox prave b i c, xto je ukupno
5 pravih, pa je uslov zadatka ispuǌen). (Tangenta 73, str. 48, zad. 24.)

Op 2014 1A 4

4. Iz prvog para paralelnosti sledi
P4FAB = P4ABC i P4CDE = P4DEF ,
a iz drugog para P4ABC = P4BCD i
P4DEF = P4EFA. Posledǌa paralelnost
daje P4BCD = P4CDE, pa sada imamo
P4FAB = P4ABC = · · · = P4EFA. Prema
tome, taqke E i B su na jednakom rasto-
jaǌu od prave FA, tj. BE ‖ FA.
5. Prvo, nemogu�e je da za stolom nema
uopxte iskrenih ǉudi, jer tada bi iz-
java bilo kog od ovih 2014 ǉudi (la�ova,
dakle) bila istinita, xto je nemogu�e
jer oni stalno priqaju neistinu. Zatim,
poxto sada znamo da imamo bar jednog
iskrenog qoveka, onda je jasno da su svi
ostali, osim ǌega i mo�da ǌegovih suseda, la�ovi. Dakle, postoje na-
jvixe 3 iskrena qoveka za stolom. Pretpostavimo da postoje taqno 3
iskrena qoveka. To bi morala biti 3 uzastopna qoveka za stolom. Oz-
naqimo ih sa A, B i C, pri qemu je B izme�u A i C. No tada bi iskazi
ǉudi A i C bili netaqni, xto je u kontradikciji s pretpostavkom da
su oni iskreni ǉudi. Pretpostavimo sada da je samo 1 iskren qovek za
stolom. Tada bi iskazi ǌegovih prvih suseda s leve i desne strane bili
istiniti, ali to je nemogu�e jer su oni po pretpostavci la�ovi, te ne
mogu davati istinite iskaze. Dakle, za stolom moraju sedeti taqno 2
iskrena qoveka. Raspored u kom ova dva qoveka sede jedan do drugog
predstavǉa primer da je ovakva situacija zaista mogu�a.

Drugi razred – A kategorija

1. Prvo rexeǌe. Oqigledan uslov je x > 0. Daǉe, zbog
È

3 +
√
x = 3 − x

mora va�iti x 6 3. Kvadriraǌem posledǌe jednaqine dobijamo 3+
√
x =

9 − 6x + x2, tj.
√
x = 6 − 6x + x2. Kvadriramo i ovu jednaqinu, uz uslov

6−6x+x2 > 0, posle qega dobijamo x = x4−12x3 +48x2−72x+36, xto se
svodi na x4−12x3+48x2−73x+36 = 0. Potra�imo jednostavnije faktore
polinoma na levoj strani: nalazimo da je deǉiv sa x − 1 i x − 4, tj.
dobijena jednaqina mo�e se zapisati u obliku (x−1)(x−4)(x2−7x+9) = 0.
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Odatle, ǌegove nule su x1 = 1, x2 = 4, x3 = 7−
√

13
2 i x4 = 7+

√
13

2 . Drugu
i qetvrtu nulu odbacujemo jer ne upadaju u interval [0, 3]. Tre�u nulu
tako�e odbacujemo jer za ǌu va�i 6− 6x3 + x2

3 = 1−
√

13
2 < 0. Ostaje x = 1

kao jedino rexeǌe polazne jednaqine.
Drugo rexeǌe. Uoqavamo da je x = 1 jedno rexeǌe postavǉene jedna-

qine. Za x > 1 va�i x +
È

3 +
√
x > 1 +

È
3 +
√

1 = 3, a za x < 1 va�i

x +
È

3 +
√
x < 1 +

È
3 +
√

1 = 3. Prema tome, x = 1 je jedino rexeǌe.
(Tangenta 70, str. 31, zad. II.4.)

2. Neka se posmatrani broj, oznaqimo ga sa n, zavrxava sa taqno k nula,
gde je k > 0. Dakle, n = x · 10k za neki prirodan broj x koji se zavrxava
cifrom 2. Primetimo da je broj n deǉiv sa 5k ali ne i sa 5k+1. Dakle, da
bi n bio potpun kvadrat, k mora biti paran broj. Sada iz n = x · 10k =
x · (10

k
2 )2 sledi da i x mora biti potpun kvadrat. Ukoliko je broj x

jednocifren (dakle, broj 2), imamo odmah kontradikciju. Dakle, x ima
bar dve cifre. No, bez obzira na to da li je pretposledǌa cifra broja
x jednaka 0 ili 2, u oba sluqaja dobijamo da dvocifreni zavrxetak
broja x nije deǉiv sa 4, pa zakǉuqujemo da je broj x deǉiv sa 2 ali ne
i sa 4; odatle, x ne mo�e biti potpun kvadrat, kontradikcija. (Tangenta
74, str. 36, zad I.4.)

Op 2014 2A 3

3. Neka su k1 i k2

kru�nice opisane oko
4PCA i 4QCB, re-
dom. Oznaqimo ]PCA =
]QCB = α i ]PAQ =
]PBQ = β. U sluqaju
da je C sredixte du�i
AB, tvr�eǌe je oqi-
gledno zbog simetrije.
Inaqe, neka je O drugi
presek kru�nice opi-
sane oko 4PCQ sa
preqnikom AB. Imamo
]OPQ = ]QCB =
]PCA = ]PQO, te
sledi OP ∼= OQ. Dakle,
O se nalazi na sime-
trali du�i PQ, koja jedino mo�e da seqe preqnik kru�nice k u centru,
pa sledi da je O centar kru�nice k. Imamo ]PCQ = ]POQ = 2]PBQ =
2β, te sledi 180◦ = ]ACP + ]BCQ + ]PCQ = 2α + 2β, tj. α + β = 90◦.
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Neka je c normala u taqki C na AB. Neka je X presek c i BP . Poxto
imamo ]XCA = ]XPA = 90◦, sledi da X pripada kru�nici k1. Daǉe,
poxto imamo ]XCP = ]XAP = β, sledi da taqka X pripada i du�i
AQ. Na sliqan naqin se sada dokazuje da X pripada i kru�nici k2, te
je CX zajedniqka tetiva dve kru�nica k1 i k2. Dakle, O1O2⊥CX⊥AB,
te sledi O1O2 ‖ AB.

4. Iz uslova zadatka imamo x2 + y2 = x4−y4

x2−y2 ∈ Q; iz ovoga i x2 − y2 ∈ Q
sledi x2, y2 ∈ Q. Daǉe, za neki nenula racionalan broj q imamo x6 =
(x3)2 = (y3 + q)2 = y6 + 2qy3 + q2, pa kako x6, y6 ∈ Q (zbog x6 = (x2)3 ∈ Q),
iz posledǌe jednakosti dobijamo y3 ∈ Q. Sada iz y2 ∈ Q i y3 ∈ Q sledi
y ∈ Q. Analogno se dokazuje x ∈ Q.

5. Jasno je da je za n = 1, 2, 3 minimalan potreban broj razgovora jednak
0, 1, 3, redom. Doka�imo da za n > 4 minimalan broj razgovora iznosi
2n − 4. Za n = 4 minimalan broj razgovora je 4, xto se posti�e tako
xto prva doma�ica priqa s drugom, zatim tre�a s qetvrtom, potom
prva s tre�om i najzad druga s qetvrtom. Direktno se proverava da za
n = 4 maǌe od 4 razgovora nije dovoǉno. Poka�imo sada kako za n > 4
doma�ice mogu razmeniti traqeve u 2n−4 razgovora. Izdvojimo qetiri
doma�ice koje �emo nazvati ,,glavne traqare“. Najpre jedna od glavnih
traqara pozove preostale n−4 doma�ice. Potom qetiri glavne traqare
me�usobno razmene sve traqeve (za xta im trebaju 4 razgovora), i zatim
ponovo jedna od glavnih traqara pozove preostale n − 4 doma�ice; to
qini ukupno n− 4 + 4 + n− 4 = 2n− 4 razgovora.

Preostaje dokazati da u sluqaju n > 4 doma�ice ne mogu razmeniti
traqeve u maǌe od 2n−4 razgovora. Pretpostavimo suprotno, i neka je n
najmaǌi broj za koji je doma�icama dovoǉno 2n−5 ili maǌe razgovora.
Fiksirajmo jedan takav niz razgovora S.

Lema. U nizu S ne�e se dogoditi da neka doma�ica quje sopstveni
traq od druge doma�ice.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno: neka postoji doma�ica D koja �e u
jednom momentu quti sopstveni traq. Tada u nizu razgovora S mo�emo
uoqiti podniz r1, r2, . . . , rk takav da za svako i jedna od doma�ica
koje uqestvuju u razgovoru ri uqestvuje i u razgovoru ri+1, i pritom
doma�ica D uqestvuje samo u razgovorima r1 i rk. Sada �emo od niza
S konstruisati odre�en niz razgovora T u kom uqestvuju sve doma�ice
osim doma�ice D. Najpre iz niza S izbriximo razgovore r1 i rk. Za
sve ostale razgovore r u kojima uqestvuje doma�ica D i pritom raz-
govara npr. s doma�icom P , uoqimo, ako postoji, prvi od razgovora
r2, r3, . . . , rk−1 koji sledi nakon razgovora r, neka je to ri, i oznaqimo sa
A doma�icu koja uqestvuje u razgovorima ri i ri−1 – a ako takvo i ne po-
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stoji, oznaqimo sa A doma�icu koja u razgovoru rk priqa s doma�icom
D; zamenimo sada razgovor r razgovorom izme�u doma�ice P i doma�ice
A. Niz razgovora T dobijen na ovakav naqin sastoji se od ne vixe od
2n − 5 − 2 = 2(n − 1) − 5 razgovora, u ǌemu uqestvuje n − 1 doma�ica, i
po konstrukciji niza T sledi da �e na ovaj naqin tih n − 1 doma�ica
razmeniti sve traqeve (prepostavǉaju�i, naravno, da je niz S takav
da �e n doma�ica koje tu uqestvuju razmeniti sve traqeve). Ovo je
kontradikcija sa minimalnox�u broja n, qime je lema dokazana.

Nastavimo sada dokaz. Iz leme sledi da je svaki razgovor ili isto-
vremeno poqetni razgovor za obe doma�ice koje uqestvuju u ǌemu, ili
ni za jednu od ǌih, i isto tako je ili istovremeno posledǌi razgovor
za obe, ili ni za jednu od ǌih. Jasno, nijedan razgovor ne mo�e biti
istovremeno poqetni i posledǌi (za doma�ice koje uqestvuju u ǌemu),
pa ukupno ima m razgovora koji su bilo poqetni bilo posledǌi za
doma�ice koje tu uqestvuju. Nazovimo sve preostale razgovore, kakvih
ima najvixe n− 5, ,,sredǌi“. Posmatrajmo kako se traqevi xire putem
iskǉuqivo sredǌih razgovora. Kako imamo n doma�ica a ne vixe od n−5
sredǌih razgovora, ovih n doma�ica mo�emo podeliti na bar 5 klasa
takvih da nikakve informacije ne sti�u od doma�ica iz jedne klase do
doma�ica iz druge klase putem iskǉuqivo sredǌih razgovora. Uoqimo
neku doma�icu D. Posmatraju�i sada sredǌe i poqetne razgovore, traq
doma�ice D putem ǌih xiri se samo kroz dve klase (klasu doma�ice
D i klasu doma�ice s kojom je razgovarala prvi put). Sliqno, posma-
traju�i sredǌe i posledǌe razgovore, putem ǌih doma�ica D dobija
informacije iz samo dve klase (svoje klase i klase doma�ice s ko-
jom je posledǌom razgovarala). Dakle, za ma koju doma�icu D postoje
bar dve od posmatranih klasa takve da razgovori unutar tih klasa ne
igraju nikakvu ulogu u xireǌu traqa doma�ice D niti informisaǌu
doma�ice D o tu�im traqevima. Oznaqimo sa c(D) broj razgovora koji
ne igraju ulogu u prenoxeǌu traqeva doma�ici D niti xireǌu traqa
doma�ice D.

Da bi traq neke doma�ice bio prenet svima potrebno je bar n − 1
razgovora, a da bi ona bila obavextena o svim traqevima potrebno
je tako�e bar n − 1 razgovora. Prema lemi, jedini razgovori u kojima
se prenosi traq neke doma�ice D a koji istovremeno imaju ulogu u
prenoxeǌu tu�ih traqeva doma�ici D jesu samo oni razgovori u kojima
doma�ica D uqestvuje (u suprotnom bi doma�ica D u nekom momentu
qula sopstveni traq). Dakle, potrebno je bar 2n − 2 − v(D) razgovora
da bi se potpuno raxirio traq doma�ice D i da bi se ǌoj saopxtili
svi traqevi, gde je v(D) broj razgovora u kojima ona uqestvuje. Kako
mora va�iti nejednakost 2n− 5 > 2n− 2− v(D) + c(D), dobijamo v(D) >



28

3 + c(D) > 3. Odatle zakǉuqujemo da svaka doma�ica mora obaviti
bar jedan sredǌi razgovor, pa sledi da se unutar svake od klasa iz
prethodnog pasusa odvio bar jedan razgovor (suprotno bi bilo mogu�e
jedino ako je doma�ica sama u svojoj klasi, tj. ukoliko uopxte nije
imala sredǌe razgovore, a upravo smo videli da to ne mo�e biti ispu-
ǌeno). No, sada iz zakǉuqka iz prethodnog pasusa sledi c(D) > 2 za
svaku doma�icu D, pa imamo v(D) > 3 + c(D) > 5 za svaku doma�icu D,
ali tada ukupan broj razgovora iznosi bar 5n

2 , kontradikcija. Time je
dokaz zavrxen.

Tre�i razred – A kategorija

1

2

3

b− 2

b− 1

b

b + 1

b + 2

n

Op 2014 3A 1

1. Za n = 1 trivijalno imamo jednu takvu
funkciju. Nadaǉe pretpostavǉamo n >
2.

Neka je f jedna takva funkcija.
Primetimo da je g = f ◦ f bijekcija.
Doka�imo da onda i f mora biti bijek-
cija. Ako f ne bi bila ,,1-1“, postojali
bi a, b ∈ A takvi da va�i f(a) = f(b), pa
i f(f(a)) = f(f(b)), tj. g(a) = g(b), xto
je nemogu�e. S druge strane, ako f ne
bi bila ,,na“, postojao bi element a ∈ A
takav da ne va�i f(x) = a ni za jedno
x ∈ A. Me�utim tada ne bi va�ilo ni
g(x) = a ni za jedno x ∈ A, xto je ponovo
kontradikcija.

Daǉe, mo�emo uoqiti da za svako x ∈ A postoji m ∈ N takvo da
va�i x = g(g(. . . g| {z }

m puta

(1) . . . )) (ka�emo: svaki element x ∈ A pripada orbiti

elementa 1 za bijekciju g). Odatle sledi i da svaki element x ∈ A
pripada orbiti elementa 1 za bijekciju f .

Obele�imo b = f(1). Iz uslova zadatka vidimo da mora va�iti
f(b) = g(1) = 2. Indukcijom pokazujemo da za sve x koji ispuǌavaju
x 6 n − b + 1 va�i f(x) = x + b − 1, a da za sve x koji ispuǌavaju
x > b va�i f(x) = x − b + 2. Zaista, za bazne sluqajeve uzimamo x = 1
i x = b; zatim, ukoliko za x > 1 va�i x 6 n − b + 1, tada induk-
tivni korak glasi f(x) = f(f(x + b − 2)) = g(x + b − 2) = x + b − 1
(primetimo da su ispuǌene nejednakosti x + b − 2 > 2 + b − 2 = b i
x + b − 2 6 n − b + 1 + b − 2 = n − 1, xto omogu�ava prikazani raqun), a
za x > b sliqno imamo f(x) = f(f(x − b + 1)) = g(x − b + 1) = x − b + 2,
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qime je tvrdǌa dokazana. Specijalno, f(n) = n − b + 2, odakle sledi
f(n − b + 2) = f(f(n)) = g(n) = 1. Primetimo da va�i f(n) < b (ako bi
va�ilo f(n) > b, sledilo bi f(f(n)) = f(n) + b − 1 > 2b − 1, ali s druge
strane imamo f(f(n)) = g(n) = 1). Poxto je svaki element x ∈ A u orbiti
elementa 1 za bijekciju f , me�u elementima 1, f(1), f(f(1)), . . . , n, n−b+2
nalaze se svi elementi skupa A. No, primetimo da smo na ovaj naqin, ne
raqunaju�i posledǌi element, izlistali upravo sve elemente x za koje
va�i nexto od 1 6 x 6 n−b+1 ili b 6 x 6 n (elementi iz ,,prve grupe“ i
,,druge grupe“ javǉaju se naizmeniqno), tj. ukupno smo izlistali (raqu-
naju�i i posledǌi) taqno 2(n−b+1)+1 elemenata. Odatle zakǉuqujemo
2(n− b+ 1) + 1 = n, tj. n = 2b− 3.

Dakle, ako je n paran broj, ne postoji takva funkcija f . Ako je n
neparan broj, ona je jednoznaqno odre�ena gorǌim razmatraǌima, tj.

f(x) =

8><>: x+
n+ 1

2
, za x 6

n− 1
2

;

x− n− 1
2

, inaqe.

Op 2014 3A 2

2. Neka je D podno�je visine
iz C na AB, x = P3Q3, p =
AD = b cosα, q = BD = a cosβ
i h = CD = b sinα = a sinβ.
Imamo AP3 = px

h i BQ3 =
qx
h , te va�i AM3 = px

h + x
2 i

M3B = qx
h + x

2 , odakle dobi-
jamo

AM3

M3B
=

2p+ h

2q + h

=
2b cosα+ b sinα
2a cosβ + a sinβ

=
b

a

�
2 cosα+ sinα
2 cosβ + sinβ

�
.

Oqito mno�eǌe ovog i analognih izraza za BM1
M1C

i CM2
M2A

daje 1, te se
prema Qevinoj teoremi prave AM1, BM2 i CM3 seku u jednoj taqki.

3. Broj 420 ima navedenu osobinu: zaista, 420 = 3 ·4 ·5 ·7 i 7 < 3
√

420 < 8.
Pretpostavimo da je n > 420 broj koji ima navedenu osobinu. Tada
brojevi 3, 4, 5 i 7 dele n, pa sledi n > 840 > 729 = 93. Odatle jox
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i brojevi 8 i 9 dele n, pa sledi n > 5 · 7 · 8 · 9 = 2520 > 2197 = 133.
Zakǉuqujemo da jox i brojevi 11 i 13 dele n, odakle dobijamo n >
5 · 7 · 8 · 9 · 11 · 13 > 6859 = 193. Neka je k prirodan broj takav da va�i
19k 6 3

√
n < 19k+1. Tada brojevi 5k, 7k, 9k, 11k, 13k, 16k, 17k i 19k dele

n, xto nas dovodi do slede�e kontradikcije:

n > 5k · 7k · 9k · 11k · 13k · 16k · 17k · 19k

= 19k(4 · 5)k(3 · 7)k(2 · 11)k(2 · 13)k(3 · 17)k > 196k > 193k+3 > n.

Prema tome, najve�i broj s tra�enom osobinom je 420. (Tangenta 70,
str. 12, zad. M1102.)

4. Neka su du�ine stranica posmatranog trougla jednake a, a+1 i a+2.
Iz sinusne teoreme i uslova zadatka imamo a

sinα = a+2
sin 2α = a+2

2 sinα cosα ,
odakle dobijamo cosα = a+2

2a . Sada na osnovu kosinusne teoreme mo�emo
sastaviti jednaqinu a2 = (a+1)2+(a+2)2−2(a+1)(a+2)a+2

2a , xto se svodi
na 0 = a2 − 3a− 4. Rexeǌa ove jednaqine su a1 = 4 i a2 = −1. Negativno
rexeǌe odbacujemo, te ostaje a = 4, i du�ine stranica posmatranog
trougla su 4, 5 i 6. (Tangenta 74, str. 12, zad. M1177.)

5. Svaki najkra�i put od taqke P do taqke Q mora biti sastavǉen od
pomeraja u nekom od smerova ,,gore-desno“ ili ,,dole-desno“, i obratno,
svaki put od taqke P do taqke Q sastavǉen isǉuqivo od takvih pomeraja
jeste jedan put od P do Q najkra�e mogu�e du�ine. Posmatrajmo qetiri
qvora na vertikalnoj osi simetrije mre�e iz postavke. Svaki put od P
do Q mora pro�i kroz taqno jedan od ǌih. Posmatrajmo najpre puteve
koji prolaze kroz najni�i od tih qvorova. Puteva od taqke P do tog
qvora ima

�9
3

�
= 84 (du�ina svakog takvog puta iznosi 9, i od tih 9

pomeraja taqno 3 moraju biti u smeru ,,gore-desno“); zbog simetrije,
od uoqenog qvora do taqke Q postoje tako�e 84 puta, pa zakǉuqujemo da
tra�enih puteva od taqke P do taqke Q koji prolaze kroz uoqeni qvor
ima 842 = 7056. Zbog simetrije, tra�enih puteva od P do Q koji prolaze
kroz najvixi od uoqena qetiri qvora ima tako�e 7056. Na sliqan naqin
izraqunavamo da, za svaki od sredǌa dva qvora, tra�enih puteva od P
do Q koji prolaze kroz ǌega ima

�9
4

�2
= 1262 = 15876. Dakle, ukupan broj

tra�enih puteva iznosi 2 · 7056 + 2 · 15876 = 45864.

Qetvrti razred – A kategorija

1. Po uslovu zadatka imamo

0 = x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n − x1 = x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

n − x1(x1 + x2 + · · ·+ xn)

= x2(x2 − x1) + x3(x3 − x1) + · · ·+ xn(xn − x1).
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Me�utim, kako va�i 0 6 xi 6 x1 za i = 2, . . . , n, svi sabirci xi(xi − x1)
u gorǌem izrazu su nepozitivni. Odatle sledi xi(xi − x1) = 0, tj. za
svako i imamo xi = x1 ili xi = 0. Ako je ispuǌeno x1 = x2 = · · · = xk
i xk+1 = · · · = xn = 0, onda sledi x1 = 1

k , i tada su uslovi zadatka
zadovoǉeni. Prema tome, mogu�e vrednosti broja x1 su 1, 1

2 ,
1
3 , . . . ,

1
n .

2. Oznaqimo sa P maksimalni tra�eni proizvod. Jasno je da nijedan od
qinilaca proizvoda P nije jednak 1. Doka�imo da nijedan qinilac ne
bi mogao biti ni ve�i od 4. Zaista, ako bi neki ǌegov qinilac, recimo
k, bio ve�i od 4, onda bi proizvod koji umesto k ima qinioce 2 i k − 2
bio ve�i od P (zbog 2(k−2) > k za k > 4), a odgovaraju�i zbir bi tako�e
bio 2013. Daǉe, svaku qetvorku u proizvodu mo�emo zameniti sa dve
dvojke (qime se ne meǌa ni zbir ni proizvod), pa zakǉuqujemo P = 2a3b

za neke a i b. Najzad, kako va�i 23 < 32 i 2+2+2 = 3+3, jasno je da dvojki
ne mo�e biti vixe od dve, tj. a ∈ {0, 1, 2}. Budu�i da 3 | 2013 i va�i

Op 2014 4A 3

2013 = 3 · 671 = 3 + 3 + · · ·+ 3| {z }
2013 puta

,

zakǉuqujemo P = 3671. (Tan-
genta 72, str. 14, zad. M1136.)

3. Postavimo kvadrat ABCD
u koordinatni sistem kao na
slici. Neka je T (x, y) proizvoǉna
taqka kru�nice k. Tada va�i
x2 + y2 = a2. Mo�emo zapisati−→
TA = (−a − x,−a − y),

−→
TB =

(a− x,−a− y), −→TC = (a− x, a− y)
i
−−→
TD = (−a − x, a − y). Odatle

lako izraqunavamo

cos2 αT =

�
(−a− x,−a− y)È

(−a− x)2 + (−a− y)2
· (a− x, a− y)È

(a− x)2 + (a− y)2

�2

=
a2

5a2 − 8xy
,

zatim

cos2 βT =

�
(a− x,−a− y)È

(a− x)2 + (−a− y)2
· (−a− x, a− y)È

(−a− x)2 + (a− y)2

�2

=
a2

5a2 + 8xy
,
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i najzad

tg2 αT + tg2 βT =
1

cos2 αT
+

1
cos2 βT

− 2 =
5a2 − 8xy

a2
+

5a2 + 8xy
a2

− 2 = 8.

(Tangenta 71, str. 16, zad. M1110.)

4. Kako je an jednako cifri jedinica broja 20a0 + 21a1 + · · · + 2n−1an−1,
zakǉuqujemo da je an+1 zapravo cifra jedinica broja an + 2nan = (2n +
1)an, a to je cifra jedinica proizvoda cifara jedinica brojeva 2n + 1
i an. Obele�imo sa bn cifru jedinica broja 2n + 1. U nizu ure�enih
parova {(bn, an) : n > 0} mora do�i do ponavǉaǌa, jer an, bn ∈ {0, 1, . . . , 9}.
Me�utim, ako je n < k, bn = bk i an = ak, mora biti i bn+1 = bk+1

i an+1 = ak+1, te dobijamo da je (an+1, an+2, . . . , ak) jedan period datog
niza.

5. Doka�imo najpre slede�u lemu.
Lema. Neka je Ln broj podskupova skupa {1, 2, 3, . . . , n} u kojima se ne

nalaze dva uzastopna prirodna broja, kao ni brojevi 1 i n istovremeno.
Tada je L1 = 1, L2 = 3 i Ln = Ln−1 + Ln−2 za n > 3.

Dokaz. Za n = 1 jedini skup s tra�enom osobinom je ∅, a za n = 2
jedina tri takva skupa su ∅, {1} i {2}. Neka je sada n > 3. Posma-
trajmo podskupove skupa {1, 2, . . . , n} koji zadovoǉavaju uslov leme. Za
svaki takav podskup, ǌegov presek sa skupom {1, n − 1, n} mo�e biti
samo nexto od slede�eg: ∅, {1}, {n − 1}, {n} ili {1, n − 1}. Oni po-
smatrani podskupovi kod kojih je takav presek jedna od prve tri nave-
dene mogu�nosti mogu se drugim reqima opisati upravo kao podskupovi
skupa {1, 2, . . . , n−1} u kojima se ne nalaze dva uzastopna prirodna broja,
kao ni brojevi 1 i n − 1 istovremeno, a takvih ima Ln−1. Razmotrimo
sada posmatrane podskupove koji u preseku sa skupom {1, n − 1, n} daju
{n} ili {1, n − 1}. Tvrdimo da takvih ima Ln−2. Uspostavi�emo bi-
jekciju izme�u ǌih i podskupova skupa {1, 2, . . . , n − 2} u kojima se ne
nalaze dva uzastopna prirodna broja, kao ni brojevi 1 i n− 2 istovre-
meno. Zaista, ako posmatramo podskup koji u preseku sa {1, n−1, n} daje
{n}, tada uklaǌaǌem elementa n dobijamo jedan zadovoǉavaju� podskup
skupa {1, 2, . . . , n − 2} (koji, primetimo, ne sadr�i element 1); ako po-
smatramo podskup koji u preseku sa {1, n− 1, n} daje {1, n− 1}, tada taj
podskup ne sadr�i element n − 2, pa uklaǌaǌem elementa n − 1 dobi-
jamo jedan zadovoǉavaju� podskup skupa {1, 2, . . . , n− 2} (koji ovog puta
sadr�i element 1). Jasno je da je ovakvo preslikavaǌe bijekcija, qime
je lema dokazana.

Vratimo se sada na postavǉeni zadatak. Neka su vitezi raspore�e-
ni za okruglim stolom na naqin koji je predvi�en u postavci, i neka
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su obele�eni slovima v1, v2, v3, . . . , v2013 redom kako sede. Primetimo da
su me�u vitezovima v1, v184, v367, . . . , v1831 neprijateǉi taqno oni vite-
zovi koji su susedi u ovom nizu, i dodatno vitezovi v1 i v1831; odatle,
od ǌih se mo�e formirati grupa me�u kojima nema neprijateǉa na
taqno L11 = 199 naqina (pri qemu smo ovde uraqunali i prazan skup).
Na isti naqin zakǉuqujemo da od vitezova v2, v185, v368, . . . , v1832 mo�emo
formirati grupu na taqno L11 naqina, i tako rezonujemo sve do niza
v183, v366, v549, . . . , v2013. Svim mogu�im kombinacijama do sada navedenih
grupa dobijamo broj L

2013
11

11 = 199183. Kako grupa koju na kraju formiramo
mora biti neprazna, odbacuju�i taj sluqaj dobijamo rexeǌe 199183− 1.

Prvi razred – B kategorija

1. Dati izraz mo�emo transformisati kao 25! + 26! = 25! · (1 + 26) =
25! ·27 = 25! ·33. Svaki tre�i broj u proizvodu 1 ·2 ·3 · · · 25 deǉiv je sa 3,
tj. takvih brojeva ima 8, xto zasad daje 38 | 25!. Brojevi 9 i 18 deǉivi
su ne samo sa 3 nego i sa 9, xto dodaje jox po jedan faktor 3 u broju
25!. Drugim reqima, imamo 310 | 25! ali 311 - 25!. Dodaju�i jox i tri
faktora 3 koja dolaze od drugog qinioca, zakǉuqujemo da 313 | 25! + 26!
ali 314 - 25! + 26!, tj. n = 13.

P

Q

M
L

I

P

Q

41
3

1 1 1 1
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Op 2014 1B 2

2. Primetimo: za
bilo koju taqku
M na nekom naj-
kra�em putu od
P do Q, u taqku
M mo�emo sti�i
samo iz taqke L
koja se nalazi
neposredno levo
odM ili iz taqke
I koja se nalazi
neposredno ispod
M (slika levo). Zato je broj najkra�ih puteva od P do M jednak zbiru
broja najkra�ih puteva od P do L i broja najkra�ih puteva od P do
I. Neposrednim prebrajaǌem, prikazanim na slici desno, dobijamo
da je broj najkra�ih puteva od P do Q jednak 200. (Zainteresovanim
uqenicima predla�emo da pogledaju i 5. zadatak u 3A razredu na ovom
takmiqeǌu, xto je slo�enija verzija ovog zadatka.)

3. Sve mogu�e kombinacije za dva qoveka koje je turista sreo jesu: (v, v),
(v, p), (p, p) i (p, v) (pri qemu u svakoj zagradi na prvom mestu stoji v
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ukoliko je ni�i qovek vitez a p ako je podlac, a drugo mesto na sliqan
naqin karakterixe vixeg qoveka). Na svoje prvo pitaǌe turista bi
dobio odgovor ,,ne“ samo u qetvrtom sluqaju, a odgovor ,,da“ u svim
ostalim sluqajevima. Dakle, poxto turisti odgovor na prvo pitaǌe
nije bio dovoǉan, zakǉuqujemo da je taj odgovor bio ,,da“ i da va�i neki
od prva tri sluqaja. Na svoje drugo pitaǌe turista bi dobio odgovor
,,da“ u prvom i tre�em sluqaju, a odgovor ,,ne“ u drugom sluqaju. Poxto
je turisti ovaj odgovor bio dovoǉan da sazna xta je �eleo, zakǉuqujemo
da je odgovor bio ,,ne“ i da va�i drugi sluqaj, tj. ni�i qovek je vitez
a vixi podlac. (Tangenta 73, str. 49, zad. 28.)

4. Dokaza�emo da obe strane posmatrane ekvivalencije imaju istu vre-
dnost za ma kakve vrednosti iskaznih slova p, q i r. Ukoliko slovo r ima
vrednost >, desna strana ekvivalencije ima vrednost >, a vrednost leve
strane je vrednost implikacije oblika ⊥ ⇒ . . . , pa je i vrednost leve
strane jednaka >. Daǉe, ukoliko neko od slova p ili q ima vrednost
>, desna strana ekvivalencije ima vrednost >, a vrednost leve strane
je vrednost implikacije oblika . . . ⇒ >, pa je i vrednost leve strane
jednaka >. Najzad, ukoliko sva tri posmatrana slova imaju vrednost
⊥, tada desna strana ekvivalencije ima vrednost ⊥, a leva strana ima
vrednost ¬⊥ ⇒ ⊥ ∨ ⊥, tj. > ⇒ ⊥, xto je ⊥. Ovim je dokaz zavrxen.
(Tangenta 73, str. 33, zad. I.2.)

5. Spajaǌe bilo koja dva razdvojena lanqi�a zahteva raskidaǌe i
ponovno sastavǉaǌe jedne alke, xto zlatara koxta 3 $. Kako na poqetku

Op 2014 2B 1

imamo qetiri lanqi�a, zlataru treba
najmaǌe 9 $ da bi obavio posao.
Poka�imo da mu je 9 $ i dovoǉno. Zlatar
mo�e da raskine sve tri alke najmaǌeg
lanqi�a, i dve od ǌih iskoristi da od
prva tri lanqi�a napravi jedan otvoren
lanqi� (od 15 alki: 13 koliko ukupno ta
tri lanqi�a imaju, plus jox 2 uzete od
tre�eg lanqi�a), a tre�u iskoristi za
zatvaraǌe lanqi�a ukrug. (Tangenta 73,
str. 51, zad. I.6.)

Drugi razred – B kategorija

1. Neka je O centar tog kruga, tj. sre-
dina stranice AD, a E taqka dodira
tog kruga sa krakom BC. Lako je uo-
qiti 4OAB ∼= 4OEB (OE = OA kao
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polupreqnici pomenutog kruga, ]OAB = ]OEB = 90◦, OB = OB, pa
podudarnost sledi po stavu SSU). Odatle dobijamo AB = BE = a.
Analogno dobijamo DC = CE = b. Dakle, BC = a + b. Neka je F pod-
no�je normale iz C na AB. Oznaqimo CF = h (ovo je visina posmatranog
trapeza). Primenom Pitagorine teoreme na 4BCF dobijamo (a+ b)2 =
h2+(a−b)2; odavde izraqunavamo h2 = 4ab, tj. h = 2

√
ab. Dakle, povrxina

posmatranog trapeza iznosi: P = h(a+b)
2 = 2

√
ab(a+b)

2 =
√
ab(a+ b).

2. Doka�imo da Pera (prvi igraq) dobija. U svom prvom potezu Pera
upisuje b = 0. Tada Mika mora umesto a i c upisati brojeve razli-
qite od nule. Jednaqina koja se tako dobija svodi se na x2 = − c

a . Ova
jednaqina ili ima dva realna rexeǌa ili nema nijedno (u zavisnosti
od toga da li je vrednost − c

a pozitivna ili negativna); dakle, Pera
pobe�uje ma kako Mika odigrao.

3. Posmatrajmo brojeve 12345678900000, 12345678900001, 12345678900002,
. . . , 12345678902012. Kako oni predstavǉaju 2013 uzastopnih prirodnih
brojeva, oni daju sve mogu�e ostatke pri deǉeǌu sa 2013. Dakle, me�u
ovim brojevima postoji neki koji daje ostatak 0 pri deǉeǌu sa 2013, tj.
postoji broj deǉiv sa 2013. (Tangenta 74, str. 12, zad. M1175.)

4. a) Iz uslova zadatka dobijamo y2 = xy·yz
zx ∈ Q (proizvod dva

racionalna broja opet je racionalan broj, i koliqnik dva racionalna
broja razliqita od nule opet je racionalan broj). Analogno dobijamo
x2 ∈ Q i z2 ∈ Q. Kako je zbir racionalnih brojeva opet racionalan
broj, dobijamo x2 + y2 + z2 ∈ Q.

b) Iz uslova zadatka imamo

(xyz)2 = (xy)(yz)(zx) ∈ Q.

Daǉe, tako�e iz uslova zadatka kao i dela dokazanog pod a), dobijamo

(x+ y + z)2 = x2 + y2 + z2 + 2xy + 2yz + 2zx ∈ Q.

Kvadrirajmo poznat identitet x3 + y3 + z3 − 3xyz = (x+ y + z)(x2 + y2 +
z2 − xy − yz − zx). Dobijamo:

(x3+y3+z3)2−6(x3+y3+z3)xyz+9(xyz)2 = (x+y+z)2(x2+y2+z2−xy−yz−zx)2.

Desna strana ove jednakosti jeste racionalan broj (za prvi qinilac
smo pokazali da je racionalan, a za drugi to sledi iz uslova zadatka
kao i dela pod a)). Sabirci (x3+y3+z3)2 i 9(xyz)2 tako�e su racionalni
brojevi. Kako je i x3 + y3 + z3 racionalan broj razliqit od nule, da
bi leva strana bila racionalan broj (xto mora biti, jer smo za desnu
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konstatovali da jeste racionalan broj) mora va�iti xyz ∈ Q. Sada
lako dobijamo z = xyz

xy ∈ Q, i analogno sledi x ∈ Q i y ∈ Q. (Tangenta
72, str. 13, zad. M1128.)

5. Kako se nijedna cifra ne sme pojavǉivati vixe od dva puta, svaki od
posmatranih qetvorocifrenih brojeva zapisan je ili pomo�u dve cifre
od kojih se svaka pojavǉuje po dva puta, ili pomo�u sve tri dozvoǉe-
ne cifre me�u kojima se jedna pojavǉuje taqno dva puta, a preostale
dve taqno po jednom. U prvom sluqaju, ukoliko su te dve cifre 1 i 2,
tada mo�emo dobiti brojeve 1122, 1212, 1221, 2112, 2121 i 2211, tj. xest
mogu�nosti; isto va�i ukoliko fiksiramo cifre 1 i 3, odnosno 2 i 3,
xto sve zajedno daje 18 mogu�nosti u prvom sluqaju. U drugom sluqaju,
ukoliko se cifra 1 pojavǉuje dva puta a preostale dve cifre po jednom,
tada mo�emo dobiti brojeve 1123, 1132, 1213, 1312, 1231, 1321, 2113, 3112,
2131, 3121, 2311 i 3211, tj. dvanaest mogu�nosti; isto va�i ukoliko se
cifra 2 (a ne cifra 1) pojavǉuje dva puta, kao i ukoliko se cifra 3
(a ne cifra 1) pojavǉuje dva puta, xto sve zajedno daje 36 mogu�nosti
u drugom sluqaju. Dakle, imamo ukupno 54 takva broja. (Tangenta 74,
str. 36, zad. I.1(a).)

Tre�i razred – B kategorija

1. Doda�emo po 2 sin4 x cos4 x = sin4 2x
8 na obe strane. Dobijamo (sin4 x +

cos4 x)2 = 17
32 + sin4 2x

8 . Tako�e iz sin4 x + cos4 x = (sin2 x + cos2 x)2 −
2 sin2 x cos2 x = 1 − 2 sin2 x cos2 x = 1 − sin2 2x

2 dobijamo (1 − sin2 2x
2 )2 =

17
32 + sin4 2x

8 . Ako uvedemo smenu t = sin2 2x
2 , posle sre�ivaǌa dobijamo

kvadratnu jednaqinu t2 − 4t + 15
16 = 0. ǋena rexeǌa su 15

4 i 1
4 . Prvo

oqito otpada zbog intervala u kom se nalazi sinus, a iz drugog dobi-
jamo: sin2 2x

2 = 1
4 , tj. sin 2x = ±

√
2

2 , a odavde imamo 2x = π
4 + kπ

2 . Dakle,
skup rexeǌa je: x ∈ {π8 + kπ

4 : k ∈ Z}.
2. U svakoj vrsti postoji bar n+ 1 kraǉevskih poǉa, te na celoj tabli
ima bar (2m+1) ·(n+1) kraǉevskih poǉa. Analogno, na celoj tabli ima
bar (2n+1) · (m+1) carskih poǉa. Neka je K skup kraǉevskih poǉa, a C
skup carskih poǉa. Va�i |K ∪C| = |K|+ |C|− |K ∩C|. Iz ove jednakosti,
zatim maloqas dobijenih nejednakosti, i najzad nejednakosti |K ∪C| 6
(2m+1)(2n+1) (jer na tabli ukupno imamo (2m+1)(2n+1) poǉa) dobijamo

|K ∩ C| = |K|+ |C| − |K ∪ C|
> (2m+ 1)(n+ 1) + (2n+ 1)(m+ 1)− (2m+ 1)(2n+ 1) = m+ n+ 1,
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xto je i trebalo dokazati.

3. Neka je xy dvocifren broj deǉiv proizvodom svojih cifara. Tada
postoji prirodan broj k takav da va�i 10x+ y = kxy, tj. y = (ky − 10)x.
Odavde zakǉuqujemo x | y, pa time i 0 < x 6 y.

Ako va�i x = y, tada sledi 11x = kx2, te sledi 11 = kx. Jedina
mogu�nost je k = 11 i x = y = 1.

Ako va�i x < y, tada sledi x 6 4 (u suprotnom y ne�e biti cifra).
Za x = 4 dobili bismo y = 8, ali to nije mogu�e jer bi tada va�ilo
48 = 32k. Za x = 3 va�i 10x = (kx − 1)y, tj. 30 = (3k − 1)y. Kako imamo
y 6 9, 3 | y i y | 30, zakǉuqujemo y = 6. Za x = 2 va�i 20 = (2k − 1)y, i
kako imamo y 6 9, 2 | y i y | 20, zakǉuqujemo y = 4. Konaqno, za x = 1
sledi 10 = (k − 1)y, pa y mo�e uzeti vrednosti 2 i 5.

Prema tome, uslove zadatka ispuǌavaju brojevi 11, 12, 15, 24 i 36.
(Tangenta 73, str. 14, zad. M1155.)

Op 2014 3B 4

4. Neka je posmatrani trapez ABCD, pri
qemu je AB du�a osnovica. Neka je E
podno�je normale iz C na osnovicu AB.
Iz AC⊥BC dobijamo BC = AB cosα =
a cosα. Zatim odavde dobijamo CE =
BC sinα = a cosα sinα i BE = BC cosα =
a cos2 α. Dobijeno telo mo�e se podeliti
na dve podudarne kupe, qiji polupreqni-
ci osnova iznose CE a visine BE, kao i
jedan vaǉak polupreqnika osnove CE i
visine CD. Odatle je tra�ena zapremi-
na jednaka:

V = 2 · 1
3
CE2 · π ·BE + CE2 · π · CD

=
2
3
(a cosα sinα)2π(a cos2 α) + (a cosα sinα)2π(a− 2a cos2 α)

= a3π cos2 α sin2 α

�
1− 4 cos2 α

3

�
.

(Tangenta 69, str. 29, zad. III.5.)

5. Ako bi me�u onih xest uzastopnih dana tokom kojih je deqak davao
nama poznate odgovore bili i ponedeǉak i utorak, morali bismo imati
dva uzastopna ista odgovora (budu�i da deqak i ponedeǉkom i utorkom
govori istinu), xto nemamo; dakle, jedine dve mogu�nosti koje pre-
ostaju jesu mogu�nost da je niz pitaǌa poqeo u utorak (a xesti odgovor
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dobili smo u nedeǉu), kao i mogu�nost da je niz pitaǌa poqeo u
sredu (a xesti odgovor dobili smo u ponedeǉak). Pretpostavimo da je
posredi druga mogu�nost. Tada smo u subotu dobili odgovor ,,Toma“, a
u ponedeǉak tako�e odgovor ,,Toma“; no, ovo je nemogu�e budu�i da su-
botom deqak uvek la�e, a ponedeǉkom uvek govori istinu. Dakle, ostaje
jedino prva mogu�nost; kako je u tom sluqaju deqak u utorak dao odgovor
,,Ivan“ a utorkom uvek govori istinu, i kako je u tom sluqaju sedmi
dan ponedeǉak, kada deqak opet govori istinu, zakǉuqujemo da je sedmog
dana deqak dao odgovor ,,Ivan“. (Tangenta 73, str. 52, zad. II.8.)

Qetvrti razred – B kategorija

1. Prvo rexeǌe. Na osnovu jednaqine iz postavke sledi da su x1 = 4
√
x− 2

i x2 = 4
√

4− x rexeǌa neke kvadratne jednaqine oblika x2 − 2x + q = 0,
za pogodno odabrano q. Nadaǉe �emo koristiti slede�e jednakosti:
x1 + x2 = 2 (dato u postavci), x1x2 = q (sledi iz Vijetovih for-
mula) i x4

1 + x4
2 = 2 (direktno se uoqava). Na osnovu ǌih imamo

(x1 + x2)2 = x2
1 + x2

2 + 2x1x2, pa je x2
1 + x2

2 = 4 − 2q. Ponovnim kvadri-
raǌem imamo x4

1 + x4
2 + 2x2

1x
2
2 = 16− 16q + 4q2, tj. 2 + 2q2 = 16− 16q + 4q2.

Rexavaǌem ove kvadratne jednaqine po q dobijamo q1 = 7, za koje se
vidi da x1 i x2 nisu realni, pa polazna jednaqina tada nema rexeǌa,
a za q2 = 1 imamo x1 = x2 = 1, pa dobijamo jedino rexeǌe x = 3.

Drugo rexeǌe. Kao u prethodnom rexeǌu, oznaqimo x1 = 4
√
x− 2 i

x2 = 4
√

4− x. Imamo x1 + x2 = 2 i x4
1 + x4

2 = 2. Primenom nejednakosti
izme�u kvadratne i aritmetiqke sredine dva puta dobijamo:

1 = 4
√

1 = 4

r
x4

1 + x4
2

2
=

Êr
(x2

1)2 + (x2
2)2

2
>

r
x2

1 + x2
2

2
>
x1 + x2

2
= 1.

Odatle, u gorǌem nizu svugde moraju va�iti jednakosti, xto je mogu�e
samo za x1 = x2. Sada iz 4

√
x− 2 = 4

√
4− x dobijamo x = 3.

2. Nejednakost dokazujemo matematiqkom indukcijom. Za n = 2 nejedna-
kost va�i (svodi se na 2! · 4! > (3!)2, tj. 48 > 36). Pretpostavimo da
posmatrana nejednakost va�i za uoqen prirodan broj n, i doka�imo da
ona tada va�i i za n+ 1, tj. 2! · 4! · · · (2(n+ 1))! > ((n+ 2)!)n+1. Imamo:

2! · 4! · · · (2(n+ 1))! = (2! · 4! · · · (2n)!) · (2n+ 2)! > ((n+ 1)!)n · (2n+ 2)!

= ((n+ 1)!)n · (n+ 1)! · ((n+ 2)(n+ 3) · · · (2n+ 2))

> ((n+ 1)!)n · (n+ 1)! · (n+ 2)n+1

= ((n+ 1)!)n+1 · (n+ 2)n+1 = ((n+ 2)!)n+1,
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xto je i trebalo dokazati. (Tangenta 72, str. 14, zad. M1133.)

3. Iz postavǉenih uslova zakǉuqujemo da se teme z3 posmatranog romba
dobija rotacijom temena z1 oko taqke O za 45◦. Drugim reqima,

z3 = z1 · (cos 45◦ + i sin 45◦) = (2
√

2 + i)

�√
2

2
+ i

√
2

2

�
=

�
2−
√

2
2

�
+ i

�
2 +
√

2
2

�
=

4−
√

2
2

+ i · 4 +
√

2
2

.
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Teme z2 mo�emo dobiti kao centralnosimetri-
qnu sliku temena O u odnosu na presek di-
jagonala, tj. u odnosu na sredixte du�i qiji
su krajevi temena z1 i z3 (budu�i da se di-
jagonale romba polove). Tra�eno sredixte je
taqka z1+z3

2 = 4+3
√

2
4 + i · 6+

√
2

4 , odakle dobijamo

z2 = 2

�
4 + 3

√
2

4
+ i · 6 +

√
2

4

�
=

4 + 3
√

2
2

+ i · 6 +
√

2
2

.

(Tangenta 72, str. 31, zad. III.4.)

4. Primetimo da za x = 0 imamo tg 0 = 0 i 0 + 03

3 = 0, tj. obe strane
posmatrane nejednakosti su jednake. Doka�imo da je funkcija f(x) =
tg x− x− x3

3 strogo rastu�a u zadatom intervalu. Dovoǉno je pokazati
f ′(x) > 0. Imamo:

f ′(x) =
1

cos2 x
− 1− x2 =

1− cos2 x
cos2 x

− x2 =
sin2 x

cos2 x
− x2 = tg2 x− x2.

Ukoliko poka�emo da za x ∈ (0, π2 ) va�i tg x > x, dobijamo f ′(x) > 0,
qime bi dokaz bio zavrxen. U tu svrhu, definiximo g(x) = tg x − x.
Kako je g(0) = 0, dovoǉno je pokazati da za x ∈ (0, π2 ) va�i g′(x) > 0. I
zaista,

g′(x) =
1

cos2 x
− 1 =

1− cos2 x
cos2 x

=
sin2 x

cos2 x
= tg2 x > 0,

xto je i trebalo dokazati. (Tangenta 69, str. 32, zad. IV.3.)

5. Postoji 900 trocifrenih brojeva. Onih xestocifrenih brojeva koji
se mogu predstaviti kao proizvod dva razliqita trocifrena broja ima
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najvixe 900·899
2 = 404550, a onih xestocifrenih brojeva koji se mogu

predstaviti kao proizvod dva ista trocifrena broja ima najvixe 900.
Odatle, xestocifrenih brojeva koji se mogu predstaviti kao proizvod
dva trocifrena broja ima najvixe 405450, xto je maǌe od polovine
ukupnog broja xestocifrenih brojeva (kojih ima 900000). Dakle, vixe
ima onih koji se ne mogu napisati kao proizvod dva trocifrena broja.

REXEǋA ZADATAKA OKRU�NOG TAKMIQEǋA IZ
MATEMATIKE UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 31. 1. 2015.

Prvi razred – A kategorija

1. Od poqetnog broja x mogu�e je dobiti brojeve 1
x i x+ 1, a zatim od

x+1 dobiti 1
x+1 . Sada zbog 1

x− 1
x+1 = 1

x2+x mo�emo dobiti i broj 1
x2+x , a

onda od ǌega i broj 1
1

x2+x

= x2 +x. Najzad, od brojeva x2 +x i x dobijamo

(x2 + x)− x = x2.

2. Neka je k broj cifara i n = akak−1 . . . a1. Za k = 1 evidentno nema
rexeǌa. Za k = 2 imamo 10a2 + a1 = a2a1 + 18, odakle sledi a2 = 18−a1

10−a1
=

1 + 8
10−a1

, te zakǉuqujemo 10 − a1 ∈ {1, 2, 4, 8}, tj. a1 ∈ {9, 8, 6, 2}. Dakle,
rexeǌa za k = 2 su: {22, 36, 58, 99}. Pokaza�emo da za k > 3 nema rexeǌa,
tj. da su maloqas nabrojana rexeǌa i jedina. Zaista, imamo

P (n) + 18 = akak−1 · · · a1 + 18 6 ak · 9k−1 + 18 6 ak(9k−1 + 18)

< ak · 10k−1 6 akak−1 . . . a1 = n

(nejednakost 9k−1 +18 < 10k−1 za k > 3 direktno se pokazuje indukcijom,
indukcijski korak je 9k + 18 < 9(9k−1 + 18) < 9 · 10k−1 < 10k), qime je
zadatak rexen.

3. Jednakost a2 + b2 + c2 = d2 ekvivalentna je sa a2 + b2 = (d − c)(d +
c). Pretpostavimo najpre da je jedan od brojeva a i b paran. Ukoliko
je drugi broj neparan, tada je izraz a2 + b2 neparan; u tom sluqaju
odgovaraju�e brojeve c i d mo�emo na�i rexavaju�i sistem d − c = 1
i d + c = a2 + b2 (dobijaju se rexeǌa c = a2+b2−1

2 i d = a2+b2+1
2 , xto

jesu prirodni brojevi). Ukoliko je i drugi broj paran, tada je izraz
a2 + b2 deǉiv sa 4, pa u tom sluqaju odgovaraju�e brojeve c i d mo�emo
na�i rexavaju�i sistem d − c = 2 i d + c = a2+b2

2 (dobijaju se rexeǌa
c = a2+b2

4 − 1 i d = a2+b2

4 + 1, xto jesu prirodni brojevi).
Uzmimo sada da va�i a2 + b2 = (d − c)(d + c), i doka�imo da je bar

jedan od brojeva a i b paran. Pretpostavimo suprotno: neka su i a i b
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neparni brojevi. Tada va�i a2 ≡ 1 (mod 4) i b2 ≡ 1 (mod 4), pa sledi
a2 + b2 ≡ 2 (mod 4). S druge strane, ako su c i d iste parnosti, tada su
oba izraza d−c i d+c parna, pa je ǌihov proizvod (xto je a2+b2) deǉiv
sa 4, kontradikcija; ako su pak c i d razliqite parnosti, tada je ǌihov
proizvod neparan, i ponovo kontradikcija. Time je zadatak rexen.

Ok 2015 1A 4

4. Lukovi ÷PB i ÷AQ su jednake du�ine,
pa je dovoǉno dokazati da va�i AD =
AQ. Neka je O centar kruga k2. Kako
imamo ]ADO = ]PDO = ]DPO =
]APO = ]AQO, sledi 4QAO ∼= 4DAO
(jer im je jox stranica AO zajedniqka,
i va�i ]DAO = ]QAO), pa dobijamo
AD = AQ.

5. Va�i a−b = 0, tj. a = b. Dokaza�emo da
mo�emo uspostaviti bijekciju izme�u
onih rasporeda qiji smo broj obele�ili
sa a (nazovimo ih ,,rasporedi tipa A“) i
onih rasporeda qiji smo broj obele�ili
sa b (nazovimo ih ,,rasporedi tipa B“). Neka je uoqen jedan raspored
tipa A, i neka u tom rasporedu Mika sedi na sedixtu M a slobodno
je sedixte S. Ovom rasporedu pridru�imo raspored u kom Mika sedi
na sedixtu S a slobodno je sedixte M (preostali gledaoci ostaju gde
su i bili). Nije texko videti da je pridru�eni raspored tipa B (za-
ista, primetimo da, u momentu kada u uoqenom rasporedu tipa A Miku
podi�e neki gledalac, tada �e u tom momentu u pridru�enom rasporedu
taj gledalac upravo imati mogu�nost da sedne na slobodno sedixte),
kao i da je ovakvo pridru�ivaǌe zaista bijekcija izme�u svih ras-
poreda tipa A i svih rasporeda tipa B.

Drugi razred – A kategorija

1. Iz prve jednaqine dobijamo v = 3u+1
u+1 . Analogno imamo u = 3w+1

w+1 i
w = 3v+1

v+1 . Sada sledi:

v =
3u+ 1
u+ 1

=
3 · 3w+1

w+1 + 1
3w+1
w+1 + 1

=
5w + 2
2w + 1

=
5 · 3v+1

v+1 + 2

2 · 3v+1
v+1 + 1

=
17v + 7
7v + 3

.

Odavde dobijamo kvadratnu jednaqinu v2 − 2v − 1 = 0. ǋena rexeǌa su
v = 1 +

√
2 i v = 1 −

√
2. Izraqunavaju�i u i w koji se dobijaju u ova
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dva sluqaja, dobijamo dva rexeǌa polaznog sistema: u = v = w = 1+
√

2
i u = v = w = 1−

√
2.

2. Neka su (x1, y1) i (x2, y2) dve od mogu�nosti izme�u kojih Raja ne
mo�e da se opredeli. Mo�emo pretpostaviti, bez umaǌeǌa opxtosti,
x1 6 x2. Neka su n1 i n2 brojevi koji se dobijaju kada se obrisane cifre
zamene ciframa iz ure�enog para (x1, y1) i (x2, y2), respektivno. Tada
imamo

n2 − n1 = (x2 − x1)10t+k + (y2 − y1)10t

za neki prirodan broj t i neparan broj k (k je neparan broj jer se izme�u
obrisanih cifara nalazi k−1 cifra, a po uslovu zadatka ova vrednost
je parna). Kako n1 i n2 daju iste ostatke pri deǉeǌu sa 9 i tako�e pri
deǉeǌu sa 11, sledi da je razlika n2 − n1 deǉiva sa 99, pa dobijamo
99 | (x2 − x1)10k + (y2 − y1). Iz 102 ≡ 1 (mod 99) zbog 2 - k sledi 10k ≡ 10
(mod 99), pa dobijamo 99 | 10(x2−x1)+(y2−y1). Kako su x1, x2, y1, y2 cifre
i x1 6 x2, sledi 0 6 x2 − x1 6 9 i −9 6 y2 − y1 6 9, tj.

−9 6 10(x2 − x1) + (y2 − y1) 6 99.

Prema tome, 10(x2 − x1) + (y2 − y1) = 0 ili 10(x2 − x1) + (y2 − y1) = 99. U
prvom sluqaju odmah dobijamo x2 = x1 i y2 = y1, tj. (x2, y2) = (x1, y1), xto
je nemogu�e. Ostaje drugi sluqaj, koji se posti�e samo za x2 − x1 = 9 i
y2 − y1 = 9, tj. za x2 = 9, x1 = 0, y2 = 9 i y1 = 0.

Dakle, Raja ne mo�e da se opredeli izme�u taqno dve mogu�nosti,
i to su (0, 0) i (9, 9).

Ok 2015 2A 3

3. Prvo rexeǌe. Izraqunavamo ]BCA =
120◦. Na du�i CB uoqimo taqku K takvu
da va�i CA = CK. Iz ]KCM = 60◦

i CM = 2CK dobijamo ]CKM = 90◦

(jer je 4CMK polovina jednakostraniqnog
trougla). Budu�i da je 4ACK jednakokrak,
sledi ]KAC = ]CKA = 30◦. Odatle
izraqunavamo ]MKA = ]AKC + ]CKM =
120◦, a sada dobijamo i ]AMK = 30◦. Za-
kǉuqujemo da je i 4AKM jednakokrak, tj.
AK = KM . Tako�e imamo ]BAK = ]BAC−
]KAC = 45◦− 30◦ = 15◦, pa je i 4AKB jednakokrak, tj. AK = KB. Oda-
tle je 4MKB jednakokrako-pravougli, te sledi ]KBM = ]KMB = 45◦.
Najzad, ]AMB = 45◦ + 30◦ = 75◦.

Drugo rexeǌe. Oznaqimo AC = x i CB = y. Na osnovu sinusne teo-
reme za 4ABC imamo: x

sin 15◦ = y
sin 45◦ , pa dobijamo x = y sin 15◦

sin 45◦ = y
√

3−1
2
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(primetimo, sin 15◦ = sin(45◦ − 30◦) =
√

6−
√

2
4 ). Primenom kosinusne teo-

reme na 4MBC imamo MB2 = (2x)2+y2−4xy cos 60◦, pa posle sre�ivaǌa
ostaje MB2 = (6−3

√
3)y2 = 3

2 (4−2
√

3)y2, tj. MB =
√

6
2 (
√

3−1)y. Oznaqimo
]AMB = ϕ. Ponovo iz kosinusne teoreme imamo CB2 = MB2 + MC2 −
2MB ·MC cosϕ, pa posle zamene ovih vrednosti i skra�ivaǌa dobijamo
cosϕ = 9−5

√
3

4
√

6−6
√

2
=
√

6−
√

2
4 . Odatle zakǉuqujemo ϕ = 75◦.

Ok 2015 2A 4

4. Oznaqimo sa R taqku dijametralno
suprotnu taqki P (kroz ǌu prolazi
i prava CK, budu�i da je normalna
na CP ). Tada imamo BR ‖ PA, pa
sledi P4PBK = P4PRK , a zbog toga i
P4BKL = P4LPR. Poxto va�i PA = BR,
imamo ]PCA = ]BPR = ]LPR; tako�e
imamo ]CAP = ]CRP , pa su 4LPR i
4PCA sliqni. Dakle, P4BKL : P4PCA =
P4LPR : P4PCA = PR2 : AC2 = AB2 :
AC2.

5. Oznaqimo sa a, b, c i d broj podskupova
skupa {1, 2, . . . , n} qija kardinalnost pri
deǉeǌu sa 4 daje ostatak 0, 1, 2 ili
3, respektivno. Broj posmatranih pod-
skupova koji imaju paran broj elemenata

jednak je broju posmatranih podskupova koji imaju neparan broj eleme-
nata (xto se mo�e videti na osnovu, recimo, binomnog razvoja izraza

(1 + x)n =
nX
j=0

�
n

j

�
xj , (1)

u kom uzimamo x = −1; tada zbir onih binomnih koeficijenata is-
pred kojih je znak ,,+“ qini taqno broj podskupova s parnim brojem
elemenata, a onih ispred kojih je znak ,,−“ upravo broj preostalih
podskupova). Ovim smo dobili

a+ c = b+ d =
2n

2
= 2n−1. (2)

Posmatrajmo ponovo binomni razvoj (1), i uzmimo x = i, gde je i ima-
ginarna jedinica. Kako va�i (1 + i)8 = ((1 + i)2)4 = (−2i)4 = 16 i n je
deǉivo sa 8, dobijamo (1 + i)n = ((1 + i)8)

n
8 = 16

n
8 = 2

n
2 , tj.

2
n
2 =

nX
j=0

�
n

j

�
ij . (3)
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Poxto je ij jednako 1, i, −1 ili −i, uslovǉeno sa j ≡ 0, 1, 2, 3 (mod 4),
respektivno, izjednaqavaǌem realnih delova leve i desne strane je-
dnakosti (3) dobijamo a − c = 2

n
2 , a izjednaqavaǌem imaginarnih de-

lova dobijamo b− d = 0. (Ove jednakosti, koje su zapravo odre�eni bi-
nomni identiteti, mogu�e je dobiti i na drugi naqin, bez korix�eǌa
kompleksnih brojeva, xto ostavǉamo zainteresovanim takmiqarima za
ve�bu.) Dobijene dve jednakosti zajedno sa (2) qine jednostavan sistem
od qetiri jednaqine s qetiri nepoznate, qijim rexavaǌem dobijamo
a = 2n−2 + 2

n−2
2 , c = 2n−2 − 2

n−2
2 i b = d = 2n−2. Dakle, kako imamo

a+ b = 2n−1 + 2
n−2

2 , ovaj broj oqito ima taqno dve jedinice u binarnom
zapisu, xto zavrxava dokaz.

Tre�i razred – A kategorija

1. Oznaqimo s = 1 + (p − 1)!. Na osnovu Vilsonove teoreme imamo s ≡ 0
(mod p), a poxto va�i i s ≡ 1 (mod p − 1), dobijamo s ≡ p (mod (p −
1)p). Kako su (p − 3)! i p uzajamno prosti, na osnovu Ojlerove teoreme
dobijamo ((p − 3)!)ϕ(p2) ≡ 1 (mod p2), tj. ((p − 3)!)(p−1)p ≡ 1 (mod p2). Iz
prethodnog i ovog zakǉuqka sledi ((p−3)!)s ≡ ((p−3)!)p (mod p2). Daǉe,
opet primenom Vilsonove teoreme dobijamo p − 1 ≡ −1 ≡ (p − 1)! =
(p− 1)(p− 2)(p− 3)! ≡ 2(p− 3)! (mod p), tj. (p− 3)! ≡ p−1

2 (mod p). Drugim
reqima, za neki ceo broj a va�i (p− 3)! = ap+ p−1

2 . Iz svega do sada, uz
korix�eǌe binomne formule, dobijamo

((p− 3)!)s ≡ ((p− 3)!)p =
�
ap+

p− 1
2

�p
≡ p · ap ·

�
p− 1

2

�p−1

+
�
p− 1

2

�p
≡
�
p− 1

2

�p
(mod p2).

Dakle, postavǉeni zadatak svodi se na p2 |
�
p2+1

2

�p
+
�
p−1
2

�p
=

(p2+1)p+(p−1)p

2p , pa je, s obzirom na qiǌenicu da je p neparan broj, do-
voǉno dokazati p2 | (p2 + 1)p + (p − 1)p. Iz binomne formule dobijamo
(p − 1)p ≡ (−1)p = −1 (mod p2), xto uz trivijalno (p2 + 1)p ≡ 1 (mod p2)
daje (p2 + 1)p + (p− 1)p ≡ 1 + (−1) = 0 (mod p2), qime je dokaz zavrxen.

2. Oznaqimo x2 − yz = a i y2 − zx = b. Sabiraǌe datih jednaqina daje
(x−y)2+(y−z)2+(z−x)2 = 2(a+b+c). Primetimo odmah da mora va�iti
a + b + c > 0 (ovo �e biti potrebno kasnije). Daǉe, oduzimaǌem druge
jednaqine od prve dobijamo (x− y)(x+ y+ z) = a− b, a sliqno sledi (y−
z)(x+y+z) = b−c i (z−x)(x+y+z) = c−a, pa kvadriraǌem i sabiraǌem
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ove tri jednakosti dobijamo 2(a+b+c)(x+y+z)2 = (a−b)2+(b−c)2+(c−a)2.
Odavde sledi x + y + z =

È
a2+b2+c2−ab−bc−ca

a+b+c . Obele�imo ovu vrednost
sa s. Iz prethodnih jednakosti dobijamo x − y = a−b

s , y − z = b−c
s i

z − x = c−a
s . Sada imamo

x =
1
3
(s+ (x− y) + (x− z)) =

1
3

�
s+

a− b
s

+
a− c
s

�
=
s2 + 2a− b− c

3s

=
1
3s

�
a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca

a+ b+ c
+ 2a− b− c

�
=

a2 − bc
s(a+ b+ c)

,

a analogno i y = b2−ca
s(a+b+c) i z = c2−ab

s(a+b+c) . Dakle, za a = 1 i b = 2 uslov
x, y, z > 0 svodi se na 1− 2c > 0, 4− c > 0, c2− 2 > 0 i a+ b+ c = c+ 3 > 0,
a odavde dobijamo −3 < c 6 −

√
2.

Ok 2015 3A 3

3. Odgovor je potvrdan. Ozna-
qimo temena qetvorougla A, B,
C, D, uglove kod tih temena
α, β, γ, δ, redom, i stranice
AB = a, BC = b, CD = c,
DA = d. Neka je S presek di-
jagonala. Neka su redom α1 i α2

uglovi na koje dijagonala AC
deli ugao α. Analogno defini-
xemo uglove β1 i β2, γ1 i γ2,
δ1 i δ2. Neka su odseqci dija-
gonala AS = x, SC = y, DS =
z, SB = t, i obele�imo jox
]CSB = ]ASD = ϕ, ]ASB =
]CSD = 180◦ − ϕ. Iz kosinusne
teoreme za 4ABC dobijamo AC2 = a2 + b2 − 2ab cosβ, pa je cosβ =
a2+b2−AC2

2ab racionalan broj. Iz istog trougla na sliqan naqin dobi-
jamo da su i cos γ1 i cosα2 racionalni brojevi. Primenom kosinusne
teoreme i na 4BCD, 4CDA i 4DAB, dobijamo da su kosinusi svih
uglova α, β, γ, δ, αi, βi, γi, δi racionalni. Kako va�i α1 +α2 = α i cosα
je racionalan, preko cosα = cos(α1 + α2) = cosα1 cosα2 − sinα1 sinα2 i
cosα1 ∈ Q i cosα2 ∈ Q dobijamo sinα1 sinα2 ∈ Q. Analogno, sinβ1 sinβ2 ∈
Q, sin γ1 sin γ2 ∈ Q i sin δ1 sin δ2 ∈ Q. Iz 4ABD imamo β1 +δ2 = 180◦−α, pa
sada iz cos(180◦ −α) = − cosα = − cos(β1 + δ2) = − cosβ1 cos δ2 + sinβ1 sin δ2
dobijamo sinβ1 sin δ2 ∈ Q. Primenom sinusne teoreme na 4BAS i 4ASD
dobijamo t

sinα2
= a

sin(180◦−ϕ) = x
sin β1

i z
sinα1

= d
sinϕ = x

sin δ2
. Mno�eǌem ovih
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jednakosti dobijamo tz
sinα1 sinα2

= ad
sin2 ϕ

= x2

sin β1 sin δ2
, a kako su vrednosti

sinα1 sinα2, ad i sinβ1 sin δ2 racionalne, dobijamo tz = l
sin2 ϕ

i x2 = p
sin2 ϕ

za neke racionalne brojeve l i p. Analogno dobijamo xy = q
sin2 ϕ

i y2 =
r

sin2 ϕ
, za neke q, r ∈ Q. Kako va�i x+ y ∈ Q (x+ y = d1, gde je d1 du�ina

dijagonale AC), iz jednakosti (x+y)2 = x2+2xy+y2 = p
sin2 ϕ

+ 2q
sin2 ϕ

+ r
sin2 ϕ

dobijamo sin2 ϕ ∈ Q. Sada iz ranijih izraza za x2 i y2 dobijamo x2 ∈ Q
i y2 ∈ Q. Konaqno, iz jednakosti y2 = (d1 − x)2 = d2

1 − 2d1x + x2 ∈ Q
dobijamo x ∈ Q, a tada sledi i y ∈ Q. Isto se dokazuje i t ∈ Q i z ∈ Q.

4. Tvrdimo da �e nakon 2015 koraka na tabli biti F2016 brojeva, gde
smo sa F2016 obele�ili 2016. qlan Fibonaqijevog niza.

Dokaza�emo jaqe tvr�eǌe: nakon n koraka na tabli �e ukupno Fn−1

puta biti zapisan broj 1, zatim Fn−2 puta biti zapisan broj 2, . . . ,
F1 puta biti zapisan broj n − 1, i jednom �e biti zapisan broj n + 1.
Doka�imo ovo indukcijom po n. U prvom koraku brixemo s table broj
1 a dopisujemo broj 2, tj. nakon prvog koraka na tabli se nalazi samo
broj 2, xto odgovara tvr�eǌu koje dokazujemo. Pretpostavimo sada da
tvr�eǌe va�i za neko zadato n, i posmatrajmo xta se dexava nakon
koraka n+ 1: broj 1 �e biti upisan prilikom brisaǌa svih brojeva od
2 navixe, a takvih ima Fn−2 +Fn−3 + · · ·+F1 + 1; broj 2 �e biti upisan
prilikom brisaǌa svih brojeva od 3 navixe, a takvih ima Fn−3+Fn−4+
· · ·+ F1 + 1 itd. Dakle, da bismo dokazali �eǉeno tvr�eǌe, dovoǉno je
dokazati jednakost

F1 + F2 + · · ·+ Fk + 1 = Fk+2.

Ovu jednakost dokazujemo indukcijom po k. Za k = 0 jednakost

Ok 2015 3A 5

va�i. Pretpostavimo da jednakost va�i
za zadat broj k. Iz te pretpostavke
imamo F1 +F2 + · · ·+Fk+Fk+1 +1 = Fk+2 +
Fk+1 = Fk+3, xto je i trebalo dokazati.
Ovim smo pokazali i �eǉeno tvr�eǌe.
Prema tome, preostaje samo da prime-
timo da se nakon 2015 koraka na tabli
nalazi ukupno F2014 +F2013 + · · ·+F1 +1 =
F2016 brojeva.

5. Uoqavamo da va�i ]ABC = 90◦.
Neka je S1 presek simetrale ]BCA sa
dijagonalom BD. Tada va�i ]S1CA =
]S1DA = 20◦ pa je qetvorougao S1ADC
tetivan, te se S1 nalazi na kru�nici
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opisanoj oko 4ACD. Na isti naqin, ako sa S2 oznaqimo presek sime-
trale ]BAC sa dijagonalom BD, dobi�emo da je qetvorougao S2ADC
tetivan, pa se i S2 nalazi na krugu opisanom oko 4ACD. Ovo je mogu�e
jedino ukoliko se taqke S1 i S2 poklapaju. U toj taqki nalazi se centar
upisane kru�nice u 4ABC, pa zakǉuqujemo da je dijagonala BD sime-
trala pravog ugla ]ABC, tj. ]DBC = 45◦. Sada se dobija da je ugao
izme�u dijagonala jednak 85◦.

Qetvrti razred – A kategorija

1. Jasno da posmatrani izraz uzima samo pozitivne vrednosti. Dokaza-
�emo da mo�e uzimati sve vrednosti na (0,∞). Posmatrajmo specijalan
sluqaj x = y = t, y = 1

t2 , gde t ∈ (0,∞). Tada ovaj izraz postaje, posle
lakog sre�ivaǌa f(t) = 2t+t4

2t3+1 . Oqito limt→0 f(t) = 0, a limt→∞ f(t) = ∞.
Tako�e oqito je i f(t) neprekidna na (0,∞), pa uzima sve vrednosti na
(0,∞).

2. Odgovor: svi brojevi deǉivi sa 11, i brojevi

1 909 090 . . . 9 090, 2 818 181 . . . 8 181, 3 727 272 . . . 7 272, 4 636 363 . . . 6 363,
5 545 454 . . . 5 454, 6 454 545 . . . 4 545, 7 363 636 . . . 3 636, 8 272 727 . . . 2 727
i 9 181 818 . . . 1 818.

Svi brojevi deǉivi sa 11 imaju tra�eno svojstvo. Zaista, kako je
broj deǉiv sa 11 akko je razlika zbirova cifara na parnim, odnosno
neparnim pozicijama deǉiva sa 11, i kako izmenom ma koje cifre u
broju ovu razliku pove�avamo ili smaǌujemo najvixe za 9, jasno je da
se izmenom ma koje cifre uvek dobija broj koji nije deǉiv sa 11.

Neka je, radi jednostavnijeg zapisa, m = 31 012 015, i pretpostavimo
sada da broj n = am−1am−2 · · · a1a0, gde 11 - n, ima tra�eno svojstvo.
Va�i

n ≡
bm

2 cX
i=0

a2i −
bm

2 c−1X
i=0

a2i+1 ≡ b 6= 0 (mod 11).

Ukoliko bi za neko i, 0 6 i 6
�
m
2

�
−1 va�ilo a2i > b, zamenom cifre a2i sa

a2i−b dobili bismo broj deǉiv sa 11, xto je nemogu�e po pretpostavci.
Isto va�i u sluqaju am−1 > b. Daǉe, ukoliko bi za neko i, 0 6 i 6

�
m
2

�
va�ilo a2i 6 b− 2, zamenom cifre a2i sa a2i − b+ 11 opet bismo dobili
broj deǉiv sa 11. Prema tome, jedine mogu�nosti su a2i = b − 1 za sve
i, 0 6 i 6

�
m
2

�
− 1, i am−1 ∈ {b − 1, b}. Posmatrajmo sada cifre na

neparnim pozicijama. Ukoliko bi za neku od ǌih va�ilo a2i+1 6 9 − b,
zamenom cifre a2i+1 sa a2i+1 + b dobili bismo broj deǉiv sa 11. Daǉe,
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ukoliko bi za neku od ǌih va�ilo a2i+1 > 11 − b, zamenom cifre a2i+1

sa a2i+1 + b− 11 dobili bismo broj deǉiv sa 11. Prema tome, sve cifre
na neparnim pozicijama moraju iznositi 10− b.

Razmotrimo mogu�nost am−1 = b− 1. Tada imamo

n ≡
�jm

2

k
+ 1
�

(b− 1)−
jm

2

k
(10− b)

= 15 506 008| {z }
≡1 (mod 11)

(b− 1)− 15 506 007| {z }
≡0 (mod 11)

(10− b) ≡ b− 1 (mod 11),

xto je nemogu�e jer va�i n ≡ b (mod 11). Prema tome, ostaje am−1 = b.
Uvrxtaju�i sada sve mogu�nosti b = 1, 2, . . . , 9 dobijamo upravo brojeve
navedene na poqetku.

3. Doka�imo najpre da se svaki pozitivan racionalan broj ne ve�i od
1 mo�e prikazati kao zbir nekoliko razliqitih racionalnih brojeva
koji svi imaju brojilac jednak 1. Neka je zadat racionalan broj x

y , gde
su x i y uzajamno prosti i va�i x 6 y. Radi�emo indukcijom po x.
Ukoliko je x = 1, nema xta da se dokazuje. Posmatrajmo sada najve�i
racionalan broj s brojiocem jednakim 1, pritom ne ve�i od x

y ; to je
broj 1

d y
x e
, i mo�emo zapisati

x

y
=

1
d yxe

+
�
x

y
− 1
d yxe

�
=

1
d yxe

+
xd yxe − y
yd yxe

=
1
d yxe

+
(−y) mod x

yd yxe
.

Brojilac razlomka (−y) mod x
yd y

x e
maǌi je od x, pa se, prema induktivnoj

hipotezi, ovaj razlomak mo�e daǉe predstaviti kao tra�ena suma.
Kako je ovaj razlomak pritom strogo maǌi od 1

d y
x e

(ukoliko bi va�ilo

suprotno, imali bismo x
y − 1

d y
x e

> 1
d y

x e
, tj. xy > 2

d y
x e
> 1
d y

x e−1
, a ovo je u kon-

tradikciji s maksimalnox�u razlomka 1
d y

x e
), me�u dobijenim sabircima

se ne javǉa 1
d y

x e
, pa imamo i tra�eno predstavǉaǌe razlomka x

y .
Sada dokazujemo da se i racionalni brojevi ve�i od 1 mogu pred-

staviti u obliku opisanog zbira. Neka je zadat racionalan broj r ve�i
od 1. Poxto va�i

P∞
i=1

1
i = ∞, mo�emo odabrati takav broj m ∈ N za

koji va�i
Pm
i=1

1
i < r ali

Pm+1
i=1

1
i > r. Zapiximo

r =
mX
i=1

1
i

+

 
r −

mX
i=1

1
i

!
.

Kako va�i r −Pm
i=1

1
i <

1
m+1 < 1, broj r −Pm

i=1
1
i mo�emo predstaviti

u obliku sume posmatranog oblika, i pritom �e imenioci svih dobi-
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jenih sabiraka biti ve�i od m+1. Prema tome, preko gorǌe jednakosti
dobijamo tra�eno predstavǉaǌe broja r.

Vratimo se sada na postavǉeni zadatak. Da bismo dobili na tabli
broj q, dovoǉno je da racionalan broj 1

q predstavimo u obliku sume
1
a1

+ 1
a2

+ · · · + 1
an

gde a1, a2, . . . , an ∈ N, i potom nam brisaǌe s table
brojeva a1, a2, . . . , an omogu�uje da umesto ǌih napixemo upravo broj q
(druga od dve mogu�nosti dozvoǉene u postavci daje upravo rezultat
1
1
q

= q). Time je zadatak rexen. (Primetimo da smo zapravo dokazali

i vixe nego xto je tra�eno: postavǉeni ciǉ mo�emo obaviti u samo
jednom koraku.)

Ok 2015 4A 4

4. Neka prava CN ponovo seqe
kru�nicu k1 u taqki D i kru-
�nicu k2 u taqki H. Tada va�i
DN = NC = CH. Taqka M pre-
seka pravih PQ i CN ima jedna-
ku potenciju u odnosu na k1 i
k2, pa sledi CN2 − MN2 = CM ·
MD = NM · MH = CN2 − CM2,
xto znaqi da je M sredixte du�i
CN . Daǉe, kako va�i AK · KC =
PK ·KQ = NK ·KT , taqke A,N,C,L
le�e na istoj kru�nici, pa dobi-
jamo ]ALC = ]ANC = 90◦. Sledi
da je AL tangenta na kru�nicu k2,
pa zakǉuqujemo da je ANCL del-
toid, odakle sledi AC ⊥ NL i
MN = MC = MK.

Sada imamo ]LAK = ]KNM =
]NKM = ]LKP , pa KP le�i na
visini trougla AKL, tj. KP ⊥ AL.
5. Takav niz postoji. Definisa�emo ga rekurzivno na slede�i naqin:
neka je a1 = 1, a2 = 2, a2n+1 = 2a2n i a2n+2 = a2n+1 + rn, gde je rn
najmaǌi prirodan broj koji se ne mo�e napisati u obliku ai − aj za
neke i, j 6 2n+1. Iz same konstrukcije sledi da se svaki prirodan broj
mo�e predstaviti u obliku ai − aj za neke i, j ∈ N. Doka�imo jox da
je ovakvo predstavǉaǌe jedinstveno. Pretpostavimo suprotno: neka je
za neke h, k, l,m za koje va�i k > h i m > l ispuǌena jednakost ak −
ah = am − al; bez umaǌeǌa opxtosti, mo�emo pretpostaviti jox m > k.
Ukoliko je m neparan broj, recimo m = 2n+1, tada imamo a2n+1 = am =
al+ ak− ah < al+ ak 6 2am−1 = 2a2n = a2n+1, kontradikcija. Neka je sada
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m paran broj, recimo m = 2n+ 2. Ukoliko va�i l = m− 1 = 2n+ 1, tada
imamo am − al = a2n+2 − a2n+1 = rn, ali tada va�i i rn = ak − ah gde je
pritom h < k 6 m − 1 = 2n + 1, xto je u kontradikciji s odabirom rn.
Ukoliko va�i k = 2n + 1, tada sliqno kao malopre imamo am − ak = rn
ali odatle i rn = al−ah (zbog am−ak = al−ah), kontradikcija. Najzad,
ukoliko va�i l < 2n+1 i k < 2n+1, tada imamo a2n+2 = am = al+ak−ah <
al + ak 6 a2n + a2n = a2n+1, xto je opet kontradikcija, qime je dokaz
zavrxen.

Prvi razred – B kategorija

1. U skupu A∩B nalaze se oni elementi koji pripadaju i skupu A i skupu
B, a takav je samo element 1, pa va�i A∩B = {1} (primetiti da, recimo,
element {1} nije zajedniqki za skupove A i B, jer on pripada skupu B
ali ne i skupu A). Sliqno, prema definiciji unije i razlike skupova,
dobijamo A ∪ B = {1, 2, {1}, {1, 2}}, A \ B = {2} i B \ A = {{1}, {1, 2}}.
(Tangenta 73, str. 33, zad. I.1.)

Ok 2015 1B 2

2. Izraqunavamo ]B1HC1 = 360◦ − ]A1HC1 −
]A1HB1 = 136◦. Kako zbir uglova qetvoro-
ugla AC1HB1 iznosi 360◦ a ǌegovi uglovi
kod temena C1 i B1 iznose po 90◦, dobijamo
]BAC = ]C1AB1 = 360◦−90◦−90◦−]B1HC1 =
44◦. (Tangenta 70, str. 29, zad. I.2.)

3. Neka je a2 broj koji se dobija brisaǌem
posledǌe dve cifre broja n. Dakle, n = 100a2+
b = c2 (gde va�i 0 < b < 100), odakle dobijamo
0 < b = c2 − 100a2 = (c − 10a)(c + 10a) < 100.

Imamo nejednakosti c > 10a i c + 10a < 100, pa iz ǌih dobijamo
100 > c + 10a > 20a, tj. a < 5. Kako najve�oj mogu�oj vrednosti broja n
odgovara najve�a mogu�a vrednost broja a, zakǉuqujemo a = 4. Znamo
da va�i c > 10a = 40. Ukoliko bi va�ilo c > 42, dobili bismo
b = (c − 10a)(c + 10a) > 2 · 82 = 164, kontradikcija sa b < 100. Kao je-
dina mogu�nost ostaje c = 41. Tada imamo n = 412 = 1681 (i brisaǌem
posledǌe dve cifre zaista ostaje 16 = 42).

4. Poxto va�i 6! = 720 = 24 ·32 ·51, napiximo x = 2a13b15c1 i y = 2a23b25c2 ,
gde se uslov iz postavke svodi na max{a1, a2} = 4, max{b1, b2} = 2 i
max{c1, c2} = 1. Dakle, parovi (a1, a2), (b1, b2) i (c1, c2) redom mogu da
se odaberu na 9, 5 i 3 naqina (xto direktno prebrajamo). Prema tome,
odgovor je 9 · 5 · 3 = 135.
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5. Posmatrajmo sve podskupove brojeva zapisanih na tabli, raqunaju�i
i prazan skup. ǋih ima 2n. Po Dirihleovom principu, postoje bar dva
od ovih podskupova, recimo A i B, takvi da suma elemenata skupa A
i suma elemenata skupa B imaju isti ostatak pri deǉeǌu sa 2n − 3.
Ispred brojeva koji se nalaze u skupu A a ne nalaze se u B napixemo
znak ,,+“, ispred brojeva koji se nalaze u skupu B a ne nalaze se u A
napixemo znak ,,−“, a sve ostale brojeve obrixemo s table. Vrednost
izraza dobijenog na taj naqin jednaka je sumi brojeva iz skupa A uma-
ǌenoj za sumu brojeva iz skupa B (zaista, primetimo da se prilikom
raqunaǌa razlike ove dve sume ispotiru oni brojevi koji se nalaze i
u skupu A i u skupu B, budu�i da oni uqestvuju u obe sume, a time
nam ostaje upravo izraz dobijen na tabli); poxto ove sume daju isti
ostatak pri deǉeǌu sa 2n− 3, ǌihova razlika deǉiva je sa 2n− 3, qime
je dokaz zavrxen.

Drugi razred – B kategorija

1. Postavǉena jednaqina ekvivalentna je sa

x− a− 2b
x− a =

a2 − b2
(x− a)2 ,

a ovo se daǉe svodi na

0 =
a2 − b2
(x− a)2 −

x− a− 2b
x− a =

a2 − b2 − (x− a− 2b)(x− a)
(x− a)2

=
−b2 − x2 + 2ax+ 2xb− 2ab

(x− a)2 =
2a(x− b)− x(x− b) + b(x− b)

(x− a)2

=
(x− b)(−x+ 2a+ b)

(x− a)2 .

Prema tome, rexeǌa su x = b ili x = 2a + b, uz uslov x 6= a. (Tangenta
70, str. 29, zad. II.1.)

2. Prvo rexeǌe. Mogu�e je. Na stranici AC uoqimo taqku D takvu da
va�i AD = AB = 2x. Neka su A1, B1, C1 i D1 sredixta du�i BD, DA,
AB i BC, redom, kao na slici levo. Od jednakostraniqnog 4AC1B1,
trapeza DCD1A1 i nekonveksnog xestougla D1BC1B1DA1 mo�emo sas-
taviti pravilan xestougao kao na slici u sredini.

Drugo rexeǌe. Uoqimo iste taqke kao u prethodnom rexeǌu. Od
4A1BD1, trapeza B1CD1A1 i trapeza A1BAB1 mo�emo sastaviti pra-
vilan xestougao kao na slici desno.
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Ok 2015 2B 2

Ok 2015 2B 4

3. Za c = 2 ne postoje odgovaraju�i a i b. Za c = 3
jedina mogu�nost je a = 3 i b = 5 (ili obratno), a
tada dobijamo ab + 34 = 49, xto jeste slo�en broj.
Pretpostavimo sada da va�i c > 3. Kako je c prost
broj, va�i c = 6k±1. Tada 6 | c2−1 = a+b. Nemogu�e
je a = 2 (jer bi tada b bio paran, tj. jednak 2, a ovo
ne odgovara uslovu), kao ni a = 3 (jer bi tada i b
bio deǉiv sa 3, tj. jednak 3, a ni ovo ne odgovara
uslovu). Sledi da je jedan od brojeva a i b jednak
6l+1 a drugi 6m−1. Tada va�i ab+34 = (6l+1)(6m−
1) + 34 = 36lm− 6l+ 6m+ 33, tj. zbir ab+ 34 deǉiv je
sa 3, pa je slo�en.

4. Poxto va�i ]MBP = ]MCQ, ]BMP = ]CMQ i
BM = CM , po stavu USU sledi 4MBP ∼= 4MCQ, a
odatle dobijamo BP = CQ. Sada po stavu SUS imamo 4BCQ ∼= 4CBP ,
a odatle sledi BQ = CP . (Tangenta 70, str. 29, zad. I.4.)

5 4 3 2 1 0 broj naqina
6 1 7

5 1 1 21 · 2 = 42

5 1 1 21 · 2 = 42

4 2 1 35 · 3 = 105

4 1 2 35 · 3 = 105

3 3 1 35 · 4 = 140

2 5 21

ukupno: 462

5. U prilo�enoj tablici prikazane
su sve mogu�e kombinacije kako
je mogu�e ostvariti 30 bodova na
ovom takmiqeǌu (u svakom redu
prikazana je po jedna mogu�nost
u zavisnosti od toga na koliko
zadataka je uqenik ostvario 5,
4, 3, 2, 1 i 0 bodova). Poxto
va�i 462 < 500, po Dirihleovom
principu moraju postojati bar
2 uqenika sa istim rasporedom
poena po zadacima.
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Tre�i razred – B kategorija

1. Zapiximo t = btc + r, pri qemu va�i 0 6 r < 1. Ukoliko va�i r < 1
3 ,

tada imamo btc = bt+ 1
3c = bt+ 2

3c, tj. leva strana posmatrane jednakosti
iznosi 3btc, dok desna iznosi b3(btc+ r)c = b3btc+ 3rc = 3btc (budu�i da
imamo 0 6 3r < 1), pa je u ovom sluqaju jednakost dokazana. Ukoliko
va�i 1

3 6 r < 2
3 , tada imamo btc = bt+ 1

3c i bt+ 2
3c = btc+1, tj. leva strana

posmatrane jednakosti iznosi 3btc + 1, dok desna iznosi b3(btc + r)c =
b3btc + 3rc = 3btc + 1 (budu�i da imamo 1 6 3r < 2), pa je i u ovom
sluqaju jednakost dokazana. Najzad, ukoliko va�i 2

3 6 r < 1, tada imamo
bt+ 1

3c = bt+ 2
3c = btc+ 1, tj. leva strana posmatrane jednakosti iznosi

3btc+ 2, dok desna iznosi b3(btc+ r)c = b3btc+ 3rc = 3btc+ 2 (budu�i da
imamo 2 6 3r < 3), qime je dokaz kompletiran. (Tangenta 71, str. 37,
zad. I.4(a).)

2. Poxto va�i

(sinx+
√

3 cosx) sin 4x = 2

�
sinx

2
+
√

3
2

cosx

�
sin 4x = 2 sin

�
x+

π

3

�
sin 4x,

postavǉena jednaqina ekvivalentna je sa sin (x+ π
3 ) sin 4x = 1. Kako za

sve α va�i | sinα| 6 1, ostaju samo dve mogu�nosti: i) sin (x+ π
3 ) = 1 i

istovremeno sin 4x = 1, ili ii) sin (x+ π
3 ) = −1 i istovremeno sin 4x =

−1. U prvom sluqaju dobijamo x = π
6 + 2kπ i istovremeno x = π

8 + lπ
2 ,

xto oqito nije mogu�e. U drugom sluqaju dobijamo x = π
6 + (2k + 1)π

i istovremeno x = π
8 + (2l+1)π

4 , xto oqito opet nije mogu�e. Dakle, ova
jednaqina nema rexeǌa.

3. Posle broja 2015 u ovom nizu sledi broj 221, a posle ǌega 26. Nakon
toga svi naredni qlanovi ovog niza su jednaki 26, jer va�i 4 ·6+2 = 26.
Dakle, nakon broja 2015 ne�e se pojaviti prost broj. Doka�imo da su
svi qlanovi niza pre broja 2015 deǉivi sa 13. Posmatrajmo neki broj
u nizu n. Neka je b ǌegova cifra jedinica, a a broj koji nastaje kada
broju n izbrixemo posledǌu cifru. Tada je posle broja n = 10a + b
slede�i qlan niza m = a + 4b = 10a+40b

10 = n+39b
10 . Ukoliko 13 | m, tada

13 | 10m, i daǉe dobijamo 13 | 10m − 39b = n. Drugim reqima, ukoliko
je broj m u nizu deǉiv sa 13, tada je i ǌegov prethodnik deǉiv sa 13.
Kako je 2015 deǉivo sa 13, dobijamo da su i svi prethodnici deǉivi sa
13. Ostaje jedino proveriti mo�e li se broj 13 pojaviti u nizu. To je
nemogu�e jer bi u tom sluqaju slede�i qlan bio 4 · 3 + 1 = 13, pa bi i
svi naredni qlanovi bili jednaki 13, te se u nizu nikada ne bi pojavio
broj 2015. Dakle, svi qlanovi pre 2015 deǉivi su sa 13 a nisu jednaki
13, pa ne mogu biti prosti.
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Ok 2015 3B 4

4. Neka je PC = λAC, PA = (1 −
λ)AC, gde va�i 0 < λ < 1. Iz
Talesove teoreme dobijamo AF =
(1−λ)AC1 = 1−λ

2 AB i CE = λCA1 =
λ
2CB. Uvedimo vektore

−−→
BA = −→a i

−−→
BC = −→c . Dobijamo

−−→
EF =

−−→
EB +−−→

BF = 1+λ
2
−→a − (1 − λ

2 )−→c . Daǉe,
neka su N i M preseqne taqke EF
sa CC1 i AA1, redom. Tada va�i−−→
EN =

−−→
EC+

−−→
CN =

−−→
EC+α

−−→
CC1, gde je

α neki realni koeficijent, a kako
va�i

−−→
CC1 =

−→a
2 −
−→c , dobijamo −−→EN =

λ
2
−→c + α(

−→a
2 −

−→c ) = α−→a
2 − (α − λ

2 )−→c .
Vektori

−−→
EF i

−−→
EN su kolinearni,

pa su im odgovaraju�i koefici-
jenti uz −→a i −→c srazmerni, tj. va�i 1+λ

α = 2−λ
2α−λ = k, iz qega se dobija

3λα = λ+λ2, tj. α = 1+λ
3 , a odatle sledi k = 3, tj.

−−→
EF = 3

−−→
EN . Analogno

dobijamo
−−→
FE = 3

−−→
FM , qime je tvr�eǌe dokazano.

5. Razdvajamo dva sluqaja: i) najve�a cifra je 9 a najmaǌa 1; ii) naj-
ve�a cifra je 8 a najmaǌa 0. (To su jedine dve mogu�nosti.) U prvom
sluqaju jedinica mo�e do�i na bilo koju od 6 pozicija, a potom devetka
na bilo koju od preostalih 5 pozicija. Daǉe, na prvu od preostale
qetiri pozicije mo�e do�i bilo koja od cifara 2, 3, . . . , 8, xto je 7
mogu�nosti, za narednu poziciju imamo 6 mogu�nosti, za poziciju posle
ǌe 5 mogu�nosti i za posledǌu preostalu poziciju 4 mogu�nosti. Time
smo nabrojali ukupno 6 · 5 · 7 · 6 · 5 · 4 = 25 200 brojeva u prvom sluqaju.
Posmatrajmo sada drugi sluqaj. Postoji 5 mogu�ih pozicija na kojima
se mo�e na�i nula (jer nula ne mo�e biti vode�a cifra), a nakon
postavǉaǌa nule imamo 5 mogu�ih pozicija za osmicu. Daǉe rezonujemo
sliqno kao u prethodnom sluqaju, i izraqunavamo da u ovom sluqaju
imamo ukupno 5 · 5 · 7 · 6 · 5 · 4 = 21 000 brojeva. Dakle, rexeǌe zadatka je
25 200 + 21 000 = 46 200 brojeva. (Tangenta 72, str. 33, zad. 13.)

Qetvrti razred – B kategorija

1. Posmatrana jednakost ekvivalentna je sa 1
yz + 1

xy + 1
xz = 1

2015 . Iz
nejednakosti aritmetiqke i harmonijske sredine za brojeve xy, yz i zx
imamo

xy + yz + zx

3
>

3
1
xy + 1

xz + 1
zy

=
3
1

2015

= 6045,
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tj. xy + yz + zx > 18 135. Minimum se dosti�e za xz = xy = yz = 6045, tj.
za x = y = z =

√
6045.

2. Poxto va�i 375 = 3 · 125, sledi da je n deǉiv sa 375 ako i samo
ako je deǉiv sa 3 i sa 125. Da bi broj bio deǉiv sa 125, potrebno
je i dovoǉno da mu trocifreni zavrxetak bude deǉiv sa 125; prema
tome, a7a8a9 ∈ {125, 375, 625, 875}. Prve dve mogu�nosti otpadaju jer nije
ispuǌen uslov a7 > a8, pa ostaju posledǌe dve. Razmotrimo prvo sluqaj
a7a8a9 = 875. Jedine mogu�nosti za a2a3a4a5a6 takve da bude ispuǌen
uslov a2 > a3 > · · · > a8 jesu 88888, 98888, 99888, 99988, 99998 i 99999,
tj. xest mogu�nosti. Preostaje jox da prebrojimo na koliko naqina
mo�emo odabrati cifru a1. U zavisnosti od ostatka koji zbir a2 +
a3 + · · · + a9 daje pri deǉeǌu sa 3, za cifru a1 mo�emo izabrati neku
od cifara iz skupa {3, 6, 9}, odnosno {2, 5, 8}, odnosno {1, 4, 7} (cifru a1

biramo tako da zbir svih cifara dobijenog broja bude deǉiv sa 3);
dakle, uvek imamo izbor izme�u taqno tri mogu�nosti za cifru a1, pa
mo�emo zakǉuqiti da u sluqaju a7a8a9 = 875 imamo 6 · 3 = 18 mogu�ih
vrednosti za n.

Posmatrajmo sada sluqaj a7a8a9 = 625. Prebrojmo koliko postoji
mogu�nosti za a2a3a4a5a6. Svaka od ovih pet cifara jeste jedna od ci-
fara 6, 7, 8 ili 9. Primetimo da bilo kakav odabir ukupno pet od ovih
cifara jednoznaqno odre�uje a2a3a4a5a6, budu�i da je poredak zadat.
Koriste�i ovo zapa�aǌe, sada raqunamo: ukoliko biramo samo jednu
cifru pet puta, tu imamo 4 mogu�nosti; ukoliko biramo dve cifre,
ǌih mo�emo izabrati na 6 naqina, a one mogu biti raspodeǉene na 4
naqina (1 + 4, 2 + 3, 3 + 2 i 4 + 1), xto daje 6 · 4 = 24 mogu�nosti; uko-
liko biramo tri cifre, ǌih mo�emo izabrati na 4 naqina, a one mogu
biti raspodeǉene na 6 naqina (1 + 1 + 3, 1 + 3 + 1, 3 + 1 + 1, 1 + 2 + 2,
1 + 2 + 1 i 2 + 1 + 1), xto daje 4 · 6 = 24 mogu�nosti; najzad, ukoliko
sve qetiri cifre budu uzete, one mogu biti raspodeǉene na 4 naqina
(jedna �e biti uzeta dva puta a ostale po jednom). Time smo nabrojali
56 mogu�nosti za a2a3a4a5a6. Kao i ranije, za svaku od ǌih cifra a1

mo�e biti odabrana na taqno 3 naqina. Prema tome, u ovom sluqaju
imamo ukupno 56 · 3 = 168 mogu�ih vrednosti za n, te je rexeǌe zadatka
18 + 168 = 186. (Tangenta 72, str. 36, zad. II.18.)

3. Oznaqimo sa M sredixte du�i AB, a sa X preseqnu taqku posma-
tranih kru�nica. Tada je 4BMX pravougli (XM⊥AB jer je zajedniq-
ka tetiva kru�nica koje se seku normalna na du� koja spaja ǌihove
centre) i va�i 4BMX ∼ 4BCA, odakle dobijamo AB

BC = BX
BM = 2BDAB ,

tj. AB2 = 2BC · BD = 2BC · BC2

AB (posledǌa jednakost lako sledi
iz 4BDC ∼ 4BCA), a odavde dobijamo AB3

BC3 = 2, tj. AB
BC = 3

√
2. Iz
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Ok 2015 4B 3

4BDC ∼ 4BCA konaqno dobijamo DB
BC =

BC
AB = 1

3√2
.

4. Neka je uoqen vaǉak polupreqnika
osnovice r i visine h, qija je zapremina
jednaka zadatoj konstanti V . Iz jedna-
kosti V = r2πh dobijamo h = V

r2π . Povr-
xina ovog vaǉka iznosi 2r2π + 2rπh =
2r2π + 2rπ V

r2π = 2r2π + 2V
r . Posmatra-

jmo ovaj izraz kao funkciju po r i po-
tra�imo prvi izvod. Prvi izvod iznosi
4rπ− 2V

r2 . Prvi izvod jednak je nuli kada
va�i 2r3π = V , pozitivan je kada va�i
2r3π > V a negativan kada va�i 2r3π <
V . Dakle, posmatrana povrxina je mini-
malna kada va�i 2r3π = V , i tada imamo
h = V

r2π = 2r3π
r2π = 2r, xto je i trebalo

dokazati. (Tangenta 70, str. 32, zad. IV.3.)

5. Prvo �emo pokazati da se u broju (2n)! prost qinilac 2 pojavǉuje na
stepen 2n−1. I zaista, me�u svim brojevima od 1 do 2n brojeva deǉivih
sa 2 ima 2n−1, brojeva deǉivih sa 4 ima 2n−2, ..., deǉivih sa 2n ima
1. Prema tome, u broju (2n)! prost qinilac 2 pojavǉuje se na stepen
2n−1 + 2n−2 + · · ·+ 2 + 1 = 2n − 1, xto smo i tvrdili. Odatle sada sledi
da se u broju (2n − 1)! prost qinilac 2 pojavǉuje na stepen 2n − 1 − n.
Prema tome, ukoliko uzmemo k = 2n−1 gde je n proizvoǉan broj ve�i od
2015, tada se u broju k! = (2n − 1)! prost qinilac 2 pojavǉuje na stepen
2n − 1− n = k − n, a poxto va�i k − n < k − 2015, dobijamo 2k−2015 - k!.

REXEǋA ZADATAKA DR�AVNOG TAKMIQEǋA IZ
MATEMATIKE UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 28. 2. 2015.

Prvi razred – A kategorija

1. Radi kra�eg zapisa, neka je d = NZD(a, b − 1), e = NZD(b, c − 1) i
f = NZD(c, a− 1).

Kako d | a, e | b i f | c, proizvod def deli abc. Tako�e, d | b − 1,
e | c− 1 i f | a− 1, tako da def deli (a− 1)(b− 1)(c− 1). Dakle, def deli
abc− (a− 1)(b− 1)(c− 1) = ab+ bc+ ca− a− b− c+1, odakle sledi tra�ena
nejednakost.

S druge strane, uzmimo (a, b, c) = (n, n+1, n+2). Kako je def = n(n+1)·
NZD(n+2, n−1) = n(n+1)·NZD(n+2, 3) i ab+bc+ca−a−b−c+1 = 3n(n+1),
jednakost va�i ako 3 | n+ 2.
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Dr 2015 1A 2

2. Neka je T taqka simetriqna taqki P
u odnosu na Q, a M presek pravih CP i
BT . Taqka R je te�ixte 4BPT , pa je do-
voǉno dokazati da je PM te�ixna du�
tog trougla.

Po uslovu zadatka je ]MPB = 180◦ −
]BPC = ]ABC, pa je ]MCB = ]MPB−
]PBC = ]ABP = ]MAB (posledǌa je-
dnakost sledi zbog MA ‖ BP ). Sledi
da je qetvorougao MACB tetivan, pa je
]MBP = ]MBA + ]ABP = ]MCA +
]MCB = ]ACB = ]MPB, tj. MP =
MB. S druge strane, M le�i na sime-
trali du�i PT , pa je tako�e MP = MT .
Prema tome, M je centar opisane kru-
�nice pravouglog 4BPT , te je M sre-
dixte du�i BT .

3. a) Sa jednom ili dve alke nije mogu�e razlikovati kǉuqeve zbog
simetrije. Me�utim, ciǉ mo�emo posti�i sa tri alke: dovoǉno je da na
jednu alku alku nakaqimo dve alke jednu do druge, i to jednu sa jednim
kǉuqem i drugu bez kǉuqeva, a zatim sve ostale kǉuqeve zakaqimo za
polaznu alku.

b) Za n > 2 dovoǉna je jedna alka: svi kǉuqevi su na istoj alci,
ali je jedan kǉuq obrnut, xto daje orijentaciju alke i poqetnu taqku
brojaǌa kǉuqeva. Za n = 2 jedna alka je nedovoǉna zbog simetrije, dok
sa dve posti�emo ciǉ na taj naqin xto na polaznu alku zakaqimo drugu
alku i dva isto orijentisana kǉuqa

4. Postoji. Potra�i�emo tra�eni polinom u obliku

P (x) =
xm + xn

2
za m,n ∈ N, m > n > 1.

Imamo P (a)−P (b)
a−b = 1

2 (a
m−bm

a−b + an−bn

a−b ), pri qemu je

ak − bk
a− b = ak−1 + ak−2b+ · · ·+ abk−2 + bk−1 ≡ a+ b+ (k − 2)ab (mod 2)

za svaki ceo broj k> 2. Zato je 2 · P (a)−P (b)
a−b ≡ (a+ b+ (m− 2)ab) + (a+ b+

(n− 2)ab) ≡ (m+ n)ab (mod 2).
Specijalno, ako su m i n iste parnosti i ve�i od 1, iz prethodnog

sledi da je 2 · P (a)−P (b)
a−b paran broj, tj. P (a)−P (b)

a−b je ceo broj za sve cele
a, b, a 6= b.



58

Drugi razred – A kategorija

1. Da bi posmatrani izrazi bili definisani, mora da va�i x > 0. Iz

uslova zadatka imamo x−√x < x−
È
x−√x6 1, pa slediq

x+
È
x−√x6

q
1 + 2

È
x−√x <

√
1 + 2 =

√
3 < 2.

Napomena. Pokazuje se da je pod datim uslovima max
q
x+

È
x−√x ≈

1,4526.

2. Posmatrajmo brojeve oblika

mi = 10i + 1 = 1 00 · · · 00| {z }
i−1

1.

Oqito, obrt(mi) = mi. Daǉe, imamo m2
i = 102i + 2 · 10i + 1, pa su, za i > 1,

sve cifre u decimalnom zapisu broja m2
i jednake 0, 1 ili 2, i va�i

obrt(m2
i ) = m2

i . No, ispostavǉa se da nijedan od ǌih nije deǉiv sa 41.
Razra�uju�i gorǌu ideju, posmatrajmo brojeve oblika

ni = 102i+2 + 111 · 10i + 1 = 1 00 · · · 00| {z }
i−1

111 00 · · · 00| {z }
i−1

1.

Oqito, obrt(ni) = ni. Daǉe, imamo

n2
i = 104i+4 + 222 · 103i+2 + 12521 · 102i + 222 · 10i + 1,

pa su, za i > 3, sve cifre u decimalnom zapisu broja n2
i jednake 0, 1,

2 ili 5, i va�i obrt(n2
i ) = n2

i . Kako 41 | n1 = 11111 i 105 ≡ 1 (mod 41),
dobijamo n5i+1 ≡ n1 ≡ 0 (mod 41), qime je dokazano da tra�enih brojeva
ima beskonaqno mnogo.

Napomena 1. Gorǌu konstrukciju je mogu�e uopxtiti. Naime, za sve
brojeve oblika nk,l = 102k+2l+10k+2l+10k+l+10k+1 takve da k

l 6∈ { 1
2 , 1, 2}

va�i obrt(nk,l) = nk,l i obrt(n2
k,l) = n2

k,l. Dakle, dovoǉno je me�u ǌima
potra�iti one koji su deǉivi sa 41, a mo�e se dokazati da su takvi svi
za koje va�i k ≡ l 6≡ 0 (mod 5) ili (k, l) mod 5 ∈ {(1, 3), (2, 1), (3, 4), (4, 2)}.

Napomena 2. Mo�e se pokazati da svaki prirodan broj deǉiv sa 41
ima zbir cifara bar 5. U tom smislu su konstruisani primeri i naj-
jednostavniji mogu�i.

3. Odgovor: mogu�e je za sve n koji nisu oblika 8k + 3 (k ∈ N0).
Redosled poteza je nebitan, tako da je dovoǉno izvrxiti operaciju

na svakom poǉu najvixe jednom. Da bi �eton na nekom poǉu imao belu
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stranu gore, potrebno je da broj ǌegovih suseda (tj. poǉa s kojima deli
teme) na kojima je izvrxena operacija bude neparan. Zadatak se svodi
na bojeǌe nekog broja poǉa tako da svako poǉe (obojeno ili ne) ima
neparan broj obojenih suseda.

Jasno je da su boje u svakoj koloni, poqev od druge, jednoznaqno
odre�ene bojama u prethodnim kolonama. (Zaista, ukoliko neobojena
poǉa obele�imo brojem 0 a obojena brojem 1, i ako su ove vrednosti u
trenutno posmatranoj koloni jednake x, y i z, tada treba da po modulu
2 budu ispuǌene slede�e jednakosti: x+ y = a, x+ y + z = b i y + z = c,
gde su a, b i c konstante qije vrednosti imamo iz rasporeda boja u
prethodnim kolonama; ovaj sistem ima jedinstveno rexeǌe po modulu
2.) To znaqi da je bojeǌe cele tablice potpuno odre�eno prvom kolonom.
Tako u zavisnosti od bojeǌa prve kolone dobijamo (do na simetriju i
cikliqne pomeraje) slede�e periodiqne nizove kolona sa periodom 8:

(1)
• • • •

• • • •
• • • •

, (2)
• • • •
• • • •

• • • •
, (3)

• • • • • •
• •

• •
.

Tra�eno bojeǌe table odgovara podnizu jednog od ovih nizova u kome
su nulta i (n+1)-va kolona prazne. Tako nam niz (1) daje rexeǌa za n ≡
0, 1, 6, 7 (mod 8), niz (2) za n ≡ 0, 2, 4, 7 (mod 8), i niz (3) za n ≡ 0, 1, 5, 7
(mod 8). Prema tome, rexeǌe postoji kad god je n 6≡ 3 (mod 8).

Dr 2015 2A 4

4. Oznaqimo sa M sredixte stra-
nice BC. Ako sa D′ i E′ oz-
naqimo redom projekcije taqaka D
i E na pravu BC, onda je BE′ =
BE cosβ = BN tg x cosβ i analogno
CD′ = CN tg x cos γ, gde je x =
]BNE = ]CND, pa kako je po si-
nusnoj teoremi BN

CN = sin(90◦−β)
sin(90◦−γ) =

cos γ
cos β , sledi BE′ = CD′ i odatle
MD′ = ME′. Prema tome, projek-
cija taqke K na pravu CD je taqka
M .

Kako je ]XED = ]XAC =
]XBC (pretpostavǉaju�i da je
X na kra�em luku AC) i sliqno
]XDE = ]XCB, 4XBC i 4XED
su sliqni. Zato su i 4XKD i
4XMC sliqni, pa je ]XKF =
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]XKD = ]XMC = ]XMF . Sledi da su taqke X, K, M i F konci-
kliqne, pa je ]KXF = ]KMF = 90◦.

Tre�i razred - A kategorija

1. Odgovor je da. Pretpostavimo suprotno, tj. da za neko n va�i xn <
20! < xn+1. Neka je xn = 20! − r. Kako je yn > r + 1, broj xn je deǉiv
sa r + 1, ali r + 1 - r, odakle sledi da r + 1 - xn + r = 20!. Sada je
yn > r > 20, pa NZS(1, 2, . . . , 20) = A | xn. Ali onda A | 20! − xn = r, tj.
r>A, pa NZS(1, 2, . . . , A) = B | xn, tako da je B6xn < 20!. S druge strane,
A = 24 · 32 · · · · > 110, pa je B deǉivo sa svim prostim brojevima izme�u
20 i 110, a ǌih je 21. Zato je B > 2021 > 20!, xto je kontradikcija.

Dr 2015 3A 2

2. Neka su K i L redom sre-
dixta du�i BD i AD. Tada
va�i CK = BK = ML i
KM = LA = LE, pa kako
je jox ]CKM = ]CKB +
]BKM = 2]CDB+]BDA =
2 ] ADE + ]BDA = ]ALE +
]MLA = ]MLE, dobijamo
4CKM ∼= 4MLE i odatle
MC = ME.

Iz tetivnosti qetvorou-
glova DNAE i DNBC do-
bijamo ]ANE = ]ADE =
]CDB = ]CNB, pa je AB
spoǉna simetrala ]ENC.
Zato je M taqka preseka spoǉne simetrale ]ENC i simetrale du�i
EC, pa je M sredixte luka ùENC kru�nice opisane oko 4ENC.

3. Najpre doka�imo indukcijom po k da je igra konaqna, tj. da u svakom
beskonaqnom nizu a1, a2, . . . prirodnih brojeva qiji su svi prosti fak-
tori u S = {p1, . . . , pk} postoje indeksi i < j takvi da je ai | aj. Za k = 1
ovo je trivijalno. Neka je k > 2. Sa vi(x) �emo oznaqavati eksponent
broja pi u kanonskoj faktorizaciji broja x. Ako a1 | an za neko n, dokaz
je gotov. U suprotnom, za svako n imamo vi(an) < vi(a1) za neko 16i6k. Za
bar jedno i ova nejednakost va�i beskonaqno mnogo puta, odakle sledi
da, za neke i i m, va�i vi(an) = m za beskonaqno mnogo brojeva n. Neka
je n1, n2, . . . rastu�i niz svih takvih brojeva n. Svi prosti faktori
brojeva bj =

anj

pm
i

(j ∈ N) su u skupu S \ {pi}. Me�utim, po induktivnoj
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pretpostavci za k−1 postoje indeksi r < s takvi da br | bs, a tada tako�e
anr | ans . Indukcija je zavrxena.

Vratimo se na zadatak. Za k = 1 Marija odmah pobe�uje biraju�i
dati prost broj. Za k = 2, neka su p i q dati prosti brojevi. Marija
bira pq, nakon qega su dozvoǉeni samo stepeni brojeva p i q. Ako Marko
izabere jedan od brojeva ps ili qs, Marija bira onaj drugi, qime osi-
gurava pobedu jer nakon svakog Markovog poteza mo�e da odigra svoj.

Tvr�eǌe zadatka �e slediti ako poka�emo da, ako Marko ima pobe-
dniqku strategiju za k = s, onda Marija ima pobedniqku strategiju za
k = s+ 1 i k = s+ 2.

Za k = s + 1 Marija poqiǌe izborom prostog broja p ∈ S. Nakon
ovoga su dozvoǉeni samo brojevi sa prostim faktorima u S \ {p}, pri
qemu Marija igra druga, pa pobe�uje slede�i Markovu strategiju za
k = s.

Za k = s+ 2 Marija poqiǌe izborom broja pq, gde su p, q ∈ S prosti
brojevi. U narednim potezima, kad god Marko odabere jedan od brojeva
iz para {pnA, qnA} za n > 1 i NZD(A, pq) = 1, Marija bira drugi. S
druge strane, ako Marko odabere broj koji nije ovog oblika (takav broj
nije deǉiv ni sa p ni sa q), Marija �e odgovoriti slede�i Markovu
strategiju za k = s. Igraju�i po ovim pravilima ona pobe�uje.

4. Profesor nije u pravu. Stavimo 0 < a < 1 i b = a2. Broj preseqnih
taqaka posmatranih grafika jednak je broju rexeǌa jednaqine

ax + a2 = a2x + a, (∗)

xto se smenom ax = t svodi na t2−a2 = t−a. Odavde je t = a ili t = 1−a,
pa jednaqina (∗) za a 6= 1

2 ima taqno dva rexeǌa: x = 1 i x = loga(1− a).

Qetvrti razred - A kategorija

1. Ako je n = 1007 i a = 2, polinom P (x) = (x1007 + 1)2 ima taqno 1007
razliqitih nula.

Pretpostavimo da za neke n i a polinom P (x) ima maǌe od 1007
razliqitih nula. Kako je degP > 2014, bar jedna nula ovog polinoma,
recimo z, mora imati vixestrukost bar 3. Tada je z ujedno i nula
polinoma P ′(x) i P ′′(x), tj.

nazn−1 + 2014z2013 = 0

i
n(n− 1)azn−2 + 2014 · 2013x2012 = 0.
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Kako va�i P (0) = 1, sledi z 6= 0. Izra�avaju�i a iz prve od ove dve
jednaqine i uvrxtaju�i to u drugu dobijamo 2014z2012(2014−n) = 0, xto
je nemogu�e s obzirom na z 6= 0 i n 6= 2014. Ovim je zadatak rexen.

2. Jednostavnom indukcijom se pokazuje da za svako k ∈ N postoji (jedin-
stven) k-tocifren broj mk koji se sastoji od cifara 1 i 2 i deǉiv je sa
2k. Zaista, m1 = 2, a za k > 1 (ako postoji mk−1) taqno jedan od brojeva
1mk−1 = 10k−1 +mk−1 i 2mk−1 = 2 · 10k−1 +mk−1 je deǉiv sa 2k.

Svaki broj sa zbirom cifara 2k koji se zavrxava sa mk zadovoǉa-
va uslove. Za fiksirano k broj cifara takvog broja mo�e biti bilo
koji izme�u 2k−k

3 + k = 2k+2k
3 i (2k − 2k) + k = 2k − k jer zbir cifara

broja mk pripada intervalu [k, 2k]. Ovako smo dokazali da tra�eni
broj postoji za svako n koje pripada intervalu [ 2

k+2k
3 , 2k − k] za neko k.

Kako je 2k − k > 2k+1+2(k+1)
3 za k > 5, zadatak smo rexili za sve n osim

n ∈ {1, 2, 3, 4, 6, 7, 13}.
Najzad, za navedene vrednosti n imamo primere 2, 12, 112, 2312,

112112, 1111112 i 1111111122112.

Dr 2015 4A 3

3. Prvo rexeǌe. Neka
je k′ Ojlerova kru�ni-
ca za 4ABC. Kako je
BQ = CP = a+b−c

2 ,
gde su a, b i c du�ine
stranica (ovo je pozna-
to tvr�eǌe), sledi da
je sredixte stranice
BC, recimo M , ujedno
i sredixte du�i PQ,
tj. kru�nica k′ pro-
lazi kroz centar kru-
�nice k. Posmatrajmo
inverziju u odnosu na
kru�nicu k. Kako su
upisana i spoǉa pri-
pisana kru�nica za 4ABC normalne na kru�nicu k, one se posmatranom
inverzijom preslikavaju u sebe. Kako kru�nica k′ prolazi kroz centar
kru�nice k, i kako se ona, prema Fojerbahovoj teoremi, dodiruje iznu-
tra sa upisanom kru�nicom a spoǉa sa spoǉa pripisanom, posmatranom
inverzijom kru�nica k′ slika se u jednu od dve zajedniqke unutraxǌe
tangente upisane i spoǉa pripisane kru�nice. Jedna takva tangenta
je prava BC, a druga je ǌena osnosimetriqna slika u odnosu na sime-
tralu ]A. Kako prava BC prolazi kroz centar kru�nice k, ona ne mo�e
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biti tra�ena slika kru�nice k′, pa je tra�ena slika upravo prava B2C2

(gde je sa C2 oznaqena osnosimetriqna slika temena C u odnosu na sime-
tralu ]A). Odatle, ako sa E i F oznaqimo preseqne taqke kru�nica
k i k′, dobijamo da i prava B2C2 prolazi kroz taqke E i F . Posma-
traǌem sada potencije taqke B2 u odnosu na kru�nice k′ i k dobijamo
B2B1 · B2B0 = B2E · B2F = B2T

2. No, opet iz osobina potencije, sada
primeǌenih na taqku B2 i kru�nicu opisanu oko 4B0B1T , sledi da je
ovo mogu�e samo kada kru�nica opisana oko 4B0B1T dodiruje pravu t,
xto je i trebalo dokazati.

Drugo rexeǌe. Uz oznake iz prvog rexeǌa imamo B2B1 = 2c−b
2 ,

B2B0 = B2A − B0A = c(1 − cosα) = 2bc−b2−c2+a2

2b i MT = MP = |c−b|
2 .

Daǉe je BB2 = 2c sin α
2 , tj. BB2

2 = 2c2(1 − cosα) = c(2bc−b2−c2+a2)
b i

B2M
2 = 2(c−b)2+2BB2

2−a
2

4 = 2b3−6b2c+6bc2−2c3−a2b+2a2c
4b , i najzad B2T

2 =

B2M
2−MT 2 = b3−4b2c+5bc2−2c3−a2b+2a2c

4b = (b−2c)(b2−2bc+c2−a2)
4b = B2B0 ·B2B1.

4. Tvr�eǌe dokazujemo indukcijom. Za n 6 2 ono se direktno proverava.
Neka je n> 3 i neka je A jedna od taqaka na konveksnom omotaqu datih
taqaka. Preostalih 2n − 1 taqaka �emo oznaqiti sa A1, A2, . . . , A2n−1

tako da su poluprave AA1, AA2, . . . , AA2n−1 pore�ane u smeru kazaǉke na
satu. Procenimo broj mogu�ih odabira du�i koje ukǉuquju du� AA2i−1

za i = 1, 2, . . . , n. Po induktivnoj pretpostavci, za i ∈ {1, n} preostale
taqke se mogu spojiti du�ima na bar po 2n−2 naqina. Za 26i6n−1 prava
AA2i−1 deli preostale taqke na skupove sa 2(i− 1) i 2(n− i) taqaka, i u
ǌima se mogu povu�i du�i na 2i−2 i 2n−i−1 naqina. Prema tome, ukupan
broj odabira du�i je bar 2 · 2n−2 +

Pn−1
i=2 2i−2 · 2n−i−1 > 2n−1.

Jednakost iz zadatka se mo�e dosti�i samo za n = 1 (za bilo koje
dve taqke) i n = 2 (za temena konveksnog qetvorougla).

Napomena. Ovako se mo�e dokazati da je broj mogu�ih odabira du�i
bar Cn = 1

n+1

�2n
n

�
, pri qemu se jednakost dosti�e ako su date taqke

temena konveksnog 2n-tougla.

Prvi razred – B kategorija

1. Koristi�emo slede�e poznato tvr�eǌe: ako se prirodan broj n ra-
stavǉa na proste qinioce kao pα1

1 pα2
2 · · · pαk

k , tada je broj delilaca broja
n jednak

(α1 + 1)(α2 + 1) · · · (αk + 1).

Da bismo naxli najmaǌi prirodan broj n za koji je ovaj izraz jednak
2015, najpre primetimo da su, budu�i da va�i 2015 = 5·13·31, svi mogu�i
naqini da se broj 2015 zapixe kao proizvod nekoliko brojeva ve�ih od
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1 slede�i: 2015 = 403 ·5 = 155 ·13 = 65 ·31 = 31 ·13 ·5. Dakle, najmaǌi broj
tra�en u postavci mora biti jedan od slede�ih: 22014, 2402 · 34, 2154 · 312,
264 · 330 ili 230 · 312 · 54 (jasno, za proste brojeve u osnovi birali smo
najmaǌe proste brojeve). Me�usobnim upore�ivaǌem ovih brojeva (xto
se mo�e posti�i npr. posmatraǌem koliqnika svaka dva od ǌih) vidimo
da je odgovor na postavǉeno pitaǌe broj 230 · 312 · 54.

Dr 2015 1B 2

2. Neka se du�i AB i XY seku u taqki L.
Po stavu SUS dobijamo 4CXL ∼= 4CY L
i 4BXL ∼= 4BY L, a odatle sledi CX =
CY i BX = BY . Kako je AB preqnik,
sledi ]AXB = 90◦. Iz ovog zakǉuqka,
uz zadato Y C ⊥ XA, dobijamo CY ‖ BX,
odakle sledi ]CY L = ]BXL; kako va�i
i ]CLY = ]BLX = 90◦ i XL = Y L, po
stavu USU sledi 4CLY ∼= 4BLX. Iz te
podudarnosti dobijemo BX = CY . Sve
zajedno, BY = BX = CY = CX, pa je
qetvorougao BY CX romb.

3. U prvom mereǌu vextak �e na levi tas
vage staviti pravi, a sa desne strane
la�ni novqi�. Kako �e levi tas pre-
vagnuti, sud �e imati oznaqen jedan pravi i jedan la�ni novqi�. U
slede�em mereǌu dokazano la�ni novqi� sa desnog tasa �e pridru�iti
dokazano pravom na levom tasu, dok �e na desni staviti dva nova la�na
novqi�a. Kako �e opet pretegnuti leva strana za koju se zna da sadr�i
jedan pravi i jedan la�ni novqi�, jasno �e biti da su oba novqi�a na
desnom tasu la�na. Dakle, posle drugog mereǌa bi�e identifikovana
3 la�na novqi�a i jedan pravi. U tre�em mereǌu �e sva ta 3 iden-
tifikovana la�na i onaj 1 pravi staviti na levi tas, a na desni ona
preostala 4 la�na. No leva strana �e opet prevagnuti, a kako je sada
poznato da su na ǌoj 3 la�na i 1 pravi, jedino �e biti mogu�e da su
sva 4 novqi�a sa desne strane la�ni. Time je vextak identifikovao
svih 7 la�nih novqi�a.

4. Pretpostavimo prvo da su temena A i C iste boje. Za to postoje
4 mogu�nosti. Teme B mora biti razliqito od ǌih, za xta postoje
3 mogu�nosti, tj. imamo dosad ukupno 4 · 3 = 12 mogu�nosti. Za teme
D biramo jednu boju razliqitu od boje temena C, za xta postoje 3
mogu�nosti, a potom za teme E biramo boju razliqitu od boja temena A
i D, za xta preostaju dve mogu�nosti. Ukupno, dakle, imamo 12·3·2 = 72
mogu�nosti u ovom sluqaju.
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Posmatrajmo sada sluqaj kada su temena A i C razliqite boje. Za to
postoji 4 ·3 = 12 mogu�nosti. Teme B mora biti razliqite boje od ǌih,
za xta preostaju dve mogu�nosti, xto dosad qini 12·2 = 24 mogu�nosti.
Ako je D iste boje kao A, tada nam za E preostaju tri mogu�nosti; ako
je D razliqite boje od A, tada imamo 2 mogu�nosti za D i 2 mogu�nosti
za E, tj. 2 ·2 = 4 mogu�nosti za boje temena D i E. Ukupno, dakle, imamo
24 · (3 + 4) = 168 mogu�nosti u ovom sluqaju.

Prema tome, rexeǌe zadatka je 72 + 168 = 240.

5. Prvo rexeǌe. Oznaqimo P (x) = ax5 + bx4 + bx3 + ax2 + cx− 62 i Q(x) =
2x2−5x+2. Primetimo da se polinom Q(x) mo�e faktorisati kao Q(x) =
(x−2)(2x−1), tj. ǌegove nule su 2 i 1

2 . Budu�i da je polinom P (x) deǉiv
polinomom Q(x), i ǌegove nule su, izme�u ostalih, 2 i 1

2 . Uslovi P (2) =
0 i P ( 1

2 ) = 0 svode se na 36a+24b+2c−62 = 0 i 9a
32 + 3b

16 + c
2−62 = 0. Uvedimo

smenu t = 3a + 2b. Tada se dobijene jednaqine svode na 12t + 2c − 62 = 0
i 3t

32 + c
2 − 62 = 0. Iz prve jednaqine dobijamo c = 31− 6t, pa uvrxtaǌem

ovoga u drugu jednaqinu dobijamo 3t
32 + 31−6t

2 − 62 = 0, tj. −93t
32 = 93

2 .
Odavde dobijamo t = −16.

Drugo rexeǌe. Deǉeǌem polinoma P (x) sa Q(x) dobija se ostatak

R(x) =
�

127
16

(2b+ 3a) + c

�
x− 62− 31

8
(2b+ 3a).

Da bi ostatak bio 0 moraju mu koeficijent uz x i slobodan qlan biti
0, pa dobijemo −62− 31

8 (2b+ 3a) = 0, tj. 3a+ 2b = −16.

Drugi razred – B kategorija

1. Neka va�i
√
n+ 2015−√n = r, gde je r racionalan broj. Sada imamo

√
n+ 2015 +

√
n =

(
√
n+ 2015−√n)(

√
n+ 2015 +

√
n)√

n+ 2015−√n
=
n+ 2015− n

r
=

2015
r

,

pa je i
√
n+ 2015+

√
n racionalan broj; oznaqimo ga sa r1. Sada dobijamo√

n+ 2015 = r+r1
2 i

√
n = r−r1

2 , pa su i ovo racionalni brojevi. Ukoliko

oznaqimo
√
n = p

q , gde su p i q uzajamno prosti, tada iz n = p2

q2 sledi q | p,
a ovo je mogu�e samo ukoliko va�i q = 1. Dakle,

√
n je prirodan broj. Na

isti naqin zakǉuqujemo i da je
√
n+ 2015 prirodan broj. Sada uvode�i

oznake n+2015 = a2 i n = b2 dobijamo a2−b2 = 2015, tj. (a−b)(a+b) = 2015.
Kako va�i 2015 = 5 · 13 · 31, dobijamo slede�e qetiri mogu�nosti:
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• a + b = 2015 i a − b = 1, odakle izraqunavamo a = 1008, b = 1007 i
n = 10072;

• a + b = 403 i a − b = 5, odakle izraqunavamo a = 204, b = 199 i
n = 1992;

• a+b = 155 i a−b = 13, odakle izraqunavamo a = 84, b = 71 i n = 712;
• a+ b = 65 i a− b = 31, odakle izraqunavamo a = 48, b = 17 i n = 172.

Dr 2015 2B 2

2. Lako se nalazi ]MDB = 17◦, a zatim
iz 4DMB imamo ]DMB = 135◦. Oznaqimo
MD∩AC = {L}. Primetimo da je 4DLB jedna-
kokrak pa sledi ]LBD = ]LDB = 17◦. Oda-
tle izraqunavamo ]MBL = 28◦ − 17◦ = 11◦.
Kako va�i ]LMB + ^BAL = 135◦ + 45◦ = 180◦,
dobijamo da je qetvorougao ABML tetivan,
pa sledi ]MAL = ]MBL = 11◦. Konaqno:
^MAD = ^CAD + ^MAL = 45◦ + 11◦ = 56◦.

3. Svaki Gobin potomak je neqija �erka. Stoga
je dovoǉno izbrojati koliko �erki je ukupno
pomenuto u postavci (s obzirom na uslov da
niko sem nabrojanih potomaka nije imao decu). Prema tome, ukupan broj
�enskih potomaka iznosi 1 · 5 + 6 · 4 + 11 · 2 = 51.

4. Rexeǌa odgovaraju�e kvadratne jednaqine su a i a3 (xto se usta-
novǉava direktnom proverom), pa je rexeǌe posmatrane kvadratne ne-
jednaqine interval (a, a3) ili (a3, a), u zavisnosti od toga koji je od
brojeva a ili a3 ve�i. U oba sluqaja, da bi taj interval bio podskup
intervala (−3,−1), mora biti i −3 6 a 6 −1 i −3 6 a3 6 −1. Kao re-
xeǌe ovog sistema od dve nejednaqine dobijamo − 3

√
3 6 a 6 −1. Kako

je prazan skup podskup svakog skupa, treba pridodati i sluqajeve kada
ova nejednaqina nema rexeǌa, tj. kada su oba intervala (a, a3) i (a3, a)
prazni skupovi, a to se dexava kada va�i a3 = a, tj. a ∈ {−1, 0, 1}. Dakle,
konaqno dobijamo da je uslov zadatka ispuǌen za a ∈ [− 3

√
3,−1] ∪ {0, 1}.

5. Kako su brojevi a, b i c jediniqnog modula, jednakost u postavci
mo�emo transformisati na slede�i naqin:

1 = a+ b+ c = a+ b+ c =
1
a

+
1
b

+
1
c
,

te mno�eǌem obe strane sa abc dobijamo abc = ab+ bc+ ca. Iz ove jedna-
kosti mo�emo dobiti

(a− 1)(b− 1)(c− 1) = abc− (ab+ bc+ ca) + (a+ b+ c)− 1 = a+ b+ c− 1 = 0,
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odakle sledi tvr�eǌe zadatka.

Tre�i razred – B kategorija

1. Prvo rexeǌe. Ukoliko va�i x = y, tada odmah dobijamo rexeǌe x =
y = 101. Pretpostavimo sada, bez umaǌeǌa opxtosti, x < y. Uoqavamo
da mora va�iti x < 101 < y, jer u sluqajevima x < y 6 101 i 101 6 x < y
imamo 2

101 <
1
x+ 1

y , odnosno
2

101 >
1
x+ 1

y . Sada mno�eǌem sa 202xy dobijamo
4xy − 202x− 202y = 0; dodavaǌe 1012 obema stranama jednakosti daje

4xy − 202x− 202y + 1012 = (2x− 101)(2y − 101) = 1012.

Kako je broj 101 prost, jedini pozitivni delioci broja 1012 su 1, 101
i 1012. Kako va�i x < 101 < y, ne mogu oba qinioca 2x − 101 i 2y − 101
biti negativna, pa moraju biti oba pozitivna i va�i 2x−101 < 2y−101.
Dakle, jedina mogu�nost je 2x− 101 = 1 i 2y− 101 = 1012. Odatle sledi
x = 101+1

2 = 51 i y = 101 · 101+1
2 = 5151.

Da zakǉuqimo, rexeǌa su: (x, y) ∈ {(101, 101), (51, 5151), (5151, 51)}.
Drugo rexeǌe. Radimo pod pretpostavkom x < 101 < y (kao u prvom

rexeǌu). Zadatu jednaqinu pomno�imo sa 101xy, qime dobijamo 2xy =
101(x + y). Kako je broj 101 prost i va�i x < 101, da bi leva strana
bila deǉiva sa 101 mora va�iti y = 101k za neko k ∈ N. Sada jednaqina
postaje 2xk = x+101k, tj. x(2k−1) = 101k. Opet zakǉuqujemo 2k−1 = 101m
za neko m ∈ N, pa dobijamo: xm = k = 101m+1

2 . U sluqaju m > 1 leva
strana jednakosti je deǉiva sa m a desna nije, pa zakǉuqujemo da mora
va�iti m = 1. Odatle dobijamo k = 51, a zatim i y = 5151 i x = 51.
Preostala rexeǌa uoqavamo kao malopre.

2. Odgovor: Mo�e kad god je k paran broj i j > k
2 , pri qemu su j i k

2
iste parnosti.

Oznaqimo sa p broj jabuka u prvoj korpi. Prvo poka�imo da za
neparno k, tj. k = 2m + 1, takav raspored ne postoji. U korpama na
neparnim pozicijama su brojevi iste parnosti kao i p, a u korpama na
parnim pozicijama su brojevi razliqite parnosti od p. Ali tada su
prva i (2m + 1)-va korpa susedne, a u ǌima su brojevi iste parnosti,
xto je u suprotnosti sa pretpostavkom da se koliqina jabuka u suse-
dnim korpama razlikuje za 1.

Pretpostavimo sada k = 2m, i odredimo za koje vrednosti j postoje
tra�eni rasporedi. Prvo, uoqimo da najmaǌi broj jabuka koji ukupno
mo�emo imati u dve susedne korpe iznosi 1 (u jednoj 0, a u drugoj 1).
Stoga je minimalan broj jabuka m. Daǉe, u m korpi �e biti neparan
broj jabuka, a u preostalih m korpi (koje su izme�u ovih prvih) bi�e
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paran broj jabuka. Stoga je ukupan broj jabuka j iste parnosti kao i m.
Poka�imo jox da za svako j > m koje je iste parnosti kao i m Perica
mo�e rasporediti jabuke na opisani naqin.

S obzirom na dosadaxǌe uslove, ukupan broj jabuka, j, mo�emo
zapisati na slede�i naqin: j = (2s + 1)m + 2d, za neko s ∈ N0 i
0 6 d < m. Tada Perica mo�e u sve korpe na neparnim pozicijama
(ǌih ima m) staviti s + 1 jabuka, u prvih d korpi na parnim pozici-
jama staviti po s + 2 jabuke, a u preostale korpe staviti po s jabuka.
Tada je svih j jabuka raspore�eno prema uslovima zadatka: zaista,
m · (s+ 1) + d · (s+ 2) + (m− d) · s = (2s+ 1)m+ 2d = j.

3. Na osnovu identiteta sin 3x = −4 sin3 x+ 3 sinx imamo

1
2

= sin 30◦ = −4 sin3 10◦ + 3 sin 10◦.

Koriste�i ovu jednakost dobijamo

16 sin4 10◦ + 8 sin3 10◦ − 12 sin2 10◦ − 4 sin 10◦ + 1

= −4 sin 10◦(−4 sin3 10◦ + 3 sin 10◦)− 2(−4 sin3 10◦ + 3 sin 10◦) + 2 sin 10◦ + 1

= −4 sin 10◦ · 1
2
− 2 · 1

2
+ 2 sin 10◦ + 1 = 0,

xto je i trebalo dokazati.

4. Nejednakost x2+y2

x+2y 6 2 ekvivalentna je sa x2 + y2 6 2x + 4y, tj. (x −
1)2 + (y − 2)2 6 5. Uvedimo smene u = x − 1, v = y − 2, kojima se zadata
nejednakost svodi na u2 +v2 6 5. S ovim smenama nejednakost koju treba
dokazati glasi u+1

2 +(v+2) 6 5, tj. u+2v 6 5. Pretpostavimo suprotno:
u + 2v > 5. Kako iz uslova zadatka sledi v 6

√
5, imamo u > 5 − 2v > 0,

a odatle dobijamo u2 > (5− 2v)2. No, sada imamo

u2 + v2 > (5− 2v)2 + v2 = 25− 20v+ 5v2 = 5(5− 4v+ v2) = 5(1 + (2− v)2) > 5,

kontradikcija.

5. Neka su O1, O2, O3 i O centri datih lopti, a R1 = 2, R2 = 3, R3 = 6
i R ǌihovi polupreqnici. Neka su taqke S, A, B i C redom projek-
cije taqaka O, O1, O2 i O3 na sto. Prema Pitagorinoj teoremi imamo
AB =

È
(R2 +R1)2 − (R2 −R1)2 = 2

√
R1R2 = 2

√
6. Sliqno dobijamo

AC = 2
√

12 i BC = 2
√

18, kao i SA = 2
√

2R, SB = 2
√

3R i SC = 2
√

6R.
Koriste�i obrat Pitagorine teoreme dobijamo da je 4ABC pravougli,
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Dr 2015 3B 5

sa pravim uglom kod temena
A. Postavimo ovaj trougao
u koordinatni sistem tako
da je A koordinatni poqetak,
B na koordinatama (0, 2

√
6) i

C na koordinatama (2
√

12, 0).
Neka taqka S ima koordi-
nate (x, y). ǋene koordinate
odredi�emo iz uslova SB

SA =È
3
2 i SC

SA =
√

3 (qime �e
biti zadovoǉeno i SC

SB =√
2). Dakle, imamo sistem od

slede�e dve jednaqine:

3
2

=
SB2

SA2
=
x2 + (y − 2

√
6)2

x2 + y2
;

3 =
SC2

SA2
=

(x− 2
√

12)2 + y2

x2 + y2
.

Prva jednaqina ekvivalentna je sa x2 + y2 + 8
√

6y = 48, a druga sa x2 +
y2 + 4

√
3x = 24. Rexavaǌem ovog sistema dobijamo

(x, y) ∈ {(4
√

2− 2
√

3, 2), (−4
√

2− 2
√

3,−2)}.

Odavde, koriste�i jednakost SA2 = 2
√

2R, dobijamo da postoje dve
mogu�nosti za polupreqnik qetrvte lopte, naime R = 6± 2

√
6.

Qetvrti razred – B kategorija

1. Kako su brojevi a, b, c, d i e razliqiti, moraju i brojevi 3 − a,
3 − b, 3 − c, 3 − d i 3 − e biti razliqiti. Delioci broja 12 su ±1, ±2,
±3, ±4, ±6 i ±12. Pet zagrada navedenih u postavci predstavǉaju pet
razliqitih delilaca broja 12 qiji je proizvod jednak 12. Primetimo
da me�u ǌima ne mogu biti ±4, ±6 ni ±12 (jer bi u suprotnom broj 1
ili broj −1 morao biti uzet vixe puta). Tako�e, me�u ǌima ne mogu
istovremeno biti 3 i −3 (jer im je proizvod jednak −9, xto ne deli 12).
Dakle, qetiri od zadatih pet zagrada jednake su 1, −1, 2 i −2. Peta
zagrada tada mora biti jednaka 3. Drugim reqima, brojevi 3− a, 3− b,
3 − c, 3 − d i 3 − e jednaki su −1, 1, −2, 2 i 3 (u nekom redosledu), pa
su brojevi a, b, c, d i e jednaki 4, 2, 5, 1 i 0 (u nekom redosledu), te
dobijamo a+ b+ c+ d+ e = 4 + 2 + 5 + 1 + 0 = 12.
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2. Oznaqimo sa An skup tra�enih n-torki a sa Bn skup onih n-torki kod
kojih je posmatrani zbir neparan. Oznaqimo sa an i bn broj elemenata
skupa An i Bn, redom. Kako je zbir an + bn jednak ukupnom broju n-
torki s koordinatama iz skupa {0, 1, 2}, dobijamo an + bn = 3n. Posma-
trajmo na koji naqin, za neko n > 1, od elemenata iz skupa An−1 i Bn−1

mo�emo dobiti element skupa An. Za proizvoǉan element skupa An−1,
dodavaǌem jox jedne koordinate na posledǌe mesto, i to jednake 0 ili
2, dobijamo element skupa An; sliqno, za proizvoǉan element skupa
Bn−1, dodavaǌem jox jedne koordinate na posledǌe mesto, i to jednake
1, dobijamo element skupa An. Odavde sledi

an = 2an−1 + bn = an−1 + bn−1 + an−1 = 3n−1 + an−1.

Kako va�i a1 = 2, imamo

an = 3n−1 + an−1 = 3n−1 + 3n−2 + an−2 = · · · = 3n−1 + 3n−2 + ...+ 31 + a1

= 3 · 3
n−1 − 1
3− 1

+ 2 =
3n − 3

2
+ 2 =

3n + 1
2

+ 2.

3. Neka je a tra�ena vrednost parametra i neka su x1, x2, x3 i x4 nule
datog polinoma. Iz Vijetovih formula imamo x1x2x3x4 = −1, odakle
sledi |x1|4 = |x1x2x3x4| = | − 1| = 1. Odatle dobijamo |x1| = |x2| = |x3| =
|x4| = 1. Posmatrajmo funkciju P : R → R, definisanu sa P (x) = x4 +
ax2 + a2x− 1. Ova funkcija je neprekidna, pa kako va�i P (0) = −1 < 0 i
limx→∞ P (x) =∞, zakǉuqujemo da ona ima bar jednu nulu na intervalu
(0,∞). Me�utim, kako su sve nule jediniqnog modula, dobijamo da broj
1 mora biti nula posmatranog polinoma. Iz P (1) = 0 nalazimo a = 0
ili a = −1. Ostaje da za ove dve vrednosti proverimo da li su zaista
rexeǌa zadatka. Za a = 0 polazni polinom jednak je P (x) = x4 − 1 =
(x− 1)(x+ 1)(x− i)(x+ i), pa su zaista sve ǌegove nule istog modula. Za
a = −1 polazni polinom jednak je P (x) = x4−x2+x−1 = (x−1)(x3+x2+1).
Polinom Q(x) = x3 + x2 + 1 ima bar jednu realnu nulu, kao polinom
neparnog stepena sa realnim koeficijentima. Kako va�i Q(1) 6= 0 i
Q(−1) 6= 0, to on ima realnu nulu koja nije jediniqnog modula, xto
znaqi da nisu sve nule polinoma P (x) istog modula, a time a = −1 nije
rexeǌe. Jedina vrednost tra�enog parametra a je a = 0.

4. Oqito taqke A, B, C i D le�e na kru�nici qiji je preqnik AD
(dakle, polupreqnik joj je R = 1). Neka je ]BAC = α = ]BDC. Iz
sinusne teoreme za 4BCA imamo BC = 2R sinα = 2 sinα. Izraqunavamo

]AED = 180◦ − 1
2
(]BAD + ]BDA) = 180◦ − 90◦

2
= 135◦,
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i sliqno

]AFD = 180◦ − 1
2
(]CAD + ]CDA) = 180◦ − 90◦

2
= 135◦,

pa je i qetvorougao ADFE tetivan; oznaqimo sa R1 polupreqnik ǌegove

Dr 2015 4B 4

opisane kru�nice. Opet iz sinusne teoreme
za 4AED imamo 2 = AD = 2R1 sin 135◦ =
2R1

√
2

2 , odakle dobijamo R1 =
√

2, a sada iz
4EFA dobijamo

√
2 = EF = 2R1 sin ]EAF =

2
√

2 sin]EAF , tj. sin ]EAF = 1
2 . Kako je ]EAF

oxtar, sledi ]EAF = 30◦. Kako va�i ]EAF =
(α − ]BAD

2 ) + 1
2 (]BAD − α) = α

2 , dobijamo α =
60◦, pa iz ranijeg raquna sledi BC = 2 sinα =√

3.

5. Iz nejednakosti izme�u aritmetiqke i ge-
ometrijske sredine dobijamo 4 = x2 + y2 >
2
p
x2y2 = 2|xy|, tj. |xy| 6 2. Odatle sledi

−2 6 xy 6 2 (obe jednakosti se dosti�u: desna
za x =

√
2, y = −

√
2, a leva za x = y =

√
2;

primetimo da u oba sluqaja va�i, naravno,
x2 + y2 = 4). Sada iz (x− y)2 + xy = x2 − 2xy +
y2 +xy = x2 +y2−xy = 4−xy odmah sledi da je
najmaǌa vrednost posmatranog izraza jednaka
2, a najve�a 6.
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