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Luka Neralic', Zagreb

Odnosi izmedu primarnog i dualnog problema

Razmotrimo sada opéi oblik standardnog problema maksimizacije kao primarni
problem (ili primal)

max z(Xy, X2, - - -, Xp) = C1X1 + C2X2 + -+ + CpXn
uz ogranicenja
ajxy + apxa + -+ apx, < b
ayx; + apxa + - + ayx, < b
amxi  +  amwxa + - 4+ aux, < by
X1 20, )C2>0, ceey anO

Dualni problem (ili dual), do kojeg dolazimo pomocu navedenih pravila (a) — (i) na isti
nacin i uz iste oznake kao u primjeru 10, je sljedeéi standardni problem minimizacije

minh(?tl, ).2, ey /lm) = blll + bz/lz + -+ bm}‘m
uz ogranicenja

anrM  + anly + -+ auAn =
api  + andy + o 4+ awhn =
apAt + andy + 0+ G 2 G
M=20 420 ..., 4, =0.
Primal i dual mogu se krace zapisati uz pomo¢ oznaka za sumaciju kao
n
max z(Xq, Xa, ..., X,) = chxj
j=1
uz ogranicenja
n
Zainjgbi,iZLZ,...,m (P)
j=1

>0, j=1,2..n

minh(ll, )\,2, ey Am) = Z bi}‘i
i=1
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uz ogranicenja
m
Zaijxi>cj7j:1727"'7n (D)
i=1

220, i=12 ... m
Odnos izmedu funkcija cilja primala (P) i duala (D) moZe se iskazati preko sljedeceg
teorema.

Teorem 1. Za funkcije cilja z(xq,x2,...,x,) primala i h(Ay, Az, ..., A,) duala

vrijedi
z(xl, X2y ovny xn) < h()tl, )Lz, ey Am),
za svako (x, x, ..., Xx,) € Sp, isvako (Ay, A2, ..., An) € Sp,

pri Cemu je Sp odnosno Sp skup mogudih rjeSenja primala (P) odnosno duala (D).

Za dokaz teorema vidi npr. Martié [5], str. 78, Neralié [10], str. 115-116, (gdje je
primarni problem standardni problem minimizacije, pa vrijedi obrnuta relacija), Hadley
[1], str. 228. U knjizi Murty [6], str. 190, tvrdnja teorema 1 (za slucaj primarnog
problema minimizacije) naziva se slabim teoremom dualiteta. Istaknimo da prema
teoremu 1 mogude rjeSenje duala odreduje gornju ogradu funkcije cilja primala, dok
moguce rjeSenje primala daje donju ogradu funkcije cilja duala.

Teorem 2. (Teorem o egzistenciji) Problem linearnog programiranja ima optimalno
rjeSenje ako i samo ako su neprazni skupovi mogucih rjeSenja Sp primala (P) i Sp
duala (D).

Dokaz teorema 2 moZe se naéi npr. u Neralié [10], str. 116. Vidi takoder Intriligator
[3], str. 131. Prema teoremu 2 optimalno rjeSenje problema linearnog programiranja
postoji ako i samo ako svaki od dualnih problema ima mogude rjeSenje. U ranije
razmotrenom primjeru 10 neprazni su skupovi mogucih rjeSenja Sp primala i Sp duala,
i oba problema su imala optimalno rjeSenje. Ako je skup mogucih rjeSenja jednog od
dualnih problema prazan, tada je ili prazan skup mogucih rjeSenja njegovog duala ili
je funkcija cilja njegovog duala neomedena na skupu mogucih rjeSenja. Opcenito, ili
oba dualna problema imaju moguca rjeSenja, pa onda po teoremu egzistencije imaju
optimalna rjeSenja (kao u primjeru 10), ili samo jedan od dualnih problema ima mogudée
rjeSenje, pri Cemu je njegova funkcija cilja neomedena (pa tada dual nema mogudeg
rjeSenja), ili ni jedan od dualnih problema nema mogudceg rjeSenja. Ilustrirajmo to na
sljedecim primjerima.

Primjer 13. Razmotrimo ovaj problem linearnog programiranja

maxz = 12x; + 8x,
uz ogranicenja
X1 = X2
—2x1 4+ 2x
X1 2 07 X2 2 0.
Lako se moZe pokazati (vidi Nerali¢ [8], str. 139, primjer 3, ili Nerali¢ [9], str. 209) da
je funkcija cilja tog problema neomedena odozgo. Dualni problem tog problema je
minh = A + 24,
uz ogranicenja
Moo= 24 =2 12
A+ 24k = 8
A1 20, 42 20.
Nije tesko vidjeti (npr. graficki) da dualni problem nema mogudeg rjeSenja.

l“|
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Primjer 14. Razmotrimo sljedeci problem linearnog programiranja
maxz = —x; — 2x»
uz ogranicenja
—X] + 2X2 < -1
X1 — 2x2 < -1
X1 2 0, X2 2 0.
Lako se pokaZe da taj problem nema mogudeg rjeSenja, kao i da dualni problem
minh = —Al — 2)\,2
uz ogranicenja
-+ A =2 -1
2 — 24, = 2
=20 4,20
ima odozdo neomedenu funkciju cilja na skupu mogucih rjeSenja.

Primjer 15. Neka je primarni problem
minh = —2,1 - Az
uz ogranicenja
A — A 2 5
A+ A = 4
A1 >0, A, >0.
Lako se pokaZe da taj problem nema mogudeg rjeSenja, kao ni njegov dual
maxz = S5x; + 4x»
uz ogranicenja
x1 — x < -1
—x;1 4+ x» < -1
X1 2 O7 X2 2 0.

Teorem 3. (Teorem dualiteta) Mogude rjeSenje problema linearnog programiranja
je optimalno ako i samo ako postoji moguce rjeSenje dualnog problema, tako da su
vrijednosti funkcija cilja oba problema jednake.

Za dokaz teorema 3 vidi Nerali¢ [10], str 117. Vidi takoder Marti¢ [5], str. 78-84,
Murty [6], str. 192-193, gdje su navedene rezli¢ite formulacije teorema dualiteta, te
Intriligator [3], str. 132-134.

Teorem 4. (Princip oslabljene komplementarnosti) Tocke (x},x5,...,x;) i
(Afy A5, ..., A}) su optimalna rjeSenja primarnog problema (P) i dualnog problema
(D), respektivno, ako i samo ako zadovoljavaju uvjete oslabljene komplementarnosti

i=1

(b= ape)) =0, i=12....m
=1

Za dokaz vidi npr. Martié [5], str. 85-86, Nerali¢ [10], str. 117-118, Murty [6], str.
197-198. Vidi takoder Intriligator [3], str. 135.
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Zbog ogranicenja nenegativnosti x;' >0, j=1,2,...,n1 4]
prvih relacija u teoremu 4 dobivamo

m
akoje x; >0, tadaje Zaij/li* =¢j,
i=1

ako je Zaij/li* >¢j, tadaje x; =0,
i=1
dok iz drugih relacija proizlazi

akoje A >0, tadaje Za,;jxj* =D,

J=1

ako je Zaiixf <b;, tadaje A/ =0.
j=1
[lustrirajmo princip oslabljene komplementarnosti na primjeru 10
max z(xy, x2) = 70x; + 80x,
uz ogranicenja
5Sx1 + 4xp < 600
x1 + 2x < 240
SX1 + 2)62 < 500
x1 20, x>0,
1 njegovom dualu
min h(ﬂl, 1,2, 13) = 600&1 + 240&2 + 500],3
uz ogranicenja
SM+A+54 = 70
A0 +2A,+2A3 > 80
A 20, 2220, A3 > 0.
Kako znamo iz tabele 1, optimalno rjeSenje primala je xi = 40, x; = 100, x5 =
0, x; =0, x; =100, dok je maksimalna vrijednost funkcije cilja z* = 10800. Tada
prema principu oslabljene komplementarnosti dobivamo:
iz x{ =40>0 slijedi 5A] +A; + 545 =70
iz x5 =100 >0 slijedi 4A; +2A; +2A; = 80.
Osim toga, imamo:
iz S5x} +2x; =400 < 500 slijedi Ay =0.
Tada se iz sustava lineranih jednadZbi
SAf+ Ay +5A7 = 70
AA] 4245 4+ 245 80,

zbog Aj = 0 dobiva

SAf+Ay = 70

447 +20; = 80.
1z tog sustava se lako dobije A;" = 10 i A; = 20. Pripadna optimalna vrijednost funkcije
cilja duala je h* = 6004, + 24015 + 50045 = 6000 + 4800 4+ 0 = 10800, tj. jednaka
je optimalnoj vrijednosti funkcije cilja primala, §to je u skladu s teoremom dualiteta.
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Ekonomska interpretacija dualiteta

Razmotrimo najprije problem transporta. Pretpostavimo da u m centara ponude
(ishodista) imamo koli¢ine a;, ap,..., a, nekog homogenog proizvoda, kojeg
treba prevesti u n centara potraZnje (odrediSta), s poznatom koli¢inom potraZnje
by, by, ..., by tog proizvoda. Neka su nadalje poznati tro§kovi transporta c;, i =
1,2,...,m, j=1,2,...,n jedinice proizvoda iz svakog ishodiSta i u svako odrediSte
Jj. Problem se sastoji u tome da se odrede koli¢ine x;, i =1,2,...,m, j=1,2,...,n
proizvoda, koje treba prevesti iz ishodiSta i u odrediSte j, tako da ukupni troSkovi
transporta budu minimalni, da ukupna koli¢ina prijevoza iz ishodiSta i ne premasi
ponudu a;,i = 1,2, ..., m, te da prevezena koli¢ina robe u odrediSte j ne bude manja
od potraznje b;,j = 1,2, ..., n. Taj se problem moZe formulirati kao problem linearnog

programiranja u obliku m n
min Z Z CijXij
i=1 j=1
uz ograni¢enja n
—le:/‘ 2 —dai, i= 172,...,m
j=1

m
oxgebyj=12...n
i=1

x;20,i=12,....m, j=1,2,...,n.

Napomenimo, da se ovaj oblik problema transporta razlikuje od problema razmatranog
npr. u Kurepa, Neralié¢ [4], str. 144, Nerali¢ [10], str. 90, kojemu su ogranifenja u
obliku jednadzbi. Naime, ovdje se zahtijeva da ukupna koli¢ina prijevoza iz ishodista
i ne premasi ponudu aq;,i = 1,2,...,m, te da prevezena koli¢ina robe u odrediste j
ne bude manja od potraznje b;,j = 1,2,...,n. Osim toga, prvo ograni¢enje dobiveno
je iz originalnog, koje ima znak <, mnoZenjem s (—1). Za tako postavljeni problem
transporta, uvodenjem dualnih varijabli u; i v;, dualni problem je

m n
maxh = — Zaiui + ijVj
o i=1 j=1
uz ogranicenja ) )
—ui+vi<cy, i=12,....m j=12,...,n
l/ti>0, V7>O,i=1,27...7m,j=1727...7n.
Ako dualnu varijablu u; interpretiramo kao vrijednost (cijenu) robe u ishodistu i, a

varijablu v; kao vrijednost (cijenu) robe u odrediStu j, onda prema ograni¢enjima
dualnog problema mora vrijediti

viKu+cy, i=12....m j=12 ..., n
Prema tome, dualne varijable treba odrediti tako, da vrijednost robe u odredistu j ne
premasi zbroj vrijednosti robe u ishodiStu i i transportnih troSkova od ishodista i do

odrediSta j. Osim toga, u optimalnom rjeSenju iz principa oslabljene komplementarnosti
dobivamo:

za x; >0, slijedi —wi+vi=cy i=12,....m j=12....n

Dakle, ako se iz ishodiSta 7 u odrediSte j treba prevesti koli¢ina robe x;; > 0, tada je
vrijednost robe u odrediStu jednaka vrijednosti u ishodis$tu uvecanoj upravo za troSak

Matematicko-fizicki list, LVI 4 (2005. — 2006.) B 255



transporta. To znadi da bi se moglo angaZirati prijevoznika, koji bi robu kupio u
ishodi$tu i po cijeni u;, prevezao koli¢inu b; i prodao je u odrediStu j po cijeni v;.
Prema teoremu dualiteta vrijednosti funkcija cilja u optimalnom rjeSenju primala i duala
su jednake, pa bi na taj nacin prijevoznik dobio upravo iznos minimalnih troskova
transporta. (Vidi npr. Nerali¢ [10], str. 121-122, Marti¢ [5], str. 97-98, Hadley [1], str.
486-487.)

Razmotrimo jos i problem alokacije resursa. Pretpostavimo da poduzece ima odredenu
koli¢inu svakog od m resursa, koje treba alocirati na n aktivnosti (ili procesa). (Vidi npr.
Hillier, Lieberman [2], str. 33-34, Marti¢ [3], str. 94-96, Nerali¢ [10], str. 12-13.) Svaka
aktivnost karakterizirana je utroSkom resursa pri jedini¢noj razini aktivnosti. Ovdje
nam aktivnost predstavlja koli¢inu proizvodnje nekog proizvoda iz raspoloZivih resursa.
Pretpostav1m0 jos da imamo odredenu vrijednost koja m_]erl ukupne postlgnute rezultate
(ovdje ¢emo promatrat1 ukupan profit), uz poznato povecanje te vrijednosti koje je rezultat
Jedlmcnog povecanja svake od aktivnosti (t] proﬁt po JedlnlCl proizvoda). Problem se
sastoji u alociranju resursa na aktivnosti, uvazavajuci ¢injenicu o raspolozivim koli¢inama
resursa uz ostvarivanje maksimalne VF]]CdﬂOStl ukupnih postignutih rezultata (ukupnog
profita). Uz uobicajene pretpostavke u linearnom programiranju (proporcionalnost,
aditivnost i djeljivost) i oznake

a; — utroSak resursa i po jedinici proizvoda j (i =1,2,...,m, j=1,2,....n);
b; — raspoloziva koli¢ina resursa i (i =1,2,...,m);
— profit po jedinici proizvoda j (j=1,2,...,n);
xj — nepoznata razina aktivnosti j (j=1,2,...,n),
postavljeni problem moZe se formulirati kao problem linearnog programiranja oblika

n
maxh ="y cx;
j=1

uz ogranicenja "

Za,jxjgb,», i:1,2,...,m
J=1
)C_,‘ZO,‘]'=1,27...7I’L.

m
minz = Zb,}.,‘
i=1
m
Za[jﬂ,,‘ >Cj, ]: 1,2,...,}’1
i=

=1
Ai>0, i= 172,...,m

Kako je ¢; profit po jedinici proizvoda j, znaci da ima dimenziju kuna po jedinici,

pa tada a;A; takoder mora imati dimenziju kuna po jedinici proizvoda j. Medutim,

dimenzija od a;; je jedinica resursa i po jedinici proizvoda j. Prema tome, dimenzija

dualne varijable A; je kuna po jedinici resursa i, pa ona predstavlja vrijednost (cijenu ili

Njegov dual je

uz ogranicenja

troSak) jedinice resursa i, i = 1,2, ..., m, za poduzece koje njime raspolaze. Funkcija
cilja izraZava ukupnu vrijednost raspoloZivih resursa. Zatim, izraz
m

Z a,j?Li

i=1

|“|
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predstavlja Vrijednost (troSak) svih m resursa potrebnih za proizvodnju Jedinice proizvoda
j. Prema ogramcenpma dualnog problema taj troSak ne moZe biti manji od profita
¢, J=12...,n po jedinici proizvoda. Dakle, iz dualnog problema odreduju se A;
tako da se m1n1m121ra ukupna vrijednost resursa, pri ¢emu vrijednost resursa utroSenih u
proizvodnji jedinice proizvoda j ne moZe biti manja od profita c¢; ostvarenog prodajom
jedinice proizvoda j. (Vidi npr. Hadley [1], str. 483-484, Nerali¢ [10], str. 123.)

Iz principa oslabljene komplementarnosti dobivamo:

m
za x; >0, slijedi Y azA’ =¢;.
i=1
To znadi, da za proizvod koji treba proizvoditi prema optimalnom rjeSenju troSak mora
biti jednak profitu. Osim toga,

n
za Za,jxj* < b; slijedi A" =0.
j=1
Prema tome, ako resurs i nije u potpunosti iskoriSten, njegova dualna cijena jednaka je
nuli. (Vidi naprijed primjer 10 i konkretnu intrepretaciju rjeSenja primala i duala.)
MozZe se pokazati da za optimalnu vrijednost A;*, koja se naziva cijenom u sjeni,
dualnom cijenom ili oportunitetnim troskom, vrijedi

Oh
ob;

U skladu s tim, A pokazuje za koliko se pribliZno promijeni optimalna vrijednost
funkcije cilja primala, ako se resurs i poveéa za jednu jedinicu. Pritom, znajudi s jedne
strane vrijednost A;*, koja odgovara i-tom ogranicenju zadovoljenom kao jednakost u
optimalnom rjeSenju primala (raspoloZivi resurs je u potpunosti iskoriSten) i s druge
iznos ulaganja u povecanje resursa i za jednu jedinicu, moZe se vidjeti ima li to ulaganje
smisla. Naime, ulaganje u proSirenje kapaciteta resursa i ima smisla, ako je dualna
cijena A;* veca od iznosa ulaganja, jer je tada povecanje profita veée od ulaganja.

®\ _ 4k s
— O], x5, ., xp)=AT i=1,2,...,m.

Zadaci za vjezbu

1. Za problem linearnog programiranja
maxz = 5x1 + 2x»

uz ograni¢enja
& ! 4y, + 50 <40

x1 + 4x, < 21
X1 < 8
X1 > 05 X2 2 0
formulirajte njegov dual. Primarni problem rijeSite simpleks metodom, a dualni na

temelju rjeSenja primala i principa oslabljene komplementarnosti. (Usporedite Nerali¢
[10], str. 184.)

2. Formulirajte dual problema

minh = 1741 4+ 84, + 3243

uz ogranicenja M—Ar+423 > 5

3M+24,+34 > 8
At =20, 4,20, A3 > 0.
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Primal i dual rijeSite simpleks metodom. Provjerite da su optimalne vrijednosti funkcija
cilja jednake. Kako se interpretira optimalno rjeSenje duala?

3. Simpleks metodom pokazite da funkcija cilja primala u primjeru 13 nije omedena
odozgo na skupu mogucih rjesenja, pa taj problem nema optimalno rjeSenje.

4. Pokazite graficki da dualni problem u primjeru 13 nema moguceg rjeSenja. Do
istog zakljucka dodite Charnesovom M -metodom ili dvofaznom simpleks metodom.

5. Provjerite da primal u primjeru 14 nema moguceg rjeSenja, dok funkcija cilja
duala nije omedena odozdo na skupu mogucih rjeSenja.

6. Pokazite da u primjeru 15 ni primal ni dual nemaju moguce rjesenje.

7. Za problem alokacije resursa pri proizvodnji dva proizvoda od Cetiri vrste sirovina
(raspoloZive koli¢ine sirovina su u tisuéama kilograma, utroSci pojedine sirovine po
jedinici proizvoda u kilogramima, te profit po jedinici proizvoda u tisuéama kuna)
formuliran je sljede¢i problem linearnog programiranja

maxz = 7x; + 5x»

uz ogranicenja

2x1 + 3x;, < 19
2x1  + x, < 13

3x2 < 15
3)(1 < 18

X1 2 07 X2 2 0.
Rijesite taj problem simpleks metodom (koja daje i optimalno rjeSenje duala), a zatim
formulirajte dual tog problema, te provjerite i interpretirajte njegovo rjesenje.
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