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Sazetak: Sinusni teorem i kosinusni teorem imaju vrlo znac¢ajnu ulogu u geometriji te im se u nastavi
matematike posvecuje posebna paznja. U ovom radu je dat jedan manje poznat dokaz kosinusnog teorema,
kao i njegovo geometrijsko znacenje.

1. Kosinusni teorem s manje poznatim dokazom

Teorem 1.1. Kwvadrat duZine jedne stranice trougla jednak je razlici zbira kvadrata duzZina drugih dviju
stranica trougla i dvostrukog proizvoda duZina tih dviju stranica s kosinusom ugla izmedu njih, to jest

a? = b> + ¢ — 2bccos o,
b? = a? + 2 — 2accos B, (1)
c® = a®+ b? — 2bccosy .

Dokaz : Teorem se moze dokazati na viSe nacina, a mi ovdje dajemo jedan manje poznat dokaz.

a) Dokazimo prvo da vrijedi jednakost ¢? = a2 + b2 — 2bccosy u ostrouglom trouglu AABC. Ostale
dvije jednakosti se slitno dokazuju. U tu svrhu neka je a = |BC|, b = |AC|, ¢ = |AB|. Akosu D,E i
F dodirne tacke datog trougla i njemu upisane kruznice k (I,7) sa centrom u I i poluprecnika r, tada je
|ID| = |IE| = |IF| =r. Neka je |CD| = z. Na osnovu teorema o jednakosti tangentnih duzina slijedi da je
|CE| =|CD| = =.

Sa Slike 1 vidimo da je

|AE| = |AF|=b—ux,|BF|=|BD|=a—x ,
pa je
c=|AB|=|AF|+ |FB|=b—z+a—=,

odnosno

a+b—rc

Il
—

©
=
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Kako je trougao AIDC pravougli, to je tg— = —, te je
r
i 3)

Iz (2) i (3) dobijamo da vrijedi jednakost

a+bfc_L
(4)

te imamo da je
a+b+c
atote , iz Cega slijedi

(a+tb—c), v
= gL
2 I3
Znamo da je povrsina trougla AABC data sa Papc = —absinyi Pagc =r-s=r 5
1 b
da je —absiny =r - #. Odavde je
absiny 2absin % cos %
_ — (5)
a+b+c a+b+c
Konaéno, eliminacijom r iz (4) i (5), dobijamo
2absin % cos 7

(a—l—b—c)t Y
2 2T T atbte
27

odnosno
(a+b—c)(a+b+c)=4abcos
Koriste¢i da je cos® 1 = 1“%, posljednja jednakost se moze zapisati kao

(a+b)? — ¢ = 2ab+ 2abcos |

to jest ¢ = a® 4+ b? — 2abcosy, 8to je i trebalo dokazati.
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b) Neka je sada trougao AABE tupougli, to jest neka je u tom trouglu ugao ¢ = LAEB veéi od 90°.
Prikazimo geometrijski dokaz. Uvedimo oznake kao na Slici 2, to jest a = |AB|, b = |BE|, ¢ = |AE|
i sa Pxyz oznac¢imo povrdinu trougla AXY Z, a sa Ppgrg povrsinu Cetverougla PQRS. Nad stranicom
AB konstruisimo kvadrat ABCD, a nad stranicama BC, CD i AD trouglove ABCF, ACDJ i AADH
podudarne s trouglom AABE (vidjeti Sliku 2). Tako je Pagp = Ppjc i Peer = Papn. Zato su povrsine
¢etverougla ABCD i mnogougla AEBFCJDH jednake, to jest a®> = ¢ + b? + 2Pggor.

J

Slika 2:

Kako je
1
PBEGF:2PBFE:2'§'C'h:Cha
to je
a® = c® +b* +2ch = ¢* + b* + 2cbcos (180° — ¢)

odnosno a? = b2 + ¢2 — 2bccose. Druge dvije jednakosti dokazuju se analogno.
c) U slucaju kada je trougao AABC pravougli, Teorem 1.1 se svodi na Pitagorin teorem. [

2. Kosinusni teorem - geometrijsko znaéenje

Po Teoremu 1.1 imamo da u trouglu AABC vrijedi jednakost

a’? =b*+ % —2bccosa (6)
odnosno
a’>=b(b—ccosa) +c(c—beosa) . (7)

Pogledajmo sta formula (7) geometrijski predstavlja.

2.1. Trougao NABC je ostrougli

Nad stranicama datog ostrouglog trougla A ABC konstruisimo, redom, kvadrate ABDE, ACGF i BCHI
(vidjeti Sliku 3). Neka visina povuéena iz vrha B datog trougla sijeCe produzene stranice kvadrata ACGF
u tackama N i @, a visina povucena iz vrha C sijeCe produzene stranice kvadrata ABDE u tackama M i
P. Izracunajmo sada koliko je Ponga + PempPD.
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Slika 3:

Znamo da je
PCNQG+PBMPD = |CG‘ . ‘CN|+|BD||BM| =b- |CN|+C' ‘BM| s
odnosno

PCNQG + Peypp = b(b— |AN|) + C(C— |AM|) .

U pravouglom trouglu AAMC je cosa = % = IA—éw, odnosno |[AM| = bcosa. Slitno imamo da u
pravouglom trouglu AANC' je cosa = % = lAjv , odnosno |AN| = ccos «. Dakle,
Penga + Peyvpp =b(b—ccosa) + c(c—beosa) . (8)

Sada, iz (6),(7) i (8) dobijamo geometrijsko znacenje kosinusnog teorema (Teorema 1.1):
Povrsina kvadrata konstruisanog nad stranicom a jednaka je zbiru povrsina pravougaonika Ponga i
Ppypep (’Uidjeti Sliku 3)

2.2. Trougao NABC je tupougli

Neka je u trouglu AABC ugao « > 90° (vidjeti Sliku 4). Visine datog trougla iz vrhova B i C sijeku
prave AC i AB u tackama N i M. Na taj nac¢in dobijamo opet pravougaonike CNQG i BM P D koji sadrze
kvadrate ACGF i BAED, tj. kvadrate sa duzinama stranica |[AC| = b1 |AB| = ¢. U pravouglom trouglu
ANAMC je
|[AM| |AM|

cos KM AC = cos (180° — ) = —cosax = aAc] b

to jest |AM| = —bcosa.
Sada je
|BM| = |AB|+ |AM|=c—bcosa ,
kao i u slucaju kada je AABC ostrougli. Jedina razlika je $to je sada |BM| > c. Dakle, vrijedi da je

Ppypp = |BD|-|BM| =c(c—bcosa) .
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Slika 4:

Sli¢no se pokaze da je i
Penge =|CG|-|CN|=b(b—ccosa) .

Dakle, i u ovom slu¢aju dobijamo isto geometrijsko znacenje kosinusnog teorema(Teorema 1.1):
Povrsina kvadrata konstruisanog nad stranicom a jednaka je zbiru povrsina pravougaonika Pcongg ¢
PBMPD (’Uidj@ti Sliku 4)

2.3. Trougao NABC je pravougli
Neka je u trouglu AABC ugao o = 90°. Tada se pravougaonici CNQG i BMPD poklapaju sa

kvadratima CAFG i BAED i Teorem 1.1 se poklapa sa Pitagorinim teoremom.
3. Tri rjeSenja jednog primjera
Primjer 3.1. Dokazati da u svakom trouglu vrijedi jednakost

b ¢ c a a b
<E+B)cosa+(a+z)0055+(Z+E)COS’Y—3~ )

Rjesenje:
RjeSenje 1: Primjenom kosinusnog teorema (Teorem 1.1) dobijamo da je

SO it SO e AN s . ik
- 2bc ’ o 2ac ’ 7= 2ab ’
te je
9 o ®* +)” —a? (B + ) . (a®+ ) — 2 (a®+ ) . (@ +0°)° — (@4 17)
2h2¢2 2a2c2 2a2b2 -
<:>b4+26202+c47a2b27a2c2+a4+2a202+c47b2a27b202+a4+2a2b2+b47c2a2702b2 _3
2b2¢2 2a2c? 2a2b? o
- 2+1+C2 a2 a2+a2+1+ 2 b2 b2+a2+1+ b2 C2 62 _3
2¢2 202 2¢2 22 2¢2 202  2¢2 2b2 222 22 22

&3=3.
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Rjesenje 2: Primjenom projekcionih relacija

a = ccos 3+ bcos,
b= acosvy+ ccosa,

c=acosf +bcosa,

(dokazati) dobijamo da je

©) & (bc(;sa N ccosa> N <ccc;sﬁ N acosﬁ) N (acos*y N bcosw) _ 3

b c b a
ccosff+bcosy acosy+4ccosa  acosf+ bcosa
+ + =9,
a b c
a b ¢ - .
& — 4+ -+ - =3, Sto je tacno.
a b ¢

Rjesenje 3: Primjenom Sinusnog teorema dobijamo da je

9) = (smﬂ n sm’y) cosa + <s1n’y N sma> cos B + (sma n sm,B) cosy = 3,

siny  sinf sina  sinvy sinff = sina
sin~y cos 8 + sin f cosy n sin v cosy + siny cos « L sin e cos B + sin 3 cos «

)

sin sin 8 sin 7y
@sin(.’y+ﬁ)+sin(.oz+'y) sin(.oz+ﬂ):37
sin o sin 8 siny
. 180° — . 180° — : 180° —
o sin ( §0 a) N sin ( .80 B) " sin ( E.§O v) _3
sin sin 8 sin -~y

sina  sinf = siny

- - - = 3, Sto je tacno.
sina  sinf  siny

Literatura

[1] J. Carstensen, A. Muminagié: Zanimljiv dokaz kosinusova poucka, Mis, broj 81/godina 17./ listopad 2015.
[2] J. Carstensen, A. Muminagié: Matematiske miniaturer, 1. oplag, Fredniksberg, 2004.

[3] J. Carstensen: Cosinusrelationen-et par bemerkniger, LMFK-bladet Nr. 2, maj 2018.

[4] V. Pavkovié: Elementarna matematika 2, Skolska knjiga, Zagreb, 1995.

[5] B.A. Kpeymap: Zadacnik po algebre, Hayka, Moskva, 1968.


PC
Typewritten text
https://matematickitalent.mk     објавено на 10.12.2022


	Alija Muminagic, Jens Carstensen Kosinusni teorem i primjena

