Kourpyennuje Bumer cremena
tpeha-1 Bep3umja: 20.12.2012.

Lywarn Byxuh

1° ®epmaoBa TeopeMa U yOUMITEHA

Osne heMo ce GaBuTH yriiaBHOM IOHAIIAKEM CTEIeHa (UKCHOT IeJIor Opoja Mo ZaTOM MOI-
yay. Ha mpuMep, mra 3ama;xaMo ako IOCMATpPaMoO ocTaTke Gpojema 1,2,22,23 2425 26 npnu
newewy ca 7?7 Ocranu cy pemom 1,2,4,1,2,4,1,2,4,... - npumehyjemo ma ce mu3 1,2,4 nepu-
OMYHO MOHABJbA, CA MEPUOAOM 3, U aa ce He nojasiyjy ocramu 0,3,5,6. Mebhyrum, ako ymecto
CTEeNeHa NBOjKe IOCMATPaMO CTeIeHe TPOjKe, IpU Aejbelmy ca 7 mobujamo ocrarke 3,2,6,4,5,1
KOjU Ce IOHABJbAjy ca IepronoM 6 - OBOI IIyTa, CBU OCTAIM IO MOAYJIY 7 OCUM HYyJE CY TY.

BepoBaruo majnosuaruje tBpheme je PepmaoBa Teopema, MOHEKaA 3BaHA “‘MaJsia’ Kako Oun
ce Harjacuia pas3auka on T3B. Beaure PepmaoBe Teopeme.

T.1 (Pepmaosa meopema). 3a cBaku npocT GpPoj p U 1eo 6poj a Baxku a? = a (mod p).

Joxas. O6a ckyna {1,2,...,p — 1} u {a,2a,...,(p — 1)a} uuHe mOTIyHE CHCTEME OCTATAKA IO
MOZYJly P, Ha Cy UM NPOU3BOAU €JEMEHATA KOHIDYEHTHM IO MOoAydy p, Tj. (p— 1)! =
a’~(p —1)!. Crxpahusamem (p — 1)! mobujamo Tpaskeno Tepheme. O

[Momenumo u Ojaepos kpumepujym, rojer ce cehamo M3 Teopuje KBaIPATHUX OCTATAKA:

. . . =1 (qa
e AKo je p mpOCT u a meo Wpoj, oHOA je a Z = 5 (mod p).
Y ®epmaoBoj TeopeMHu je KbydaH yCIOB Aa je p mpocT Opoj. 3a ciaoskeHe OpojeBe, MUCTO
tBpbheme y ommTeM ciyuajy He Baskn - HOpP. a® — a Huje oGaBe3Ho memuBo ca 4 3a a € Z.
Wnak, oHO ce Mo:ke 6e3 Temkolia HONyHWTH TaKO Oa BaKW W 3a CIOKEHE OpojeBe. 3a TO HAM

je morpebHa nozunara OjmepoBa (pyHKUUja .

Aegurnuyuja. 3a npomssossad npuponan 6poj n > 1, Ojaeposa dynkuuje ¢(n) o3nauasa 6poj
CBUX TIPUPOTHUX OpoOjeBa MAmLUX OO N KOjU CY y3ajaMHO MPOCTHU Ca 7.

OjnepoBa (pyHKIMja je MyJITUINIMKATUBHA y aPUTMETUYKOM CMUCIY, Tj. ako je (m,n) = 1,
ouma je p(mn) = ¢(m)p(n). Moske ce nako mokasaTn na je, akO Ce N PacTaBba HA MPOCTe
YMHMONE Kao n = piips? ... poT,

w=a(i-3) () (-2)

T.2 (Ojaeposa meopema). Axo je n mpuponan u a neo 6poj Takas na je (a,n) = 1, Baxn a?™ =1

(mod n).
Joxaz je amanoran nokazy Pepmaose reopeme. AKO je {r1,72,...,74(n)} CBEIEH CHCTEM OCTATAKA
0 MOIYJIy N, OHAA je TO U {ari,ars,...,arym)}. Ilpema Tome, mpomsBomu eneMeHaTa y

OBa NBa CKyNa Cy je[HAKU 1O MOIYIY N: T172 " Ty(n) = a? My - To(ny (mod n). Ocraje
Ia Ce CKPATH 172 Ty(n). O

3adamax 1. Ucnuryjyhu cayuaj n = 561, moraszatu ma wuje maurno caenehe: axo 3a cBako a € Z
y3ajaMuO TpocTo ca n Bazku a™ 1 =1 (mod n), onma je n mpoct 6poj.

Pewewe. Mimamo n =561 =3-11-17. 3a cBako a Koje Huje memuBo ca 3,11 mau 17 Bassn a? = 1
(mod 3), a!® =1 (mod 11) u a'® =1 (mod 17). CrenenoBamem 0Be TPU KOHIDYEHIHje ca
excrorenTuMa, 280, 56, 35 penom mobujamo a’®? = 1 mo momynuma 3, 11 u 17, makme a0 =1
(mod 561). A

Hanomena. BpojeBu n ca oBuM CBOjCcTBOM ce 30BY Kapmajraosu b6pojesu. Jemuuu Kapmajrios
6poj mamu ox 1000 je n = 561.



[IpuMmeTrMo na U3 pemema TPeTXOMHOT 3aaaTka caem aa je a®® = 1 (mod 561), mTo je jaue

ox TBphema Ojmepose reopeme mo xome je a*?0 =1 (mod 561) (jep je (561) = 210 - 16 = 320).
OBo mam cyrepume na ekcunoHeHT ¢(n) y OjiaepoBoj TeopeMu MOKe y ONIITEM CIIydajy Oa Ce
noboJbIa.

Aepurnuyuja. Kapmagraosa gynryuja A(n) ce nedpuumme 3a n > 1 popmynama A(2) =1, A\(4) = 2,
A(2F) =2F=2 33 k>3, A(p*) = p*~!(p — 1) 3a memapanm mpocr 6poj pu k > 1, u

An) = [A@T), - APR7)] 38 no=piipy® - p.
Ouursenuo, A(n) meau ¢(n). Ha npumep, A(56) = [A(7), A(8)] = [6,2] = 6 mesu ¢(56) = 24.

T.3 (Kapmajrroea meopema). Ako je n mpuponan u a ueo Opoj Takas ma je (a,n) = 1, Baxku
a*™ =1 (mod n).

Zoxas. IloBOMBHO je moka3aTu Oa BayKu AP =1 (mod p*) 3a carkm mpoct 6poj p m k > 0.
omto A(p*) | A(n) xax rom p* | n, cremenmoBamem ca A(n)/p(p*) he cremuru na p* |
a*™ — 1, u omarne n | e — 1.

Axo je p memapHoO, a?®) =1 (mod pk) Basku mo OjimepoBoj Teopemu. Y ciayuajy p =2 u
k>3jea®) —1=¢2"—-1= (a® —1) Hi:l?’(ay + 1), npu yemy 23 | a? — 1 u cBu ocranu
YMHUOUU Cy MapHU, oxakjie cienu TBpheme. [

Axo je n mpocr 6poj, KapmajrmoBa teopema He maje mobossmame Pepmaose jep je Tana
A(n) = n—1. Mebyrum, y ommrem ciayuajy moGommame je yecTo 3Hauajuo. Kacumje hemo
nokazaTtu na je T.3 onTumanna, y CMUCIY Ia Ce eKCHOHEHT A(n) He MOke IOOOJbIIATH.

Hpumep. 1o Kapmajrnosoj Teopemu je a’® =1 (mod N) 3a (a,N) =1, rae je N =2%.32.52.7.
11-13-31-61, jep je A(N) = 60. Hopebema pamu, ¢(N) = 213 - 3% . 54 = 1.244.160.000.

2° Tlopemnmak mo Momy Iy

Tpu Teopeme y mperxonHO]j IIaBU Baske 3a CBe a. Y IWIbY UCIUTWBAA [IOHAIIAKHA CTEIEHA
naror 6poja a mo HaToOM MOAYJIY 1, YBOAMMO IIOjaM IIOPETKA 10 MOLYJIY.

Aegurnuyuja. ITopedax Gpoja a mo monyay n (a € Z, n € N) je najmawu npuponas 6poj 6 = 0(a,n)
takaB na je a’® =1 (mod n).

Ha mpuwmep, §(3,11) =5 jep je 3° =1 m 3" Z1 (mod 11) 3a 1 <i < 4.

Hus 1,a,a?,... je mepmommdan mo MOy Ty n ca mepuogoMm § = 6(a,n) - 3amcra, a
a¥? -1 =a* (mod n). Ocuwm Tora, 1,a,a?,...,a° ! cy mebycobro pazmuuuru mo momyny n. To
3HAUM na, ako je a™ =1 (mod n), onna § | m; apyrum peumma:

k40 — gkl =

T.4. Hopenax §(a,n) 6poja a mo momymy n memu 6poj ¢(n). Hus 1,a,a?,... je mepuommyan mo
MOZYJLy T C& MUHUMAJHUM nepuoigoM d(a,n). O

3adamax 2. Aro je p > 2 mpoct O6poj m a € 7, AOKA3aTU Oa CBAKU MPOCT IEJUJal ¢ Opoja
% =aP ' +aP 2 +... 4+ 1 3an0Bomana p | ¢ — 1 umm p = q.

Pewewe. Axo q|a—1, omma q|a?P ' +aP 2+ .- +1=1+1+---+1=p (mod q), narme q = p.
C mpyre cTpame, ako q{a — 1, mopemak 6poja a MO MOLYJIy ¢ nenu p, HaKjie JeIHAK je p.
Karo taj nopenak nenmmn ¢ — 1, cneqm p | ¢ — 1. A

Cuenehe jemnocrasuo momohuo tBpheme je Beoma BayKHO.

T.5. 3a npoussosmue Gpojese a € Z, m,n € N, Basku (a™ — 1,a™ — 1) = almn) 1.



Joxasz. Osmaummo d = (a™ —1,a™ —1). Kako a(™™ — 1 gemn 6pojese a™ —1 u a™ — 1 (amp. axo
je m = k(m,n), ouma je a™ —1 = (al™™ —1)(alF=D0mn) 4.4 q(m1) 1)), 6poj d je memus
ca a\™™ — 1. C mpyre crpame, MO3HATO je Ia MOCTOje MPUPOMHM OPOjEBH X,y TAKBH 1A
je (m,n) = mx — ny, omakmne ciema 1 = a™® = a™ - a(™™ = a™™ (mod d), maxne d nenu
a™™ — 1, mro nosraun d = a™™ —1. O

Hocaeduya. 3a a,b € Z, (a,b) =1, m m,n € N Bawu (a™ — b, a™ — b*) = a™n) — plmn),

Joxasz. Osmaumvo d = (a™ —b™,a" —b"). Ounriensro a™™ —b™™) | d. C mpyre crpame, ako je
¢ € Z taxBo na je be = 1 (mod d), onma d memm (ac)™ —1 u (ac)™ — 1, nakme d | (ac)™™ —1,
mTo MEOKemeM ca b™™ maje d | o™ — pmn) | O

Ha nouerky cmo Bumenu ma je 2" — 1 memmso ca 7 3a 3 | n, 1j. d§(2,7) = 3. Moxke HaC
3aHUMATU U 3a Koje n je 2" — 1 nespmBO HeKMM BehuM cTemeHOM cenMmuIie.
3adamax 3. Hahu cee n € N 3a koje je 2" — 1 memuso ca 49.

Pewemwe. Jacuo je ma je takBo n memuBo ca 3. Hamumwmmo n = 3m. Tagma je 2" = 8™ =
(1+7)™, mro ce no GmrOMHOj Ppopmymm paseuja kao 1+ (7)7+ (5) 7+ (5) 7> +- -+ (1) 7™

Csu cabupmu ocuM TpBa mBa Cy AemusBu ca 72. Ilpema Tome, 2" = 1 + 7m (mod 72).
akmydyjemo ma je 2" = 1 (mod 72) ako m caMo ako je m HesuBO ca 7, Tj. aKo U caMo
ako 21 | n.

Hpyrum peunMa, §(2,49) =21. A

Amnajsoran HAYMH Pa3MUNILAKHA MOKE JJa Ce IPUMEHU Yy OIIITEM CJIydYajy, ITO HaM OMOTyhaBa
Ia AP:KUMO MO KOHTPOJIOM CTEIEeH MPOCTOr O6poja p y KAHOHCKOM pa3Bojy a’ — 1.

Cnenehy osmary hemo pemoBHo kopuctuTu. 3a mpoct 0poj p, kK € N u m € Z, numemo
p* || m u rosopuhemo “pF Taumo memm m” ako je p* majsehu cremem p koju memu m, Tj. pF | m
u pFttim.

T.6. Hexka je p > 2 npoct 6poj, a # 1 neom n € N. Axo p* || a—1 u p' || n, omma p**! || a™ — 1.

Jlokas. Nmamo a = pFB + 1 3a mero meno B koje muje memuso ca p. Tana je mo GUHOMHO]
(popmyn n
a"—1=(1+p"'B)" —1=np"B+ <2>p2kB2 +- 4 p BT (*)

Tepbhemwe nokasyjemo mumayrnmjom 1o [. 3a ] =0 u | = 1, ounraenso cy cBu cabupiu

HA NMecHOj cTpaHu (%) ocum mpsor memusu ca p 1 nok je mpeu Taumo memus ca pttl
omarne ciem pFtt | o™ — 1.

Hexra je | =t > 1. Ha ocmoBy ciyuaja | = 1 Bazu p**1 || a? — 1. Momro p'~! | N = n/p, mo
MHIYKTUBHO] IpeTmocTasmy 3a | = t — 1 npumemenoj va A = a? u N mvamo p*+D+E=1 |
AN — 1, 1j. ptd | n. O

HMocaeduya 1. Axo je § = 6(p,a) u p* || a® — 1, ouna je §(pF*!, a) = p'o.

Joxasz. Cnenu u3 Teopeme 6 mpumemene Ha a’. O

3adamarx 4. Ilokazatu ma je, 3a cBako n € N, 6poj 2%" + 1 memus ca 3", a muje ca 372,
Pewemwe. Kako 3! || (=2) — 1 u 3" || 3", reopema 6 maje 3"t || (=2)%" —1=—(2%" +1). A

3a cBaku meo 6poj b, ptb, mocroju meo 6poj ¢ Takas ma je bc = 1 (mod pF*!). Bamenumo y
Teopemu 6 6poj a ca ac. Ycaosu pF || ac — 1 u pF*! || (ac)® — 1 cy exsusamenTnn ca p* ||a —bu
pFl || @™ — b (MEOMKemeM ca b, ommocHo b"). Tako moGujamo:

Hocaeduua 2. Axo p* || a —b u p! || n 3a memapuo mpocto p, oxma p**t | a” —b". O

3a p = 2 Teopema 6 Humje Tauma: ma mpumep, 2 || 3 — 1, amm 23 | 32 — 1. Hamwme, y oBom
ciyuajy memamo Gesycmosmy rapammmjy aa p*ttl memm mpyrum cabupax y (*) - awo je k = 1,
ouna p'~! || () n onarne p*t || ()p** B2. 3aro T.6 3a p = 2 Baku y MaJo U3MEHEHOM OOJINKY,
Y3 IPAKTUYHO UCTU JOKA3.



T.7. Hexa je a (|a| > 1) memapan 6poj u meka 2% || a2 — 1. Tama 3a cako memo [ > 0, 28+ | " —1
akxo u camo aro 21 |n. O

3° IIpyMUTUBHY KOpPEHU

Suamo na nopenak 0(a,n) nenu p(n). Mowke nu ce 3a garo n omabparu a tako xa je d(a,n)
TavHo jenHaro ¢(n)?

Aegurnuyuja. Ileo 6poj a je npumumueny xoper IO MOLYILYy NpupoaHor 6poja n ca (a,n) =1 ako
je 6(a,n) = ¢(n).

3Hauaj IPUMUTHUBHOT KOPEHA @ IO MOIYJy n ce, maMehy ocrasor, oriena y ToOMe IITO Ce y
3y 1,a,a?,...,a?" "1 nojaBmyjy ceu Moryhu ocramm mo MOLYIy 1 KOjU CYy y3ajaMHO IPOCTH
ca n - Tj. OBaj HU3 je cBexeHU cucreM ocraraka (mod n).

Bunenu cmo Ha moderky [na je a = 3 npuMuTUBaH KOpeH 3a n = 7. IIpoBepom Hamazumo na
ce TakBO a Moske mahwu 3a n = 2,3,5,7,11,13,17,... - ua npumep, a = 1,2,2,3,2,2,3,... pemom.
WcnocraBma ce ma IpUMUTMBAH KOPEH MOCTOJU IO CBAKOM IPOCTOM Momyay. [la Oucmo oBo
[IOKa3aJu, moaceTuneMo ce jeHOr OCHOBHOT TBpDema 0 HOIMHOMUMA:

o [TonuuaoM crenena d ca roedpunujertTrMa y nosy F mma HajBume d myna y F.

Ha mpumep, F moske ma Oyme mosbe peasHUX MIAU KOMIJIEKCHUX OpojeBa. Mebhyrtum, mac
OBZE 3aHUMa Zj, - HOJbe OCTATAKA IO MOLYIY IPOCTOr Gpoja p. ¥ ToM mosy, TBpbheme (o) Ham
3aIIpaBO Kaske OBO:

o Hera je P(x) monmuoM cremnena d ca meaum koepunujentrMma. Tana jemmauumna P(z) =0
(mod p) mma majsume d pemema MO MOLYILY P.

IToka3 He HABOAMMO, jep je UCTHU Kao U NOKa3 Kojer ce cehamo - ma peaJsian My KOMIIJIEKCAH
IIOJIMHOM cTenleHa d mMa HajBuine d Hyjga. YuTaony caBeTyjeMO Na WCIUIIE NeTalbe.

Jlema.1. Axo d|p— 1, 6poj pemema rxourpyermuje % =1 (mod p) je jennar d.

—1

. P
Joxas. Tlomuom ¢ — 1 uma majsume d myna mo moxyny p. C Apyre cTpase, IOJHHOM -
je cremena p — 1 — d, ma uma majBume n — d myga mo Momyny p. Kakxo mommmom zP~! — 1

vMma Tauno p — 1 myma (mod p), caemu tBpheme. O

Jema.2. Ba csako n € N Bamu ), ¢(d) =n.

Joxas. Tepmumo na je, 3a cako d (d | n), 6poj enemenara x € {1,2,...,n} 3a koje je (z,n) =
jemnax ¢(d). 3aucra, (r,n) =% je exBuBasentHo ca x = 45 -k, rae je k (1 <k < d) neo
(k,d) =1, a oBakBux Opojesa k uma tauno ¢(d).

N als

Cnemn ma je cyma ¢(d) mo csum d | n jemmaka 6pojy cBux ejemanmata € {1,2,...,n}, a
TO je n. O

T.8. 3a cBaku npocTt 6pPOj p MOCTOjU IPUMUTUBAH KOPEH IO MOLYILY P.

Joxas. Tlorasyjemo unayrmmjom no meauonumMa d 6poja p— 1 ma mocroju Tauno ¢(d) enemenara
Z,, nopetka d. OBo je TpusujanHo 3a d = 1. IIpernocraBrMo na je TadyHO 3a CBe JeIHOIE
6poja p — 1 mame on d. Ha ocroBy neme 1 mocroju Tauso d enemaHara Z, 4nju IOPEIAK
neau d. Ilo manykuujckoj upernocrasuu, Mehy tux d ememenara, Tadno ¢(e) uMa nopenak
e, rae je e Ma koju memmian d mamu oxn d. Ilpeocranux d — Zd>e|d4p(e) eJleMeHaTa UMajy
mopenak d, a mo nemu 2 je d — Zd>e‘d v(e) = ¢(d), mTo 3aBpIaBa WHIYKIW]Y.

Cuemujanno, uma Tauno ¢(p — 1) enxemenara nopeTtka p — 1, Tj. IPUMUTUBHUX KOpeHA. [

Ilocaeduya. Axo je a™ — 1 nemuso nmpoctum GpojeM p 3a CBakKo a, (a,p) = 1, oHma je n nebpuBo
cap—1.



Hoxas. loBospHO je ybamutu a = ¢, rae je g IPUMUTUBHA KOPEH IO MOLYIy p. O

3adamax 5. Hoxazatu ma ce 6pojesu 1,2,...,100 mory pacnopemutu y mnosba Tabaume 10 x 10
TaKoO Ma Cy Y CBAKOM KBaApaTy 2 X 2 MPOMW3BOAU IO ABa Opoja IO AMjarOHAJU jeTHAKU IO
Mmonymy 101.

Pewewe. Hera je g mpuMurumBHM KOpeH mo Moxyiy 101. YnwmmMo y mosne i-Te BpCTe U j-
te womoume (i,j € {0,1,...,9}) ocrarax ¢'®*/ mpu mememy ca 101. Y cBakoMm KBampaTy

onpebenom Bpcrama 4,7 + 1 1 KosoHama j,j + 1, mpomnsBon 6pojeBa MO CBAKO] OUjarOHAJN
je g10(2i+1)+(2j+1) (mod 101) A

I[locTojame TPUMHUTUBHOI KOPEHA ¢ IO IPOCTOM MOLYJY P 3HAUM O je MYJITUIINKATUBHA
rpyna Z, OMKINYHA, FeHepUCaHa eIeMeHTOM ¢. To je m pasyor mTo NPUMUTUBHNA KOPEH YeCTO
03HavYaBaMO CJIOBOM (.

IIpumehyjemo ma, ocuM MO TPOCTUM MOAYJIUMA, TPUMUTUBHU KOPEH MOCTOJjU U 32 MOMYJIE
n =4,6,9,10 roju HHUCY TpOCTHU - HOpP. ¢ = 3,5,2,3 pengoMm.

T.9. Axo je p menapan npoct 6poj u n € N, mocToju TpuMUTUBAH KOPEH O MoxyauMa p™ u 2p™.

Zloxas. Heka je g IpuMUTUBHU KOPEH MO MOAyAy p. IloKasKMMO MPBO 1a MOCTOjU MTPUMUTUBHU
KODEH TI0 MOIYJy p2.

TepanMo na je 6ap jeman ox 6pojeBa ¢, ¢ + p IPUMUTUBHI KODEH IO MOLYIY P> - Tj. Ha
mva nopenak p(p?) = p(p — 1) mo moxymy p?. Ilopermm oBux GpojeBa TO MOAYITY p CY
jemmaku p — 1, Ia Cy EBUXOBM HOPETIH IO MOMIYJY p? HEJUBU ca p — 1 - makjie, jeqHaknd cy
p—1wm p(p—1). Axo HM ¢ HE ¢ + p HUCY TIPUMUTUBHM KODEHU IO MOIYJy p°, MMaMO
g1 =(g+p)P !t =1 (mod p?). Mebyrum, 6urnoman passoj mam maje (g + p)P~1 —gP~1 =
(p— 1)pgP~2 # 0 (mod p?), KoHTPaIUKIH]A.

Hexa je cama g IpUMUTUBHE KOPeH o Moayay p?. Iloka:xuMo ma je o Taxobe mpuMUTUBHK
KopeH mo Moxyay p". Kaxo p taumo memu gP~! — 1, mo teopemu 6 mmamo ma je g™ — 1
IesUBO ca p' aKo W CaMo aKo je m mesbuBo ca p"~l(p — 1), Tj. mopemak g mo Momymry p"
je jemHak @(p™), WTO CMO U TBDIUIU.

Hajzan, raxo je p(2p™) = ¢(p"), cBakM HemapaH NPUMUTUBAH KOPEH MO MOmyJdy p" je
YVjeIHO M IPUMUTUBAH KOPEH 1o Monyay 2p". Ilakmie, g unu g+ p" 3amoBosbaBa yciaoBe. O

C npyre crpase, 3a Heke MomayJie momyT n = 8,12, 15 He MOCTOju NIPUMUTUBHUA KOPEH, jep IO
KapwmajrmnoBoj teopemu uujenan 6poj mema pen Behu ox 2,2,4 penoM mo maTuM MOIYJIUMA.

Ako nmocroju 6poj a uuju je mopemak mo Momyiy n jemHak o(n), uz Kapmajkiaose Teopeme
ciemu ma Mopa 6utu A(n) = ¢(n). To omvMax uckmyudyje cremerne msojke sehe ox 22. Illta Bume,
UCKJbYUyje U cBe OpojeBe n KOju Cy jeaHaKu MPOM3BOAY OBa y3ajaMHO mpocTa Opoja ni,ng Beha
on 2, jep cy A(n1) m A(ny) mapuu no meduummmjn, ma je A(n) = [AM(n1), A(n2)] < $A(n1)A(ng) <
Lo(n1)g(ng) = 3p(n) < ¢(n). Tako nobujamo:

T.10. IIpumurusan xopen mo Monyiy n (n € N) moctoju ako u camo ako je n = p™ unm 2p™ 3a
HEeKM Hemapad mpoct 6poj p, umm n € {2,4}.

Zoxas. CBako n € N Koje HUMje y HEKOM OJ HaBeIeHUX OOJIMKa je miau crerneH nasojke Behu ox 4,
UM IPOM3BOJ IBa y3ajaMHO mpocrta O6poja Beha on 2, ma tBpheme ciaemu m3 mpeTxomaHOr
pasMmarpama. O

Cana MOXKEMO Ia IMOKaKeMO U aHAJIONOH MOCJequIle TeopeMe 9 3a CIoKeHe MOLYyJie, KOjUu CMO
HajaBuin nocse KapmajrioBe Teopeme.

T.11. Axo je a™ — 1 memuso mpupomuum Gpojem n 3a cBaku meo 6poj a, (a,n) = 1, owma je
excriouenT m nemus ca A(n) (rme je A Kapmajkmosa Qymrnuja).

Jokas. Hera je n = 2%{*---pSr, rme cy p; Pa3IMuWTH HENapHW OPOCTH Opojesu u «; > 0.
ITo reopemu 10, 3a cBako ¢ HOCTOjU ¢; YMjU je IMOpemak IO MOIyly p;’ jemmak ¢(p;’).



IIpyMuTUBHM KOpeH o MOAyay 2% He MOCTOjU 3a & > 3; YMECTO TOTa, BAXKU M4 je Mopenak
HIOp. Gpoja 5 mo Momymy 2¢ jemmak 2*~2 - oBo ciaemu aupexTHO u3 T.7.

ITo Kuneckoj TeopeMm 0 ocranmuma HOCTOJU @ TAakBO na je a = 5 (mod 2%) u, 3a cse i,
a =g; (mod p;*). Tama je a™ — 1 mesmuBO ca N aKO M CaMoO aKoO je NeLUBO ca 2% u ca py’
3a CBe %, a4 TO BasKM aKO M CAMO aKo je m HebuBO ca A(2%) m A(p]"), mTO je eKBUBAJIEHTHO
ca A(n) |m. O

4° 3amanm

1. Pemuru jemnaunny 3% — 2Y = 1 y crymy npupomgaux Opojesa.
Pewemwe. 3a y =1 jemuno pememnse je (x,y) = (1,1). Heka je y > 1. Tama 4|2Y =3% — 1,
omarne ciemu 2 | . Cana je 2V = (3%/2 — 1)(3%/2 + 1), ma cy u 3%/2 — 1 u 3*/2 + 1 crenenn
nBojke. JemuHM cremeHu IBOjKe umja je pasimka 2 cy 2 u 4, ma je 3*/2 = 3 u majzan

(z,y) = (2,3).
2. TocToju mu n 3a koje 247 | 2™ 4 17

Peweme. Bpoj 247 ce pacrasiba Ha mpocre umHMONEe Kao 13-19. Axo 13 | 2" 4+ 1, onzna je
n =6 (mod 12), makuse n mopa ma Oyne mapan. C mpyre crpane, ako 19 | 2" + 1, onga je
n =9 (mod 19), makie n je HemapaH, KOHTPAAUKIN]jA.

3. Heka cy x u y memu 6pojesu. Axo 9| 2% + xy + %, nokazatu na 3 | z,v.
Pewemwe. Ilo ycnosy, 3 | (x—y)(2?+xy+y?) = 23—y>. Karo je 23—y = 2—y (mod 3), cremm
ma je r —y = 3z 3a Heku neo 6poj z. Amu rana je 22 +zxy+y? = % = (y+32)% — 9332 =
3(y? + 3yz + 32?). Ako je To nmemuso ca 9, ouzma 3 | y.
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4. Heka cy x,y meau u p > 2 npoct 6poj. Axro p? | zp, IOKa3aTh 1a p | x,y.

Peweme. Karo p | 2P—yP = z—y (mod p), MOKEMO na NUIIEMO X—Y = Pz 3a HEKU 110 6pOj 2.
Bunomua popmyia naje z;:zp = (y+p;):_yp = pyP~! +p(’2’)y1’*22+p2 (g)yp*?’z? oegpPizp,
Y oBOM M3pa3y cBu cabupIM IOUYeB OX APYTOr CYy AELUBU Ca P2, Ia U IPBU MOpa Aa Oymxe

nesuB ca p?, omakie p | y.

5. Hahu cse npuponne 6pojese x,y,n u nupoct 6poj p (pfxy) Takse na je xP + yP = p".

Peweme. 3a p = 2 jemmaumna moctaje 2 + y? = 2". Ilomro 4 { 22 + y?, moryhe je jemuso
r=y=n=1.

2P 4P
T4y
3amaTka 3a ¢ 1 —y caemu s < 1, 1j. A=2aP7! — 2P 2y 4 ... 4 yP71 < p. Mebyrum, aro je
x>y, ouma je A > yP~!, ma je y?~! < p. Kaxo je 2?~! > p, mopa 6uru y = 1. Taxrobe,
36orx >2je A=aP t—aP24... 41> (z—1)2P~2, na je 2P~2 < p, mro je moryhe jemuno
3a x =2 u p=3. OBarko mobujamo pemewme (z,y,p,n) = (2,1,3,2).

Heka je p > 2. VMmamo 2P71 — P72y 4 ... 4 yP71 = = p® 3a Hero s. V3 mperxonsor

6. Iokazatu ma nomuaoMm P! —1— (2 —1)(z—2) -+ (z —p+1) mma cBe KoepummjenTe nemuBe
ca p.
Pewemwe. Y nomwy Z,, Hyie nonmuaoma zP~1 —1 ¢y 1,2,...,p— 1, ma je Taj NOIMHOM jemHAK
(z—1)(z—2)---(x—p+1) no momyay p.
Hanomena. Ynopebusame ciiob00IHIX UIAHOBA HA JIEBOj U JECHO] CTPAHE HAM Iaje ajTep-
HATUBHU HOKa3 Buiconose teopeme: (p— 1)/ = —1 (mod p).

7. Hahu cse mapose (p,q) mpocrtux GpojeBa TakBUAX Ia je 3a CBAKO G KOje 3a0BOJbABA
(a,3pq) = 1 6poj a®?? — a memus ca 3pq.

Pewewe. BpojeBu p u ¢ cy ounrienHo HemapHW; IpuMeTuMO na cy Behwu m ox 3, jep Om
y cympoTHOM Bazkmio 9 | 23741 — 1, omakme 6 | 3pg — 1 mTo je memoryhe. Ilo mocsemarm
T.9, u3 ycaosa 3amarka ciaemu na je 3pg — 1 nemuso ca p—1 u g — 1, mro maje p — 1 |
3pg—1—-3¢(p—1) =3¢ —1 n ananorso ¢ — 1 | 3p — 1. Hera je, Ge3 cMamema ONIITOCTH,



10.

11.

12.

13.

p>gq. Tanaje3g—1<4(p—1)u313¢—1, omarxne je 3g—1=p—1um 3¢g—1=2(p—1).
[IpBu cayuaj je memoryh jep p # 3q. Ocraje mpyru cayuaj, tj. 2p = 3¢ + 1. Kaxro
q—1|2B8p—1)=6p—2=9g¢+ 1, mmamo ¢ —1]9¢+1—9(¢q— 1) = 10. Jemuna moryhuoct
je ¢ =11 u omatne p = 17.

. Hahwu cBe mapose mpoctux 6pojesa p,q 3a xoje pq | (57 — 2P) (5% — 27).

Pewewe. Jacuo je ma cy p u q mwenapuu. I[Ipumerumo na axo p | 52 — 2P = 3 (mod p), onna
je p = 3. Ilpernocrasumo ma je p = 3 (amanorno 3a ¢ = 3). Tama 3q | (5% —23)(59 — 29) =
32 . 13(59 — 29), omarse je ¢ = 3 mwim q = 13.

[IpernocTasumo cama ma je p > q > 3. Tama p |57 —29 u q | 57 — 2P. Kako ¢ | 5971 — 2971,
Bazku 5" = 2" (mod ¢) 3a cBe n memuse ca ¢ — 1 nau ca p. Ilpu Tom cy ¢ — 1 u p y3ajamuo
npocru, ma mocroje x,y € N 3a kxoje je pr = (¢ — 1)y + 1. Tama je 5-20@~Dy = 5.5y =
5P¢ = 2P¢ = 2. 24~ 1Y (mod q), omaxre ¢ | 3-209"DY mro je KOHTpaMMELH]a.

. Axo cy m,n npupomau 6pojesu u 2™ — 1 je memuso ca (2" —1)?, nokazaTu ma je m meBUBO
can(2" —1).
Pewewe. V3 2" — 1| 2™ — 1 ciemqu n | m. Heka je m = kn. Tapna je 22:11 = 2(k—Dn 4

2k=2)n 1 49" L1 =14+1+---+1=k (mod 2" — 1), a To je nemuso ca 2" — 1 ako u
camo aro 2" — 1| k, onakse cnenu tBpheme.

Jloka3aTu Oa 3a CBAKO HPUPOIHO M > 1 mocToju mpupomad 6poj n taxas xa je n? + 7
mespuBo ca 2.

Pewewe. Kopuctumo nanyknujy mo m. 3a m < 3 noBossHO je y3etu n = 1. IIpernocraBumo
na tepbeme Basku 3a m — 1 (m >4), tj. ma 2™°1 | n? +7 3a mexo n. Axo je n?+ 7 memun
u ca 2™, UHIYKIU]CKU KOPakK je roros. Y cymportHoM je n? + 7 = 2™~1 (mod 2™), a Tama
je (n+2m" 22 4 7=n2 4 742m 1Ip 4 22m—4 = 2m=1 4 om—1 = () (mod 2™), nma je u y oBom
CIyYajy MHIYKINjCKA KOPaK 3aBPIINEH.

Iokazaru ma 3a ceako m € N, m > 1 mocroju n € N takas na je 2" + 2003 memuBo ca 3™.

Pewewe. O3HaAUMMO TPa’KEHO N Ca MN,,. 3a m < 2 NOBOJMHO je y3eTu n,, = 2. llper-
HOCTABUMO Ja 3& HEKO M > 3 IOCTOJU N = N,,—1 TakBo ma je 2" = —2003 (mod 3’"’1).
[Tokazahemo ma ce Tama MOEe y3eTH n,, u3 cKyma {n +2j-3m"2|j =0,1,2} Tako ma je
2"m = —2003 (mod 3™).

3777,72

IIpumerumo xa je, mo T.6, 227 —1 (j € {1,2}) memuso ca 3™, a muje ca 3™. Cremu na

. m—2 m—2
cy Gpojesm 2", 2n+23 n 2ntds roHrpyenTru ca —2003 mo momyry 3!
OBa HUCY KOHTpYyeHTHa mo Monmysy 3. To 3Haum ma je jemaH Oon mHUX je KOHIPYEHTAH Ca

—2003 (mod 3™), WTO CMO U KeJeJn.

, &l HUKOja

Axo je a meo 6poj u p # 3 mpoct menmian a’ + 3a + 3, mokaszatu ma je p =1 (mod 6).

Pewemwe. Kaxo je a4+ 3a + 3 = %,

Monyny p meau 3. Taj mopemak muje 1 jep pt(a+1)—1 = a, na cremu d(a + 1,p) = 3.
ITowrro nmopenak mo monyny p meau @(p) =p—1, cnemu 3 | p— 1 u, camum Tum, 6 | p — 1.

6poj p memm (a + 1)3 — 1, 1j. mopemax a + 1 mo

Hanomena. Ilpyru moka3 mpoumswiia3u U3 OCHOBHUX TBpDema O KBaApaTHUM OCTAIMMA.
Hamme, axo p | a® +3a+ 3, ouza je (2a+3)? =3 (mod p), nakme —3 je KBaapaTHU OCTaTaK

mo monyay p. Ilo 'aycoBom 3akony penumnporurera je 1 = (;3) = (%3) = (%), OZIaKJIEe je

P
p=1 (mod 3).

Hexa je n mpupomam 6poj u F = 22" + 1. Jlokasaru na je 6poj F mpoCT ako U caMmo ako
je 37 = — (mod F).

Pewemwe. Ilpernocrasumo ma je 3% = -1 (mod F). Heka je p mexu npoct nenunan F.
Kaxo p | 3¥~1 — 1, mopemax 6poja 3 mo momaymny p memux F —1 = 22" naxme §(3,p) = 2 3a
mexo k. Axo je k < 27, omma 2F | 22" 71 = % U IIpeMa ToMe 3% =1 (mod p) mTo HEUje
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rauno. Cumemn ma je k= 2", 1j. §(3,p) = 22", omakme 22 | p—1. To je moryhe jemuno axo
je p=F, 1j. F je npocr.

Ipermocrasmvio cazxa na je F mpoct. Ilo Ojzeposom kpurepujymy je 377 = (£) (mod F).
ITo I'aycoBOM 3aKOHY PEIMUIPONUTETA j€ (%) = (E) = (2) = —1 jep je F =2 (mod 3), na

3 3
TBpbheme cienu.

(a) IlokasaTu ma je cBaku Hemapad memunarn p 6poja a?+1 (rme a € Z) obmuka p = 4k+1.

2

(6) Cumuno, 3a t € N gokaszaru ma je CBaku HemapaH mejawialn p 6poja a " 41 obrmka

p=21E 4+ 1.

t t+1
Pewewe. Hexa p | a®> +1. Tana p nenm a® ~!

_ _ t4+1
u a?~! ma no T.3 umamo p | aP=1270) 1 =

2t

a® —1, rme je 2° = (p— 1,21, Ako je s <t, u3 a®> =1 (mod p) cremu a (mod p),

KoHTpa/mknuja. llpema tome, s =t + 1, tj. 2071 | p— 1.

Heka @, (x) o3zmauaBa n-Tu mukgoToMuuHM mosunoMm!. JloKazaTu ma ako mpocT 6poj p
nemu ®p,(a) 3a HEKO @ € Z, oupma p | n nim p =1 (mod n).

Pewemwe. Basxku Hd‘n ®4(x) = 2™ — 1. Ilorazahiemo ma je mopenak a mo MOAYJIY P je[HAK 1,
onmakie he caemuru n | p — 1.

ITpernocraBuMo na je mopenak a 1o Moxyay p jemuak d, rae je d < nu d | n. Tana je a
myna nommoMa x4 — 1 u ®,(z) van Z,, u npu Tom &, (1) | %, na je a OBOCTpyKa HyJa
nonuuoMa 2" — 1 Han Z,. OnxaBne caemn na je a rakobe myna momunoma (z —1)" = nx"1
o MOIyny p, mTo je jenmuo moryhe ako je n =0 (mod p), tj. p | n.

(Cnennmjanan cayuaj Aupuzaeose meopeme.) 3a matu Tpupomad Opoj n, mOKA3aTh ma
mocToju 6EeCKOHAYHO MHOI'O IPOCTUX OpojeBa g obmaura ¢ = nx + 1.

Pewewe. IlpermocraBumMo ma cy pi,ps2,...,Pk CBA TAKBU IPOCTU OPOjEBU W MOCMATPAJMO
6poj N = @, (np1p2---pr). Ilo nperxommom 3azmarky, cBu mpoctu geamouu 6poja N cy
KOHIDpyeHTHU ca 1 mo moxymny n nnu gexe n. Mebhyrtum, N je y3ajamMHO mIpOCTO ca n U HUje
[eJbUBO HUjenHUM on OpojeBa p;, ma je To Hemoryhe.

Axo je a OCTaTaK N-TOI' CTEIIEHAa IO CBAKOM MOAYJaY, HOKa3aTU Oa& je a4 N-TU CTEIICH.

Pewemwe. Ilo ycioBy, a je ocTaTrak n-Tor CTEIeHA IO MOAYIY a2. AKO je p Ma KOju IPOCT
nemmnan a u p¥ || a, uz 2" = a (mod a?) cnemn p* || 27, nakne n | k. To Baxu 3a cBaxo p,
a je a n-TU CTEIEH.

Pemuryu y ckymy npupomsux 6pojesa jemmaummy 7% = 3-2° 4 1.

Pewewe. 3a b < 4 mamazumo pemewa (a,b) € {(1,1),(2,4)}. Hera je b > 4. N3 jennauune

cmema 2° | 7% — 1. Karo 24 || 72 — 1, T.7 mam maje 2°73 | a, smaun a > 2°~3. MebhyTum, naxo
i 7a 203 b :

ce Bumu ga je 7 —1>7 —1>3:2"3ab>4, na y oBOM ciiyuajy HeMa peIllema.

Pemuru y ckyny npupomuux 6pojeBa jemnaumny 2™ — 5" = 7.
Pewewe. 3a m <5 jemuno pememe je (m,n) = (5,2).

[Ipernocrasumo xa je m > 6. Tama 2° | 5 + 7, a mpaBoamHMjcka TMpoBepa MOKasyje aa
To Basku camo 3a n = 10 (mod 16). Kaxko je 5" +7 =59 +7 = —1 (mod 17), ciemu na je
2™ = —1 (mod 17), a To je moryhe camo kama 4 | m. Mebytum, Tama je 5" +7=2" =1
(mod 5), mTo je KOHTpaUKIMja.

OapemuTu cBe IpuponHe O0pojeBe = 3a koje je 1+ 27 4+ 22+ pornyn xBagpar.

Pewemwe. Hera je 1+ 2% + 220+ =42 U3 2% | y? — 1 cremm ma 2*~! memu y — 1 wom y + 1,
Tj. y =2*"'2 4+ 1. C mpyre crpame, ounriemso je 2 + 1 < y < 271 — 1 3a 2 > 2, ma je
z =3. Cana mako HamasuMo A2 je & = 4 jemmuo pememe: 1+ 2% 429 =232,

1

N-TY MUKJOTOMITIHH TIOJUHOM je TIOJMIMHOM Uhje Cy HyJe N-TY TPUMUTHBHYA KOPEHW jeausnute, Tj. P (x) = [[(z—€*),
rme je € = cos 27” + i sin

27

<%, a mpomsBof je mo mpuponamM Gpojesmma k (k < n) yzajammo mpoctmM ca n.
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Hahwu najsehn cremen 6poja 1001 xoju memn Z = 10001001"" 4 10021001"""

Pewewe. Ipumernmo na je 1001 = 7-11-13. Onppemuhemo najsehiu cremen 6poja 1Zo§<0jn
nemm Z. Kaxo 7 || 1002—1 u 71990 || 1001190, teopema 6 mam maje 71901 || X = 10021901 —1.
Takobe, 7 || (—1000) — 1 u 72002 | 10012°°2, na no T.6 muamo 7103 || Y = (—1000)2001""* — 1.
Crnems ma 7'°°' | X —Y = Z. Amamnormo, 111001 131001 || 7' na zakmyuyjemo ma je Z
nemuso ca 10011901 a muje ca 10011002,

Axo je n € N memapro, nokasatu xa je n(n —1)™D" 1 4 n nemuso ca ((n—1)" +1)°.

Pewewe. Osmaunmo (n — 1)" +1 = nA, rae je A € Z. Vmamo n(n — 1)~ D"+ 4 =
n(nA-1)4+1)=n-nA(nA-1D*1—nA-1)*"2+...—(nA—1)+1) =n’A- B. llpn
toM je B=(-1)A4"! —(=1)A"24 ... 4+ 1= A (mod A), 1j. A| B, omaxne cnemu tBphHeme.

Heduuaumumo Ty = 2 u Ty, = 271, JlaT je npuponan 6poj n. llokazaru nxa je mus Ty, Ts, . ..
KOHCTaHTaH IIO MOOYJY T IIOYEB OO HEKE Ta4vKe.

Pewewe. Tepbheme morazyjemo mmaykmujom mo n. 3a n = 1 je rtpusBujasso. Ilper-
nocrasuMo na je Hu3 (T;) KOHCTAHTAH MO CBUM MoxyiamMma 1,2,...,m — 1 moueB oxn Heke
rauke. VameDy ocrasor, To Basku u 3a monya ¢(n). Kako uz T; = T;41 (mod ¢(n)) caemu
Tip1 = 2% = 271 = T,,5 (mod n) 3a mosBomnO Bemwmko i, caemn ma je (1;) Tarobe koH-

CTaHTHO IIO MOAOYJIy T IIOYEB O HEKE Tauke.

IlokazaTu ma 3a cBaku IpupoaaHn 6poj n u 1meo OpOoj ¢ mOCTOju MPUPOJAH OPOj & TakaB Oa
je 2* —xz = ¢ (mod n).

Peweme. Tlocmarpajmo mm3 A; mat ca Ag =1 u Ay = 24% — ¢ 3a k > 0. Ha uctu mauun
Ka0 y NPEeTXONHOM 3aIaTKy IOKasyje ce na je Hu3 (Ag) KOHCTAHTAH IO MOLYJIY N IIOYEB
Ol HEKE Tauke - gakie, 24 — ¢ = Ag41 = Ag (mod n) 3a Hero k. Yamumo x = Ay.

Hahu cBa pemema jeguauune o™ + b™ = (a + b)" y upupoxaum 6pojesuma (a, b, m,n).
Peweme. Jacuo je ma je m > n. 3a a = b mobujamo ma cy jemmna pemema a = b = 2F u
n—1=k(m—n). Haname monpasymesamo na je a # b. Hexra je d = (a,b), a = day, b = db;.
Jennauuna mocraje d™ " (a* 4+ b*) = (a1 + b1)".

Axo je m mapHo, onzma a; +by | a? — b3 | at — b7, ma je (af + b7, a1 +b1) = (2a, a1 +by) | 2
jep je (a1,b1) = 1. Kako 41 al* + b7 | (a1 + b1)™, caenn af* 4+ b* = 2 wro je memoryhe.

IIpernocraBuMo cana nma je m HeNapHO X IOCMATPajMO HEKU HErOB IPOCT MEeJUiall (.

Bpoj A = % nmenu (ap + b1)". Hera je p mpocrt memmnan 6poja A. Tanma p | a1 + by, Tj.
by = —a; (mod p), ma mamo p | A =a?' —a?%by 4+ -4+ b97" = qa?" (mod p). Cnemn na
p | qa?™", maxme p = q. Ilpema tome, A = ¢" 3a mexo r € N. Mebyrum, axo ¢! || a; + by,
orna T.6 (mocmemuna 3 3a a1 u —by) maje ¢ || af + b%, mro zmaun q | A. Cnemu ma je
A =gq. Axo cy a1, b Behu on 1, oBo je memoryhie jep je af > ga; u b > ¢b;. 3arto mopa
outu a; = 1 unm by = 1. Hera je by = 1. Tana umamo af +1 = g(a; +1). Jlako ce nokasyje
na je meBa crpaHa Beha onx mecHe 3a a; > 2, KA0 U 3a a; = 2 U ¢ > 3, TAaKO [Oa je jenumHa
moryhuoct a1 = 2 u ¢ = 3. Cuenu ma je m crenen tpojre u d™ (2™ + 1) = 3", nariue
2™ + 1 je cremen Tpojke. MebyTtum, 3a 9 | m 6poj 2™ + 1 je memus ca 2° +1 = 513, ma
He MOke ma Oyme cremeH Tpojke. IIpema Tome, Mopa Outm m = 3, omakjie Jako moOMjamMo
d=1, maje (m,n)=(3,2) u (a,b) = (2,1) nim (1,2).

Opnpenutu ce 6pojese n € N 3a koje n | 2™ — 1.

Pewemwe. IlpernocraBuMo ma je n > 1 u HEKa je P HErOB HAjMAWMU IPOCT Aeauian. lamna
w3 p | 2P ' —1up|2"—1cuemu p | 2?P~1") —1 =1, jep je (p—1,n) = 1, mro je memoryhie.
3akmpydyjeMo na je n = 1 jeouHO peremse.

IlokazaTu ma mocToju GECKOHAYHO MHOTO OpojeBa n 3a koje n | 2" 4+ 1.

Pewemwe. Jeman mpumep je n = 3.

Axon |m=2"+1, ouma m = 2"+ 1| 2™ + 1, nakne u m (m > n) 3a00BO/bABa yCIOB.
Osako mobujamo GECKOHAYHO MHOI'O IIPUMEPA.

Hanomewna. Y crBapu, tBpheme 3amaTka ciienqu u3 3anaTka 4 y TEKCTY.
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IlokazaTu na moctoju npuponad 6poj n koju uma tauno 2000 npocTux meausaana u 3a KOju
Bazku n | 2™ + 1.

Pewewe. Horazahemo manykuujom no k na 3a cBako k € N mocroju ng € N roje nma Tauno
k pa3nuuuTux IMpOCTUX Heiuiana Takas na ny | 2™ + 1 u 3 | ng.

3a k =1, ny = 3 3amoBosaBa ycaoB. IIpernocraBumo ma je k > 1 u nip = 3%m, rae
3tm, ma m uma k — 1 mpoctux memmnana. Tana 6poj 3ny = 3°Tim mma rauro k mpoctux
nemanana u 23 4+ 1 = (2% + 1)(22" — 2™ 4+ 1) je memuso ca 3ng, jep 3 | 227 — 2k 4 1.
Ognabpahemo npoct 6poj p KOju HE Oesu Ny TAKO Ja Oyne Nii1 = 3pnk. JloBOJHO je yzeTu
p Tako ma p | 2" + 1 m pf2nk +1.

Basxu u jaue rBpbeme, na 3a cBaku 11eo0 6poj a > 2 mocToju IpocT 6poj p Koju menu a’+1 =
(a+1)(a®> —a+1), a we nemu a+ 1. Baucra, Basku w3a(a® —a+1,a+1) =u31(3,a+1), na ako
3t a+1, noBOLHO je y3eTu p = 3; y CYIPOTHOM, aKo je a = 3b—1, onma a®—a+1 = 96> —9b+3
HUje Ie/bUBO ca 32, ma 3a p MOMKEMO y3eTH OWUJIO KOju MPOCT JeJuiIal 6poja @

Ompemaru cse n € N Taxse ma n? | 2" + 1.

Pewemwe. Bpoj n je ouursmenuno menapan. lIpermocraBumo na je n > 1 u ma je p meros
HajMamu mpoct gemmaan. Tazxa p |27 +1]22"—1wup| 2P~ -1, ma uz T.5 u unmenune na
je 2n,p—1) =1 caemu p | 22»P~1) —1 =22 — 1 =3, nakme p = 3.

Hexra 3% || n. o teopemu 6, u3 3 || 22 — 1 cmemu 351 || 22" — 1, u omarme 3*+! || 27 + 1.
Kako 3% || n? | 2" + 1, mobujamo ma je k = 1. Ilpema Tome, 6poj N = % HUje NeJbUB
ca 3. IlpermocraBumo na je N > 1 u Heka je ¢ > 3 HeroB HajMamU OIPOCT meaumiaan. lana
q]2971—1,22"—1, ma oner o T.6 mmamo ¢ | 2241 —1. Osme je (2n,q—1) | 6 jep 2n Hema
NPYTUX TPOCTUX AEJUIaIa MamyuX o1 ¢ ocuM Tpojke. To 3maum ma g |26 —1 =63 =327,
narsne ¢ = 7. Mebyrum, 712" + 1 Hu 3a jenso n, na Hac je npermocrtaska N > 1 onsena y

KOHTPaIUKIMjy. 3aTro Mopa butu N =1 u omarie n = 3.

Hahwu cse mapose (n,p) Takse ma je p mpoct, n € N, n <2punP~1|(p—1)" + 1.

Pewewe. Jemuua pemema 3a n < 3 mwim p < 3 ¢y (2,2) u (1,p) 3a npoussoman npoct Gpoj
p. Hamame cmaTpaMo ma je p, a caMUM TUM U 7, HEMAPHO.

[TocmaTpajMo HajMamu TPOCT Aeawaarn ¢ 6poja n. Kako tama q | (p—1)"+1|(p—1)2" -1

wq|(p—-19"1-1, cremun q | (p—1)%»"D —1=(p—-1)2—-1=p(p—2). Ilpu Tom HUje
moryhe ma ¢ | p—2, jep rana ¢t (p—1)"+1 =2 (mod ¢). Cnemn na je ¢ = p. Kako je
n < 2p, Mopa Gutu n = p. ¥Ycaos 3agatka noctaje pP~t | (p—1)P+1, tj. pP~ 1| (1—p)P —1.
Mebytum, o Teopemu 6 u3 p || (1 —p) — 1 cremu p? || (1 — p)? — 1, na 3armyudyjemo na je
p = 3. 3awucra, (n,p) = (3,3) 3am0BomaBa yCiIOBe.

Hahu cse nmpupomue 6pojese n 3a Koje mocrtoju Tauno jemo a € N, a < n!, Takso na
n!|a™+ 1.

Pewemwe. Axo je n mapuo u n > 2, a™ + 1 mukan uuje memuso ca n! jep 4 | nl. Axo je n
HEIIaAPHO U CJIOKEHO, U d Hmeros npoct menunan wiu d = 1, ouma n! | a” + 1 3a a = %’ -1,
ma umamo 6ap aea m3bopa 3a a. Ilakme, n mMopa ma Oyme mpocTo.

3a mpocto n, n He gean p(n!), ma mocroju HemapHO m TakBo ma je mn = 1 (mod p(n!)).
Tana je a = a™ = (—1)™ = —1 (mod n!) jemuucrseno mo monxymry nl.

IlokazaTu ma 3a CBaKW IPOCT OPOj p MOCTOjU MPOCTO ¢ TAKBO Aa ¢ HUje menwuian P —p Hu
3a jemuo x € 7Z.

Peweme. TlpermocTaBuMo na 3a CBaKU IPOCT OPOj ¢ mocToju n 3a Koje je nP = p (mod q).
Suamo na 3a ¢ Z 1 (mod p) crenenn nP majy cse moryhe ocrarke mo MOy ¢. 3aTO, HEKA
je g =kp+1 (k€ N). Kako je p* = nF? = n?! =1 (mod q), umamo ¢ | p* — 1 3a cBaxo
TAKBO (.

pp_ pp_l — 1
. 'p—l ] p1

(mod p— 1), mopenax p mo Moxyy ¢ je p, omakie je 3aucta ¢ = pk+ 1 3a mero k. Cana us
q|p*—1,p° —1 cremu ¢ | p®»* — 1, mro nosmaun (p,k) > 1. To 3maum ma p | k, tj. ¢ =1

Y3mumo 3a ¢ Ouiao koju mpocT menwmialn Oopoja Kako ¢ t p — 1 jep je
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pP—1
p—1
KOjU HUje KOHIpyeHTaH 1 o MOIyIy p?, IITO je KOHTPAIUKIHjA.

(mod p?). Mebyrum, =pP 4.4+ p+1#1 (mod p?) mva Gap jemanm mpocT memIAL

33. Heka cy a u b pazauuntu npuponuu 6pojesu Behu ox 1. Jlokaszatu ma mocToju n 3a Koje
(a™ — 1)(b™ — 1) Huje moToyH KBaApar.
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