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P RABHA KOMVCUJA

3a TAaKMUUYEHa M3 MaTEMAaTUKE yUEHUKA CPeMbUX MIKOJIA,
mKoJicka roquaa 2016/2017.

. Baaruh np Buaguvmup, Maremaruura rumuasuja, Beorpan
. Bamuh np Gojau, [IM®, Hosu Can — npencensHuk KOMUCHje
. Boxun np Brnamnmvmp, Maremarnukn ¢akxynrer, Leorpan

. Bapra B. Joxe¢p, OII ,Ilerap Kounh®, Temepun

. I'ajoeuh CreBan, Maremarnuku uacturyT, Beorpan

. Hyromuja np Bopbe, Maremaruuku ¢parynrer, Heorpan

. 'Burnh op Mapro, [IM®, Hum

. Dyxkuh Hyman, Mamuucku ¢paxynrer, Beorpan

. Nauh np Anerkcammap, [IM®, Hum

. Kuesxkebuh np Musman, Maremaruuru dakymnrer, Beorpan

. JIyguh np Munusoje, Pajc, CA Il

. Mapunkosuh Pactro, KmakeBauka rumuasuja, Kmakesan

. Maprosuh ap Ilerap, IIM®, Hosu Can

. Maruh op Wsan, djyk, CAIL

. Munocasmesuhi Musom, 'mmua3suja ,,Cserozap Mapkosuh ¢, Hum
. llerposuh ap Huxrosna, Mucturyr 3a ¢usury, Heorpan

. Panosanosuhh np Mapko, Marematuurn dakynrer, Beorpan
. Cennuuh mp Anekcannap, ['mmuasuja, Kpameso

. Crojakosuh ap Mwunom, ITM®, Hosu Can

. Tomuh NBanka, 'mmuazuja, Bameso

. Yukom I[lajop 'm3ena, 'mmuasuja ,,Boman“, Cenra

IIpeBon Ha mabapcku jesuk:

1. Aro Banor Kpucruna, [IM®, Hosu Can



OINIIMITVHCRKO TAKMMNYEILE N3 MATEMATURE
YUEHUMKA CPEIILUX IITIKOJIA, 21. 1. 2017.

Ilpeu pa3pen — A kareropuja

1. Y mapky obnmka KBampaTa 4dmuja OY:KAHA CTPAHUIE M3HOCH 1 KM IIOCTOjU
4567 crabana npeunuka He Belier ox 50 uMm (cBako cTabGio ce UMTABO HAJNA3U Y
napky). Jokazatu ma ce y ToMm napky mo:xe Halim npocrop Besauunse 10 M X 20 M
yHyTap KO Ce He HaJa3u HujenHo crabmno (EuTtu meo crabma).

2. Y uverBopoyriy ABCD Baxu {ABC = 104°, LADC =128° u AB = BC = 2.
WNszpauynatu ny:xuny mujaronane BD.

3. Pemuty jenmauwuny
12% 4+ 10Y = 7102*

Yy CKyIly IpUPOITHUX OpojeBa.

4. 3a uverBopky Tauaka A, B, C, D y paBuu, mebhy kojuma HUKOje Tpu HUCY
rosmueapre, Heka f(A, B,C, D) osnauasa mepy Hajseher yria koju o6pa3syjy ose
raure (ox yrymHO 12 Taksux yruosa). Oxpemuru min f(A, B,C, D), rae ce MuHUp-
MyM y3UMa HaJ CBUM MOCMATPAHUM UYETBOPKAMA TAUAKA.

5. O,Hpe,Z[I/ITI/I KOJIMKO PA3JIMYUTUX PeIIeHa MMa je,HHa.‘iII/IHa

|-+ |ll2] = 1] = 2| - — 2016] — 2017| = 2017.

Ilpyru pa3spen — A kareropuja

1. Ha nmuBamu ce masase 3 mpasumaka: A, B u C. Pacrojame usmebhy mpa-
Bumaka A u B msnocu 260 mm a msmebhy mpaBumarka B u C' msmocu 1200 MM, u
nputoMm Bazku L ABC = 60°. N3 mpaBumara A kpehie Mpas a ka Mpasumary B,
unyhiu npasosunujcku, kpehiyhu ce 6psunom 1 **. Y uCTOM TpeHYTKY U3 MpaBu-
maka B kpehe mpas b ka mpasumary C, takobe npasonunujcku, nnyhu Gp3uHOM

3 ®*. Y xom TpenyTky he pactojame usmebhy Mpasa a u b 6uTH MUHUMAJIHO?!

2. Heka je T resxxumre AABC, u Heka je t npon3BosbHA TpaBa Kpo3 1’ Taksa na
cy temena A u B ¢ jenne mene crpane, a teme C ¢ npyre. Heka cy Tauke Ay, By
u Cy oproronanue npojexkuuje tavaka A, B u C, pemom, na npasy t. Jlokazaru:

AAy + BBy = CCy.

3. ITueana ce kpelhie no GeckonaunoMm caliy (paBHU IOIIOYAHO] TIPABUIHAM IIIe-
croyrnosuma). [luemna monasu ca ymampen yTBpbheHOr mecToyria, y CBaKOM KO-
paky Mopa npehiu Ha cyceman mectoyrao (IIECTOYTJIOBUA Cy CYCEIHU aKO UMajy
3ajeIHUYKY WMBWIY ), 1 He cMe nohwm Ha mectoyrao Ha koM je Beh Gmia. 3a Guio
KOjU TpUpOIaH Opoj m, 03HAUMMO ca T, Opoj Moryhux myrama oI M KOpaka.
Iorazaru:

2.3"< 2, <6-5"L



4. Pemutu cucteM jeqHAYMHA:

|22 + [z] + [7x] = 2017;
3{ax}{bz} = 4{2z}{62}.

(Ca |z| osmauaBamo Hajsehu neo 6poj we Behiu oxn z, a ca {z} o3nauasamo z—|z].)

5. OxpenuTu 3a Koje mpupomgHe OpojeBe n IMOCTOoje NpUpOomHU OpojeBu T, ¥,
Y2, --., Yp TAKBU IA BAKU

? =20y} + 3+ +y2).

Tpehn paspen — A rareropuja

1. [at je kouBekcan yerBopoyrao ABCD. 3a youeny tauky O yHyTap mera,
HeKka je po mpaBa kpo3 O mapasenna ca AB, u Hera cy Pp u Qo Tauke mpeceka
npase po ca crpanunama AD u BC, pemom; ciaumvHO, HEKa je go mpaBa kpo3 O
mapasiensa ca C'D, u Hera cy Rp u Sp Taudke mpeceka mpaBe ¢o Ca CTPAHUIAMA
AD u BC, penom. Ilokasatu na cy cienehu yciOBU eKBUBAJIEHTHU:

e nocroju Tauka O € int ABC'D 3a xojy Basku PpO - OQo = RpO - OSp;
e 3a caky Taury O € int ABCD Baxku PoO - 0OQp = RpO -0Sp.

(Ca int ABCD o3mauaBaMo yHyTpammocT derBopoyriaa ABCD.)

2. lokazaTtu na je 3a cBako n € N 6poj
2n +3n+3 + 5n + 7n+4
CJIOKEH.

3. IHyne ce kpehe mo GeckoHauHOj MAXOBCKOj Tabau (PABHU MOIIOYAHO]
KBaJpaTuMa) a Idesa 1m0 OeckoHaunoM cally (paBHM TONIOYAHO] TPABUIHUM
mecroyriaosuma). O6oje kpehy ca ymanpen yrepbenor mouernor moma (,,mosma
cy kBangpartu 3a Ilysera, a meCTOYIJIOBU 3a HUeNy), y CBAKOM KOPAKy MOpajy
npehin #a cycemso mose (mosba Cy CycenHa ako MMajy 3ajeIHUYKY WBUIY) U HE
cmejy mohu Ha mosbe Ha KoM cy Beh Ouiu. 3a Ma KOju mpupoaasn 6poj n, HOKA3aTU
Ia myesia MMa BUIle MOryhnux myTama ox n Kopaka Hero Ilyie.

4. Heka cy 3amaru peasnu 6pojeBu a1 < a9 < ... < ap, uw by < by < ... < by
TaKBU Ja 3a CBako x € R Baku

| —bi|+ |z —ba|+ -+ |z —by| < |z —ai|+ |z —as|+ -+ |z —ayl

Ioxa3zaTu:
artaz+---+ap=br+by+ - +0bp,

u, 3a cBako k, 1 <k<n—1:

ai+az+--+ap <by+bo+ -+ by



5. Ha kpyskuunu k youene cy tauxke A, B, C u D y Tom nopetky. [Ipase AB
u CD ceky ce y tauku F, a npase AD u BC y tauku F. Youene cy gpy:ruuie kq
u ko, ¢ neaTpuMa y Taukama F u F', penom, HOpMaJHe Ha KpyskuUIly k. Jlokazartu
na cy kpyskauie ky u ko mehycobuo HopMmasHe.

YerspTu paspen — A Kareropuja

1. 3a peasme 6pojese z,y € [e”3, e] MoKazaTH HejeaHAKOCT

X

T
lny—y < 2|z —y).

2. Ako je a mapan Opoj, HOKa3aTU Iaa

)2016

(a4 1)%°17 alott + 1.

3. Ha cBakoj ox n mosuruja y canu 3a (U3NYKO CTOjU 1O jeman yduenuk. Ca
nosunuje P; moske ce cueypno dodamu saonma Ha mo3unujy P, ako ce y Kpyry
ca nmpeuHukoM PP, He Hasa3u HUjemHa on ocTaiux no3umnuja. Heka cy Vsuma u
Mapwuna nBoje yyeHMKa y CaJii, M HEKa Ce JIONTA WHUIMjaJHO Haja3u kon ViBuie.
IlokasaTu ga, Ha KOjUM Ce FOA OHU MO3UNMjaMa HAJA3WUIN, IOCTOjU HU3 CUTYPHUX
nomaBama KOjUM ce MOke mpocienutu Jjsonrta on Vsume no Mapuwurte.

4. Hexka je RT ckyn cBux mo3uTuBHUX peasuux Opojea. Hahu cse dymkmmje
f: Rt — RT raxBe ma Baxm

Flz+f@) + F(F(2) =uf(1+ F(f@)(@ +2)) 32 cse z,y,2 € RY.

5. Har je omrpoyrau AABC. Heka je D mpecerk cumerpane £A u crpaHune
BC, a E npecek cumerpane £B u crpanune AC. Heka cy Dy u Ey oproronaJue
npojernuje rauaka D u E, penom, Ha crpanuny AB. O3naunMo ca A TauKy OCHO-
cumerpuuny tauku A y omuocy ma mpaBy CFEy, a ca B; Tauky OCHOCUMETpUYHY
tauku B y ommocy uHa npay CDgy. Horaszatu na ANAA;C u ABB1C nemajy 3aje-
IOHUYKAX Tadaka ocuM tauke C.

IIpBu pa3pen — b kareropuja

1. Hare cy mudpe a u b, pazauunre Mmehycobuo u paznuuure on Hysne. Komuko
nMa YeTBOpOonM(peHnx OpojeBa nebMBUX ca 11 Koju ce MOr'y 3aIMcaTé UCKILYYUBO
nomohy nudapa a u b (He Mopajy o6e nuppe Gury ynorpebibene y zanucy)?

2. Hatu cy ckynoBu A, B u C TakBu na BaKu:
e AUBUC =1{1,2,3,...,100};
e A je ckyn cBux mpuponHux Opojesa He Behux onx 100 koju cy memuBu ca 2;

e B je ckyn cBux npuponaux opojera He Behux ox 100 xkoju cy memuBu ca 3;



e BNC je ckyn cBux npuponuux 6pojesa ue sehux on 100 umju je 36up nudpapa
jemHak 9;

e (ANC)\ B je ckyn cBux gsourdpeHux OpojeBa KOjU HUCY NEHUBU Ca 3 U
ynja je mudpa jenuHuna jenHaxa 4.

Onpenuru 6poj eremenara ckyna C.

3. Y jenmHoj KyTHju ce HaJa3e KyTJWIe IJIaBe, 3eJeHe u upBeHe 6oje. AKO ske-
auMo ma m3Bydemo onpeben 6poj kyrsiuna a na Oymemo curypHu na mebhy muma
mocToju 6ap mo jemHa Kyriauna cBake 0oje, HeonxonHo je m3Byhu 11 kyrauna. Axo
’KeIMMO Ja OyneMo CUTI'ypHU na MeDy u3BydeHMM Kyrinnama IOCTOjU KyTJIWIA 3e-
sene 06oje, Heonxonuo je m3Byhu 10 kyrnuma. Ako skeauMo na OymneMo CUTypHU na
MeDhy m3ByYeHUM KyTrJuiiaMa MOCTOjU KYTJIWIla NpBeHe 0oje, HeOmXOoaHo je u3Byhu
8 ryruuna. Komuko kyrnuma on cBake 0oje mMa y KyTuju?

4. Ha monykpysxannu ynju je npeunnk AB youene cy tauke P u Q). Y mpeceky
npasux AP u BQ nobujena je tauka M, a y npeceky npasux AQ u BP nobujena
je rauka N. lorkazatu: MN | AB.

5. Y oBoM TpeHyTKy A MMa Tpu IIyTa TOJMUKO IOAUHA KOJUKO je B mMao Kama
je A mMao TOJMKO roauHa KOJUKO cana uma B. Kamna B 6yme mMao TOJIMKO TOAMHA
KOJNMKO cana mMa A, mux nsojuna he y 30upy mmarm 70 rommua. Kosmuko cBako
ol BUX MMa roguHa?

Ilpyru paspen — B kareropuja

1. ujaronaise kouBexcuor uerBopoyria ABCD cery ce y tauku O. [lokazatu
a meHTpu KpyskHuia omucanux oko AABO, ABCO, ACDO u ADAO o6Gpa3syjy

TeMeHa IapaJiesiorpaMa.

2. Crapan uma onpeben 6poj jabyka 1 o muMa je usperao cienelie peuenure.

e Arko mu nobe mBoje yuyra, mehy mohu nma wMm momenunm jaOyke Ha jenHak
Opoj oboma.

e Aro mu mobe Tpoje yuyka, mohu hy ma um nmomesnum jabyke Ha jemHak Opoj
CBUMA.

e Ako mu mobe werBopo ymyka, mohu hy ma wum momenum jabyke Ha jemHax
Opoj cBuMa.

e Ako mu nobe meropo yuyka, mohu hy ma um nogenum jabyke Ha jeqHak Opoj
cBUMA.

e Ako mu mohe mectopo yuyka, nehy mohu ma um nomenum jabyke Ha jenaHak
Opoj cBuMa.

MebyrtuMm, crapamn je mano 3abopaBaH, ITa My TA4HO jeqHA PEUEHWUIA HUj€ WCTU-
muTa. [Ipy oBUM ycaoBUMAa, KOJMKO HajMame jabyka MOke MMaTUh CTapair!

3. Ogpemuru Hajsehu mpoct 6poj ymje cy cBe nmudpe pasIuyunTe TAKAB A Ce
IPY CBAKO] IEPMYyTAIUj! HErOBUX Iudapa Hoduja IOHOBO IPOCT O6POj.



4. 3a KOje BPEIHOCTU PEAJHOr MapamMerpa m jeAHaunHa,

22— (m+1)z+2m—4=0

UMa peajiHa pemena, a I3 je IPUTOM 30Up HUXOBUX KBaJIpaTa HajMamu Moryh?

5. Pemutu cucrem jennauwuna:

.732 _|_y2 — 9’
y? + 2% = 16;
y? = zz.

Tpehu pazpen — b kareropuja
1. OgpenuTu cBe peasiHe OpojeBe T 3a KOje BayKuU

siny = sin2x = sindx = - -+ = sin 2017x.

2. Iler yuenmka ce takmuum y tpiu #Ha 10 M. I[lo3naTo je ma je mocme 5 KM
npsu 6uo Ana, npyru Bojan, tpehu Byk, wersptu I'opan a meru lejan, mok je
Ha kpajy npsBu 6uo Byk, npyru Ilejan, tpehu Ana, uerspru ['opan a netu Gojan.
Kouauko je Hajmame pasznuuutux pacnopena 6uino tokoMm ose Tpre?! (He pauynajy
Cce pacmopenu y KOjuMa Cy HEKU YUEHUIM M3jeTHAYEHU, U CMaTpPa Ce Ja Ce TOKOM

TPKE HE NEIABajy ABA MPETULNAKA y UCTO BPEME.)

3. Pemuru cucrtem jemmavmHa:

r—y+axy=17;
2?2 4+ y? = 34.

4. IlmjaroHaJsie 4eTBOpPOyTJa nOeje Taj YEeTBOPOYrao Ha YETUPU TPOYIJIa Ca
nenobpojruM nospmrHaMma. Jla nu je Moryhe na ce mpom3BOI TUX NMOBPIIMHA 3a-

ppmasa Ha 20177

5. Pemutu jenHaumny y ckymy neiaux 6pojeBa:
a) m?n® —min* + m%n? = 2017;

b) m?n8 — m*n* + m®n? = 2016.

YerspTu pa3pen — b kareropuja

1. Hahu makcumanny spemmoct ¢ymurmumje f(x) = (sinz)

b3

cos T

Ha HWHTEpBaJy

2. Ogpenu HajMamu TpUpoOIdan 6POj KOju je memuB Opojem 13, a npu mememy

opojesuma 2, 3, ..., 11, 12 nmaje ocrarak 1.
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3. Heka cy a, b, ¢ nysxune crpanuna AABC nwacupam temena A, B, C, penowm,
U HEKA OHE 3a0BOJHABA]Y

a® = b% + be.
Hoxrazatu: LA = 24B.
4. Pemutu cucTeM jeqHAYNHA:
2% +2yz =1,
Y2 + 22 = 2;
2242y =1

y CKyIly peajHuxXx Opojesa.

5. Ama je Tpu myTa GamaJia KOIKUAIY M y CBAKOM ODalamy no0uiaa IpupoaaH
6poj on 1 mo 6. Oma je mpoumssox Ta Tpu (HE HYKHO Da3iauunTa) OPOja persa
IMerpy, a 30up 3opany (mpu yemy ofojunma 3HAjy MTa MPEACTABILAjy 00e Caol-
wrene Bpennoctn). Mamehy Ilerpa u 3opana ce Boauo caenehiu pasrosop:

— Ierap: ,,He mory ca curypmomhy ma ompemum cBa Tpu Opoja koja je Ama
nobuina. ¢

— 3opan: ,,3HA0 caM Oa He MOKel. *

— Ilerap: ,,Mako mocan HucaMm 3HAO YaK HU KOjU je HajMamu Opoj koju je Aua
nobuia, 3axBassyjyiu TBOM KOMEHTApy Cajmx 3HaM.

Koja je Tpu 6poja (y mekoj nepmyranuju) Ana nobumaa?

ORKPYHHO TAKMUWYEIBE U3 MATEMATUKE
YUEHUMEKA CPEIILUX MIKOJIA, 19. 2. 2017.

IIpBu paspen — A rareropuja
1. 3a koumaune ckynose A, B, Cu D Baxxu D C AUB, DCCnu
|[AAB|+|B\ C|+|C\ D|+|BND|=|A|
a) Jlokazatu na Baxxku BUC C A.

b) Ha am mopa Basxkutu Heka ox uariay3uja B C C umu C C B?

2. ITara je kpy:xuuna k ¢ nearpom y tauku O u tauka 1y HEHOj CIOJbAIIHOCTH.
Tanrenre nz T va k nonupyjy k y taurkama A u B. Heka je k' xpysxauUIa ¢ mearpom
y tauku T koja mposnasu kpo3 Tauke A u B. Heka je C mpoussosbHa Tauka Ha k'
KOja je NMPUTOM y CIOJLAIlkOCTU Kpy:kHume k, npu uemy npase CA u CB ceky
KpyskHUNY k jomr y taukama D u E, pemom, u Basku nopenak C—A—D u C— FE—B.
IToxazatu na je DE npeunuk kpyskaune k.

3. Ha jemrom komapkaIIkOM TYpPHUDPY ydecTByje 16 ekuma koje urpajy ABOKDPY-
’KHO, Tj. CBaKa €KMIIa UIrpa IO IBa IyTa ca cBakoM ApyroM. IIposa3 Ha HapemHu
TypHUD OcCTBapyje mpBoimiacupanunx 8 ekumna. llopemak exunma ce oxpebyje Ha
oCcHOBY Opoja mobena, a YKOJIMKO IOCTOjU BUIIE €KUIa C MCTUM OpojeM mobena,



11

BuxoB Mebhycobun mopemak ce yrBpbhyje kpebom. Komumko je majmame mobena
noTpebHO jeqHOM TUMY 1a Ou OCUrypao mposas?

4. Oppemutu cBe nmpupomHe OpojeBe m koju mMmajy ciaemeha cBojcTBa: n je
nepuB ca 2 anu He u ca 4, 30up mupapa 6poja n je jemHax 6, 6poj mesmiana
Opoja n je jemnak 8, 36up menmiana 6poja n je meswus ca 10 u n He maje ocrarak
12 suTn 14 npu nememy ca 16.

5. Ily:xkume cTpanuiia HEKOr Tpoyria cy MehycobHo pasanyutu Tpupogan Opo-
jeBu, a HEroBa MOBpIIMHA je Takohe mpupoman 6poj. lla su Taj Tpoyrao mopa
OuTy mpaBoyran?

Ipyru pa3spen — A kareropuja
1. Hahu cBe ¢pynruuje f: R — R Takse na 3a cse z € R Baxkn f(z) < z u 3a
cee x,y € R Bau f(x+y) < fx) + f(y).
2. Oppenuty cBe udeTBOpoOIM(ppeHe nprupoaHe 6pojese abed, rae paznMINTUM

CIOBHMa OATOBapajy pa3iamumure nudpe, 3a Koje BaKU

abcd = d%° + dv+e — datbte _ga 4 q,

3. Iar je AABC y rom je £C Tyn. Ha merosuMm crpasHunamMa youeHe Cy TauKe
D e AC, F € AB u F € BC takBe ma je yerBopoyrao CDEF pomG. Aro Basku
AE =140, BE = 84 u r = 15v/3, rze je r NOIYIPEYHNK KPYKHUIE YIHCAHE Y POMG
CDEF, uzpauynaru nospumunay AABC.

4. Heka cy a, b u ¢ crpanutne Heror tpoyria. JlokazaTu HejeTHAKOCT

\/%+¢E+\/a>3

a+b—c b4+c—a cH+a—-0b" "

5. Ha BesmkoMm cToiy ce Hasia3ze JOKOJIaAWUIE HyMepucane OpojeBmMa ox 1 mo
2017, nopebane penom no Tum 6pojesuma. Mama u Mensen urpajy cinenehy urpy.
Mama urpa npBa, BUX ABOje BYKY IIOTe3€ HAM3MEHWYHO, U UI'PA Ce 3aBpIIaBa
HakoH 63 omurpana moresa. Y k-TOM IOTE3y UIpad KOju Urpa jeme k y3aCTOMHUX
vokonamuna ca croaa. (lakmae, npso Mama jene 1 uokonamuny, na Mensen jene 2
y3acTomHe Yyokosaaauie, nma Mama 3 1 Tako masme, mok y 63. moredy Mama ne mo-
jenme 63 ysacTonHe UOKOJIAAMIE, IOCIE Yera IpeocTaje jenHa JYokosamuua.) Mama
nobebyje ako mocraemma mpeocTasa YOKOJAMUIA WMMa HemapaH Opoj, a Mensen
ako je Taj 6poj mapan. Ko uma nobemunury crpaternjy? (Hamomena: y3zacromme
YOKOJIAJUIE HE MOPAajy HYKHO OUTH HyMepuCaHe Yy3aCTOIHUM IPUPOAHUM Opoje-
BHMa, Tj. YOKOJamuIe ¢ 1 j 3a ¢ < j — 1 cMaTpaMo y3aCTOIHMMA YKOJUKO Cy CBE
JoKoJanune HyMepucane Opojesuma usmeDy ¢ u j Beh mojenene.)
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Tpehu pa3pem — A kareropuja

1. Y matoM TPOYriy HOJIYNPEYHUK YIUCAHE KPYKHUIE U TOJYyIPEYHUIUN IPU-
OUCAHUX KPY:KHANA yuHe (y HEKOM NOPEeTKY) y3aCTOIHE YJIAHOBE IEeOMETPU]jCKe
nporpecuje. Onpenuru Hajsehu yrao tor Tpoyria.

2. Hahu cBe BpemmOoCcTH peasHOr mapamMeTpa ¢ 3a KOje€ HEKa NBa DPA3IUUIUTA
pelema je1HAUNHE

2 —arP+22+a=0

(y cryny C) umajy 36up jemsak 1.

3. Heka u,v,w, z € C. IlokazaTu HejeIHAKOCT:

1
2Re(uz + vw) < 4(Jul® + |[v]?) + Z(|Z|2 + |wl]?).

4. Jlorazary na mocToju ODECKOHAYHO MHOTO IPUPOITHUX OpOjeBa m 3a Koje ce
CKyl menuiana Opoja m MO:Ke NOIEJIUTH Ha JUCjyHKTHE CKyloBe (6ap nBa) Takse
na je 30mp eleMeHATa y CBAKOM OJ TMX CKYIOBa IOTIYH KBaIparT.

5. Y mpocropy je mat ckyn S koju ce cactoju on 100 Tauaka TaKBUX Ia HUKOje
3 Hucy konuHeapHe u HUKOje 4 Hucy kommianapHe. CBake nBe Tauke ckyma S
cIojeHe Cy Iy:KUMa, a 3aTUM Cy OY:KU 000jeHe Tako ma je tauyno mux 2017 obojero
I[PBEHOM, a IpeocTaje miaaBoM 0ojoM. lokaszaTu na moCTOju TpOoyrao ca TeMEHUMa
y S uwmja je tayHo jemHa cTpaHuna 0o0OjeHa mIaBoM 0OOjoM MM TeTpaemap ca
TeMeHUMa y S uuja je TayHO jenHa mBUmA 0OOjeHa IPBEHOM 0OO0joM.

UYerBpTH pa3pen — A Kareropuja
1. Haru cy Bekropu @ = (2,1,p) u b= (2,p+1,4).

a) Ozmpemutu cBe Moryhe BpemHOCTM mapamMeTpa p 3a KOje MOCTOjUu BEKTOD U
TaKaB a BaKU:

a-v=|bl;
— — T
axv=nh.

b) 3a cBaky TAKBY BPEIHOCT p OAPEIUTH CBE TAKBE BEKTODE U, U 3a CBAKU O
BUX OAPENNTH YIJIOBE KOje OH 3akJyama ca a u b.

2. Koauko moctoju pactyhmx KOHAYHUX HU30BA MPUPOTHUX OpojeBa uuju je
IPBU €JEMEHT jelHaK 1, MOCHenmW €JEeMEHT jelHak 25, W CBaKa OBa y3aCTOIHA
ujgaHa Cce Pa3iuKyjy 3a 2 uiu 37

3. Illat je mpupomnan 6poj n. Heka je N 6poj 6pojeBa Koju 3anmucanu y CUCTEMY
ca ocHOBOM n + 1 mMmajy cBe mudpe pasmaumuunre on 0 m pasmaumunrte mebhycoGHO.
Ilorazaru:

1
|nle — N| <14 —.
n
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4. U3 tauke P cy roucrpyucane tanrenre PA u PB na kpyskauny v (rge
A, B € ). Ha npasoj PA youena je tauka () Taxksa ma Basku pacmopen P— A —Q
u PA =2 AQ, a C je mpousBosmsHa Tauka Ha ny:xku AB pasauuura onm A m B.
Kpyxuuna onucana oko APBC ceue kpyskuuny v y tauku D, D # B. Jloka3aru:
APBD = LQCA.

5. Y CKyIny HEHEraTWBHUX [eJIVX OPOjeBa PEIUTH jeTHAYNHY

PP +41 =7(7q! —r¥).

IIpBu pa3pen — B kareropuja
1. Heka je p pemanuja Ha ckyny R medunucana ca:
T py aKo M caMo aKo Baxu - — y° > 0.

Wcnuratn na 1m je penamuja p peIieKCHUBHA, CHUMETPUYHA, AHTUCUMETPUYHA U
TpaH3UTHUBHA, Nla JIU je pejaluja eKBUBAJIEHIUje, U Ia JIX je pesanuja IOPEeTKA.

2. Hexra cy a, b u ¢ mpuponsau 6pojeBu unju je 36up jemuax 100. Ilocmarpajmo
CBe pas3jiMKe HeKa IBa Ol OBa Tpu Opoja. AKO je mo3maro ma je jemHa o OBUX
pasauka jennaka 60 u jemna jemmara 38, ompenutu 6pojese a, b u c.

3. Ilar je jemnakorkpaku NAABC y xom Basku AB =2 AC u £ BAC = 80°. Hexka je
AD Bucuna opor tpoyria. Tauka F je uzabpaHa y HEroBoj paBHU TAKO & BaKU
AD = EB, L{AED = 50° u tauke F u B ce namase ca ucte crpane npase AD.
Ilokasatu na je yerBopoyrao AC'DE mapajenorpam.

4. Hahu cBe yerBOoponudpene 6pojese koju npu nesbewmy ca 197 najy ocrarak
47, a mpu memeny ca 198 majy ocrarak 37.

5. Konuko mma npuponaux 6pojera mamux ox 100000 mesuBux ca 4 y dumjem
MEKATHOM 3amucy ydectByjy camo muppe 0, 1, 2, 3 u 57 (Lluppe ce mory mona-
BJbATU U HE MODa Ce CBaKa O HUX MOJABUTHU Y 3aINCy TAKBOT Opoja.)

Ilpyru paspen — B kareropuja
1. OppennTy BpeOHOCT mapaMeTpa k TAKO Ja 3a Pellema T U Ty jeTHAUNHE
202 + 32 +3k+1=0

BaKM
21‘1 — X9 = 3.

2. Koucrpyucatu AABC ako cy y pasuu 3anare cienehe merose 3Hauvajue
tauke: Teme A, reskumnre T u nerTap onucane kpyskuuie O.

3. Ila snu je moryhe y uspasy

TPH - TPU = JEBET
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MOLENUTH WCTUM CJIOBUMA WKCTE a DPA3JIUYNATUM CJIOBAMA paziaumuure mudpe (u
npurom 1,/ # 0) a na ce nobuje TauHa jeqHakocT?

4. Y crymy peajHUX OpoOjeBa PEIUTHU jeaHAUNHY

z(z+1)(z*+ 2+ 1) =6.

5. Ilara je kBanpartHa Tabauna nXn. IlorpedHo je y cBakO H€HO MOJbE YIUCATU

o jemaH peajaH OPOj TAKO Na HA CBAKO] AujaroHasu 36up GpojeBa usnocu 2017.

(IIpurom mocMaTpamMo AujaroHase CBUX MOryNuX MysKuHA: NAkje, [BE AUjarOHaJIe

OyKWHE 7, YeTUPU AUjaroHaje Oy>XKWHe N — 1, 4eTupu aujaroHalie my:KuHe n — 2,

., YeTHpU JUjaroHaJie Oy:KuHe 2 U JyeTupu mujaroHase nyskuse 1.) a sau je oBo
Moryhe nocruhn 3a:

a) n =D5;

b) n = 20177

Tpehu pa3pen — b kareropuja
1. PemuTu jenHavuny:

ctgr —tgx

———— = ctg2zx.
3sinx + cos2x &

2. Har je AABC. Ilpasa napanenna ca AC ceue crpanuny AB y tauku P,
reskumny nysk AA; y tauku K, a crpanuny BC y tauku L. Ako Basku PK =7 un
KL =5, onpenutu nysxuny crpanuie AC.

3. Hahu cBe BpemHOoCTEH peasHOr mapaMeTrpa 1m 3a KOjeé CHUCTEM jeIHAUNMHA
22 +y? =4
(z+m)* + (y —m)* =1
UMa TAYHO jeTHO pPeIleHe.

4. Hahu cBe npupoaue 6GpojeBe n 3a koje cy cBu OpojeBu n+ 1, n+ 3, n+ 7,
n+9, n+13 u n+ 15 opocrtu.

5. Y kyruju mocroju 67 Kyrauma Koje mojase y ABe BeauduHe (MaJe U BeJIUKE)
u nse Goje (Oene u npsene). [loznaro je:

e OpOj NPBEHUX KYTJAUIA je TeJbUB ca b;

e OpOj BEJIMKUX HIPBEHUX KyIJnna jenHak je Opojy Oeanx Kyraumna;
® O] CBe YEeTHPU BPCTE KyIVINIla, HajMame MMa MAajInX Oesux;

e OpOj Kyrauia CBake BPCTE je MPOCT.

OnpenuTu KOMMKO y KyTUjU MMa KyTJWna Ol CBaKe BPCTE.
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YerpTu pa3pen — b kareropuja

1. AKO BaKM jeqHAKOCT

VI 4172 4172 4+ 1T+ 172 + 172 = 172 + 172 + 172,

KOJIMKO myTa ce 172 jaBiba Kao cabupak mOI KOpeHOM?

2. Ox cBUX jemHAKOKPAKMX Tpale3a KojuMa yrao Ha ocHoBunu u3nocu 60° u
unja je moBpmuHa jemHaka 6v/3, OApEIATH OHA] KOjU MMa MUHIMAJIHE OOUM.

3. Koauko mma nmpuponmaux OpojeBa mamux on 10000 y uwmjem ce mexamHOM
zamucy He mojaBiyjy muope 4, 8 u 9, a uudpa 1 ce mojaBibyje TauHO jemaHmyT?
(ITpeocrasne uuppe ce MOry nojaBibMBaTH HIPOU3BOJLAH OPOj IyTa, yKbyuyjyhn u
moryhuocT na ce He mojase yommre.)

4. Ilokazatu ma 6poj 2017%°17 4+ 19 muje mornyn cremen (Behwm on mpsor) Hu-
jemHoOr MPUpOIHOT OGpoja.

5. Pemutu jemmauwuny
st (r+2)t =2

NP RKABHO TAKMUYEILE U3 MATEMATUKE YYEHINKA
CPEOILUX IIKOJIA, 11. 3. 2017.

IIpBu pa3pen — A kareropuja

1. Ha nu je moryhe y cBako mosme tabnuie popmara 2017 x 2017 ynucatu no
jeman oxn 6pojesa 1, 2, 3, ..., 2017 Ha TakaB HaUMH a Ce ¥ CBAKOj BPCTU, Yy CBAKO]
KOJIOHU M Ha CBaKOj IUjaroHAJU CBAKU Ol OpojeBa MOjaBibyje HAjBUIIE jeoaHILyT?
(IIpuToM mocMaTpaMo amjaroHase cBux Moryhux myskuHA: makse, qBe MUjarOHAJE
myskuHe 2017, yetupu mujaronase ayskuue 2016, uetupu nujaronase ayskmuae 2015,

.., YeTUDU AWjaroHaje MAy’KUHE 2 U YeTUPU AUjaroHaJe myskuHe 1.)

2. OgpenuTu cBe mpupoaHe 6pojese a u b 3a Koje je Opoj
a*b + 3b — 2a%b* — a® — 3b°

CTeIleH IOBOJKeE.

3. Heka cy a, b u ¢ mosuruBHu peasnu GpojeBu 3a Koje Baku a + b+ ¢ = 3.
IokazaTu:

1 n 1 n 1 >\/§
VaZtab+be V2+bctca VE+catab

4. JTorazaru na y ANABC cumerpana £ A, npasa onpebena cpemumruma crpa-
muna AC u BC, kao u npasa onpebeHa HOAMPHUM TadvkaMa YIUCAHE KPY/KHUIE U
crpanuna AB u BC, cBe mpojase KpO3 UCTY TAUKy.
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Ilpyru pa3spen — A kareropuja
1. Konuko HajBuIe cTpaHWIa MOMKE MUMATH KOHBEKCAH MHOIOYTao KOME Cy
IysKVHE CBUX AWjaroHaja jenHake?

2. Y crymy peajsHUX OpOjeBa PEMUTU CUCTEM jeTHAUNHA:

z+y+cosz=3;
2x —y +sin{z} = 1;
r — 3y — arctg 2% = —2.

(Ca {z} osmauaBamo pasznommenu meo Gpoja z, 1j. {2} =z — |z].)

3. Hera ¢yurmuja odraz npecnukasa mu¢pe 0,1,2,5,8 y mudpe 0,1,5,2,8, pe-
noMm. Ilpupomanm 6poj n = txtr_1---t1tg HA3UBAMO 00pasabuaak aKO Cy My CBe
mudpe u3 ckyna {0,1,2,5,8} u npurom Bazku tg # 0, u nepuHUIIEMO

odraz(n) = odraz(to)odraz(ty) - - - odraz(t,_1 )odraz(ts)

(npyrum peunMa, ¢pysruuja odraz npencrasiba 04pa3 y Orienaiy 6poja Ha eKpaHy
ragrygaropa). Hahu cse mpuponme 6pojese n ca caegehium ocobunama:

1° n je onpaszabunan u odraz(n) = n;

2° n? je onpazabusan u odraz(n?) = n?.

4. Bapoun MunxayseH ;KuBU y 3eMJbU 4 y KOjOj Cy TPAmZOBU y BJIACTU KaHIE-
aapa Ora u xkpama Ppame (cBaky rpan y BIACHAIITBY TAYHO jenHOr on Bux). Tu
rpajoBU Cy NOBE3aHNM HEKMM IyTeBuMa (myTeBrmMma je moryhe kperatu ce y oba
cMepa), IpU YeMy: CBaKa OBa I'paja Cy IMOBE3aHa HAJBUIIE JeJHUM IIyTEM; CBAKU
myT noBe3yje rpan kannenaapa Ora ca rpaaom kpassa Ppame; cBakU rpaj je myTem
TOBE3aH ca TayHo k Apyrux rpamgoBa, k > 2; U3 CBAKOT I'paja je myTeBuMa Moryhe
cruhu no cBakor mpyror rpama. 3emisba Z je y pary ca 3emisom W. Bapon Mwun-
Xay3eH je jaBuo HempujarepuMa 13 3eMibe W na mocToju Iy T TakaB Ia, YKOJIUKO Ce
OH yHMIITHU, TocTojahe Heka aBa rpana taksa na Buine Hehie Outu moryhe cruhn
3 jemHOr y Apyru npeocrtanuM nyreBuma. la au Bapon Munaxaysen saxe?

Tpehu pa3pem — A rareropuja

1. Iar je AABC. Taure I, I, u I, cCy UeHTPU HErOBUX NPUIUCAHUX KPYyKHU-
na, a trauxke A, By u (7 cy Tauke moaupa TUX NPUIMCAHUX KPY:KHULA C OIrO0-
Bapajyhum crpanunama, pemxom. okaszaru na ce npase [, A1, I, By u I.C; cery y
jemHOj TAYKU.

2. a) Hoka3aru na nocroju jenuucrsena ¢yuruuja f : Ng — Ny Taksa na Basu:
e f(p) =1 3a cBe mpocre Gpojese p;

e f(ab) = f(a)b+ af(b) 3a cse a,b € Ny;
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e f(0)=r(1)=0.

b) Oxpemuru cBe npuponte Gpojese n Mame o 100 3a koje Baxku f(f(n)) =1,
rae je f ¢pyHruuja mu3 mesa mox a).

3. Iokasaru ma 3a cBaku noauHoM P(z) ca peasnum Koe(puuujeHTUMA HOCTO]je
nosnveoMu Q(x) u R(z) TakBu ma Baku

P(z) = Q(z*) + R((z + 1)?).

4. CBevanoj Beuepu npucycrByje 6k + 3 Gpaunux maposa, rie je k mpupomgan
Opoj. 3Banurne cene Ha 12k + 6 paBHOMepHO pacmopelheHMX MecTa OKO OKpPYIJIOr
crona. Caku Mymkapai Mehy 3BannmaMa umMa TadyHo jeHYy CECTPY, a CBAKA KEHa
TayHO jemHor Gpara (6par u cecrpa He MOry Ourtu y Gpaky). 3BaHuie Cy pac-
nopebene 3a cTOJIOM TAKO Ma CBaKM MyIIKAPAIl CeAu OJIKe CBOjOj CYIPY3U HErO
cBojoj cectpu. Heka je f(k) makcumamnan moryh 6poj skeHa Koje cene Bunske CBOM
OpaTy HEro CBOM MY:;Ky, TJle MAKCUMyM IMOCMATPaMO HAaJ CBUM MOryhuMm pacmope-
AUMAa Y HaJ CBUM MOTYNUM CKYNOBUMA 3BAHUIA KOje UCIYHAaBa]y YCIOBE 3aIaTKa.

Hoxrazatu: f(k) = 6k.

YerspTH pa3pen — A kareropuja

1. Hate cy ¢ynrmje f(z) = 22+ 2+ 2 u g(z) = 22 — 2 + 2. Ila au nocroju
¢yurnuja h: R — R TakBa na 3a cBako = € R Baskn

h(f () + h(g(x)) = g(f(x)) ?

2. Mudpa 3a 3armyvaBame Kukuaor tenedona popmupa ce Ha ciaenehu HAYMH.
Ha mpesxkn Ttavyaka 3 X 3 moTpebHO je HANPTATU MyTalmy CAYUIHLEHY O HEKOJIUKO
IY#K1, TIe CBaKa Ay’ IOBe3yje HEKe ABe OJ IOCMATPAaHUX TadyaKa, X IPUTOM je Io-
sna3Ha Tavka cienelie my;Ku yBeK 3aBPIIHA TAUYKA IIPETXOIHE. TOKOM UCIPTABAHA
myTame, CBAKMU IyT Kaja IyTama npebe npeko Heke rauke (Omio ka0 yHyTpAIImhe
WM Kpajie TAuKe HeKe HYyKU), Ta Tauvka BUIIe HEe MOKe OUTKM KOpUInlieHa Kao
Kpajiba Tauka HUjenHe HapenHe Ay:Ku (C M3Yy3eTKOM yCJIOBA A4 je I0JAa3HA Tauka
canenehie myskuM yBeK 3aBDINHA TAauKa MPETXOMIHE), Al jeCTeé NO3BOJLEHO Aa TAKBA
Tayka OyIe yHyTpalllbha Tadvyka HAPEAHUX Iy:KWA. KUKM keiam Oa meHa mudpa Ha
TenedoHy ucnymana cienehe yciose:

1° cBux 9 Tauaka MOpajy JIEKATU HA UCIHPTAHO] IMIyTAU;

2° Tpar Koju myTama OCTABU je OCHOCUMETPUYAH (HOX MPazom II0APA3yMEBAMO
VHU]Y Oy:KA KaO reOMeTPHjCKuX oOjekara, makiae 0Oe3 mHPopMamuja O BHU-
XOBOM peNoCJieNy, CMePy KpeTama U €BEHTYAJIHOM INpPEKJIAllaly HEKUX Ie-
JIOBA DA3IUYUTUX LYKH);

3° Ha Tpary IyTame [OCTOje TAadyHo nBe Tauke (o1 mocMarpaHux 9) koje cy
CIOjeHe caMO C IO jeTHOM JIPYyTOM TaUKOM.
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Ila mu Kukm moske ma moctasum oBakBy mmdpy Ha cBoM TemedoHy? AKO MOKe,
n3meby ronuko mupapa Moske na Gupa (mo Ha poramujy u/wiau cuMmeTpujy)?

3. Hart je omrpoyrau AABC. Heka cy kg, ky n k. merose npumnucase KpyKHUIE
nacupam temena A, B u C, pecuexkrusso. Heka cy O u [ nenrap onucame u ynucase
kpyskaune. O3HaunMo ca t,, t, u t. CIoJbHE 3aje ITHNYKE TAHMEHTE TaPOBa KPYyKHULA
ky m ke, ke m ko, kg m ky, pecuexkruBno, paznuuure on upasux BC, CA u AB.
HorazaTu na meHTap ymnucaHe KpysKHUIE Tpoyriaa oxpebenor mpasuma to, tp u t.
aexku Ha upasoj OI.

4. Hahwu cBe mpupoase 6pojeBe n umju ce CKym OpaBux meiuiana (Tj. CBUX
[eJUIIAla U3y3€B 1) MOMKE MOMEJUTU Yy IBA MUCjYHKTHA CKyla OX mo bap 2 eie-
MEHTa Ha TAKaB HAUWH 14 Y jeJHOM CKyIry Oymay y3acronau Pubonauujesu 6pojesu,
a y OIpyroM y3acTOIHU TPOYTraoHU OpOjeBU.

IIpeu paspen — B kareropuja
1. Heka cy AB u CD ocuoBune tpaneza ABCD, a E cpemumre xkpaka BC.
Axo Basku AE =10, DE =8 u {AED = 30°, onpeauTu IOBPIIUHY OBOT TPAIle3a.

2. Y npwxkaBu Hesnanuju, oupekTop KOpIOpaIyje Iponacm™ je obasecTtuo
pamHUKEe ma he mM OBe roauHe ILIaTa ouTu cMameHa 3a 10%, caemehe romume
nosehana 3a 11%, mapenne romgure cmamena 3a 12%, roaure nmocne tora nosehana
3a 13% wra. uayhux 90 romunaa. [la au he y HEKOM TPEHYTKY 3alOCJIEHU UMATHU
Behy mnary on Tpenytue?

3. Y KOJMKO HajMam€e MOTe3a MOMKE CKaKad U3 JOHEr JIEBOT I0Jba MAXOBCKE
rabae (al) cruhu mo ropmer necuor (h8)? Ilokazaru!

4. Konmmko mMa mapHuX mneTormu@peHux OpojeBa KOju HUCY NEJBUBU Ca 3 U Y
urjeMm 3amnucy Hema muppe 97

5. Pemuru; pebyec:
IIET - [IET = IECET

(MCTUM CIIOBMMa OAroBapajy UCTE & PAa3IMUUTUM CJIOBUAMA pa3iuuuTe muppe, u
npurom I1,/]# 0).
Ipyru pa3spen — B kareropuja

1. 3a KOje BpeAHOCTU HmapaMeTapa p U ¢ jeIHAUMHA

/1?2 +pr+q+x=2017

uMa Butie on 2017 pas3sauuuTuX peasHuX pelrema’

2. Y AABC rtauke Ay, By u Cy cy nmomuosxja Bucuaa u3 temena A, B u C,
pexoMm, u nputoM Bazku NABC ~ AAyByCy.

a) Ako ce 3Ha na je AABC omTpoyriu, u3padyyHaTU HEroBe yIOBe.

b) Ako ce 3ua na je AABC Tynoyrau, u3padyHaTH HEroBe yrioBe.
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3. Ogpenu HajMamu npupoman OPOj n 3a KOjU Ce HUjemaH O] Pa3jioMakKa

7 8 9 2015
n+9 n+10"n+11"""""n+2017

HE MOKE CKDaTUTU.
4. Hahu cBe BpeAHOCTU PEAJHOT MapaMeTpa a 3a KOje je THAYUMHA
az® —(a+2)z+ (a+1) =0

uMa [Ba pa3jnuuTa peasHa pemema Beha ox 1.

5. [lara je ¢purypa Ha caunu 4OJ€, CAUNEEHA O MIECT je IMHUIHUX KBaaparuha.
Ila nu je moryhe on Hemapuor Gpoja kKommja oBe GUrype cacTaBUTU IPABOYTAOHUK !

Tpehu pazpen — b kareropuja
1. Y unrepsamny [0,27] pemnuru jeqHavumy

cos?® x + cos? 2z + cos? 3z = 1.

2. OcuoBa upavune M ABC je jemnaxoxpaku ANABC (AB = AC). loguoxje
BucuHe mupamuzne us Bpxa M je Ha cpemmnu Bucune AAg y AABC. Kpos usumy
BC' je mocrtaBmena paBaH Koja je HopMmaaHa Ha uBuny M A u ceue je y Tauku S.
[Mozumaro je ma Ta pasaun 3akiamna yrao ox 30° ca paBauu ABC. Ako 3anpemuHa
nupamune SABC usunocu 2017, nahu 3anpemuny nupamune MSBC.

3. Ila nu je moryhe Gpoj 2017 mpezncraButu Kao 30up Tpu npupoaHa Opoja
TakBa na HUKOja nBa Mehy muma HucCy ysajaMHO IpoCTH?

4. Ilare cy tauxe A(1,0) u B(4,3). 3a peasan 6poj p, o3HaunMo ca N, Tadry
Ha npaBoj AB kKoja je HajOAMKA KPYKHALIN

(x—p)?+@y—1-p*)P=1

(mox pacTojameM Tauke O KPY:KHUIE MOAPA3YMEBAMO PACTOjame OX Te Tadke IO
0] HajOMmKe TauKe HA KPY/KHUIM). 3a Koje BPEIHOCTHU IapaMeTpa p ce tauka V),
Hasia3u crporo uaMmeby Ttavaka A u BY

5. Ompenutu 6pPoOj HAUMHA A Ce TPUPOJAH OPOj N MpPeACTaBU Kao 30Up HEKO-
guko (mBa MM BUIIe) TIPUPOTHUX OpojeBa, mpu uvemy je Ouran mopemak. (Ha
npumep, 3a n = 4 umamo cuaenehe moryhmocru: 3+ 1, 2+2, 1 +3, 2+ 1+ 1,
14241,14142, 1414141, 7j. ykyuso 7 TpaKeHUX HAYMHA.)
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YerBpTH pa3pen — b kareropuja

1. Ilare cy mapabone y = z2+3x+6 u y = 22+ 52 +3. Hahu jenmaunny muxose
3ajeIHMYKE TAHTEHTE, KAO M TAUKe JOIMPA T€ TAHTEHTE Ca OBUM Iapabosama.

2. Axo je n? + 2" npoct 6poj 3a Hekn mpupomas 6poj n > 1, mokazaTu ma je n
IebUB ca 3 aJau HUje nesruB ca 6.

3. Y cBako mosse Tabaune Gopmara n X n MOTPEOHO je ynmucaTw HO jemaH o
6pojesa 1, 2, 3, ..., n Ha TAaKaB HAYMH Ja C€ y CBAKO] BPCTU, Y CBAKO] KOJIOHU U
HA CBaKOj AUjarOHAJM CBAaKU OX OpojeBa mojaBibyje HajBume jemanmyt. (I[Ipurom
mocMaTpaMo AujaroHalsie CBUX MOIyNux OysKuHA: JakJje, OBe OUjaroHase Iy:KUHE
n, YeTUPU OUjaroHalie Oy:KuHe n— 1, YeTupu aujaroHasie nIy:KUHe n—2, ..., YeTUPU
IujaroHase OyskuHe 2 U yeTupu aujaroHase nyskmee 1.) Ila sam je oo moryhe
moctuhu 3a:

a) n=4;

b) n =57

4. N3pauynatu

{\/2017+\/2017+-~-+\/2017+x/2017 .

2017 ropenoBa

(Ca |z] osmauaBamo majsehwu neo 6poj me sehu ox x.)

5. Ilar je AABC, £C = 90°. Youenu cy kBanpatu AEDC u CFGB y merosoj
cnomammoctu. [y EB cyue nyssu AC u AG pemom y taukama H u I. Iyx
AG ceue ny:xx BC y tauku J. Aro mospmuna AAIB ussocu 2017, uspauysatu
moBpimnHy yerBopoyria HCJI.
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PEIMTEIHA 3AIJATARKA CA OIIIITVMHCROI' TAKMMYEIHLA N3
MATEMATHUARE YYJEHUKA CPEIILUX IITKOJIA, 21. 1. 2017.

IIpBu pa3pen — A kareropuja

1. IloBpm mapka MO/KEMO MONYHUTHU IpaBOoyraoHuimMa auMmensuja 10,5 x 20,5,
rme y jemHoM peny Moxkemo nopebartu 95 TakBUX IPABOYTraOHUKA & MMAaMO YKYIIHO
48 penosa (360r 11%?5? > 95 u 12%(_? > 48). Tume cmo mobuim ykynuo 4560 TaxBrx
npasoyraonuka. [IItaBume, momro Basku 1000—48-20,5 = 1000—984 = 16 > 10,5, y
MIPEOCTay TPAKy MOKEMO CMECTUTHU jOII 48 TAKBUX MPAaBOYTaOHWKA POTUPAHUX 33,
90°, ynme ykyman Opoj mpaBoyraonuka mocraje 4608. Kako mmamo 4567 crabada,
no JupuxiaeoBoM HPUHIUNY NOCTOjU MPABOYTAOHMK Yy KOM CE€ HEe HAaJa3W IEeHTap
Hujensor crabia. Mehyrum, Tana cpenummu 1eo0 TOr IPABOYTaoOHUKA (Gopmara
10 x 20 mpeacTaBma TPOCTOP YHYTAp KOT Ce He HAJIA3U HUjeqHO cTabno (HuTn meo
crabia).

2. OnumumMo Kpys:kHUIYY k ca meHTpoM y B u
nosynpeunukoM 2. Ha m0j ce nanaze tauke A u
C. Y t10j Kpy:RHUIU TEPUPEPUjCKA YTIOBU HAT

104°
2

depujcku yrioBU HAI LYKAM JYKOM AC usnoce
180° — 52° = 128°. Omarne 3arkmyuyjemo D € k,
na caemu BD = 2.

3. Nmamo 12% 4+ 10v = 1+ (-1)Y € {0,2}
(mod 11). HomTo 11 1 7102, y Mopa Guru mapHO
U CTpaHe jeqHaunHe Najy OCTATaK 2 IPU AeJhemhY
ca 11. Ocramu npu gememy O6poja 71027 ca 11,
3a 2 =1,2,3..., noHaB®A]y ce y mepuoamMa o0-
nuka (7,5,2,3,10,4,6,9,8,1), ma momro je mepuos Om 2017 1A 2
nysxuue 10, 3armyuyjemo z = 10k + 3. Hame, mo-
cMaTpameM jeIHAUMHE TO MOIYJIY 5 mobujaMo na je JeBa CTpaHa KOHTPYEHTHA
ca 2% a mecHa ca 2°. Ocranu npu Je/belny CTelleHa ABOjKE Ca b IOHABDHAjy ce y
nepuoaumMa obauka (2,4,3, 1), na nomwro je nepuon xyskune 4, cienu na x u z Aajy
WCTU OCTATAK MIPU IebelmhYy ca 4; CIenujasiHo, MOMTO je 2z HemapaH O0poj, caenu na
je u x Hemapas 0Opoj.

IMomro 2 | 7102 anu 4 { 7102, majselin cTemen ABOjKe KOjU HEIW OECHY CTPaHY
je 2%. Ilame, majsehu cremen mBojke koju memm 127 je 227 a majsehwm cremen
nBojke koju mesm 10Y je 2Y; yrosmko Ou OBU CTeleHU OWIM PA3JIWIUTHU, TALA OU
Hajehu cremen nBojke Koju meam JeBy crpany m3Hocmo 222} anu momto
cy 2z m y mapHu OpojeBu, OBa BpemHOCT He 6u Moriua Ouru jennaka 27 (jep,
noxcetumo ce, 21 z). IIpeocraje y = 2z, 1 Taga jeMHAYMHY MOMKEMO 3alKCATHU KO
12%4-100* = 7102%. Ho, kako je x Hemapan 6po0j, JieBa CTpaHa MOKe ce paKTOpUCaATH
kao (12 + 100)(12*~1 — 12272100 + - -- — 12 - 100°~2 + 100~ 1), Tj. 7eBa cTpana je
memuBa ca 112, anu momro 112 4 7102, ciemu na mocTaB/beHA jeQHAUMHA HEMa
perrema.

DC

kpahum nykom AC usHOCe = 52°, ma nepwu-

4. TTocmarpajmo npso uwerupu tauke A, B,C, D TakBe na je jemHa on mUX Y
YHYTPAIIKLOCTHA TPOYTIa Koju 06pa3sy]jy mpeoctase Tpu (6e3 yMamema ONIITOCTH,
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Hexa D € int AABC). ITowmro meby yraosuma L ADB, LADC, £ BDC nocroju 6ap
jeman me mamu oxn 120°, y osoMm cayuajy caemn f(A, B,C, D) > 120°.

IMocmarpajmo canma cayuaj Kana aujemua onx tavaka A, B, C, D ue nexu y yHy-
TPAIIEBLOCTU TPOYIJIa Koju 00pa3yjy mpeocrane Tpu, Tj. Kaga OHE 00pasyjy KOH-
BekcaH ueTBOopoyrao (6e3 ymamema omnmroctu, yersopoyrao ABCD). Kako Basxku
AABC + £BCD + £CDA + {DAB = 360°, Gap jemaH oI OBa 4eTUPHU yTJia MOPa
6utu He Mamu ox 90°, ma y osom cayuajy caemu f(A, B,C, D) > 90°.

IIpema Tome, 3akmyuyjemo min f(A, B,C, D) > 90°. Ykoauko tauxe A, B,C, D
UMHEe TEMEHa MPaBOYTraoHWKa, Tala Ce OBa T'PAHUIA NOCTUKE, Na je pelleme 3a-
natka 90°.

5. Kopuctuhemo canenehe zanaxame: ako Basku ||y| — a| = b u npurom mmamo
0 < a <b, rana caenu |y| = a+ b. 3aucra, umamo |y| —a = +b, j. ly| = a £ b, aau
360r a — b < 0 ocraje |y| =a+b.

OcnobabameM nocenme AlCOLYTHE BPEAHOCTH y HOCTABLOM 100ujamo | - - - |||z|—
1| — 2|+ — 2016| — 2017 = £2017, 1j. |---||]x| — 1| — 2| -- - — 2016| € {0,4034}. Cazna
hemo pasmukoBaTy oBa IBa ciaydaja.

Y npBom cayuajy cuenu | - - - |||z|—1|—2] - --—2015| = 2016. I[IpumenoMm 3anaskama
¢ mouetka nobujamo |---|||lz| — 1| — 2|--- — 2014| = 2016 + 2015, na TOHOBHOM TpU-
MEHOM KCTOT 3amakama |---|||z| — 1| — 2|--- —2013| = 2016 + 2015 + 2014 urn. Ha
kpajy mpeocraje |x| = 2016+2015+---+1, ma y 0oBOM ciydajy NMaMo IBa PeIeHa.

Y ApyroM ciyyajy HA MCTH HAUYUH DOOWjamMo |r| = c
4034 + 2016 + 2015 4 --- 4+ 1, ma oBme MMaMO jOIIl IBa \

pemema. Jlakie, YKyIHO MOCTOje€ UETUPU PeIIeHmha IMO-
CTaBJ/bEHE jeTHAULHE.

By
Ilpyru pa3spen — A kareropuja

1. Heka t o3mauaBa TmpOTEKIE CEKYHIE ON Kamda CY
Mpasu a u b 3anouenu csoj myT. Heka cy Ay u By pexom
HOJIOKAju MpaBa a M b mocie IPOTeKMUX t CEKYHIU. 4 4, B
Tana Baku BA; = 260 —t u BBy = 3t. Ha ocuosy
KOCUHYCHE TeopeMe MMaMO Om 2017 2A 1

AB} = BA? + BB} — 2BA, - BB cos 60°
= (260 — )% 4 9t — 2(260 — ¢)3t - 3 = 13t — 1300t + 2602

Jacuno, pacrojame m3mely MpaBa je MUHUMAJHO OHIA
Kala je OBa BPENHOCT MUHMMAJIHA, & IOIITO je€ OBO
KBaJApaTHA (YyHKOMja MO ¢, OHa MMa MUHUMYM 3a t =
% = 50. [TomTo ce HakoH 50 CEeKyHON MPAaBU 3aUCTA U
naJsse kpelly Ka CBOjUM OApEeIUIITIMA, PEUIeHe 3a1aTKa
je 50 cerymnmu.

2. Heka je C' cpemumre crpanune AB, a Cf) opToro-
HaJutHA Tpojekmuja Tauke C’ Ha mpasy t. YeTBopoyrao
ABByAy je tpanes a C'C| je merosa cpenma nuHUja,

Om 2017 2A 2



23

na mmamo AAg + BBy = 2C'C{. lomro cy ACCyT n AC'C{T camunn (jep mmajy
CBe IOAyJapHE YIJoBe) ¢ KoepuuujeHToM ciaudaoctu 2 (jep Basku % = 2, npeMa
ocobunu Teskumra), ciaenn CCy = 2C'CY. N3 osa nsa 3akmyura nobujamo AAg +
BBy = CCy.

3. Y npBoum Kopaky mdesia uMma 6 moryhuaoctu, a y cBakoM ciaenehem Hajsurre 5
(jep ce He MOKe BPATUTH HA MOJLE C KOT je yupaso aomia). Tume nobujamMo ropmy
rpamumy 6-5""! 3a 6poj TpaskeHux myTama. Jla GMCMO JOKA3AIU U NOHY I'DAHUILY,
MIPUMETUMO [a TUejia y IPBOM KOPakKy Moyxke Ouparu jemny on 6 moryhuocTu, a 'y
cBakoM cieneheM KOpaky moCTOje TPU MOJba TAKBA A Ce CTYIAMHEM Ha BUX ITUesa
yAajsaBa O IMOJA3HOT II0Jba; OrpaHmyaBajyu ce camMo Ha 04abup OBAKBUX IIOJbA
y CBakKoM moTe3y, mueja ce obe3bebyje ma nukama mehe mamhum Ha MOJbE HA KOM
je Beh 6umia, ma je 6poj moryhux myrama Gap 6-371, Tj. 23",

4. CabupameM HejemaarocT © — 1 < || <z, 20 —1 < [22] <2z m Tz —1 <
|7z] < Tz mobujamo

10z — 3 < |z] + |2z] + [7z] < 10z,

1j. 10z — 3 < 2017 < 10z. Opmarae 3armyuyjemo 201,7 < x < 202, ma caemm
|x] =201 u |2x] = 403, re nobujamo u |7x] = 2017 — [z| — |22| = 1413. To nasmse
naje

1413 = |7(|z] + {2})] = |7|z] + 7T{a}] = [1407 + 7{z}| = 1407 + | 7{z}],

T0 ject |7{z}] =6, a onma mobujamo ¢ < {z} < 1. Cama cnem |6z] = [6(|z] +
{a})] = [6z] +6{z}| = 6|z +|6{z}], ma c 0G3upom Ha HejemmarocT X < 6{z} <6
nvamo |6{z}| =5. Onmarne nobujamo

{62} = 6 — [62] = 6(|=] + {=}) — (6z] + [6{z}]) = 6{z} - 5.

Canuno crnenn u {Sx} = 5{z} — 4 n {2z} = 2{z} — 1. Ybamumo cazna cse 0BO y
npyry jemHaumuy. OHa ce cBOIU Ha

3{a}(5{z} —4) = 4(2{«} — 1)(6{z} - 5),

mTo nocse cpebusama nocraje 33{x}?—52{x}+20 = 0. Pemasamewm oBe jeamaunne
nobujamo

{}_52ivm2—43320_SZiMWM—ZMO_SQiMMl_wiS
= 66 - 66 766 66

. 5248 _ 60 _ 10 52-8 _ 44 _ 2 .
Tj. {o} =248 =00 _ 10 mmg {a} = 228 =5 =3 Ilpyry MOlr(‘)th(?CT onbaiyjemMo
jep ce me ywmama y ycios = < {z}. Ocraje, mnakne, {x} = {7, 1 jequHo pemrese

cucTeMa M3 IMOCTaBKe je

10 2221
— 201 4 — = ==L
=201+ 9=y

5. Ilpso pewewe. 3a n = 1 mmamo 22 = 2y?, mTo je memoryhe. Ilokaxumo cana
na 3a cBako n > 1 mocroje Tpaskenu OpojeBu. 3a n = 2 mumamo 3a (T;Y1,...,Yn)
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pememe (2;1,1); 3a n = 3 umamo (6;4,1,1), 3a n = 4 umamo (6;3,2,2,1). IIpume-
TUMO Ha 3& CBa TPU Pellelma BAKHU ¥y, = 1. Hamame, ako 3a HEKO N MMaMO PEIIEHE
(391, --,Yn) ca yn, =1, onga 3a n+ 3 umamo pememe (2z;2y1,...,2Yn-1,1,1,1,1);
3amMcTa;:

22y1)° + - 4 (2yn) P F P12 1212 =40 2(y + -y 1) = da? = (22)°

IIpema ToMme, ¢ 063UpOM HA KOHCTpyHUCaHa pemema 3a n € {2,3,4}, uagyrumjom
nobmMjaMO ersucTeHNnjy pemema 3a cee n > 1. OBuM je moras3 3aBpIIeH.

Lpyzo pewewe. IlokakuMo HIPBO na 3a CBAaKM IpuUpoman Opoj k mocroju k
KBaaApaTa TPUPOTHUX OpojeBa uwuja je cyma Takobhe KBaapar TpuUpOTHOT Opoja.
IHokra3s cupoBomumo mHAayKnujom mo k. 3a k = 1 tBpheme je TpuUBUjaHO TAUHO.
Ilame, ako Baskm 25 + 25 + - -+ + 22 = u?, Tana, YKOJIMKO je u Hemapan 6DOj, MMaMO

2 4 2 2 . .
i3+ i (Y )? = w4 =2t = (%52, a ykonmko je u napan Gpoj, Tana
2 4 2 2
u”—4\2 _ , .2 u-—8u 416 __ (u“+4\2
) =ut 16 = (*37)
: u?-1 u?—4
(Tj. MOXKEMO y3eTu 241 = “5—, OMHOCHO Z}41 = “—7—, PECIIEKTUBHO).

Canma moka3 ersucrennuje 6pojeBa M3 MOCTABKE 3a 3a0aTO n, N > 1, mobujamo
Ha ciaenehw HauwmH: omabepeMmo ¥yi,¥Ys, .- .,Yn_1 TAKBE Ha CyMa HUXOBUX KBaIpaTa
6yIe TOTIYH KBaApaT, penuMo v2, u oxabepemo ¥y, = v. Tamza nMamo

je u? memmso ca 4, ma mmamo 27 + 25 4+ + 27 + (

20T+ us + - +Hya i) =207 +0%) = 40* = (20),

mTo je u Tpebaio MOKa3aTu.

Tpehe pewewe. 3a n € {2,3,4} KOHCTPpyUIIEMO TIPUMEPE KAO Y IPBOM DEIIEHY.
3an>5o03HauMMO k =n—4 1 y3MuMo y1 = Yo =Kk, Y3 =Yg = -+ = Yp2 =2 U
Yn—1 = Yp = 1. Tama umamo:

2k + k2 +22 422 422+ ... 422 + 12 +17)
=202k + (n—4)-4+2) =4k +2k+1) = (2(k + 1))?,

23 +vys +- -+ y2)

a MOKeMO y3eTH &, = 2(k + 1).
Tpehu paspen — A kareropuja

1. 3a npowussBosmuy Tauxky O yHyTap
yerBopoyrina ABCD jemnarkoct PpO -
OQop = RoO - OSo je exBuBaJieHTHaA C
UMBEeHUIOM na cy tauke Po, Ro, Qo u
SO KOHIUKJIWYHE, IITO CJAEeAX W3 MOTEH-
muje tauke O y OMTHOCY HA KPY/KHUILY.
OBO je mame EKBUBAJEHTHO C YCJIOBOM 40

~

APoRoSo = APpQQoSo, anu Kako Ba:Ku

APoRoSo = 180° — LADC u £PpQopSo =2

£ ABC, npeTxoIHU yCJIOB 3a0paBo je €KBU- A B
BaJICHTAH C YCJIOBOM AAPC + LABC = Om 2017 3A 1

180°, Tj. ¢ ycmoBOM ma je UETBOPOYTao
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ABCD rerusan. Ilakie, o6a yciaoBa U3 HOCTABKE €KBUBAJEHTHU CY C TETUBHONINY
yerBopoyria ABCD, na cienu na cy oHU eKBuBajJieHTHU MeDhycoOHO.

2. Baxnu
2n 4 3m 3 g L = (L) 4 04+ (-1)"+1=2-(—1)"+1 (mod 3),

ma je 3a mapHO n mocMaTpaHu Opoj mebuB ca 3 a TuMe u cao:keH. Heka je cama n
HemapHO. Tana Baxkn

omn + 3n+3 + 5N + 7n+4 =9n + (_2)n+3 +0+ 2n+4 — 9on + 2n+3 + 2n+4
=2"(148+16)=25-2"=0 (mod 5),

ma je Taaa mocMaTpaHu Opoj AeLUB ca b U mMpeMa TOME TMOHOBO je CJIO:KEH.

3. Osnaummo ca x, Opoj MOryhux mUeJUHUX IMyTama OX N KOPaka, a ca Y
IlysmeroBux. Buneru pememe 3a tpehu 3amarak y paspeny 2A, rae je mokasana
HejemHAKOCT T, = 2 -3". Ilpumerumo mame ma Ilymne y mpBoM KOpaky uma 4
moryhuoctn, a y csakom ciaenehiem najsume 3 (jep ce He MOke BPATUTH HA IOJbE
€ KOI' je ympaBO [omao), Ia 3a OpPOj HEroBUX IMyTama NO0UjaMO rOpHYy I'DAHUILY
Yn < 4-3""1 Omarme, 2, >2-3" =6-3""1 >4.3""1 > ¢, mro je u Tpebamo
TOKa3aTH.

4. YrouuKO 3a x y3MmeMoO peasian O0poj Behum on cBux a; u b;, HejemHAKOCT
u3 mocTaBKe cBomu ce Ha —b; — by — -+ — b, < —a; —ag — -+ — ap, & aKO 3a T
y3MeMO peajiaH Opoj Mamu OX CBUX a; U b;, HEjJe IHAKOCT M3 MOCTABKE CBOJAU Ce Ha
bi+bo+---+b,<ay+az+ -+ a,. Onarie QupeKTHO cienu

bi4+bo+---+by,=a1+az+ -+ an-

Purcupajmo canma npupoman 6poj k, 1 < k < n — 1. Heka je z mpousBosban
peasan OpOj 3a KOju BaXM a;y < T < Ag41. laga ce mOCTaBJ/heHA HEjeTHAKOCT
CBOIU HA

|z —b1]|+ |z —bo|+ - +|z—by| < (z—a1)+ -+ (z—ar) — (& —ags1) — - — (z —an).

C mpyre crpase, U3 OUWrIeIHUX HejeqHAKOCTHU |y| = y u |y| = —y mobujamo

[ b+ — bl 4+ 2 —ba| 3 (@ —b1) -+ (@ = by) = (3 bes1) = — (@ = by),
oa cJjemu
(2= b1)+ o+ (@ = bi) = (@ = bss) — - — (= by)

S@—a) 4+ (@ —ap) = (@ —ap1) = — (& —ay).

Cge nojaBe BpenHocT T ¢ 00e CTpaHe HejeTHAKOCTU Ce UCIOTUPY, U Oy 3UMA:EM
Ol OB€ HEjeTHAKOCTU paHuje nobujeny jemHaxoct by +by+---+b, = a1+as+---+an
mobujamo —2(by + by + -+ + b)) < —2(a1 +as+ -+ ax), tj. a1 +as + -+ ax <
by +by + -+ by.
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5. Hera ce rpyxmaune k u
k1 cexky y taukama U u V.
Horasxkumo na cy raure F, U
u V xonuueapue. M3 osora he
Jako cuaemutu TBpbheme 3amarka:

3aucra, u3 ig,(k) = k um ko-
sureapuoctu tavaka F, U u V
mobujamo i, (U) = V, a ona-

TJIIC U ikg(k;l) = kl, Tj. ]{ilLk‘Q.
JloKa:KMMO 3aTO KEJLEHY KOJIMHE-
apHOCT.

Heka npasa EU (koja je,
IPUMETHMO, TaHTeHTa Ha k, IITO
caemn n3 klky) ceue mpasy FC
y Ttauxku X. M3 ocobuna cmosma-
IMBUX U OepUPEPUjCKUX YTIIOBA
nooujamo:

Om 2017 3A 5

AXFU = {EXC — {FUX = ({ECB — LCEX) — {EUV
= ({ECB — (LCUX — LUCE)) — {EUV
= ({ECB + LUCE) — (L4CUX + LEUV)
= LUCB — (180° — LCUV) = LUCB — £CBV.

Hame, o3uaunmo ca Y npecek npasux EV u FC. Candno Kao MaJyonpe, u3pavy-
HABAMO:

LYFV = AEVU — L{EYB = {EVU — ({EBC — {BEY)
= LEVU — ({(EBC — ({BVY — LV BE))
= (LEVU + £BVY) — ({EBC + £V BE)
= 180° — {BVU — LCBV = LUCB — £CBV.

Hpyrum peunma, mobunu cmo £ XFU = LY FV. Onapne OIMpEeKTHO cienyd Oa Cy
rauke F', U u V xoamHeapHe, umMe je MOKa3 3aBPIIEH.

UYerBpTH pa3pen — A Kareropuja

1. Tparchopmummmo m3pas 1n”y”—: =zlnz — ylny. Younmo ¢ymrmujy f(x) =
rlnz. OBa ¢ymEmUja je HemperumHa Ha [e 3, e] m mupepenmujaburma Ha (73, ¢),
u umamo f'(x) = Inz + 1. ITo Teopemu o cpeamoj BpeaHOCTH, TTOCTOjuU ¢ € (73, €)
Takpo ga Baku rlnz —ylny = f/(c)(x —y) = (Inc+ 1)(z — y). Iomro ¢ € (e73,¢),
cienu —2 < Inc+ 1 < 2, ma mobujamo

x

xT o / . _
oy | = 1P @lle =yl < 2l =yl

IITO je u Tpebayio JOKa3aTH.
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m | a(a+1

ym—

1
+ 1. 3a
. m—1
m =1 oBo je ounraenuo. [Ipernocrasumo cana na (a+1)™ | aletD) +1 3a maTo
m. Kako je a mapan 6poj, a + 1 je HemapaH, ma uMaMoO

2. Hoka3syjemo maaykuujoM ga 3a cse m € N paxu (a + 1)

@™ 41— (et D™ Ykt _ (g™ )Y (1) (al@rD" "),
= ) (o ) Sy )

. m—1
Mo maaykTUBHEOj xumoresu, (a4 1)™ | al@t) + 1. Hame, umamo

S (1 () = S (e ) = Y1y (-1
j=0 j=0 j=0

a

l=a+1=0 (moda+1),
§=0
TO ject, a+1 | Z?:O(—l)j (a(a'*'l)?Wl)j. OBunm cMo mokazamn (a+1)"+ | glet D™ 41
YrMe je NOKa3 3aBPIIEH.

3. O3naunMo ca A CKym MO3UIMja HA KOjUMa Cy Aena J0 KOJUX Ce JIONTa HU30M
CUTYPHUX OOJaBama MOKe npocieautu on Visune, u o3aaunMo ca B KOMIJIEMEHT
cxyma A. IIpermocraBumo cynporHo, na je Mapuuuna nosunuja y ckymy B. Tana
cy n A u B HenpasHu, ma Moxkemo youwmTtu nosuruje P4 € A u Pgp € B uuje
je pacrojame muHmMagHO. [lomro Py € A a Pp € B, usmeby mux ce He MOke
CUTYyPHO HOJATHU JIONTA, IMITO 3HAYU [1a Ce Y KPYTY ca npeynuxkoMm P4 Pp Hana3u 6ap
jomr jemna mosumuja Po. Anu 6uno na Po € A unu Po € B, TO je y KOHTPAIUKIN)U
ca MUHUMAaJIHOMNY pactojama P4 u Pp.

4. Axo Basku f(y1) = f(y2) = ¢, Tama 3a NPOU3BOBLHO T U Z UMAMO Y1 =
flatet F(£(2)
FA+ @) (at2) : .
y =2z =1y jeAHAKOCT M3 IIOCTABKE U KOPUIMINEHmEM WHjeKTUBHOCTU (QYHKIUjE f

mobujamo x+ f(1)+ f(f(1)) =1+ f(f(1))(x+1), mro ce cBomm ma z(1— f(f(1))) =
1—f(1), a oBo je moryhe 3a cBako x € RT camo ykonuko Bazku 1 — f(f(1)) =0, Tj.
f(f(1)) = 1; rana ¢ mecue crpane nodujamo f(1) = 1. ¥Yspcrumo cama & =y = 1
y JeMHAKOCT M3 mMOCTaBKe, yuMe nobujaMo (IIOHOBO Y3 WMHjEKTUBHOCT, KaO U y3
F)=1)1+1+4 f(f(2)) =1+ 1+ z, onakne cnemn f(f(z)) = x 3a cBako z € RT.
ITocTraBmena jeqHaumHa ce CBOAU HA

= yo; omaBme 3armyuyjemo ma je f ,1-1“ Cama yBpmraBamem

fla+fly)+2) =yf(1+y(z+2)).

YBpcrumo z+z = 1 y oBaj uspas, unme pobujamo f(1+ f(y)) = yf(1+y). Samenom
y ca f(x) y oBOj jemnaroctu nobujamo

fO+f(=)

T

f@)f(L+ f(2) = fA+ f(f(2) = FA +2) =

(rme cMo Ha Kpajy jouml jeZHOM KCKOPUCTWIM OpeTxonHy jenHaroct). Omasne
ommax mobujamo f(x) = %, a OUPEKTHO Ce IpOoBepaBa na OBa (YHKIHUja 3aUCTa
3a10BOJbaBa yCJIOBE 3aaTKA.
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5. Osmauumo ca By u Cy moAHOXKja BUCUHA U3

temena B u C'y ANABC, penom, u Heka je F npe-

C cex cumerpajae £ ACCy ca crpanunom AB. Kako

Baskn EEy < EC (jep je E na cumerpanu £B),

nobujamo L ECEy < AEFyC = LEyCCy, a nomro

je CF cumerpana LACCy, ouna caenu L ACEy <

LACF, a omarne mamwe LACA; < LACC,. OBo

spaun 1a ce AAA;C neo nanasu, ocum remena C,

y orBOpenoj noaypasuu ¢ usunom C'Cy y K0joj je

tauka A. AmasiorHo ce mokasyje ma ce ABB;C

D 1eo HaJsazu, ocuM teMena C, y OTBOPEHO] TOJy-

d pasuu ¢ usunoM C'Cy y k0joj je Tauka B, omakie
N ciaenu TBpheme 3amaTKa.

B

Eqy Col | Dy B .
7l o IlpBu pa3pen — b kareropuja

B
Aj : 1. Iloacermmo ce, 6poj Tyzu je memus ca 11
ako u camo ako 11 | (y +u) — (z + 2).
Om 2017 4A 5 [IpeTnocTaBUMO TIPBO Ja CY Y U U UCTe Tudpe
(aumu b). Tama ce ycnos coau Ha 11 | 2y—(z+2).
YKOJIMKO Basku T = z, Taga umamo 11 | 2(y — x), a momro cy = u y uudpe, oBO je
Mmoryhe caMo 3a xr = y = z = u; Jakje, y OBOM ciaydvajy mobujamo OpojeBe aaaa
u bbbb. YKOMUKO Cy T U z paziuumTe mappe, Tama je jemHa OX HUX jelHAKA  a
IpyTa He; 3a HOD. & = Y, z # Y, yCJIOB ce cBoau Ha 11 | y— z, anu oBo je mHemoryhe
30or -8 < y—2<8uy#z.

Heka cy cama y u u pasauuure nudppe. Taga umamo y +u=a+b. 3ax =2 €
{a,b} ycaos 11 | (y +u) — (x + 2) cBomu ce Ha 11 | b —a unu 11 | @ — b, anu oBo
je memoryhe 3a a # b. Cremu na cy u ¢ u z pasnauuure mupe, 1a U3IUCTABAEEM
cBux Moryhux romOunarnmja oBue mobujamo 6pojese aabb, abba, baab u bbaa.

2. NMmamo |A| =50 u |B| = 33, a kako cy y ckyny ANB ynpaso 6pojeBu IesbuBu
ca 6, uvano u |AN B| = 16. ame, BN C = {9,18,27,36,45, 54,63, 72, 81,90}, ma
nmamo |[BNC| =10, u (ANC)\ B = {14, 34, 44, 64, 74,94}, na mmamo |(ANC)\ B| = 6.
Canma pauynamo

(AUB)\C| = |AUB| - [BNC| - [(ANC)\ B|

=|Al+|B|-|ANB|—-|BNC|—-[(AnC)\ B|
=50+33—-16 - 10— 6 = 51,

omakse mobujamo |C| =100 —|(AU B)\ C| = 49.

3. Heka je p Opoj mnaBux Kyrauna, z Opoj 3eJeHUX KyTJUa a ¢ 6poj NpPBEHUX
Kyrauna. V3 mocaenmer ycioBa 3akmbydyjeMo na Baxku p+ 2z = 7 (jep 7 Kyraunma
HUje TOBOJPHO KaKO OumcMO Omim curypHu na meDy BuMa DOCTOjU IpPBEHA, Tj.
moryhe je ma cBux 7 m3BydeHMX Kyryuia Oyny IjaBe WM 3ejieHe, a Huje mMoryhe
v3Byhu 8 kyrunia koje cy cBe miaBe uiu 3esene). CIMUHO, U3 IPETIOCIEAHED
yCJIOBa 3aKbYyUyjeMo na Baku p+c = 9. Konaumo, u3 mpBor ycioBa ciaenu z+c = 10
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(HauMe, yCJIOB MMILIMOUPA & Basku jemHa on jemHakoctu p + z = 10, p+ ¢ = 10
wnu z + ¢ = 10, a upBe e cy Hemoryhie 36or panujux 3akmyuara). Cabupame
cBe Tpu mobujenHe jemHarocTu maje 2p + 2z 4+ 2¢ = 26, tj. p+ z + ¢ = 13, a omatie
nodujamo ¢ =6, z =4 u p=3.

4. Baxxu L{APB = LAQB = 90° jep cy TO yriosu
man npeunukom AB. [Ipema Tome, AP u BQ cy Bucune
y AABN, na je M weros oprouenrtap. Ho, tana je M N
tpeha Bucuma Tor Tpoyriua, na ciaemu MN L AB.

5. Heka A cama uma x romusa, a B Heka uma y
ronuna. lakne, A je crapuju on B 3a x — y romauHa.
Kana je A mumao y romuna, onga je B nmao y— (x —y) =
2y — x TomWMHA, A NPBU YCJOB M3 IOCTABKE MOKEMO
3amucaty kKao x = 3(2y — x), IWTO ce CBOAM Ha 2 =
3y. Kama B O6yne umao = romuHa, Ttama he A mmarnu
z+ (r —y) = 2z — y roguHAa, Ia APYTU YCJIOB U3 IOCTABKE MOYKEMO 3aIMCATU KAO
2¢ —y+x =70, tj. 3x —y = 70. PemaBamem cucrema modujamo z = 30 u y = 20.

Om 2017 1B 4

Ilpyru pa3spen — B kareropuja

1. Heka cy O1, Oz, O3 u O4 meHTPU KPYKHUIA
onucarux oko ANABO, ABCO, ACDO u ADAO, pe-
nom. Kako u O7 u Oy mpunanajy cuUMeTpaiv Iy:KU
BO, cunemu na je mpaBa 0102 ynpaBo cuMeTpaJa
nysxkn BO, ma mobujamo 0102 L BO, tj. 0105 L
BD. Ha wuctu mauwma noka3dyjemo u O304 1L BD,
na omasze ciaegu 0103 || O304. Ananorso, 0203 ||
0104, na je 010,030, napaJjegorpam.

2. [IlpermocraBuMO gOa je 1pBa CTapueBa
peJYeHUIa HEUCTUHUTA (M Tama CBE OCTaje MOpajy
outu uctuaure). To 3HAUM na cTapar UMa NapaH On 2017 2B 1
Opoj jabyka, a u3 gpyre pedeHwuIe cienn aa je 6poj
jabyka roje mma nmesmus ca 3. Ilakne, y ToMm ciyuajy je 6poj jabyka roje craparn
uMa nepvB ca 6, ajay Tana HEroBa IOCHENRmha PEYEHUIA HUje WCTUHUTA, KOH-
Tpamuknuja. [IpemMa ToMme, IpBa CTapyeBa pEUYEHUId MOpPa OUTU UCTUHUTA, IITO
3HAUM [Oa cTapal umMa Hemapad Opoj jabyka. Y ToMm ciayuajy ouwmraenHo tpehia
pEeUeHUIa HUje UCTUHUTA, [Ia CBE OCTajJe MOpajy OuTy uctmHUTE, Tj. OPOj jabyka
Mopa OwuTu HemapaH, Oe/bUB ca 3, OeBUB ca b, a na Huje memuB ca 6. Hajmamu
npupoaaH 6poj xKoju je mesmuB ca 3 u b je O6poj 15, a OH oUMIIEeTHO WCIyHABa U
ocTaJie HEOMXOAHE YCJIOBe, Ma CTapall MUHUMAJHO MOKe uMmaTu 15 jabyka.

3. Ako je Tpaskenu Opoj Gap mBOIM(pEH, Taxa ce y HeroBOM 3alUCy HE CMejy
nojasmuBaTu mudpe m3 cryma {0,2,4,5,6,8} (jep OGmcMo mpememTameM TAaKBe
mdpe Ha Kpaj Opoja mobunm 6poj koju Huje mpoct). Ilakmae, ocrtajy camo de-
tupu moryhe mudpe: {1,3,7,9}, na je Tpaxkenu 6poj HajBUIE UYETBOPOUUPPEH.
Yxonuko 6u O6uo uerBOopoum¢ppeH, Tana Ou ce cBaka onx mudapa 1, 3, 7 u 9 mo-
jaBpuBaJa TAYHO jeTHOM, ajy Tana OUCMO MepPMyTaunujoM mudapa MOTJIN T00UTH
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6poj 1397, xoju je memus ca 11 ma mumje npocrt. Cnuvno, 3a cBaku Moryh msbop
TPU O OBe YeTUpU nuppe MOKeMO NpoHaAhu HBUXOBY mepMyTanujy y K0joj He I0-
Bujamo mpoct 6poj: 7| 371, 11 | 319, 7| 791, 7 | 973. IIpema Tome, TpaskeHu 6pPO]
je majsume nBormdpen, a Mehy muma saxo Hamazumo Hajsehu: To je 97 (oH jecre
IIPOCT, a jeArHOM MOrylloM IepMyTaIujoM meroBux nudapa mnobujamo Opoj 79,
kKoju je takobe mpocr).

4. Hera cy x1 u z9 pemema nocraBjbeHe jennaumue. V13 BujeroBux ¢opmyna
uMaMo 1 + x2 = m+ 1 u r1x2 = 2m — 4. [Ipema Tome, ciaemu

2?22 = (1 +29)? = 2x1m0 = (M 4+ 1) —2(2m — 4) =m?* —2m + 9.

Oymrmuja m? — 2m +9 mva MurEMYM (TeMe) y Taukd m = %_2) =1 (u Taga Basku
2?43 = 8). [lomTo 3a m = 1 jenmauuna us nocraske raacu 2 —2r—2 = 0 u meHa
pelmema Cy 3alcTa peaiHa (IUICKpUMUHAHTA je mosuTusHA: (—2)% +4-2 =12 > 0),
pememe 3anaTka je m = 1.

5. Cabupame mpBe OBe jeaHaumHe u3 moctaBke maje x2 + 2y? + z2 = 25, ma
rkopumhemem Tpehe mobujamo x? + 2xz + 22 = 25, 1j. (z + 2)? = 25, a omasnae
cnemu x + z = £5, 1j. 2 = +5 — x. Cana u3 upse u tpehe jennaumne, kopucrehn
yIpaBo 3aksbydeno, mobujamo 9 = 22 +y? = 22 + 22 = 22 + 2(+£5 — ) = £5z, Tj.
x =42, aonapne cnemn z = +5 — () = £0 n y? = 2z = (£2) - (£18) = L4
ITakye, mocMaTpaHd CUCTEM MMa UYETUPU PEIICHA:

(2,9,2) € {(? 12 E) (9 12 E) <_9 12 _E> <_? 12 _E)}
7y7 57 57 5 ) 57 57 5 ) 5’ 57 5 ) 57 5’ 5 N

Tpehwu pa3pen — b kareropuja

1. U3 mpse jemmakoctu mmamo sinz = 2sinz cosz, Tj. sinz(l — 2cosz) = 0, a
omaBme 3akbyuyjeMo sinz = 0 unm cosz = % Y mpBoM caydajy uMamo x € {km :
k € Z}, a BumuMo na CBe OBE BPEAHOCTU 3aKCTa UCIYHABajy CBE jeIHAKOCTU U3
nocrapke. Y APYTOM CiIydajy uMamo T = % + 2k7, HO Taza Baxu sinz # 0 amm
sin 3z = sin(£n+6k7) = 0, na Huje 3aX0BOBEH HU3 je [HAKOCTU U3 mocTaBke. Jlakie,
pemene jennauune je x € {kr | k € Z}.

2. Bpoj pasznauuuTux pacmopena jeAHak je Opojy mapoBa yUEHUKA KOju CY Yy
MeDyBpemeny 3amennnn Mecrta, yBehanowm 3a 1 (360r mpBor youeHor pacmopena).
Karxo Byk mopa npectuhu Any u Bojana, lejan mopa npecruhu Auy, Bojana u
lopana, a I'opar mopa npectuhu Bojana, 6poj pazauuntux pacnopena je 6ap 7.
YEROMUMKO ce mpecTu3ama morabajy mo pemnocieny M3 IPEeTXOmHe pedeHure, Opoj
pa3muuuTUX pacrnopena he Outu jemHak 7, ma je TO TPayKEHO pellene 3aTaTKA.

3. MuoxkemeM IpBe jegHAYMHE Ca —2 W HOMABAWmEM APYTOj mobujamo

0=2"—2zy+y’ -2 —y) = (¢t -y’ -2 —y) = (r —y)(r -y —2),
ofaKye clIeIn T = Yy WIKu T = y+2. Y IPBOM ciIydajy APyra jeIHAaUMHA ce CBOIMU Ha
222 = 34, ma mmamo mBa pemema: (z,y) = (V17,V/17) u (x,9) = (=17, —V17). ¥
IPYTOM CIIydajy Opyra jemHauuHa ce cBomu Ha 2y2+4y—30 = 0, 1j. y2+2y—15 =0,
YMjuM pelIaBameM nod0ujamMo y = _2i2‘/6j = _22i8, Tj. y = =5 unu y = 3, na
mobujamo jom msa pemewma: (z,y) = (=3,—5) u (x,y) = (5,3), Te mocTaBmeHn
CHCTEeM UMa YKYIHO 4 pemema.
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4. Herka je F 1upecek mujaroHaia

D yerBopoyriaa ABC D, veka cy b u d ny:kxune
nysxku BE n DE, u #exka cy ha u heo yna-

c mwenoctu tavaka A u C onx npase BD, cse

/ pecnerruBHO. Tama umamo:
F

PrapePrcEPrcDEPAADE

_ bha bhe dho dha _ (W)2 (dhc>2

2 2 2 2 2/ \2

= (PaasePacpE)?.
Om 2017 3B 4
Crora, nmomTo je Opoj y 3arpaiu Ieo, Io-
CMaTpaHU NPOU3BOJ je MOTIYH kBanpaT. MehyTuM, mOTIyH KBaapaT ce MO:Ke 3a-
BpmaBaTu caMo HexkoM on mudapa 0, 1, 4, 5, 6 mim 9, Tj. He MOKe ce 3aBpIIABATHU
oudpoM 7, Ima ce He MOKe 3aBpmasaTu Hu Ha 2017.
5. a) Bummvo ma m?n? | m2nS—mAn*4+m®n? = 2017, onakne mopa 6uru mn = +1
winu mn = £2017 (jep je 2017 npoct 6poj). Ako 6u 6uno m = 2017 umu n = 2017,
Tana Oum JieBa CTpaHa jeMHAKOCTW Owmiia IebUBa Ca 20172, IOK NEeCHA HUje, Ia je
TO KOHTpa uEIja. IIpema Tome, mn = +1, amu omna m2nb —m*n* + m%n? =1, na
jeIHauMHA HEeMa pellema.

b) ¥Y3mumo, 6e3 rybmema ommroctu, |m| > |n|. Tama mvamo 2016 = m?nS —
min* +mbn? > n?n® +m*n?(m? —n?) > n®, mro maje |n| < 2. 3a n = 0 nesa crpana
je 0, ma Ty memamo pemema. 3a |n| = 1, u3 m? —m*+mb = 2016 crequ na m mopa
6utu mapHO, a Takobhe u memuso ca 3 (jep 6m y cayuajy m = +1 (mod 3) mesa
cTpaHa maBaja ocTarak 1 mpu mememy ca 3, mok 3 | 2016), omakue caemm |m| > 6
(memoryhie je m = 0), a TO je KOHTpamUKIMja 300T

m® —m* +m? =m*(m? — 1) + m? > 35m* > 35-6* > 2016.

Konauno, 3a |n| = 2 jemmaumna moctaje 64m? — 16m* + 4m® = 2016, tj. 16m? —
4m* + m® = 504, onmaxmne je m mapam 6poj, amu tama 64 | 16m? — 4m* + mb nox
64 1 504, mro je kKourpamuruuja. Jlakie, IOCTABLEHA jeHAYMHA HEMa DEIICHA.

YerspTHu pa3pen — b kareropuja

1. Ha mocmarpanom uaTepBady Baxkum 0 < sinz < 1 u 0 < cosx < 1, ma caemu

Z, TIa TpaskeHa

Sin 2)°%% L 1°9%% = 1. OBa BpegHOCT Ce 3aMCTa U JOCTUEE 38 T = =
27

MaKCUMaJIHa BPEOHOCT jenHaka 1.

2. Ako je x TpaskeHu Opoj, Tama U3 yCJIOBA 3a0aTKa Clenu Oa je T — 1 OesuBo
ca 2,3,...,12, ma caemn

27720 = H3C(2,3,...,12) | = — 1.
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Hpyrum peunmva, r = 27720k 4+ 1 3a HEeKu TpuUpo-
nan 6poj k. ¥YspmraBamem k = 1,2,3... mo ¢

HaMJaCKa Ha MPBU CIydaj Kama je T OeJbUBO Ca b “
13 Bumumo ma ce Tto moraba 3a k = 3, u Tama )
/ - B

nMmamo x = 27720 -3 + 1 = 83161.

3. Younmo Tauky D TakBy ma Baxku C'—A—D
u AD = c¢. Tama umamo CD = b+ ¢, a Kako u3
jemHAKOCTM maTe y TOCTABIU CIENN § = %, 0BO
3ajenuo ¢ jemnakomhy £ ACB = £BCD wvniu-
mupa AABC ~ ABDC'. VI3 Te cIUYHOCTU UMaMO
ABDC = LABC. Rako Baxu {ABD = {BDC
(360or AD = AB), nobujamo £BAC = £ABD + Om 2017 4B 3

ABDC =24BDC =24 ABC, mro je u Tpebayo moka3arwu.

4. Cabupamewm cBe 3 jenmaumne nobujamo (r +y+2)? =4, 1j. v +y+ 2 = +2.
Onysumamenm Tpehe jemmaumme ox mpse nobujamo x? — 22 + 2y(z — x) = 0, Tj.

(x — 2)(z + 2z — 2y) = 0. ame pa3uuKyjeMO YETUPU CIyUaja.
e r+ty+z=2x—2=0

3aMenoM z = x U y = 2 — 2x y OpBYy jenmaumny mobwjamo —3z2 + 4w —1 =0,

ynjuM pemaBameM pobujamo 2 pemema: (x,y,z) = (1,0,1) nma (x,y, 2)

141
(gvgag)
e r+y+z=—-2,r—2=0:

3aMeHOM z =2 U y = —2 — 22 y IpBY jemHaunny nobujamo —3z? — 4x — 1

0, umjuM pemaBameMm nobujamo jom 2 pemema: (x,y,z) = (—1,0,—1) nnnm

(l‘,y,Z) = (_%a_%a_%)'
e rx+ty+z=2,c+z=2y
4

OmnaBne cinemqu 3y = 2 u oHOA T + 2 = 2y = 3, & U3 apyre jemHauyuHEe U3

. 22
MOCTaBKe HOOMjaMo Tz = Ty = %. Kana osme yBpcTtumo z = 3
2 — %w + % =0, a 3a ODUCKPUMUHAHTY OBe jeqHauynHe mMmamo D =
—% < 0, ma oBIe HEMa PEANHUX PEIICHA.

e r+yt+z=-2 r+z=2y:

9

é—x, nobujamo
16 _ 28 _

OpnaBne caenu 3y = —2 m oHOa  + 2z = 2y = —%, a u3 Ipyre jenHadnHe

2—y2
2

u3 MOCTaBKe mobujamMo rz = 3

_ 7 _ 4
= 3- Kana osme yBpcTtuMoO 2 = —3%

-,

nobujamo x? + %x + g = 0, a 3a OIUCKPUMUHAHTY OBe jenHaumHe mmamo D =

16 _ 28 _ _ 4
S — 5 = —3 <0, ma HU OBZIe HEMa DEAJHUX DEMIEHA.

Ilakne, mocMaTpaHW CACTEM MMa YETUPU PEATHA PEIIeha:

(.,2) € {10, 5, 5 %),(—1,0,—1),(—%,—%,—%)}.

5. IIpumernmo na 3a cBe moryhe 36mpoBe ocuM 6 mocroju KOMOMHAIMja O
Tpu 6poja ¢ TuM 36MpOM TakKBa Oa je HA OCHOBY HUXOBOT MpPOM3BOAA MoOryhe
jeMHO3HAYHO PEKOHCTpyUcaT! Ta Tpu Opoja: 18 =64+6+6, 17=64+6+5, 16 =
6+5+5,15=5+5+5,14=5+5+4,13=5+5+3,12=5+5+2,11=5+5+1,
10=4+4+2,9=34+34+3,8=5+2+1,7=50+14+1,5=3+1+1,4=2+1+1
nu 3 =141+ 1. llpumepa panu, ako 6u 3opany 6uo caommren 36up 14, Tana je
jeman onm HauymHa Ha KOju je Mmoryhe mobutu taj 36up 5+ 5+ 4, a Ttana 6u Ilerpy
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6uo caommren nmpomsBox 100, u y Tom ciuyuajy 6um Ilerap omvax 3mao cBa Tpu
Anuna 6poja (jemunn maure na ce 100 mpexcraBu Kao IPOU3BOL TPYU HPUPOIHA
6poja ox 1 mo 6 je ympaso 5-5-4: 3anucra, Kako 5° | 100, cremn ma mBa on Ta TpU
6poja mopajy 6utu jemmaku 5, a tpehim omma mopa outu 4). Kako je 3opan 6uo
curypan na Ilerap He Moske Ha OCHOBY CBOT' NMPOU3BOJA PEKOHCTpyucatu AHune
OpojeBe, jenuHu HAUWH Oa 30paH Oynae CUTypaH y TO jecTe ma My je CAONIITEH
ynpaso 36up 6.

OBo 3nauu na je Ama mobuna jemnmy ox cuaenmehe tpu Tpojke 6pojesa: (4,1,1),
(3,2,1) unum (2,2,2). Y opsom cayuajy Ilerap 6u umao npousson 4 u noymuo 6u
ce mameby tpojrn (4,1,1) u (2,2,1); y apyrom cayuajy Ilerap 6u umao npousBox
6 u mBoymmo 6u ce mameby tpojrm (3,2,1) m (6,1,1); y tpehiem cayuajy Ilerap
6u umao npousson 8 u gsoymuo 6u ce msmebhy tpojru (4,2,1) u (2,2,2). Kako je
Tlerap mu3jaBuo na Huje 3HAO HU KOju je HajMamu AHUH Opoj, TMMe Cy IpBa IBa
ciyyaja enquMuHUCaHa, na ocraje tpehu. lakine, Aua je y Tpu Ganama CBaKU Iy T
nobuaa 6poj 2.

PEIITIEIHLA 3AIJATAKA CA ORPYRHOI' TAKMUYEILA N3
MATEMATHUARE YYJEHUKA CPEIILUX IITKOJIA, 19. 2. 2017.

IlpBu pa3pen — A Kareropuja

1. a) Benos mmjarpaM 3a 3amaTe CKyIOBe M3TJela
Kao0 Ha CJIWNU, IPU YEMY Cy MAJUM CJIOBUMA O3HAUECHE
KapAUMHAJHOCTU OAroBapajyhux memxoBa. JemHaxkocT u3
TMOCTABKE Ce MPEBOIU HA

(et+htk+g+m+j)+(f+g)+(h+iti+n)+(l+m)
=e+f+h+i+tk+l,

a omasme caemu 2g+h+2j+2m-+n = 0, Te 3aKbyUyjeMo
g=h=j=m=n=0. llpema Tome, BU C ce cacrtoju
caMo o[l IejIoBa y KojuMma cy cioBa f, i, k u [, ma ommax Ok 2016 1A 1
nmamo BUC C A.

b) He Mopa BakuTy HUjeqHa on TUX MHKIy3uja. Y3Mmumo A = {1,2}, B= {1} n
C = D = {2}. Tana He Bajku HUjeLHA OJ OCMA-
TpaHUX MHKIy3uja, a npuroM uMamo AAB = {2},
B\C={1},C\D=@u BND =, na je uc-

IyHmeHa jeTHAKOCT M3 IIOCTABKE.

2. Ha ocuoBy ocobuna nepudeprjcKux 1 neH-
Tpagaux yriosa umamo L ACB = M# = LATO

u LADB = KA% =~ LAOT. Cana ciaenu

ADBE = £DBC = 180° — LACB — {ADB
=180° — LATO — LAOT = LT AO = 90°,

Ox 2016 1A 2

na je DE npeyHuk Kpy:KHULE K.
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3. Ilokazahemo ma je omrosop 23. I[IpBo koHCTpynmemo npumep kana 22 nobene
HUCY IOBOJbHE 3a mpoiasak y ciaemehu kpyr. Onabepumo Heknx 9 ekura u HEKA je
CBaka O THX ekuna mobemmsia oba myTa mpeocTaaux 7 €Kula, AOK 3a CBAKe NBE
ekurie on Tux 9 Bazku na y MebhycoOHa mBa myesa mMajy MO TAYHO jemHy mOOemy.
Tana cBaka om Tux 9 exkuna uma Tayno 2-7+8 = 22 nmobene, a KaKO 8 BUX MPOJIA3U
nase, jenaa on tux 9 mehe npohu. lakmne, morpebue cy 6ap 23 nobene. Oune cy u
[OBOJbHE, jep y cynpoTHOM Oum Oap 9 TmmoBa Mopasio na mMma no dap 23 mobene,
IITO y3 yTaKMUIlE KOje NI'pajy IPeocTaInx 7 TUMOBA, a TAaKBUX je 42, naje na je Ha
TypHUPY 610 6ap 23-9+42 = 249 yrakmuna; mebhyTum, HA TYPHUPY j€ OOUTPAHO
1516 = 240 yTakMuna, KOHTPAIUKIL]A.

4. 3HaMO 1A je n OesbrB ca 2, a Kako My je 30up mudapa gemsuB ca 3, TO U N
Mopa buty nemus ca 3. 3HAMO U Ia n Huje nesbus ca 4, a takobe uu ca 9 (jep my
30up udapa HUje nebuB ca 9), Ia n MOPa MMATU O HEKU NPOCT (paKTOp, IOMTO
uMa TavyHo 8 mesauiara. M3 oBora 3akmydyjeMo ma n Mopa Outu obsmka n = 6p,
rae je p npoct 6poj pasmuuut on 2 u 3. Cana MokeMO oapeauTu 30Up Heauaana
6poja n: oun uzuocu 1+2+3+6+p+2p+3p+6p =12(p+ 1), a xaro je oBaj 6poj
1o yciaoBy 3amarka meius ca 10, mopa Baxutu 5 | p+ 1. Omasne ce nmpoct 6poj p
3aBpmaBa nudpom 9, a 6poj n = 6p ce 3aBpmasa uudpom 4. 36up mdpapa 6poja
n je 6, mTO OcTaB/ha TPU MOTyNHOCTH 3a ABOmM(PEHU 3aBpIlreTak TOr Opoja: 04,
14 u 24. MebyTtum, ako ce 6poj 3aBpmasa ca 04 uau 24, onna je memus ca 4, mMTO
He Ba:KU 3a M, Ia je asouudpeHu 3aspmerak Opoja n jemuak 14. Ilomro je 36up
nmudapa 6poja n jemuak 6, cienu n = 10* + 14 3a Hexu npupogan 6poj xz > 1. 3a
x > 4 Baxku n = 14 (mod 16), a 0BO je UCKbYyUEHO YCIOBOM U3 mOcTaBke. IIpema
TOME, OCTaje jom ucnuratu Moryhuoct ¢ = 2 u ¢ = 3. Y caydvajy ¢ = 2 nobujamo
pememe 114 = 6 - 19 (nmaje ocrarak 2 mpu nemeny ca 16), mok y cayuajy x = 3
HeMa pemema 36or 1014 = 6169 a 169 Huje nmpoct 6poj (WTO je y CympOTOHOCTH
ca obaukom n = 6p). Hakue, jenuno pememe je n = 114.

5. He mopa Outu npasoyrau. [Ipumernmo ma cy TpOyrioBu ca CTpaHUIAMA
mysxmee 9, 12 u 15, kao u 5, 12 n 13, npaBoyriu u na umajy mejgodpOojHy IOBPIIUHY
(oma msnocu 54, omsocuo 30). Hbux Moskemo ,cienuTu‘ mO 3ajeJHUUKO] KATETHU
nysxkuHe 12, 1 Ha Taj HAYMH MOOUjaMO TpOyrao 4yuje cy crpanune ayskuae 13, 15
u 9+ 5 = 14, merosa nospmuHa je 54 + 30 = 84, a oBaj Tpoyrao OUUTJIEITHO HUjE
npasoyrim jep 132 + 142 = 365 # 225 = 152,

Ilpyru pa3spen — A kareropuja

1. 3a z = 0 mobujamo u3 npsor ycaosa f(0) < 0, a uz apyror ycuosa f(y) <
f(0) + f(y), 7j. 0 < f(0), ma cryna mmamo f(0) = 0. Cana 3a y = —z, kopucrehn
oba 3amara ycaoBa, mobujamo

0=f(0)=flz+ (o)) < f(z) + f(-2) <z + (-2) =0,

onakie 3akmyuyjemo f(x) = —f(—x) 3a cBe z € R. Kako u3 yciosa u3 mocraske
caemu f(—z) < —z, nobujamo

N
|
=
|
&
[
=
&
N
8

T

(Ha Kpajy cMO IIOHOBO MCKOPUCTUIIN yCJIOB U3 HocTaBke). Onasne QUPEKTHO Cienn
f(z) =z 3a cBe z € R.
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2. Ouurnenuo Mopa Baskutu d > 1. 3aTum, momTo je Opoj HA HECHOj CTpaHU
HemapaH Opoj, Ha OCHOBY JIeBe CTpaHe ciequ na je u d HemapHa nudpa. lonarHo,
d # 5, jep Ou y CympOTHOM JieBa cTpaHa Owuia mesbuBa ca b a mecHa He. Ilakie,
d € {3,7,9}. Hame, umamo u a > 1, jep 6u y CyOpOTHOM necHa CTpaHa Ouia
HEraTUBHA.

Jloka:x MO Ia BaXU a
Tama nmamo

2> a+b+c. Ipernocrasumo cynporno: a® < a+b+c—1.

da2 4 dbte — gatbte _ga 4 ] < datbte—l 4 gatbte—1 _ gatbie _ ga 4 g
<d- da+b+c71 _ Jotbte _ d*+1=1-d° < O7
koHTpamuknuja. Hakne, a®> > a+ b+ c.

Y3mumo mpBo a > 3. Axo Baku a’
nooujamo:

=a+b+c, ranga nmamo b+c=a’>—an

da2 +db+c _ da+b+c —Je +1= da27a — Je +1= d - da27a71 —de +1
> (d—1)d" 0" 41> d* e,
a axo Basxu aZ > a+b+c, cienu a + b+ c < a? — 1, na gobujamo:
A 4 dVe — e @ 41> —dT T 1> (A - 2)d T D> e

Ilakyie, cBAKAKO CMO JECHY CTpPaHy jeIHAUYWHE U3 MOCTABKE OTCPAHUYUIN OH03I0
ca d*’ a1, Mebytnm, 3a a > 4 nmamo da’—a-1 > 31 > 9999, a 3a a = 3 caemn
d € {7,9} (jep cy a u d pasnuumre mudpe), ma UMaMO d’—e=1 > 76 = 9999.
Cge 3ajemno, 3a a > 3 Opoj Ha NECHO] CTPAHU HE MOKe OUTU YeTBOPOUU(PEH, Ia
nmpeocTaje jeiuHo a = 2.

3a a =2 caemu 2 > b+ ¢, a momro cy b u ¢ paznauuure nudpe, Mopa ouTH
{b,c} ={0,1}. Tama 3 | a+b+c, ma 31d jep 6u y cynpoTHOM 6pPOj HA JIEBOj CTPAHN
6uo memwms ca 3 (momTo My je 36up mudapa memus ca 3) amu O6POj HA MECHO]
crpanu He. Jlakie, jemuHa mpeocTanga MOTyhnHOCT je d = 7, ma m3padyHaBaMo:

abed = 7% 470 73 — 72 11 = 2401 + 7 — 343 — 49 + 1 = 2017,
MTO je jeIUHO pellemhe 3aIaTKA.

3. Heka cy «, 8 u v yraosu
IOCMAaTPAHOT TPOYTJa, U HEKA CY
M u N nomHOXja HOpMaJa u3
E wa AC u BC, penom. Ilomro
je BucumHa poMmba jemHaka mpe-
YHUKY YOUCAHE KPY/KHUIE, CJIEAN
EM = EN = 30V/3. Caza nobu-

Ox 2017 2A 3 jamo sina:%:%msmﬁ:

EN _ 51—‘{5, a oaTyie M3PAYyHABAMO M COSQ = V1—sin?a = % u cosf =

1—sin?f = }Tlx (oBme cmo kopuctunu na cy « u (3 omrpu, jep je v tyn). Onmarie

nmMaMoO

98v3 V3

siny = sin (180° — ) = sin (e + ) = sinacos 3 + sin fcos = og — 3
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ma Kako je 7y tym, caemu v = 120°. Tamwe, momro umamo AB = 140 + 84 = 224,

cazna u3 S‘i‘lnfi = Sﬁ% = Sﬁlcﬁ nobujamo BC' = 96 u AC = 160. Onarie HasazuMo
BC - AC -si
Paapc = % — 38404/3.

4. Ilpema HejegnakocTy udMelhy apuUTMETHUUKE U T€OMETPHUjCKE CPEANHE BAKU

Vab N Vbe N Vea S 33 abc
a+b—c b+c—a c+a—-b"~ (a+b—c)(b+c—a)(c+a—Db)’

ma je MOBOJPHO TOKAa3aTH! jOII

abce _
@Tb=c) (bt c—a)(cFa=b) > 1. YBobewmeMm cmene z =

b+c—a, y:c—i—a—b,,(z:)?-f-b_c (1j. a = y-2|rz’ h— ac—2$-z7 c = zTer)
y+z

r+2) (x4y) :
B 1, a momro npema HejenHarocTu udmebhy

JKEJLEHA
HejeTHAKOCT ce CBOIU Ha
APUTMETUYKE ¥ TeOMETPUjCKe CPeIuHe Baku y +2 = 2,/yz, x+2 2 2\/rzux+y >
2,/Ty, MHOXemeM OBHX u3pasa mobujamo (y + z)(z + z)(x + y) > 8xyz, mTo cMO
U ;KeJieam mokazatu (aJTepHATHBHO, YMECTO yBoDema HaBeleHe cMeHe Moryhe je
U pacmucaT HoOUWjeHy HejemHAKOCT, 4uMe ce oHa cBomu Ha a’ + b3 + ¢ + 3abe >
a®b + ab? + b?c + bc? + c2a + ca?, a mro je llyposa mejemnakocT).

5. Horaskmumo na Mama nva nobegauuky crparerujy. OHa Tpeba y cBakoM
CBOM IOTE3Y 4 y3UMa YOKOJAQUIE C JIEBOT Kpaja crosia (TaMo e ce HA IMOYETKY
urpe Hajasu yokosamuua ¢ Opojem 1). IIpumerumo ma Mensen y cBakom moresy
jeme mapan OpoOj y3aCTONHMX YOKOJAOWIA, I1a Ce, y3 OBakBy MamwuHy crpare-
rUjy, TOKOM WUI'De Ha CTOJNY yBEK HAU3MEHUYHO CMeHmY]y UYOKOJATUIE C HapHUM
un HenmapHuUM OpojeBuma. TakobDe, vokomamuma Ha CKpPO3 AecHOM Kpajy he yBek
uMaTu HemapaH 0poj, kako rox Mensen urpao. IIpema Tome, Kana Ha Kpajy urpe
OCTaHe CaMO jenHa YOKOJIAIUIA, OHA Ne MMaTu HemapaH pemaHu 0poj.

Tpehu paspen — A kareropuja

1. Hera cy a, b u ¢ crpanure TOor Tpoyria, § HBEroB MOJyoOuM, a T, T'q, Tp
U 1. mocMaTpaHu noiynpednunm. V3 mspasa 3a nospumny P = r1s = r.(s —a) =
rp(s —b) = re(s — ¢) 3akmyuyjemMo ma um BeauuumEe S, S —a, S —b u § — ¢ Takohe
00pasyjy reoMeTpujCcKy mporpecujy. Y3 IpeTnoctaBky (6e3 yMamema OIIITOCTH )
a<b<ccuaemu s(s—c¢)=(s—a)(s—b), mro ce mame cBoaU Ha Ssa + sb — sc = ab,
Tj. (a+b+c)(a+b—c) = 2ab, a omasme mvmanmo a’ + b — c? = 0, na je majsehn yrao
y mocMaTpaHoM Tpoyriay jemHar 90°.

2. Hexa cy y, 2z, © 1 v HyJe JaTOr HOJIUHOMA, rae Baxu y+ 2z = 1. VI3 BujeroBux
dopmysa umamo y + z + u + v = a, onakye caenu u+ v = a — 1; name, (y + z)u +
(y+z)v+tuvt+yz=1, 1j. u+v+uv+yz =1, a WTO y3 IPETXOIHN 3aK/bYyUaK Aaje
w4+yz=1—(ut+v)=1-(a—1) =2—a; u3arnm, (y+ 2)uv + (u+v)yz =0, T1j.
w + (a — 1)yz = 0, a oxy3uMameM IPETXOIHO NOOUjeHe jeqHAKOCT OX OBE CIeIn
(a—2)yz=a—-2, 1j. (a—2)(yz—1)=0.

YKOJIUKO BaKU Yz = 1, Tama u3 NPETXOMHUX jenHakocTu mobujamo uv =1 — a,
ma mga Ou 6mia McIymeHa U nocienma BujeroBa popMyna, yzuv = a, MOPa BAXKUTU
l—a=a, 1j. a= % OBa BpemHOCT jecTe pememe 3anaTka jep OpojeBu y, 2, u U v
UCIy®BaBajy cBe yetupu BujeroBe ¢popmyiie 3a mocMATPaHU IIOJUHOM, a OHIA OHU
3a1cTa MOpajy OuTU merose HYyJIE.
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Y cayuajy a = 2 jenHauuHa U3 mocTaBke cBomu ce Ha xt — 23 + 22 +2 =0, Tj.
0= (22—2)2+2 = (2% —2—2i)(2? —2+2i). 3 BujeroBux (opmyna IpUMEHEHAX HA
[OJIMHOM y OPBOj 3arpamu (Wiau ApYroj) ciend na je 30Up KOPEeHa TOr MOJUHOMA
jemuak 1, ma u a = 2 jecte moryha BpemHOCT.

axkme, 3amarak uMa OBa pellema: a € {%, 2}.

2 27 o 127 _
4|ul® + e > 24/ 4|ul? - o 2|uz| > 2Re(uz),

2, Jwf
4v|* + 1 > 2Re(vw).

CabupameM OBUX HEjeTHAKOCTU JOOUjaMO HEjeqHAKOCT U3 MOCTABKE.

3. Baxu

1 aHaJIOTHO

4. Tlorpasxumo TaxBe Gpojese y obauky n = pF rme je p mpocr 6poj. Cryn
nemmana 6poja n je tama {1,p,p% p?,...,p*}. Momemmmo osaj crkyn ma caemehe
nmBounane moackymose: {1,p}, {p?,p*}, ..., {p*~1,p*}, roe cmo mocraBumu monaran
3axTeB ma k Oyme memapan 6poj u k > 1. 30up O6pojeBa y CBAKOM OBAKBOM IIOJI-
ckymy je obmuka p* (1 + p), ma ma 6u 0BO GUJIO TOTIYH KBAJAPAT, TOBOJLHO je 1a
14 p 6yme mornyn ksagpar. OBo je mcmymeHO HOP. 3a p = 3 (U 3ampaBo CaMO
3a p = 3, aau TO HaM je NOBOJHO). Jlakie, yCJOB M3 NOCTABKE UCIyHaBajy CBU
opojesu obmuka 3% 3a k> 1, 21k.

5. YBemumo penamujy ~ Ha Tavkama ckyna S: 3a A, B € S mumemo A ~ B akko
je nyxx AB upsena uiu A = B. [IpernocraBumMo ma He MOCTOjU TPOyrao 4dumja je
TAYHO je[Ha CTpaHUIA TIaBa. 10 3Hauu na, kanron cy A, B u C paznmuuure Tauke
ckyna S 3a koje Baxku A ~ B u B ~ C, tana u ny:x AC Mopa OuTU IpBeHA, Tj.
A~ C. Cnemu na je ~ penanuja ekBuBajennuje. Heka cy Si,S2,...,5, cBe kiace
expusasennuje. Ouuraeno, n > 1. Ilpernocrasumo n = 2 u o3naunmo |S1| = k u
[S2| = 100 — k. Taga upBeHnX Ky:kKM MMa YKYIHO

<1;> . (1002— k> _k(k—1)+ (1020 — k)(99 — k)

= k% — 100k + 4950 = (k — 50)2 + 2450 > 2017,

mro je Hemoryhe. IIpema Tome, n>3. Cana onmabepumo npousBossHe Tauke A, B €
S1, C € So u D € S3: rana je nysx AB upsena nok cy aysxu AC, AD, BC, BD un
CD cBe nnase, na je trerpaenap ABCD tpakenu.

YerBpTHu pa3pen — A kareropuja

1. a) Kako u3 npyre jeqnauune cienu bl a, IMaMo b-d = 0, tj. 4+(p+1)+4p = 0,
a omarmne mobumjamo p = —1. Ilakiye, oBa BPEOHOCT jeouHa mq0Jja3u y 003up 3a
napameTap p, YKOJIMKO 3a By Mo:keMo Hahu BekTop ¥ Kakas je Tpasken (a mto he
Ce UCIOCTABUTH & jecTe Moryhe y HapemHOM Zesy 3aIaTKa).

b) Nmamo @ = (2,1,—1) u b= (2,0,4), u osnauumo ¢ = (z,y,2). Taxa u3 upse
jemHAKOCTH U3 MOCTaBEe mMaMoO 2% +y — z = /22 4+ 02 +42 = 2/5, a u3 apyre
(z4+y,—2z—x,2y —x) = (2,0,4), 7j. jomu z+y =2 u x + 2z = 0 (mocnenwy
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jemHAUMHY M30CTaB/baMO jep je mociequia OpBe ABe). 3aMeHOM HIp. & = —2z

My = 2— z U3 NOCIeqlme IBE jefHAUMHE y mpBY mobujamo —6z + 2 = 2v/5, Tj.
1-V5 2v5-2 545 17\/5)
3 Y 3 0 3 ' 3
pememe 3a v. Konauwno, ¢ ca b 3aknamna yrao on 90°, mrTo ce oaMax BUAU U3 APYTe

jeIHAKOCTM M3 MOCTABKE, & aKO Ca ( O3HAUMMO yrao KOju U 3akjama ca @, Tana

IMaMO COS = Igl.\%l = \/62\/\/52;0 = g, Tj. (p = 45°.

z = , TIa, OHJa HAJIA3UMO U = ( , MTO je, AaKJe, je TMHCTBEHO

2. Ilpeo pewemwe. Heka je x O6poj mapoBa y3aCTONHUX UJIAHOBA HU3A KOJU C€
pasaukyjy 3a 2, a y Opoj mapoBa KOju ce pasiaukyjy 3a 3. JacHo, MOpa BaKUTU
20 4+ 3y =25 —1=24, a ogatyie cieau 3 | £ U HA OCHOBY TOra JIAKO W3JILCTABAMO
cBe MOTyhHOCTH:

(z,y) € {(12,0),(9,2),(6,4), (3,6), (0,8)}.

3a cBaku oBakas map (x,y) npebpojahieMo KOIMKO NOCTOjU TPAKEHUX HU30BaA, UUjU
jé TO KOPEeCHOHIEeHTHM map. Y jeAHOM HU3y KOM oarosapa map (x,y) mocroju
VKYIOHO T + Yy pasiauka m3MeDhy cycemHux 4jgaHOBa, OO Kojux Tpeba mzabpatu x
OHUX KOje Cy jemHake 2, ¥ Tala Cy NPEOCTAJNNX Y jeqHaKe 3; HaKJe, IOCTOju (x;y)

TakBux Hu3oBa. Crora, Tpaskenu Opoj je

12 11 10 9 8
=1 21 441 =351.
)+ (5)+ () +(5) + (§) =15+ 2048141 =35

Apyzo pewewe. O3uaunmo ca A, 6poj pacTyhnx KOHAYHNX HU30BA UMjU je IPBU
eJIeMEeHT 1, moCciIenmy n, U CBaKa OBA y3aCTOIHA UJaHA Ce PA3JUKY]y 3a 2 uiad 3.
PasnsajameMm ciyuajeBa mo TOMe na Ju je IMOCHEAma Pa3iNKa jedHAKA 2 Wau 3,
nobujamo perypeHTHy Gopmyny A, = A,_o+A,_3. C 063upoM Ha TOUETHE yCIOBE
Ay =1, A =0, A3 = 1, 1aK0 MOKEMO U3paUyHATU NPBUX 25 €IeMEHATa HU3A:

1,0,1,1,1,2,2,3,4,5,7,9,12,16, 21, 28, 37, 49, 65, 86, 114, 151, 200, 265, 351
na je pememe 3anatka Ags = 351.

3. Jemmouudppenux 6pojeBa uma TadHo N, apoimmperux n(n — 1), Tpoundpenux
n(n —1)(n — 2) urta. mo n-roundpenux 6pojeBa (mro je MakcuMaaan Moryh 6poj
mudapa MO 3aJaTUM yCIOBUMA), kojux uma n!l. lakie,

1 1
N = -1 —1Hn—-2)4--- = !(1 —+ ... 7)
n+nn—1)4+nn-1)n—-2)+---+nl=n +1!+ +(n71)!

IIpema Towme,

=1 1 1 =1
nle — N| = |n! f—n!(l—i———i—...—}—i) =nl =
| | ZZ' 1! (n—1)! Zi!’
1=0 i=n
a ropucrehu ounrnenHy HejeqHAKOCT (n%'k), < W, rae ce jemTHAKOCT MOCTIKE

camo 3a k = 0,1, mame umamo

“n! = 1 1 1
— < = 1 :]_—’——7
;z! kz:%(n—i—l)k -y n

uumMe je JOKa3 3aBPIICH.
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4. Bawu ABDP ~ AADC,
mro ciaemu u3 ADBP = ADAC
(yrao mameby TeTuBe u TaHTEHTE) U
ABPD = 180° — £BCD = £LACD.
Cnemn g—g = % = % (mocaen-
ma jemmakoct ciaemu u3 PB =
PA =2 QA), na y3 L{PDC = 180° —
APBC = 180° — {PAB = £QAC
cnemu APDC ~ ANQAC. Onasne mo-
obujamo £ PBD = L PCD = LQCA.

5. Ogrosop: 3amara jenHadynHA
uMa cejaM penlema, U TO Cy Ox 2017 4A 4

(pyq,r) € {(1707 1),(1,1,1),(1,2,2),(2,0,0),(2,1,0), (4, 3,3), (18, 5, 1)}

IMocmarpahiemo 3amary jenmauyuny no momyay 9. 3a ¢ > 6 Baxku 9 | ¢!. Tana
mopa Baxut p° + 5 = —7r3 = 2r® (mod 9). Ocramu kyGoBa mpu mememy ca 9
Mory 6utu camo 0, 1 mnm 8 (mTo ce mupexrHo mposepasa). Ilpema TOMe, seBa
CTpaHa MPETXOMHE pejanuje KOHIPpYyeHTHA je ca H, 6 waum 4 mo momyny 9, mok je
nmecHa cTpaHa KOHrpyeHTHa ca 0, 2 unu 7. Onarie 3akmpydyjeMo na 3a g > 6 Hema
pememna.

3a ¢ = 0 umamo ¢! = 1, ma ce Tazma 3anaTa jeNHAUMHA CBOIU Ha p° = 7(7 —
r3) —41 = 8 —7r3. Ila 6u necua cTpana Guia HeHeraTusHa (Oymyhwm ma mesa jecre
HeHeraTuBHa), Mopa Baxkutu r < 1. 3a r = 0 nobujamo nobujamo p =2, azar =1
nobujamo p = 1. CBe mmentuuno Basku 3a ¢ = 1. Tume cmo HAOpOjaIu yKyIHO
YeTVPH OJ HABENEHUX CENaM DPellena.

[MocmaTpajmo ciaydaj ¢ = 2. Taga ce 3anara jennaumnaa cBomm Ha p° = T(14 —
r3) — 41 = 57 — 7r3, onakne umamo r < 2. Jemmma moryhuoct je r =2 u p = 1,
gyuMme nobujamo jour jenHo perneme. CIuvHO, 38 ¢ = 3 U3 YMHEHULE 1A Tala TeCHA
cTpaHa 3amare jemHaunne mocraje 7(42 —r3) caemu r < 3; IMPEKTHO ce TpOBEpaBa
ma 3a r € {0,1,2} mema pemema, MOk 3a r = 3 umamo p° = 7 - (42 — 27) — 41 =
7-15—41 =064, tj. p=4, ma cMO HOOUIN U MECTO PEIIEHE.

Ila Gucmo masio cMamuau Opoj ciydajeBa Koje Tpeba mcmuratu 3a ¢ = 4 u
q = 5, nmperxomuo hemo mHampasuTtu oxpebene 3ak/pydre MOCMATDABmEM 3a1aTE
jemraumme o Momyy 8. 3a q > 4 umawmo 8 | ¢!, ma mobujamo 7(7¢!—r?) = —7r® = r3
(mod 8), Tj. (ysumajyhu y o63up u neBy cTpany 3azarte jemnaumue) p + 1 = r3
(mod 8). IlpumeTmmo jom ma 3a Ma KOju mapas 6poj a Bazxu a® = 0 (mod 8), 10k 3a
HemapaH OpOj a Baxku ad=a (mod 8). Omarie, na 6w BaskuIa MajtoJdac HOOUjeHa
penanuja, DUPEKTHO CIenu na Cy jeauHe ABe MOTYyNHOCTH:

p je nmapad 6poj u r =1 (mod 8), wmmm 7 je napan 6poj u p =7 (mod 8). (%)

Yavmmo canma ¢ = 4. U3 yemosa 7q! — 3 > 0 mobujamo 2 < 7-24 = 168, Tj.
r < 5. Ocum Tora, mmamo u p? = 7(7q! — r3) — 41 < 49¢! = 1176, 1j. p < 10. IIpsa
moryhuoct u3 (%) mupertHo maje r = 1, 1j. p* = 7(7-24—1)—41 = 7-167—41 = 1128,
na ople He nobujamo pememe. JIpyra moryhuoct u3 (%) mupexrHo maje p = 7, anu
Tala JIeBa CTPaHA 3aJaTe jeIHAUYWHE HUje Ne/buBa ca 7 & JEeCHA jecTe.



40

Hajzan, yammumo ¢ = 5. Cimaso kao Magonpe, mobujamo 3 < 7-120 = 840, Tj.
r <9, up® < 49120 = 5880, Tj. p < 18. IIpsa mMoryhmoct u3 (*) maje r = 1 mm
r=9; 3ar =1 gobujamo p> = 7(7-120 — 1) — 41 = 5832, 1j. p = 18, mWTO YUHU ceaMO
pememe, a 3a 7 = 9 mobujamo p> = 7(7-120 —729) —41 = 7-111 — 41 = 736, ma oBae
Hema pemema. JIpyra moryhuocr u3 () maje p = 7, mro je memoryhe kako je seh
Bubeno, wmu p = 15, y KoM ciayuajy octaje r3 = Tq! — ”3%41 =7-120 — % =
840 — 488 = 352, ma HU OBJE HEMA BUIIE PEIIEHA.

Ilpeu paspem — B kareropuja

1. 3a cBako = € R Baxu 22 — 22 =0 > 0, Tj. = p =, Ha p jecTe pedieKCUBHA.
[IpernocTaBuMo ma Baxku = py u y p . Tana mvmamo z2 —y? > 0 u y?2 — 22 > 0,
na cremu 22 —y? =0, 1j. © = +y. Hakne, p auje HU cuMeTpudHa (jep HIP. BaKH
1 p 0 amu ue Basku 0 p 1) Hu anTucumerpruna (jep Hop. Baskn 1 p —1u —1 p 1, annm
1+# —1); onMax mpuUMeTUMO, OJABMIE CIEMU Ia O HUJje HU PEJIAllNja €KBUBAJICHIN)E
HI peJlaIyja moperka. KOHAUHO, aKo BaEU T py U Y p 2, Tada uMaMo 2 —y2 > 0 u
y2722 > 0, a omaTye mobujamo x2—22 > 0, ma u x p z; Daxue, p jecre TPAH3UTUBHA.

2. Ako Baku 60 = a — b, Taga camemu a > 61, ma b u ¢ Mory OuTu HajBUIIE
100 — 61 — 1 = 38. IIpema Tome, pasauka O6pojeBa b u ¢ je HajBume 38 — 1 = 37.
IHaxrmne, na 6u ycioB 3amaTka OO UCTIYHEH, jeAnHO je Moryhe ma pasiauka OpojeBa
a u ¢ 6yne 38, Tj. momTo je a ouursenno Behe ox ¢, umamo 38 = a—c. Cana 3amesHom
b=a—-60uc=a—-38y a+b+c= 100 mobujamo 3a = 198, 1j. a = 66, b =6 u
c=28.

3. Basku LDBA =90° — £LDAB = 90° — 40° =
50° = LDFEA, na je uerBopoyrao ADBE teru-
Ban. Cana caemu {AEB = {ADB = 90°, na
mo craBy CCY umamo AADB = ABFEA. Iaxie,
BD = AFE, na uerBopoyrao ADBFE uma nBa mapa
MOy ZAPHUX HACIIPAMHUX CTPAHUIIA U OH j€ CTOTa
napaJiesorpaM (mrasuine, npasoyraouuk). Cana
n3s AE =2 BD =2 CD u AE || BC cnemu ma je B D c
ACDE napaJsesorpam.

4. Heka je n tpaskenu 0poj. Tama Baku n = Ox 2017 1B 3

197k + 47 = 198 + 37 3a HeKe HEHEraTUBHE IeJje

6pojese k u [. Onmarne caemu 1981 — 197k = 10. ITomro Baskm 198 — 197 = 1,
jemHo oumriienHo pememe je k =1 = 10, u taga umamo n = 2017. I[IpernocraBumo
[a TOCTOjU jOoIl HEKO pemerme. Tanma, yroawmko on jemmaroctu 1981 — 197k = 10
ony3memo jemmaxoct 198-10—197-10 = 10, mobujamo 198(1 — 10) — 197(k — 10) = 0,
a momro cy 197 u 198 y3ajamuo npoctn, cremu 197 | [—10, Tj. [ = 197s+ 10 3a HEKO
s. YKoauko 6u Baskuiao s > 0, umasau oucmo [ > 207 un = 198[+37 > 198-207+37 >
9999, Tj. n He Ou 6uo yerBOpouUPper Opoj. Hakrie, jequno pememe je n = 2017.

5. Jemaouudppenux 6pojea Hema. Moryhu neomudpenu cy 12, 20, 32 u 52, Tj.
nMa nx 4. Tpomudppenu 6pojeBu MOpajy MMaTH JBOIU(PEHN 3aBPUIETAK IEJHLUB Ca
4, 1j. mBoIU(pPEHN 3aBPIIETAK UM MOpA OWTU HEIITO O OBUX YIPaBO HAOpOjaHUx
opojeBa mnu nax 00; maxie, To je mer MoryhHOCTU 3a ABONU(PEHU 3aBPIIETAK U
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jom 4 moryhuocru 3a mudpy croruna (1, 2, 3 uau 5, amu ve 0), na TpourdpeHux
6pojesa uma 5-4 = 20. Cnuuno, yerBopormdpenux uma 5-5-4 = 100 (5 moryhinocru
3a ABOIM(PEHU 3aBpIIeTak, H MoryhuocTtu 3a mudpy croruna u 4 Moryhuoctu 3a
mpy xumana), a merorudppenux uma 5554 = 500. Kako mo ycnoBy 3amatka
rnocMarTpaHu OpojeBU MOr'y OMTH HajBUIIE IeTONU(pPeHM, yKymHO mx mMma 4 + 20 +

100 + 500 = 624.

Ipyru pa3spen — B kareropuja

1. VI3 BujeroBux ¢opmyna umMaMo Tj + To = —%, IIa MOKEMO 3aIlUCaTU 3 =
2x1 — 19 = 2(x1 + x2) — 3xe = —3 — 3w, TE U3PAUYHABAMO Ty = —2. Y BPIITABAHEM
xr = —2 y moctasmeny jemaaunny mmamo 2(—2)2+3(—2)+3k+1 =0, tj. 3+3k =0,

omakyie mobujamo k = —1.

2. Amnaausa. Cpemumre crpanune BC, 03- c
HaunmMo ra ca Aj, Haja3m ce Ha NPOLYKETKY
nysxu AT upeko Tauxke T u Baku TA, =
%AT, 300r OJHOCA ¥ KOM TEKUIITE NEJIU CBAKY
TERUIMHY IysK. 1lomTo ce meHTap omnmcaHe Kpy-

JKHUIIE HAJIA3U HA MPECEKY CUMeTpaJia CTPaHUIA, /

to je mpaBa OA; jemHa on ®mUX, a TpaBa Koja %)

je mopmaguaa Ha OA; y Ttaukm A; je mpasa koja

canp:xku crpauuny BC. Tauke B u C ce Hasnase A B

y IPECeKy Te IpaBe ca KPYKHUIOM C LHEHTPOM Y
O u xoja mposaasu Kpo3 A.

Fonempyxyuja. IIpBO KOHCTpyUIIEMO TaudKy
Ay y uponyxerky AT 3a nyskuny %. 3arum
noByueMo npaBy OA;, a moroM m HOpMaJy Ha
OA; y A;. Ha kpajy KOHCTPpYUIIEMO KPYKHUILY
ca nerTpoM O Koja mposnasu Kpo3 A, u y BEHOM

IpeceKy ca MOCJeIHOM KOHCTPYUCAHOM mpaBoM mobujemo tauke B u C.

Ox 2017 25 2

Zoxas. 1o roncTpykuuju je tauka O meHTap KPY:KHUIE HA KOjOj JIEKE TAUKE
A, B u C, a uz nogynapuoctu AOA;1B =2 ANOA;C (no crasy CCY: OB = OC,
OA; 2 OA; u LOA1B = LOA,C = 90°) caeny BA; = CA;, 1j. A je 3aucra
cpemnumre crpanune BC. Tana je u T rexwumre AABC 360r omHOCA ¥ KOM Oeau
TeRUIIHY Iy AAj.

Jluckycuja. AKo mocMaTpaHe KpPY:KHUIIA M TIpaBa MMAajy OBE NMpPECevYHe TauKe
(a To ce memasa ako u camo ako Baxku OA > OA;p), Tajga MOCTOjU jeIUHCTBEHO
pememe (mo Ha nperMenoBame TteMena B u C). Y cayuajy OA < OA; 3anmarak
HEMa PeIena.

3. Ilomro Basxkm 400 - 400 = 160000 > 99999, zarmyuyjemo T < 4. Ilomro
je T szaBpmHa nudpa DOTIYHOI KBaApaTa (TPH2 ce s3aBpmaBa ca 1), caemu
T €{0,1,4,5,6,9}, a c 063upom Ha orpanndema T < 4 u T # 0, nupeocraje jenuHo
T = 1. Opmarae caemu 4 € {1,9}, mehyrum momro cy M u T pasnuuure uudpe,
nobujamo M = 9. Cama mupexTHO mpoBepaBamo cBe moryhmoctm: 1092 = 11881,
1292 = 16641, 1392 = 19321, 1492 = 22201, 1592 = 25281, 169% = 28561, 1792 = 32041
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u 1892 = 35721, ma momTO Ce HU y jeIHOM OJ OBUX CIyudajeBa He nobuja pesyi-
TaT Koju oarosapa obpacuy /AEBET, cienu ma nuje Moryhe MCIYHUTU 3aXTEB U3
ITOCTaBKe.

4. Ysemumo cmeny y = x2 + z. Tana ce jemmaumsa csomm Ha y(y + 1) = 6,

Tj. ¥> +y — 6 = 0, u mena pemema cy Y1j2 = _1i\2/m = 71i5, Tj. y1 = 2 u
y2 = —3. Y mpyrom ciyuajy Bpahamem cmene mobujamo x2+x+3 = 0, a momTo je
MUCKPUMUHAHTA OBE jemHaumHe HeratwsHa: 12 — 4.3 = —11 < 0, Ty HeMa peaHUX
pemema. Y mpBoM ciayuajy Bpahamem cmene mobujamo x2 4+ x — 2 = 0, 1 meHa
pemema cy Tijp = _1i5/m = *12i3, Tj. ©1 = 1 u xo = —2, WTO Cy jenuHa ABa

peaJsiHa pemema MOJa3He jeTHaunHe.

5. a) I[lomro cy ueTupu yraoHa mosba AUjaroHAJE Ly:KAHE 1, y CBAKO OX BUX
Mopamo ynucatu 6poj 2017. ITomro cBe ocranme mujaronasie uMmajy mo TAYHO ABA
VBUYHA II0/bA, AKO OMCMO YIUCAJIM y UBUUYHA 1I0Jba (OCUM yraoHUX) 6DPOj 2017 a
y cBa mpeocrtaJsa noJssa 6poj 0, HA OBaj HAYMH MOCTULJIM CMO Oa 30Up 6p0JeBa
Ha cBakoj aujaroHasu m3Hocu 2017, ocuM 3a OBe HajAysKe AuUjaroHaje: 30Up Ha
wuma n3Hocu 4034. Kako 6ucMO 0BO KOPUTOBaJM, IPUMETHAMO A2 IEHTPAJIHO MI0Jhe
Tabsauine Tpunana jeIrHO TUM OBEMa HAjIy:KUM IUjaroHajiaMa, Ia YKOJIUKO Ha
wera ynumemo 0poj —2017 ymecro 0, HAa Taj HAYMH CMO KOpUroBaJu 30up Ha
Te IBe aujaroHaJie, a HUCMO IOpEMeTWIu 30Mp Ha ocTanuM maujaroHansama. Ilose

TPUKA3YjeMO TOMYHEeHy TabIuIry.

2017 | 2L | 2UT | 20T 12017
0 0 0 | 2%<
L0 | —2017) 0 | HF
20 0 0 | 2%
2017 | 24T | LT | 2001 9017

b) Nmajyhiu y Bumy ucty unejy Kao y ey mom a), TabIuiy MOKEMO IIOMYHUTH
Ha ciaenehw HauwH: y 4YeTWpuW yraoHa moJea ymumemo O0poj 2017, y mpeocrana
UBUYHA MOJba YIUIIEMO OPOj 20177 y IEHTPAJHO moJpe ymumeMmo Opoj —2017, a y
CBa IpeocTaJia nojpa ynumemo 6poj 0.

Tpehu paspen — B kareropuja

1. C 063upom HA MAEHTUTETE tgT = Ctgr u tg2r = %, HOoCTaBJ/LEHA jeHa-
YMHA CE CBOIM HA
1—tg?x 717tg2x
tgx(3sinz +cos2x)  2tgx
Hakne, Bazu wmm 1 — tg?2x = 0 umm 3sinz + cos2x = 2, y3 yclIoB ma je tgx

nepurucan u tgx # 0. Y npsom cayuajy mobujamo tgx = +1, mrro naje pemema
T = %—i—%r, k € Z. Y mpyrom ciydajy MCKOPHCTHMO MICHTUTET cos 2z = 1—2sin® z,
YmMe ce IoCMATpaHa jeaHadnHa cBoam Ha 2sin® z —3sinz+1 = 0; yBobemem cmene
t = sinz u pemaBameM Tako moOujeHe KBampaTHe jemHaumHe, 2t2 — 3t + 1 = 0,
_ 3i\ﬁm 3171

nmodujamo ty /o , Tj. t =sinz =1 unu t = sinx = % Y cayuajy
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sinz = 1 mmamo na tgx Huje mepmHHMCAH, IIa OCTaje sinx = %, mITO Oaje pellema

T = ¢ +2km unu r = %” + 2km, k € Z. Haxrne, cBe 3ajenHo nobujamo:

T kmw s 5
g;e{14-7.keZ}U{6+2kw.kez}u{€+2lm.kez}.

2. ITocraBumo kpo3 Tauky K mpaBy Koja je
napasenna ca BC, a mwene mpeceke ca AB u

AC osuaummo ca D u E. V3 Tanecose teopeme

CA; _ A1A _ BA; _ A1A . CA; _ BA
UMaMO Fre = a4 U Drg = Ka> T EK = DK
a ¢ ob3upom Ha BA| = C'Aq, omasne cinequ DK =

EK, 1j. K je cpemumre nyxu DE. IIpema ToMme,
KP je cpemwa nuauja AADE wm crora mMamo
AE =2KP =14. C npyre crpane, EKLC je na-
pasesorpam, na Baxku EC = KL =5, a TpaskeHa
nysuna usnocu AC = 144+ 5 = 19.

3. Ilpso pewewe. Ilpyry jemHAYUHY MOYKEMO Ox 2017 3B 2
pacmmcaru kao x2 + 2mx +m? +y? — 2my +m? =
1, a xopucrehu oBme mpBy jemmaummy, mobmjamo 4 + 2m(x — y) + 2m? = 1, Tj.

2m(z —y) = —2m? —3. Omvax BummMo na 3a m = 0 Hema pemema. [IpeTmocTaBuMo
. 2 .
cama m # 0. Tama mobujamo = = y — 2"2Lm+3 YBpCTUMO OBO y NPBY jeAHAYUHY

cucTena, umve xobujamo (y — 27 2mt3)2 4 g2 = 4, 1j.

2m? +3 dm* —4m2 +9
22 — Y+ 5 =0.
m 4m

OsBa jenHaumHa MMa TAYHO jeTHO PEIIEHhe aKO U CAMO aKO je IheHA NUCKPUMUHAHTA
jemmaka 0, To ject:

0= (2m? + 3)2 8 4m* —4m? +9
B m? 4dm?

_Am* +12m? +9—8m* +8m? —18  4m* —20m? +9
- 2 - 2 )

m m

Haxme, y3 cMmeny t = m?2, umamo 4t2 — 20t +9 = 0,

‘»II/Ija cy permema t1/2 _ 2(]:‘:\/4;)()7144 _ 20?16’ Tj.

t; = % uty = % IIpema Tome, mocToje ueTrupu
moryhe BpemHocTH mapaMmeTrpa m: m = j:% u

41
m—:lzﬁ.

Lpyeo pewewe. Y KOOPIAUHATHO] PABHU TTOCMa~
TpajMo Tauke O(O O) A(z,y) m M(—m,m). Tana
Bagn OA? = 22 +9% n MA2 (x+m)? —|—(y—m)2,
ma W3 jeAHAKOCTM M3 MOCTaBKe ciemu na je A
tauka 3a Kojy Baxku OA =1u MA = 2. Jllpyrum
peumma, 3a ATy BPEAHOCT M Tadka A je y mpe-
Ox 2017 3B 3 cery kpyskanna ki(0,1) n ko(M, 2).
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Pememe (z,y) maror cucrema je jeAUHCTBEHO aKO M CAMO aKO Ce KpyskHuie ki
u ko momupyjy, a To je exkBuBajJieHTHO ycaoBy OM = 2 + 1, nakae OM = 3 uin

OM = 1. C o63upom va OM = |m|/2, cnienu m = i% nim m = i%.

4. Jenunu Takas 6poj je n = 4 (mocmarpanu 6pojesu cy tama b, 7, 11, 13, 17
n 19).

Tepaumo na je mexm ox 6pojeBa n+1, n+3, n+7, n+9, n+13 u n+ 15 nemus
ca 5. 3aucra, y 3aBUCHOCTHU OJ[ TOTa 1a JU N IPU Oesbewmy ca b maje ocrarak 0, 1,
2, 3 mnu 4, mnemwus ca 5 dbuhe 6poj n+15, n+9, n+3, n+ 7 ogaocHo N+ 1, pemom.
Ilakie, momTo Cy mOCMaTpaHu OpOjeBUM IO yCJIOBY 3aJaTKa CBUA IPOCTH, a Mehy
IHUMa MOCTOju OPOj mebuB ca 5, cieau ma HeKu Opoj Mopa OUTH yIpaBoO jeAHAK 5.
To je moryhe ounraenuo camo 3a 6pojese n+1 un+3. Y npBoMm cayuyajy mobujamo
n = 4, mro je Beh HaBemeHo pememe. Y APYroMm ciaydajy mobujamo nm = 2, aau
Tana uMamMo n + 7 =9, mro Huje mpocT OpOoj, ma OBO HUje PEIIee.

5. Heka je C' 6poj BeIMKUX IPBEHUX KyIJUIa, ¢ OPOj MaJuX IPBEHUX KYTJIUIA,
B 6poj Beaqukux Geaux, a b 6poj manux Geaux Kyrauma. Tama cy ¢cBu oBU OpojeBuU
npoctu u Basku C'+c+ B+b = 67. Ila 6u 36up yetupu npocra Opoja 6uo HemapaH,
Meby muma mopa Gutu Gpoj 2 (jep je 36up yerupu HemapHa Gpoja napan). Kako
je 2 majmamu npoct 6poj, u3 rpeher ycnosa caemu b = 2. Ocraje C' 4+ c+ B = 65.
ITowro 5 | C'+ ¢ (upBu ycnos), cnemu 5 | B, ma mopa 6utu B =5 (jep je B mpoct
6poj). Cana us apyror ycaosa mobujamo C'= B+b =7, a onma npeocraje ¢ = 53.
Iakie, Kyrauna y KyTAju uUMa: 7 BEJUKUX HPBEHUX, D3 Maje UPBEHE, D BEIUKUX
Oenux u 2 maye Oeie.

YerBpTH; pa3pen — b kareropuja

1. Heka ce 172 mojasimyje mon koperoM k myra. MoeMo 3amucaTu

3172 = 1P 1P 17 = I 172 + 172 4+ -+ 1T 172 + 172 = VE - 172 = 17V,
na omatie ciremu k = (3-17)2 = 512 = 2601.

2. Ilpso pewewe. Herka cy a u b Beha D b C
¥ Mamba OCHOBUIIA TOT Tpame3a, H merosa
BUCUHA, (v yTA0 HA OCHOBUIM, P moBpmmHa
a O obum. Basxu a = b+ 2H ctga, a ona-
tne P = H* = H(b+ Hctga). Hame,
[IOIITO Cy Kpaly OBOI Tpare3a jeIHAKN
Sifa, nvamo O = % +2b+ 2Hctga =
Q(Sif(l + b+ Hctga). W3 manonpebamme
¢opmyie 3a noppuinay nmamo b+ H ctga =
P _ 6V3 H + M)

H

sin o

na crenu O = 2(

H = H >
2(% + %), Te ce 3aIaTak CBOOM HA Ox 2017 4B 2
HaJakelme MUHAMyMa M3pa3a y 3arpaIu.

Axo Taj mspas osmaummo ca f(H), wssonm mo H wusmocu f'(H) = 2% — 6v3

V3 H? "
W3zjennauaBameMm oBora ¢ HYJIOM nOOuMjaMo % = 611‘,/257 tj. H> = 9, ma ciemm

H = 3 (36or H > 0). ¥ 0BOj Taukm 3amcra Cce DOCTWKE MUHAMYM jeD BUANMO
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na Baxkn f'(H) < 0 3a H € (0,3), a f'(H) > 0 3a H > 3. Taga mnobujamo
b= _3ctg60° =2v3 3% =3, a=b+2Hctga=3v3u O =83,

Lpyzo pewemwe. Y3 03HaKe KaO y IPBOM peIeny, HEKa je ¢ kpak. llomTo Bamku
a = 60°, youaBameM jeIHAKOCTPAHUYHOI TPOYIJIA HAL jeTHUM KPAKOM mo0mjamo
a=b+cu H= % 3aTo mMamo

b
6v3—p— Y2 ot =§C(2b+c),

2 2

Te 3armyayjemo ¢(2b+c) = 24. Iame, umamo O = a+b+2¢ = 2b+ 3¢, na npumMenoM
HejenqHaKOCTU n3MeDy apuTMeTuyke M reOMeTPUjCKe CPeIrHe I00ujaMo

2b ; 3¢ _ (2b+ c; +(20) (2b + ¢)(2¢) = V48,

Tj. O > 2/48 = 8v/3. JemmakocT ce 3amcTa u mocTmke 3a 2b 4+ ¢ = 2¢, Tj. ¢ = 2b,
a je MUHUMAJHA BPEITHOCT 00mMMa 8v/3.

3. Tpaskenu GpojeBu cy HajBuiie deTBopormdpenu. AKO cBaku Takas 6poOj HO-
nyauMo BogehiuM Hymama mo yKymHO yermpu mudapcka mecra (HOp. 6poj 17 3a-
mucusahemo rkao 0017), Tama, momro ce y 6pojy mojaBibyje TadHo jemHa uudpa 1,
3a By UMaMo u3bop ox 4 mo3uIyje, a 3a CBaKy O IIPEOCTAJUX MO3UIN]ja TOCTOjU
mo 6 moryhnoctu (cBe mudppe ocum 4, 8, 9 u 1). IIpema Tome, Tpakenux Gpojesa
umMa 4 - 63 = 864.

k

4. IIpernocrasumo cynportHo: 20172017 + 19 = n* 3a mero k > 2. Ilomro Baxu

2017 =1 (mod 8), cnemn
2017°17 419 =127 1 19=20=4 (mod 8),

ma je 20172017 + 19 memus ca 4 anu me u ca 8. Ilakie, Kako je MOCMATpaHU GpOj
napan, jemuaa moryhmoct je k = 2 (jep 6u 3a k > 3 om Guo memus u ca 8).
MebyTtum, 20172017 +19 = 12017 + 1 = 2 (mod 3), a HUjeman MOTHyH KBAJpAT He
maje octarak 2 mpu mememy ca 3 (moryhu ocrama cy 02 =0, 12 =1u22=4=1
(mod 3)), ma 6poj 20172917 + 19 muje mm moTmyH kBampaT. TuMe je 3aMaTak pemIeH.

5. CmenoMm z + 1 = t mocTaBmena jemaaunna ce csomn Ha (t— 1)+ (t+1)4 = 2,
Tj.
2=(t-1D?+((t+1)2)? = (> -2t + 1)? + (> + 2t + 1) = 2t* + 12t + 2,

a 0BO je masbe exkBuBasieHTHO ca 0 = t* +6t2 = t2(t? +6). Pemema oBe jenmauune cy
t1=12=0, t3/4 = +iv/6. Bpahamem cmene =t — 1 1061jaMO CKyII CBUX peIIema

3a x: x € {-1,-1 +iv6, -1 — Z\/é}
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PEIIEILA 3AITATAKA CA NPKABHOI' TAKMMWYEILA N3
MATEMATHUARKE YYEHMUKA CPEIILUX IMTKOJIA, 11. 3. 2017.

ITpBu pa3pen — A kareropuja

1. Moryhe je. Ha mome ca roopmumartama (i,j) ymmmmmo 6poj @ + 2j, rme
36up riemamo no moxyiy 2017 (Tj. ysumamo omaj 6poj ox 1,2,...,2017 xoju naje
KCTU OCTaTak Kao mocMarpaHa Bpeqaoct). Ouuriaenso, y i-TOj BPCTU HUKOja ABA
6poja Hucy jemHaka, jep u3 i+ 2j; = i + 255 (mod 2017) caemm 2017 | 2(j1 — ja),
1j. 2017 | j1 — j2, a oBoO je Hemoryhe 3a j; # jo. Ha cauuan vauun mobujamo na
y j-TOj KOJOHM HUKOja nBa Opoja Hucy jemnarxa. Haj3an, mpermocraBuMmo na Ha
HEKOj OMjaroHaJu MOCTOje MBa jeqHAKa Opoja; IPYTUM pedYnMa, UCTA BPEIHOCT je
yIucaHa Ha MojbuMa ca KoopanHarama (i1, 1) u (i, j2), TAe Baxku iy —iz| = |j1—ja.
Tana umamo i1 + 251 = is + 253 (mod 2017), 1j. i1 —ig = 2(jo — j1) (mod 2017), anu
onaszne nmamo 1 =42 (mod 2017) (jep je 2017 mpoct Gpoj, ma je y3ajaMHO IPOCT
ca iy — ig), WTO je ounrienHa KOHTpamuknuja. Jlakie, IOCMaTpaHO NONYHaBaHme
OAroBapa yCIOBUMAa 3aJaTKA.

2. Baxn
a*b 4 3b — 2a%b* — a® — 3b® = (a® — 3b)(a®b +b* — 1),

na u 6pojesu a? — 3b u a’b+ b? — 1 Mopajy Ouru cTemenu mBojke. JacHo, a =b =1
HEje pememe, ma Baxu a’b+ b2 — 1 > 1, Te omaTie 6poj a?b+ b — 1 Mopa GuTu
napan. Ongasne crenu ma je b Hemapas a a mapaH 6poj, a oHIa je u a’ — 3b Hemapax
6poj, Tj. a®> — 3b = 1. Ilakme, 3a Hexo k € N Basu

0> —1\* | _4a' — 508
3 9 ‘

2
2k:a2b+b2—1:a2a3_1+< =
Omnasme je 6poj 5a? mapan, ma caema a = 2t u 16t* — 5t2 — 2 = 9. 28=2 (cnemn-
jammo, k > 2). 3a k = 2 nobujamo t?(16t> —5) = 11, ma mopa 6utn t = 1 (y
cynpotHoM je aeBa crpana Beha on 11), a ogarne a = 2 u b = 1, mro jecre pe-
meme. [IpernmocraBumo mamame k > 3. Tana je 5t2 mesmuBO ca 2, a onma u ca 4,
te mmamo 9 - 272 = 16t* — 5t2 — 2 = 2 (mod 4), mTo wmmumEpa k = 3, Tj. Basky
20 = 16t* —5t2 = t?(16t2 —5). MebyTum, t > 2 (jep je t mapan), ma je mecHa cTpaHa
IPETXOMHE jeTHAKOCTU HEe Mama of 244; cTora y OBOM CIydYajy HEMa pelIena.
Haxkie, jequno pememse je (a,b) = (2,1).

3. U3 nejennarkoctu m3amely xapMOHMjCKe U KBaApaTHE CPEANHE MMAaMO

3

1 + 1 + 1
Va2+ab+be Vb2 4+bc+ca V2 +ca+ab

o \/(a2+ab—|—bc)+(b2+bc+ca)+(c2—|—ca+ab)
h 3

N T Y

OOaKJI€ HEIIOCPEOHO CJgenr IIOCTaBJ/LEHA Heje,ZIHaKOCT.
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4. Hera cy Ay, By u Cy cpenumra crpaununa BC,

CA n AB, u Hera UX ymnumcaHa KPYsKHUIA IOIUPYje c p

y Taukama D, F u F, pegom. O3uauumo ca N mpe-

cek npasux A;B; u DF, a ca P npecek npase DF u E N

npase kpo3 C napasenne ca AB. VI3 Tanecose Teo- 5 A o

peMe mmamo g—g = %, ma 36or FB = BD umamo j

PC = (CD = CE. YerBopoyrao PCAF je Tpames a

NB; je merosa cpelma JUHAja, Ia BaKU A F B
NBleF+CP:AE+CE:£:ABl. Hp 2017 1A 4

2 2 2

Hpyrum peunmva, AANB; je jemnakokpak, nma omatie umamo £ BiAN = BiNA &
NAB, mro 3saun na je npasa AN cumerpasa £ A, yuMme je mOKa3 3aBPIIEH.

Ilpyru pa3spen — A kareropuja

1. Oarosop je 5. Hajupe mpumerumo ma mpa-
BUJIAH TETOYyra0 jecTe MPUMEpP TAKBOT MHOTOYTJIA.
Hexka je cama mat xomsekcan n-toyrao Ai1As... A, 3a
n > 6. Yersopoyrao A1AsA, _2A,_1 je Takobhe koun-
BEKCaH; U3 HejeqHAaKOCTU Tpoyria umMmamo A, 1A +
A1A, o> Ay 1A1 + A, 2As, Ta y moCMATPAHOM 7-
TOyriy He MOry cBe mujaroHase A, 1Az, A1A,_o,
An_ 1AL u A, _5A, BuTH jemHAKE OysKUHE.

Az

2. V3 npBe jemnaunne umaMo x+y = 3—cos z > 2. Iip 2017 2A 1

Momro Bazm 0 < {z} < 1 < %, 3axmydyjemo

sin{z} > 0, ma u3 mpyre jemmauumne ciaemu 2r —y = 1 — sin{z} < 1. U3 Tpehe
jemmaumue nmamo x — 3y = —2 +arctg 22 > —2+arctg0 = —2 (jep je arctg pacryha
dynrmja u 22 > 0). MuoxkemeM HejemHakocTw T +y > 2 ca 3 u cabupameM ca
r — 3y 2> —2 nobujamo 4x > 4, tj. x > 1, a MEHOKemeM 20 —y < 1 ca —3 u cabu-
pameM ca x — 3y = —2 mobujamo —dx > —5, 1j. x < 1, ma mopa outu z = 1. Cana
ce nobujene HejemHarocTu cBome Ha Yy > 1 m y < 1, ma caemu y = 1. Konauno, u3
Hocienme jeJHAKOCTU U3 IOCTaBKe mobujamo arctgz? =0, Tj. z = 0, ma je jeauso
pememe nocrasseHor cucrema (z,y,z) = (1,1,0).

3. Jenunu TtakaB 6poj je n = 1.

Horasgkmmo naayknujom mo a € Ny cienehe tBpheme: ako 6poj n = txti_1 ... t1tg
UCIyHaBa NOCTABJHEHE YCIOBE, 3a k > a, Taga Baxku tg =l uty =to = -+ =t, =
0. OBo TBpbheme muperTHO pemaBa npobiem, Oyayhu ma 3a k = a > 1 umamo
KOHTPA,IUKII]Y.

Yaummo mHajupe a = 0 u n = tptg_1...t1t0. Jacuo, Baxu ¢y # 0,2,8 (upsnm
ciaydaj ormazna jep Ou Tama Bakwmio u tp = 0, a mpeocTaJsa nBa jep Ou ce Tama
n? 3aBpmasaso mppom 4). Ilpernoctasumo ty = 5. Tana Bakn t), = 2, mTa UMaMO
2-10% < n < 3-10%. Omarne n? moumme mexom ox madapa 4,5,...,8 — amu TO je
memoryhe, momro ce n? 3aBpmasa mrdpom 5, ma G MOpAJO Aa IOYUHE TUGPOM
2. OBuM je Ga3a MHIYKIUjEe ITOKA3AHA.
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IIpernocraBumo cana ma TBpheme Bakuy 3a a—1, u nokakuMo ra 3a a. Heka n =
trti_1...t1tg MCoymaBa MOCTaBJLeHE YCJIOBe, U Baxku k > a. IlpeMa MHIyKTUBHO]
XUITOTE3!, UMaMO tog = 1 m t] =ty = --- = tq_1 = 0. Harie, Basxku n = 10%+T1g +
109, +1. 3a t, = 2 Baskmao 6u n? = 4-10°+1 (mod 10%*1), 1j. n? 6u umamso nudpy
4, xourpamukmaja. Cimuro, 3a t, = 8 Basmio 6u n? = 6-10°+1 (mod 10°T1), omer

rouTpamuknuja. [Ipermocrasumo cana t, = 1. Tama umamo n? = ...200...00 1,
a—1
ma ciaema n? = 100...005.... C apyre crpame, mmamo n = 100...001..., Tj.

a—1 a—1

10F 4+ 10F—% < n < 10¥ + 2 10F~%, a omarxe
102 42.10%7% £ 10%72¢ < n < 10%* 4410772 4 4. 10?29,

. _ . 2 _
rouTpamukirja. CamdnuM pe3oHOBameM, 3a t, = 5 mobujamo n® = 100...00...

a

anu

10%% 441077 441072 < n® < 10°% +6- 107 + 9. 10% 727,
u omer KOHTpaauwknuja. Kao jemmua moryhuocrt ocraje t, = 0, uume je moka3s
3aBPIIEH.

4. TlpernocTaBuMO ma IOCTOjU TAaKaB IMyT p, ¥ HEKa OH IOBe3yje rpamnoBe A u
B. Bes ymamema ommroctn, Heka je A rpan rannenapa Ora. O3naunmo ca ¢ ckyn
rpajgoBa 0 Kojux ce Moske mohwm ox rpanga A HakOH pymema myTta p. [Ipumernmo
na rpan B muje y cryny ¢, jep ykommko Ou ce ox A morsmo mohm mo B HakoH
pyliema myTa p, Taga OM ce W majbe MOTJIO OJ CBAKOr rpana Hohu 0 CBaKOT
apyror (HauMe, YKOJIMKO je HEKa PyTa OX jeJHOr A0 APYror I'pala Ipe PYLIeHna
BOAMJIA TIPEKO MyTa P, Caaa myT p HA TO] PYTU MOKEMO 3aMEHUTH pyToM om A m
B 3a K0jy HPeTHoCTaBbhaMO Aa U NAJbEe MOCTOjU), MITO jé CYIPOTHO MPETIOCTABIN.
Jlaspe, o3HaUMMO ca ¥4 OHe rpanoBe U3 CKyna ¥ koju mpunanajy kaumeaapy Oy,
a ca ¥, OHe rpamnoBe u3 ckyna ¢ koju npunanajy kpamsy Ppamu. 3a rpan C, ca
d(C) osmaumhemo 6poj myreBa koju Bome u3 rpaga C (me pauymajyhwu oyt p).
[Tpmvernvo a Baskyu jeTHAKOCT Yoy, A(C) = ) ey, d(C): 3aucTa, momro cpakn
myt moBesyje jemaH OtoB ¢ jemamM PpamuHUM rpagoMm, Ha 0Oe CTpaHe WMaMO
yIopaBo ykynaH 6poj myreBa uameby rpamosa y ckyny . Mebyrum, cBu cabupiu
Ha [ECHOj CTPAHUW JeIHAKOCTW M3HOCE ympaBo k, MOK HA JEBO] CTPAHU jeTHAKOCTU
cBU cabupuu ceM jemHor usHoce k, a taj jeman usnocu k — 1 (umamo d(A) =k —1,
36or yHumreHor myta p). Ilakme, mecHa crpaHa je nemuBa ca k a JjeBa Huje,
KOHTpaIuKIja. Tume cMo moka3anu na Bapon MuaxayseH make.

Tpehu pa3pem — A kareropuja

1. IIpso pewewe. Taure I,, A u I, cy ronuneapue Oynyhu ma je mpasa Il
cuMeTpaJia mapa YyHAKPCHUX YIUIOBA, W CIWYHO 38 MPEOCTAJ]E IBE IMOCMaTPaHe
cumerpadie. Basxu LAI.Ch = 90° — % = 5 (rme je a yrao xon Temena A). Y3
AHAJIOTAH PAUYyH jOII yrioBa, nMajynu na ymy npuMeny cunycue YeBune Teopeme
ua Al Iyl., nobujamo

sin {AI.Cy sindBI, A, sin£LCIB; sing sing sin 5

sin £ BI.Cy " sin LCI A " sin LALB; Sing ' sin 3 ' sin 5

:]_7



49

Te ce npase [, Ay, I, B, u I.Cy 3aucra ceky y
jemHOj TadKu.

Jpyzo pewemwe. O3uaunmo ca U Tauky 1eH-
TpajgHocuMeTpuuHy Tauku I y ommocy Ha O,
rae cy I m O nenTap ynucane U ONUCAHE KPY-
sxaune 3a AABC, pexom. TBpaumo na ce moc-
MaTpaHe TPU NpaBe CEKy ympaso y Tauku U.
Heka je A’ Tauka nomupa ynucaHe KpPY:KHUIE
u crpanune BC. U3z BA' = A;C (wro je
No3HATA YMmeHWNA) ciend na cy npase [A’
u [,A] cuMeTpuuHE y OIHOCY HA CUMETPAJY
nysxu BC (#a kojoj meskm u tauka O), ma
omarine U € I,A;. Amanoruo, U € [,B; n
U € I.Cy, unme je tBpheme mokazano.

Ip 2017 3A 1

Hanomena. Taura U je meHTap Kpy:KHUIE
omucane oko Al Iyl.. 3aucta, uz LAI.C; = LALLB) = § cnemm [.U = LLU;
amaJjoruo, I.U = I,U.

2. a) IIpernocraBrumo npBo na je n o6auka p® 3a Heky npoct 6poj p. Joraskumo
UHIYKIMjOM MO o ma Tama Bask:d f(n) = ap® !, Basa ounrieamo Baxku, a y UHIYK-
OMjCKOM KOPaKy MMaMO

f@)=flp-p* ") = flo)p* " +pf* ") =p* "+ pla—1)p* % = ap® .

Hexa je cama mpocra ¢axropusanuja 6poja n nata can = Hle P . IlokasKIMO
nEayKnujoM no k ma Baxu f(n) = Zle - (y3 momepunucan cayuaj f(0) = 0).
Cunyuaj k = 1 je morazam masonpe. IIpermocraBuMo cana na TtBpheme Baxky 3a
k — 1 u noraxumo ra 3a k:

(627

k k—1 k—1 k—1 Hk—lpv
(L) = (e Tt ) = Tt o TS
i=1 i=1 i=1 j=1

J
k E o o k
_Za‘nizlpi _Za'ﬁ
- J - 7 ‘7
j=1

Dbj i—1 Di

mTo je m Tpebasno mora3aru. [Ipeocraje jom mpoBepuTu na oBa (yHKIMja 3aUCTa
3a/10BOJbABA CBE YCJIOBE 33naTkKa. IIpruMeruMo Hajupe fa y IpOCTOj (PaKTOPU3aLL)ju
Opoja m MOEeMO IOIYCTUTH U IpocTe (paxTope ¢ excrnoHeHToM 0, 6e3 yTumaja Ha
KOPEKTHOCT mocMmarpane ¢opmyne 3a f(n). To ompasmasa ma 3amaTe TPUPOIHE
6poj b 6 =TI 2 mb =TI, " (

pojese a u b 3anumemo y obnury a = ||, p; mb= ][], p;" (maxne, momymramo
na ekcnodenTu 6yny 0). Tana umamo

k k k
a b ab
flab+af(d)=b> ai—+ad fi—=> (ai+Bi)— = f(ab),
— Y23 — bi — pi
=1 =1 =1
OITO CMO U XTEJU IIOKA3ATH.
b) Hokaskumo Hajupe na, yroaumko Baxku f(m) = 1, Tama je m mpoct Gpoj;
3arcTa, Taga OYUrIedHo He Moxke outu m = 0 Hutu m = 1, a ako 6u m Ouo cioxeH
6poj, Tj. m = ab 3a Heke a,b > 1, Tama umamo f(m) = f(a)b+af(b) 2b+a>4> 1.
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3a n =p"M, rae je p mpoct 6poj u k > 2, umamo f(n) = kp* M + pFf(M) =
PFIM m f(f(n) = (k— 1)p*=2M’ + p*~1f(M’') > 1. Hakre, y npocToj ¢axro-
pusanuju TpaskeHux O6pojeBa n cBM mpocTy OPOjeBU jaBibajy Ce ¢ €KCIOHEHTOM 1.
I[Tpumernmo na mpoussBon 4 wiau Buiie mpocTux 6pojesa usuocu Gap 2-3-5-7 = 210,
a CTora TpaskeH!u OpojeBM MOry OUTH caMO OOJMKa pqr Uiu pq, TOE Cy P, ¢ U T
mpoctu 6pojeBu.

Y cayuajy n = pgr umamo f(n) = gr+pr+ pq, na saxn f(f(n)) = 1 ako u camo
ako je qr -+ pr+pq nupoct 6poj. duperrnom mposepom cBux OpojeBa mamux ox 100
KOjU Cy IPOU3BOJ Tpu npocrta Opoja (6poj caydajeBa ce MOKe HOLATHO CMAMUTU
npumehyjyhu ma Bawku 3-5-7 = 105 > 100, na jeman ox Ta Tpu nmpocra Opoja Mopa
6urtu 2) mobujamo ma ce oo moraba 3a ciemehux mer BpemHocTu:

30=2-3-5, 42=2-3-7, 66=2-3-11, 70=2-5-7, 78=2-3-13.

Y cayuajy n = pg umamo f(n) = ¢+ p, na sBasxku f(f(n)) =1 ako u camo ako je
q + p mpoct 6poj. Tana jemanm om 6pojeBa p m ¢ Mopa OUTH jemHAK 2, HOP. P = 2,
u tama umamo n = 2q. [lorpebuo je, makmae, Hahu cBe mpocTe OpojeBe ¢ Mame On
50 TtakBe ma je m q + 2 mpocTt OpPOj, a IUPEKTHOM IPOBEPOM HasasuMmo ciaenehe
Bpemuoctu: 3, 5, 11, 17, 29, 41, mrro maje jom caemehux mect BpegHocTy 3a n:

6=2-3, 10=2-5 22=2.11, 34=2.17, 58=2.29, 82=2-41.

Haxkae, onrosop je: n € {6,10,22,30, 34,42, 58, 66, 70, 78, 82}.

3. Panumo nanyxkmujom no deg P. Tepbheme Baku 3a deg P = 0. IIpernocraBumo
na Basky 3a cse nosumHoMe P ca deg P < n m mocMaTrpajMo Heku noiuuoMm P(z) =
ax™+---. bap jeman MOHUYAH TOJWHOM CTEIEHA N MOMKE C€ IPEACTABUTU y OOJIUKY
Q(z*) + R((z +1)%): 3a n =2k (k € N) 1o je nnp. T(z) = 3(z*)* + J((z + 1)%)*, a
san=2k—1mmp. T(z) = 5 ((x+1)*)* — 3 (2%)*. Ilo uraykTuBHO] NPeTHOCTABLMY,
nosnunaoMm P(z) —aT(z), 6ynyhu na je crenena Mamer on n, MOJKe C€ IPEACTABUTHU
y obmury Q(z%) + R((x + 1)?), omarme caemu ma To Basku u 3a mosmHOM P(T).

4. Osmaunmmo n = 6k + 3. IIpernmocraBumo ma cy 3Banuie pacrnopebene 3a
CTOJIOM TAKO Oa MaKCUMaJiaH MOryhnl Opoj keHa cemu OJmke CBOM Opary HEro
cBoMm My:ky. llon pacrojamem uzmehy nBe ocobe mogpa3zyMeBaMO MUHUMAJTIAH GPOJ
crosmna Koje je morpebro npohu na 6u ce crurio ox jemue ocobe no apyre (pady-
HajyNu u cTonuiy Ha KOjOj ceam mpBa ocoba, ajy He W OHY Ha KOjOj ceam apyra
ocoba). Heka je A 36up pacrojama mehy Opaunum naposuma, a B 36up pacro-
jama u3Mmebhy 6palia u cecrapa. Ilo nmpsom ycnoBy 3amarka mmamo A +n < B.
Hame, noctoju f(k) skeHa umja je ymameHOCT of cBOT Myska Oap 3a 1 Beha mero
BEHA YIAJLEHOCT O CBOT Opara, a 3a cBaky on npeocraaux n — f(k) sxena mena
yOaJBeHOCT OJ CBOT Opara je 3a He Bume on n — 1 Belia HEro meHa ymabeHOCT 01
cBor Mmyska. Onmatie 3akmyuyjemo B+ f(k) — (n— f(k))(n — 1) < A, na roMmGuny-
jyhu oBy mejemmakoct ¢ nperxomuom mobujamo n + f(k) < (n — f(k))(n — 1), Tj.
nf(k) <n%?—2n, a omarne f(k) <n—2=6k+1.

Iokaskumo na uHuje moryhe mocruhu Bpenuoct 6k + 1. HazoBumo nukmaom HE3
ocoba rae n3a cBake MyIIKe 0cObe N0JIa3n BHeroBa CecTpa, a n3a CBaKe KEHCKe 0CO-
Oe meH My’K, CBe MOK Ce IUKJ He 3aBPIIN KO 0cobe oI Koje je moueo. Y CBaKOM
MKy MOpa na MOCTOoju Oap jemna skeHa OJmKa CBOM MYKYy HEro CBOM OpaTy,
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jep Ou y CcympoTHOM pacTojame 3a CToJOM m3MeDy mperxomue u ciaemehe ocobe
y IIUKJIY HEOPEKUIHO PACOo, a MmTOo je Hemoryhe Oymyhwm ma je mukjg 3aTBOPEH.
Haxrne, mocToje mnum 2 muraa mam 1 muka. [IpermocraBuMo ma mocToje 2 HUKIA.
Tana ce y cBakoM OX BUX MOpa HAJA3UTKU TAYHO IO jeqHA :KeHa OJIMmEa CBOM
Mmyky Hero 6pary. ITomazehn on rakse sxene u kpehyhu ce ny:x nukna, nparehn
pacrojama 3a cTosoM u3aMehy cBake nBe ocobe cycemHe y IUKIY, I0OMjaMoO ma Ta
pacrojama Mopajy m3HocuTu 6ap, pemom, 1,2,3,4..., a omarie Ciequ Oa IUKJI
MOKe OuTy MakcuMmatiHe ny:xusHe 6k 4+ 3 (jep je TO MaKCHMAaJIHO DaCTOjame 0CO-
6a 3a cromom). MeDyTum, tana oba nmkga MoOpajy OuTu ympaso Te Ay:kuHe (ma
6ucmo obyxBaTuam cBux 12k + 6 ocoba), anu 0BO je KOHTPaIUKNUja jep HUKJIOBU
He MOry OuTu Henapae ayskuHe. [IpernmocraBumo cana ma mocroju camo 1 muri. la
Ou ce mOCTUIJIE jJeMHAKOCTU y HEjeTHAKOCTUMA U3 MPETXOMTHOTr TIacyca, 3a CBaKy
’KEHy CeM Ta4dHO IBe HheHa yIAaJFeHOCT O CBOI My:ka Mopa Ourtu TauHo 3a 1 Beha
HEro meHa yAaJLEeHOCT O CBOT Opara, a Te ABe skeHe Mopajy Ooutu tadHo 3a 6k + 2
yInaJbeHrje ox cBor OpaTa Hero onx my:ka. JIako ce Buam ma, y TOM Cay4dajy, pacTo-
jama 3a cToJIoM ocoba mysk IuKIa Mopajy m3nocuru 1,2,3,...,6k+3,1,2,...,6k+3.
Mebyrnm, npuMmerumo 1a je pacrojame 6k+ 3 Koje ce mojaBipyje y CpeAVHN IUKIA
3ampaBo pacrojame udMeby skeHe u My:ka, a Taj MYy:K je Ha yIabeHOCTu 1 o1 CBOje
cecTpe, WTO je y KOHTPAUKIUjK ¢ yciaoBoM 3anartka. Hakmne, f(k) < 6k.

Konauno, nahemo koscTpykuujy koja mnokasyje f(k) = 6k. akue, mocroje
TAYHO TPU KEHe Koje Cy Oimke cBOM My:Ky Hero opary. Onabepumo Tpu CTOIIUILE
3a crosoMm maMmeby kojux mma mo 4k + 1 cronmna, n Heka Ha BuMa cene 6paha
Te TPU KeHe, a OHe cele AUjaMeTPAJHO CYIPOTHO cBOjoj Opahmn. 3aTum ocrtarak
CTOJIa TMONMyHAaBaMO Ha ciienelly HAUMH: MONA3UMO O jeHE Ol T€ TPHU KeHe, JE€BO
O B€ IIOCTABUMO HHEHOI MY:Ka, HECHO OJ BUX IBOje IIOCTABHMO HHErOBY CECTpY,
JIEBO OJ BUX TPOje HOCTABUMO HEHOI MYKa, HECHO O HUX YETBOPO IOCTABIMO
HEerOoBY CEeCTPY UTHA. HOK He momyHuMO 4k + 1 cronuna; Ha MOCIENHn0] O HbUX Cean
cympyra o6para ocobe on koje cmo kpenyisu. I[Ipeocrase nse tpehuune croma momy-
HUMO aHAJOrHO. JIako youaBaMo ma Ccy Ha OBaj HAUWH UCIYHEHU TPAKEHU YCJIOB,
yuMe je 3aJaTaK pPeIleH.

YerspTu paspen — A kareropuja

1. ITomrro Bawkm h(f(1))+h(g(1)) = h(4)+h(2) u h(f(—1))+h(g9(—1)) = h(2)+h(4),
canemm h(f(1))+ h(g(1)) = h(f(—=1)) + h(g(—1)). MebyTum, npema ycnoBy 3amaTka
Oum nepa crpama mopana Ouru jemmara g(f(1)) =g(4) = 4 9 3
14 a mecna g(f(—1)) = g(2) = 4, rourpanukuuja. Hakrie, @

TakBa (yHKIMja h He IOCTOjuU.

2. [TocToju jemnucTBeHa TakBa mudpa:

8§ »2—-3—-26—4—-1—-7—09.

Hoen Tpar je mpura3zaH HA CJIWINA.

Hymepumumo raure OpojeBuma om 1 mo 9 ciesa 7 8 9
HaOecHO u 0103ro Hamoie. [locmarpajmo oHe nBe mysm
KOje cIajajy Tauyke KOje uMajy jeIUuHCTBEHOT CyCena
(u3 ycmosa 3°) ¢ muxoBuM cycemuma. Te mBe mysku IIp 2017 4A 1
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OYUTJIEeTHO MOPajy OUTU OCHOCUMETPUUYHE, W HE CMEjy MMAaTWU 3a)jeTHUUKY TAUKy
(jep y cyuporHOM myTama He 6u Moria ga obyxsara cBux 9 ravaka). lakie, mo-
CTOje CBera TPU CYIITUHCKM pa3ianuure Moryhuooctu 3a te nBe nywu: 1-4 u 8-9
(y3 ocy cumerpuje 3-5-7), 1-4 u 3-6 (y3 ocy cumerpuje 2-5-8) wiu, mociense, 2-4
u 6-8 (y3 ocy cumerpuje 3-5-7). Paznsajamo oBa Tpu cayuaja.

e 1-4 u 8-9: IIpernocTaBuMO IPBO Ia ABE TAYKE C je IMHCTBEHUM CyceqoM (IITo
cy oBme uiu 1 u 9, unu 4 u 8) mpencTasmbajy yupaBo MOUYETaK U KPaj My Tambe.
Ako nyrama kpehe mmp. onx Taure 1, Tama oHa Hajupe une mo tauke 4 (a
mocenlmy [e0 IyTame je momepaj on 8 mo 9); cama, YKOIMKO je HapeIHa
oy Hexa on 4-3, 4-5 unu 4-7, Tana, 300r CUMETPUYHOCTH, Ha TPAry IyTame
MOpa mocTojaru u aAyx 3-8, 5-8 omHocHo 7-8. Y mpBoM u Tpehewm ciaydajy oHa
OHZa MOpa OUTH yIpaBo HapemHa Ay (jep ce He MOKEMO MOCJIEe BPATUTHU Y
Tauky 3, OQHOCHO 7), U TOTOM C€ MyTama MOpa 3aBPIIATHA IIOMEpajeM o1 8
1o 9, KoHTpaauEnMja (jep HUCY CBe Tadyke MOKPUBEHE). Y OPYTOM CIIydajy
nocToju jomr m MoryhHoCT ga mocie 4-5 HACTABUMO ca Oy:RU H-6, a 1a y HEKOM
KacHujeM Kopaky on 2 nobemo no 8 (1 morom no 9); npumerrmo, mehyrum, na
TO MOKEMO M3BecTUu Ha ciaemehwmx mer HaumHa: 6 - 2,6 23— 2, 6 =7 — 2,
6 —23—-7—2ub—7—3— 2, ay CcBakoM O BHUX UJIU IyTama HE MPOJIA3U
KpO3 cBuUX 9 Tayaka, WIM Tpar HUje OCHOCUMETPUYAH. Y JeZHO, OBUM CMO
pa3MoTpuan 1 MOTYNHOCT ma HapenHa moy:k Oyme 4-6. Ilakie, HapemHa moy:k
Mmopa outu 4-2. Tama, YKOIMKO On Tauke 2 majbe MAEMO OO Tadke 6, MOTOM
Mopamo ozatrie oTuhm mo 8 ma 3aBpmuUTU y 9, KOHTPAOUKINU]A, & YKOJIUKO
O Tauke 2 maeMo 10 3, 5 uiau 7, Tala OneT AoOmjaMO KOHTPAIUKIN]y MCTUM
apryMEeHTOM Ka0 MaJIoIpe.

Yrosnuko myTama kpehe ox Tauke 4, BpJIO CINYHUM PE30HOM TOOMjaMO KOH-
TPaIUKINU]Y.

Komauno, mpeocraje moryhiHOCT na moueTHa Tauyka MMyTame HUje TAYKA C
jeMMHCTBEHUM CYCeIOM, Tj. Ja Ha IIyTamU MOCTOjU Aeo, Oe3 yMamema OIIITO-
cru, 4 — 1 — 7 (rme Tauka 1 UMa jeQUHCTBEHOI Cycena Ha Tpary IyTambe).
Tanma, 360r cUMETPUYHOCTHU, HA TMyTamU MOpPA MOCTOjaTH U Iy: (-9, ma je
nociaenmU Oeo ynpaBo nomepaj on 7 mo 9. Ilpema Ttome, myrama He MOKe
noueTu of Tadke 4, ma Tavyka 4 nMma jou jenHor cycena ocuM 1 u 3. MeDhyrum
Taga U Tavka 8 MMa jom jemHor cycema (ocum 7 u 9, 3a Koje 3HAMO ma Cy
joj cycemu 360r mocienmer moTesa), Ia CiIeau Aa IyTamha MOpa nodery Oarr
u3 Tauke 8. AKO je mpBu Kopak 8 — 3, oaMax moOUjaMO KOHTPAIUKIM]Y
30or cumerpuje (myTama O6u Mopasa outm 8 — 3 — 4 — 1 — 7 — 9, mTo
He obyxBara cBe Tauke). AKO je mpBU Kopak 8 — 6, Tajga Ha IMyTamU MOpa
IOCTOjaT! U OY:K 2-4, ma YKOJIWKO U3 Tauke 6 0IMax OIeMO Y TAUKy 2, Iy Tama
Mopa butm 8 -6 —-2 —4 —1—7— 9, te nehe obyxBarutu Tauke 3 u 5,
a YKOJUKO U3 Tauke 6 omeMo y Tauky 3, OMHOCHO b, Tazna cienehwu momepaj
CBaKako Mopa Ourm no tauke 2 (jep m myxk 3-2, OQHOCHO 5-2, Mopa OuUTH
HA Tpary IyTame, & OHa OHIa MOpa OWTU yOpaBO HApeIHA OysK), Ia ce
myTama OIET 3aBpPIIaBa KA0 MaJIONIpe W He ODyXBaTa TadvKy H, OTHOCHO 3;
KOHTDAUKIMja y CBakoM ciaydajy. Komauno, ako je mpsu kopak 8 — 5 (y
mra ybGpajamo m 8 — 2), Taga Ha Tpary oyTame MOpa IOCTOJATU U LYK
5-4, ajgu OoHa y OBOM cCJydajy He Mopa OuTu HapemHa ay:k, oynyhum na je
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By Moryhe HanpraTty U KacHHUje Kao meo my:ku 6-4. Jlako Buaumo ma ce OBO
3aucTa Moxke moctuhu Ha ciaenehw waumn: 8 -2 —>3 —-6—-4—>1—->7—9.

e 1-4 u 3-6: Ha uctu HaumH ka0 MaJjompe AOOMjaMO KOHTPAMUKIU]Y C TIPET-
MIOCTABKOM Jla OBE TAYKe C JeIUHCTBEHUM CYCEIOM NIPEACTABIHA]Yy YIPABO
movetak um Kpaj myrame. [Ipeocrtaje ciydaj ma Ha TyTamW MOCTOJjU AEO
6 — 3 — 9. Kao mamonpe mobujamo ma myrama Tana MOpPa MOJA3UTU U3
tauke 4, a 3a ciaenehy rauky n360p cy jenuno 2, 5 uau 8, KOje CBe IPUIATA]Y
OCHU CUMETpHje, Ta ce y CBUM CJIydajeBUMa OaAMax mobuja KOHTPAIUKIMja HA
Beh Buben mauwus.

e 2-4 u 6-8: Ha mcTu HaumH ka0 MaJonpe mKoOMjaMO KOHTPAIUKIU]Y C IpPEeT-
IOCTAaBKOM Oa OBE TAdKe C jeIWHCTBEHUM CYCEAOM NPENCTABIbAjYy YIPABO
IOoYeTak U Kpaj myTame. Y OBOM CIy4Yajy, 3 PA3juKy O IPETXOOHA OBA, aJl-
TEepHATUBHA MOTYNHOCT U HE MMOCTOjU, ITa OBOM KOHTPAIUKIIN]OM 3aBPIIABAMO
JOKa3.

3. Osmauummo ca A;, By u (| Tauke y KojuMa yIUCAHA KPY:KHUIA OOIUPYje
crpauune BC, CA u AB, pecuekrusuo. lame, ozuauumo ca I,, I u I, mearpe
kpyskuuna ko, ky n ke, a ca Ay, By u C] ®UX0OBe HOAUPHE TAUYKE Ca CTPAHUIAMA
BC, CA u AB, cBe pecnektuBHo. Konauno, Heka ce Taurenre t, u tp CEKy y TAUKU
X, 3atum t, u t. y Tauru Xp, a tp u t. y Tavyrn X,.

Ip 2017 4A 3

Kako cy npase AC u t}, 3ajenHrUKe CIOMbAIIKHE TAHTeHTE 33 ko U ke, OHE MOpajy
6wty cuMerpuuHe y omgHocy Ha nupaBy I,Il.. Omariae mmamo ciaenehim pauys ¢ opu-
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jEHTHUCaHUM YTJIOBAMA:

L(ty, BC) = L(ty, Io1.) + £(II., BC) = £(I,1,, AC) + £(I,I,, BC)
=24 (I, BC) + £(BC, AC) = £(AB, BC) + £(BC, AC) = £(AB, AC).

Ananoruo mobujamo £(t., BC) = L(AC, AB), tj. upase t, u t. rpane jeqHake aiu
CYIPOTHO opujeHTHCcaHe yriose ca npasom BC. Cuenu na cumerpada Ltpt., a TO
je mpaBa X,[,, Mmopa 6utu HOpMaJiHa Ha npaBy BC, Te oHa mpoia3u Kpo3 TauKy
Ay. Amasorno, I,Bs u I.Cy cy cumerpane Lt,t. u Lt,ty, pemom. Ilpema Towme,
[EHTap ynumcaHe Kpy:kHUIE Tpoyriaa onpebenor mpasmma t,, t, u t. Hama3u ce y
npecery npasux I,As, IyBs u I.Cs.

Osmaunmmo ca U rtauky neHTpasHocuMerpuyHy Ttauku [ y omaocy Ha O.
Tepaumo ma je mocMarpaHnu neHTap ynpaso tauka U. 3aucta, uz BA; = A;C (mTo
je mosHaTa uumeHuna) ciaemu na cy npase IA; u I, As cumerpuune y omHOCY HA
cumerpauay nysxku BC (Ha ®K0joj nesku u rauka O), na ogatne U € I, Ay. Anasoruo,
UelyBy uU e [.Cy, unme je TBpheme mokraszaHo.

4. HaszBaheMmo ckym ca y3acTomHuMM TpoyraoHuMm OpojeBuma T, a ckym ca Pu-
bonaunjesum 6pojesuma F'. Ilpernocrasumo na 1 € T. Tanau 3 € T. Akou 6 € T,
ouna ciequ 2 € T (jep je ouma u 2 meaunan 6poja n, a memy y3actonau Pubonauu-
jeBu Opojesu, 1 u 3, uucy y F), mehyrum kaxo 2 Huje Tpoyraonu 6poj, caenu na
6 ¢ T, re nobujamo T = {1,3}. Cana, ako nmamo nBa y3acronsHa PuboHauujesa
opoja Fy n Fy11 y F, rana nnu 3Fy, nnu 3Fy,1 takohe mopa npunanatu cxkymy F',
jep je 6ap jeman ox Ta aBa Gpoja mpaBu menumial 6poja n (HajBume jenas ox Fy,
Fj11 je nemus ca 3, na ako uup. 31 Fy, tana 3F) | n, a He moxke Gutn 3F, = n jep
Fyyq | namu Fiiq 13F;). MebyTuwm, 3a npoussoman Pubonauujes 6poj F; > 1 6poj
3F; ve moxxe O6utu Pubonauujes 300r: Fii3=2F 1+ F, >3F >2F+F_1 = Fi 0.
Cnemun 1 ¢ T.

Hakne, 1 € F. Tana my:xuo u 2 € F. Ipernocrasumo npso F = {1,2}. Hera
je t majmamu 6poj y T. Tana je t mpoct 6poj, jep Ou y CymIpPOTHOM U HEKU MPaBU
nmesuian 6poja ¢ pazmuuut on 1 u 2 (Takas curypHo mocrtoju 36or t # 4, 6yxyhu
na 4 auje Tpoyraonu 6poj) 6uo nmpasu mesuian 6poja n, na ou 6uo wiau y F uau
y T, a Hr jemuo mum npyro Huje moryhe. Mebhyrmm, mako ce Bumu ma je 6poj 3
jemmum TpoyraonHu npoct 6poj. Hakme, tama 3 € T, a ouma u 6 € T. Aro jom
u 10 € T, ouma 5 wuté je Tpoyraouu 6poj mutu moxke y F jep 3 ¢ F, re je To
KOHTpaIuKnuja, a ako 6u ouno camo T = {3,6}, caemu na je 6 mpasu menmian
6poja n, ma 6u n MopaJyo ma Oyme mespMBO Oap € jOII jemHMM TPOCTUM OpojeMm
pasmuuutumM ox 2 (jep 4 ¢ T, F'), anu onga 6u mocTojao mpasu mesauialn 6poja n
Behu ox 6, KOHTpaIUKLILjA.

Hakne, mmamo jomu 3 € F. Tana 6 € T (jep 6 | nun > 6, a 6 auje Pubonauujen
6poj), aonnau 10 € T, re 5 | n, mau 15 € T (upasu neaunan, a auje Prbonaunjes
6poj). Yronuro u 21 € T, Tana 6u u 7 610 geausal IOCMATPAHOT Opoja, anu TO
auje au Pubonauujes Hu Tpoyraouu 6poj. Caemu T = {6,10,15}, a omarane F =
{1,2,3,5} (me moskemo umaru u 8 € F' jep 4 Huje uu Prubonauunjes HU TPOYTAOHU
6poj) u mamokoH n = 30, mwTo U jecTe GpPOj KOjU 3a40BOJbABA YCJIOBE 3aJaTKA, U
TO je OHJa jeOUHO PeNleme 3aTaTKa.
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IIpBu paspen — b kareropuja

1. Heka cy a u b ocHOBuUIle TOCMaTpaHOr Tpame3a a h merosa BucCuUHA. Tamga
Bucube u3 temena E y AABE u ADCE wn3noce %, IIa UMaMo:

a+b

h = P(ABCD)

= P(AABE) + P(ACDE) + P(AADE)

= % + % + P(AADE),

Ilp 2017 1B 1

omaxne ciemn P(AADE) = atbp — DABCD)

7!
Ilame, ako je hy sucuna NADE u3 temena D, tama umamo hy = % = 4 (360r
LAED = 30°), u orna P(AADE) = 4EM = 104 — 90, Konauno, P(ABCD) =

2P(AADE) = 40.

2. Ogrosop je me.

IIpermocTaBuMO CympoTHO, Tj. [a je mociie n TOAWHA IaaTa paTHruka mosehaHa.
MoskemMo mpeToCcTaBUTH Ja je N mapaH Opoj: 3amcTa, ako je n Henapan 6poj, Tana
je mnara nociie n— 1 roguuaa 6una Behia HEero niara mocJsie n TOAWHA, 1A je U IIaTa

nociae n — 1 roguHa 6maa Beha on mouerHe miaare.
Osznmauumo n = 2k, a moueTHa miaTa Heka je P. Ao je mimara mocse n roauHa
jemaaka K, Basku

10 11 12 13 10 + 2k — 2 10+ 2k —1
K:P(lf—) (1+—) (17—) (1+—)~-(17+7) (1++7).
100 100 100 100 100 100
IlocmaTpajMo mBa mo ABa y3aCTONHA YJaHA Y OBOM HPOW3BOLY, Tj. IPOU3BOIE

(1 21 4 ) s O <1 < b 1. B

(1_10+21)( 10+2l+1>_1+L_(10+21)(10+25+1)
100 100 ~ 100 10000
1 10-11 1 11
<1+ — =1

_ |
100 10000 + 100 1000 <5h

omakie caemu K < P.

3. Moxe y 6 moresa: al — b3 — ¢b — ed — gb — {7 — h8.
[Tokasxknmo jorn ma He MOske y Mame ox 6 moresa. Y
[IpBo mpumeTHMO y CBAKOM IIOTE3y CKakad IpeJsa3u ¢ Oe-
JIOr Ha IPHO moJsbe m obparHo. Kako cy moma al u h8 wmcre
b6oje, buhe morpeban mapan 6poj more3a. Ilame, TOKAKAMO
na CKakad He Moske y 4 miam Mame more3a mga mobe on al mo
h8. TIpu kperamy om al mo h8, ckakau ce mopa momeputu [&
VKYIHO 7 KOpaKa HaJeCHO U 7 KOpaKa HABUIIE, ITO j& YKYIHO
14 kopara. Kako ckakad y CBakoM NOTe3y mae 2 KOpaka Ha
jemHy cTpaHy U jemaH KOpDak Ha APYTY, IITO je 3 KOpaka, TO Ip 2017 15 3
Ou y 4 uau Mame more3a MOTao mOa Ce MOMEpPU HajBUIle 3a
4.3 =12 < 14 ropara. Crora je MuHuMaJjiad Opoj more3a 6.

L
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4. Iocaenma (mera) mudpa mopa Ouru mapsa, mro je 5 moryhuocru (0, 2,
4, 6 nuu 8). 3a mpBy undpy mMamo ykynHo 8 moryhuoctu (6wino koja nudpa
pazmuuuta on 0 u 9), a 3a apyry u tpehy no 9 moryhuoctu (6uno koja madpa
pasmuunra ox 9). Ilpeocraje onaGparu yerspry nudpy. [Ipuaukom meHOr Oxa-
Bbupa mMopamo mazuTty ma 30up nudapa He Oyme nemus ca 3 (kaxko mobujeH GpOj
He 6u Ouo memus ca 3). 36up 1o cama omabpanux uupapa naje ocrarak 0, 1 mwau
2 mpu mememy ca 3; y IPBOM CIIyYajy 3a YeTBPTY HUPPY MOKEMO omabparu Ouio
kojy ocuMm 0, 3 u 6, mTo je 6 MmoryhHocTH; ciuyHo, 1 y apyroM u rpehem ciyuajy
rmamo 1o 6 moryhuoctu (u3berasamo mudpe 2, 5 u 8, omrocuo 1, 4 u 7). Ilakue,
6e3 ob3upa Ha ocraTak Koju 30up morie omabpaHux nmudapa maje mpu Tejbemy
ca 3, 3a 4eTBpTy nuppy yBek mmamo u3bop m3amely 6 moryhuoctu. IIpema tome,
TakBUX OpojeBa ykymHO mMma 8-9-9-6-5 = 19440.

5. ITomro Basxku 400 - 400 = 160000 > 99999, zarmyuyjemo II < 4. Ilomro ce
T - T zappmasa ca T, ciemu T € {0,1,5,6}. Vckmyuyjemo moryhuoct T = 0, jep
6u ce Taga IIET? zaspmasaio ca 00, a oo muje moryhe 360r mecHe crpase.
IIpumernmo ma ce 6poj ET - ET 3aBpmasa ca ET, a momTo mMamo ET? =
(10-E+ T)>=100- E*4+20- E - T + T?, 3armyuyjemo na ce 20- E - T + T? mopa
zaBpmaBatu ca ET. Cana paszasajamo ciayuajese mo T.
e T =1: Tama ce 20 - F + 1 mopa 3aspmasatu ca El, tj. 2- E ce mopa 3a-
BpmaBaTtu ca F, a oBo je moryhe camo 3a F = 0. Tectupamem moryhunoctu
II € {2,3} mobujamo 201 - 201 = 40401, mro Huje pememe (360r A # C), rao
u 301 - 301 = 90601, mTo jecTe jemHO pememe.
e T =05: Tama ce 100 - E + 25 mopa 3aBpmasaTtu ca E5, ma omvax mobujamo
E = 2. Tectupamenm moryhumoctu I € {1,3} mobujamo 125 - 125 = 15625 u
325 - 325 = 105625, a HuMmMTa O OBOI HUje pellene.
o T =6: Tama ce 120 - F + 36 mopa 3aBpmasatu ca FE6, tj. 2- E + 3 ce mopa
3appmasaTu ca F, a oo je moryhe camo 3a £ = 7. Tectupamem moryhuoctu
II €{1,2,3} mobujamo 176176 = 30976, 276-276 = 76176 u 376-376 = 141376,
a HUIITa Ol OBOT HUj€ PEIIEHE.
Iakne, jenunao pememe je 301 - 301 = 90601.

Ipyru paspen — B kareropuja

1. [TocTaBibeHa jeqHAUMHA je EKBUBAJECHTHA ca /12 + px + g = 2017—x, omakie
oamax umamo ycaos 2017 —x > 0, 7j. z < 2017. Canga MOKeMO KBAIPUPATUA OBY je-
mHaYuRy, unMe nobujamo x2+pr+q = 20172 —4034z+22, 1j. (p+4034)z = 20172 —q.
Y cayuajy p + 4034 # 0 oBa jemHauumHa UMa JeIUHCTBEHO pememe (IITO HaM He
omrosapa), ma ocraje p = —4034. Tana 3a ¢ # 2017 UMaMO KOHTPAIWKINU]y, TOK
3a ¢ = 2017%? umamo Tavan m3pas 0 = 0, ma Cy y TOM clydajy pellema CBe Bpe-
OHOCTU T KOje MCIyHhaBajy MOCTaBHhEHO orpanuueme r < 2017, Tj. meo uHTEpBA
(—00,2017]. Kako y meMy uMa GeCKOHAYHO MHOTO Tadaka (M CaMUM THM BUIILE O
2017), 3akmydyjeMo ma Cy jeauHe BPEIHOCTU HMapaMeTapa p U ¢ KOje UCHYHaBa]y
ycioB 3amaTka p = —4034 u g = 20172,

2. a) O3HaYuMO yTJIOBE MOCMATPAHOr TPOYLia ca «, (3 U Y, U HPETIOCTABUMO,
6e3 ymamema ommroctu, o > (3 > . Heka je H opromenrap AABC. Kpy:xHuna
uan npeunukoM BH canp:xm tauke Ay u Cy (360r mpasux yraosa xox Ag u Cp),
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U caInYHO KpyskHMna Hax npeunnkom CH canpsku tauke Ay u By, nma u3 ocobuna
nepudepujcKux yriosa no0ujamo

£ ByAoCy = LByAoH + LHA\Cy = LByCH + £HBCy

(T T B 5
=(5-a)+(5-a)=m-2
Amnanoruno, mpeocrana aga yriaa y AAgBgCy uzsoce m — 20 u m — 2y, u 3a Ta
TPpU yrila Basky mopemak m — 2y = m — 20 > m — 2a. Cana u3 CIUYHOCTU OATe Y
MOCTaBIM cjaemt o« = 7 — 2y, B =7 — 28 u v = 7™ — 2a, Ia U3 APYyre jenHavunHe
omvax mobujamo = F, a omysumamem tpehe on mpse mmamo a — 7y = 2(a — ),
T—x

Tj. @ =, ma gobujamo a =y = —> = .

C

Co

_—

Tp 2017 2B 2

b) Hera canma Bamm o > ( > v, amm o« > 5. Ciuyro Kao y JOesty mox a),

U3padyHaBaMO

£ByAyCy = £ByAgA+ LAACy = LByBA + LACC

™

:(5—(77—04))—1—(%—@—04)) =2a —,

KA()BQCO = KAoBoA—i-KAB()CO == KAoBA—‘rKCBCO = Qﬁ 1, aHaJIOTHO, KA()CQBQ =
27v. Homro Baskm 20 > 2v, majsehu yrao y AAgByCy je muu 2o — 7w, nnm 203.
Y mpBoM cay4ajy M3 3a1aTe CIWYHOCTH UMaMoO &« = 2 — M, Tj. & = 7, MWITO je
wemoryhe. Ocraje, makie, a = 23. Ilomro je memoryhe v = 2v, mpeocraje v =

2a — 7 u = 2v. Harne, umamo v = 2a — 7 =4 —7 =8y — 7, Tj. v = %, u oHzua

3. CBu matu pazioMuu cy OBJIMKA ﬁ OHu ce He MOr'Yy CKDATUTU aKO U
camo axo Baxku H3I(k,k+n+2) =1, a mTo je UCOYHBEHO AKO M CAMO aKO BayKU
H3(k,n+2) = 1. Ilakse, TpakuMO HajMAmU NPUPOIAH OPOj n TakaB aa je n+ 2
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y3ajamHO mpocT ca 7, 8, 9, ..., 2015. 3a 1 < n < 4 nako HaJaszsuMo OpOj U3
IIOCMaTPAaHOT HU3a C KOJUM N + 2 Huje y3ajaMHO IpocT, 3a b < n < 2013 numamo na
je n+2 ynpaBo jeIHAKO HEKOM UWIaHy IMOCMATPAHOr HK3a (Ia TUME HUje y3ajaMHO
npocT ¢ muM), a 3a n = 2014 umamo n + 2 = 2016, mTo je mapan 6poj, ma OYUTO
HUje y3ajaMHO mpocT HOp. ca 8. Mebyrum, 3a n = 2015 umamo n+2 = 2017, a kako
je 2017 mpoct OpOj, OH jecTe y3ajaMHO IPOCT Ca CBUM YJIAHOBHMAa IOCMAaTPaHOT
HU3a, Ia je pememe 3anaTtka n = 2015.

4. Jla 6u pemema Ouia peajHa W Pa3IUYNATA, AUCKPUMUHAHTA OCMaTDAHE
jemmaumme Mopa O6uTu mosuTuBHA, ma wmamo 0 < (a + 2)? — 4a(a + 1) = 4 — 3a?,
onakye nobujamo |a| < % Pemema mocmarpane jennauune cy

a+2++vV4—3a?
2a '

Ty/2 =

. /4 — 2 /4 2
[IpernocraBrMo mpBO & je ¢ MO3UTHUBHO. 1ana mmamo a+2+2a4 aZ  at2 2a4 3a

a+2—+v4—3a?
2a

)
ma Tpeda joIr UCTTYHUTHU YCIIOB > 1. Hakon MHOKEHa OBe HejeTHAKOCTU
ca 2a (mWTO HEe MemAa 3HAK) OHA Ce MO}ke Tpauchopmucatu y 2 —a > 4 — 3a?.
Oparie omvax umaMo a < 2 (IWITO je CBaKAKO MCIYHEHO ¢ 063upoM Ha |a] < %), a

mocJe Kpagpupama ocraje 4—4a+a? > 4—3a?, 1j. 4a? > 4a, mTo ce cBOIM HA @ > 1.
a4+2—+/4—3a2 > a+2++4—3a?
2a 2a )

IIpermocraBumo cama na je a meraTuBHO. Tama mMaMo

_ 2 3
% > 1. Muoxehu oBy HejemmakocT ca

ma Tpeba joul MCIYHUTHU YCJIOB
2a (mTO cama Mema 3HAK HejemHAaKOCTH) nobujamo 2 + v4 —3a? < a, anm OBO
j€é KOHTpaIUKINja jep je JieBa CTpaHa MO3UTUBHA a NECHA HEraTWBHA, 1A je OBaj
cayyaj memoryh.

Iakne, ysumajyhu cse y 063up, pememe 3anatka je: a € (1, %)

5. Huje moryhe. IIpernocraBuMo cynpoTHO: HEKa je MOryhe cacTaBUTH TaKaB
IIpaBOYTraoHUK. Kako ce jemHa mocmarpaHna ¢urypa cacroju ox 6 kBagparuha, mro
je mapan O6poj, U MOBPUIMHA TOCMATPAHOr IPABOyraoHMKa Ouhe mapHa.

WM3znenumo mocmMarpaHu OPAaBOYTraOHWK HA jeOIWHUYHA II0HA W 0DOJjUMO UX
npHOM 1 6esioM 60jOM Ham3MeHWYHO (Kao ImaxoBCKy Tabuy). Ilomro je nospmmna
IIpaBOYTAOHUKA IapHA, IOCTOjU jenHaK Opoj UpHUX u Oenux nosma. Ilpnverumo na
CBaka KOIIMja IocMaTpaHe Gurype noxkpusa 2 npHa u 4 Oerna noJea, Uiau obpaTHO.
Heka je x 6poj konuja kKoje mokpuBajy 2 upua u 4 6esa nmosma, a y 6poj npeocranux
romuja. Tama je ykymam Opoj mpHUX mosba jemHak 2x + 4y, a Gemux 2y + 4z, ma
nmamo 2x + 4y = 2y + 4x, Tj. x = y; MmehyTuM, 0BO je Hemoryhe jep yKyIHO mMaMO
HemapaH OpOj Komuja mare QUIype, dYMMe je NOKa3 3aBPILEH.

Tpehu pa3pen — b kareropuja

1. YBpmTaBameM MICHTUTETA oS 2% = 2¢c0s’x — 1 u cos3x = 4cos®x — 3cosz y
oaTy jemHadumHy ao0umjaMo

cos’ & + (2cos® x — 1)% + (4cos® z — 3cosx)? =1,

mTo HakoH cpebuBama maje 16cos®z — 20cos?z + 6cos?x = 0. YBeaumo cmeny
y = cos?x, HAKOH uera ce IPeTXOmHA jexHaumua comu Ha 16y° — 20y% 4+ 6y = 0,
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10£+v102—4-8-3 __ 10+v4
16 - 16

1j. y(8y* — 10y + 3) = 0, umja pemema cy y; = 0 u Ya/3 =
Tj. Yo = % u ys = % Bpahame cmene maje cosx € {O,:l:@,:l:%}, mITO Y IPBOM
cilydajy BOIM IO pemema T € {7, 37”}, y apyrom x € {7, %’H %”, %’T}, a y tpehem
z € {Z,22 T LnY  Jlakme, mocTaBibeHa jedHAUMHA MMa yKynHO 10 pemema Ha
naTepBany|0, 27].

2. Osuaunmo ca N nmonHo:xje HOpMmaJse u3 M ua pasan ABC, Koje ce 10 yCIOBY
3a/aTKa HaJua3u Ha cpemuun ny:xu AAg. VI3 reopeme o Tpu nopmase umamo M Ag L
BC, na je nena pasan M AgA mopmasna na BC, a omarie Basxku u SAg L BC na
ouna ynpaso £SApA = 30°. Hame, momro ApS nexu y paBHu moBydeHoj kpo3 BC
mepuUHUCAHO] y TOCTABIM, a OHa je HopMmasmHa Ha MA, cnenun AgS L MA. Ilomro
cy ASAAy m ANAM upaBoyrau u nMajy 3ajeIHUYKA yrao y TeMeHy A, OHU Cy
cimuunuy, na Baxku LNMA = £LSA A = 30°. Ilaxkne,
momro je ANMA monoBuHa jeqHAKOCTPAHUYHOT,
caemu na je NAgM A jemnakocrpanuvan (6ynyhu
na je N cpemuna crpanune ApA), a tana je me-
roea BucuHa AgS yjemHo u meroBa TERKUNIHA IV3K,
1j. SA = SM. llupamune SABC u MSBC umajy
3ajemauuky mimocan SBC, a SA u SM cy wmuxose
BUCUHE HA Ty MJLOCAH, Ma MOMTO Cy OHE IOMIYy-
napHe, 3alpeMUHE OBE IBe MUPAMUIE CY jeTHAKE.
[Ipema tome, 3anpemuna nupamune M.SBC uznocu
Takobe 2017.

3. Moryhe je. IloTpaskumo 3axTeBaHO MIPEX-
craBmame y obauky Hop. 2017 = 6z 4+ 10y + 152
(Tama 3a Ma KOje x, Yy U z IPBa ABa cabuUpKa UMajy
3ajemHUYKN Oeuiar 2, IpBu u Tpehu 3ajennuyrn

Ilp 2017 3B 2 menuiaal 3, a Apyru u Tpehu 3ajeTHUYKA AeTUIal

5, ma HUKOja ABa HUCY y3ajamMHO mpocrta). Jlo-

BOJRHO je HahM jemHO pelleme OBe jeqHAUMHE, IITO CE MOMKE YUUHUTU Ha MHOTO

Ha4MHA: HA IPUMep, ucnpobaBameM MaJMX BPEAHOCTU 3a T W Y IHOK He Hambhemo

Ha ciaydaj kana je mzpa3d 2017 — 6z — 10y memus ca 15 (1 Taza 3a z MOkeMO y3eTu

KOJIMYHUEK Ta ABa O6poja) 6p3o mobmjamo ma ce To memasa (jemma moryhrocT) 3a

r = 2, y = 1, ma uspauyHaBaMo z = W = % = 133. Ilakse, mmamMo
npencraBmame 2017 = 12 + 10 4 1995.

4. JenmauuHa mpaBe Koja mpoJja3u Kpo3 Tauke A
u B je y = x — 1. KpyskHuna n3 mocraBke nMa I€H-
tap y Taukn (p,p? + 1) u momynpeurnur 1. JlokamEmmo
oa oBa Kpy:kKHUIA HEe ceude npaBy AB. Y Ty cBpXy,
onpemuhiemo Hajmpe HOpMAy Kpo3 Tauky (p,p? + 1)
Ha npaBy AB. Hben roepunujent npasua je —% =—1,
IIa IOITO je HeHa jenHauymHa obmuka y = —z + n,
BPEAHOCT N HAJA3WMO W3 yCJIOBa Oa MOBYYEHa HOP-
MaJia TTposTasyu Kpo3 Tauky (p,p® + 1): mmamo p? + 1 = »
—p + n, Da jegHaumHA IOCMATpaHE HOpMAJe TJIacu
y = —x + p®> +p+ 1. Ilpecex oBe HOpMAJE C IPABOM Ip 2017 3b 4
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AB (o3maunmo ra ca (zg,yo)) HAJA3UMO 3aMEHOM y = T — 1 y OpeTXoIHy jexHa-

2
yuHy: OHa TmMe mocraje £ — 1 = —x + p? + p + 1, omakie mobujamo xy = %,

aoHmA UM Yy =29 — 1= ﬁ%. OsBa tauka c npaBe AB je, makne, HajOamka TAUKA
(p,p? + 1), ma ma 6ucmo AOKazaim Aa ce MOCMATpaHe MpaBa U KPY/KHUNA HE CEKy,
MOBOJBHO jeé YTBPIAUTHU M4 je yIa/beHOCT IeHTPa KPY:KHUIE o oBe Tauke Beha on
MoJIypevHrka. PauyHaMo KBaApaT Te yIaLeHOCTH:

W -p+2° (-3 +9* (D) _49_,
) 2 ) 32 ’

mTo je u Tpebaso mokKazaTu.

Harmne, 6ynyhu na ce mpaBa AB u kpy:kHUIIA HE CEKy, Tauka ¢ npase AB
HajOMmKa KPY*KHANM j€ YIIPAaBo IIOMAHOMXK]e HOPMAJE U3 MEHTPA KPY/KHUIE HA IIPaBy
AB, a To je Taura (xo,yo). Jda 6u ce ona Hamaszuna usmehy ravaka A u B, Mmopa
BaskuTH 1 < 29 < 4, 1j. 1 < M < 4. JleBa mejemnaroct ce cBomu Ha 0 < p?+p =
p(p+ 1), mro je ncuymeno 3a p < —1 unm p > 0; mecHA HejeHAKOCT Ceé CBOIA HA
p?>+p—6 <0, 1j. (p+3)(p—2) < 0, mTO je ucnmymeno 3a —3 < p < 2. KombunoBamem
nobujeHnx OrpaHUuYeHa 3aKbydyjeMo ma je pememe 3amatka: p € (—3,—1)U(0,2).

5. [Tocmarpajmo n o6jekara (Hup. kyrauna) nopebanux y spery. CakoM mpen-
CTaBJbaBkhy M3 IOCTABKE OArOBapa MOCTAaBJ/balkE Mperpana m3Mebhy HEKUX KyTJIUIa
Ha TAKaB HAUMH [a IyKWHA (-TOr 110 pexy OJIOKa y3acTONHUX Kyrauia m3mebhy
KOJjUX HEMa Iperpana MpeiacTaBjba YIPaBoO i-TU cabUpar y MOCMATPaHOM 30upy.
(Ha mpumep, 3a n = 11, npencrasmawy 11 = 1+ 5+ 3 + 2 omrosapa caeneha
KOHpUrypanuja KyIrJnila U Iperpaua: o | eeeee | eee | eo.) Ouuriequo je 0BakBo
IpUIApYy:KUBame Oujeknuja, ma je JOBOJLHO M30pOojaTy HA KOJUKO HAUWHA MOKEMO
nmocrtaButu mperpane mameby kyrawuma. Vimamo n — 1 MecTa Ha KOjUMa MOKEMO
nocrassmatu nperpane (uameDy cBake ABe y3acTONHE KyrJuIe), U 3a CBAKO O]
Bux Obmpamo xohieMo sm TaMO MOCTAaBUTU Iperpany mam sehemo; ox Tako mobu-
jeHor Opoja HauMHA HA Kpajy OAy3WMaMO 1, HOIITO HE ypadyHABAMO MOIYyHOCT
a He IOCTAaBUMO HujenHy nperpany (jep mopamo umaru 6ap nBa cabupka, 1o
ycaoBy 3anartka). Ilakme, oarosop je on—l 1.

UYerBpTH; pa3pen — b kareropuja

1. Heka 3ajemamura TanreHTa OOAWPYje OPBY Hapaboiy y TAYKM Yuja je X-
KOODAMHATA T1, & APYry mapaboiy y Taukyu 4dmja je T-KoopawHaTta Ts. VI3Bonm
jemHaunHe pBe mapabdose y TauKy £ U3HOCU 2x1 + 3, MTO je KoeUInjeHT npaBia
TaHTEHTE y T1, & CIUYHO, IOCMaTpameM Apyre napaboie, mobujaMo na je koedu-
[jeHT MpaBlla TaHCEHTEe jemHak 2rs + 5. AKO mocMmarpaHa 3ajeJHUYKA TaHTCEHTa
uMa jemHauuHy Yy = k& + n, Tama w3 OIPETXOMHOr mMaMo 2z + 3 = 2z9 + 5 = k,
a omatne xr; = To + 1. asme, momTo ce Tavke moaupa HAJMa3€ U HA TAHTEHTU
U Ha MPBOj, ONHOCHO APYTOj mapabosu, moCMaTpameM Y-KOOpAUHATA TOOMjamMo
(221 +3)x1 +n = 22 + 321 + 6 u (222 + 5)xg + n = 23 + bae + 3, omarme ciemm
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n=6—2% =3—2% 7j. 22 —2% = 3. Bamenom 7, = 1o +1 y 0By jemHarocT mo6ujamo
3= (x2+ 1)2 —m% =215+ 1, a omarie caenu ro = 1, u ogma r1 = 29 + 1 = 2. Jlame
uzpauyraBaMo k = 211 +3 =7 un = 6—1? = 2, na jenHaumHa 3ajeHUYKE TAHTCHTE
raacu y = 7x + 2, a oHa npBy napaboixy momupyje y tauku (x1,7x1 + 2) = (2, 16),
a Opyry y Tadru (g, 7xe +2) = (1,9).

2. Yronuko je n mapas 6poj, Tana je 6poj n? + 2" mapan u sehu ox 2, ma He
moxke butu npoct. Ilakme, n Mopa Outu Hemapan 6poj. Ako je n obmuka 6k + 1,
MaMO

n?+2" =6k +1)2+(2%F . 2=(6k+1)?+64"-2=12+1".2=3=0 (mod 3),
a ako je n obawmra 6k + 5, mmamo
n?+2" = (6k+5)%+ (29 .2°=524+1F.32=57=0 (mod 3),

Te cy oba opa ciayuaja memoryha, jep je n?+2" 6poj Behu ox 3 u nemus ca 3, ma
He Moke Outu mpoct. Jlakme, momTo je n HemapaH Opoj a He maje ocTaTke HUTU |
HUTHU b IpU JAebely ca 6, mpeocTaje jemnHo na n Jaje OCTATaK 3 IPU IeJhbemy Ca
6, a TO ynmpaBo 3Ha4u 1a je nm OeJbUB ca 3 ajil HUje OesbuB ca 6.

3. a) Huje moryhie. Bes ymamema ommrocty, HeKa Cy y IPBOj BPCTU YIKCAHU
opojesu 1, 2, 3, 4 Tum penoMm. Y TPBOj KOJIOHU HA APYTOM MECTY HE cMe Outu 6poj 2
jep bucMo mMas oujaroHasy Iy:KUHE ABa Ha Yuja je 00a mossa ymnucan 6poj 2. U3
cangHOr passora Ha Tpehem mecty He cMme Outu 6pOj 3, U HA YETBPTOM MECTY HE
cme 6utu 6poj 4. Omarne nobujaMo na cy jeauwHa masa Moryha pacmopena y mIpBOj
rousionu 1, 3, 4, 2 unu 1, 4, 2, 3. Mebytum, y oba Ta ciaydaja ce UCIOCTaBba 13 HE
MOKEMO YIUCATU HUjedaH OPOj Ha MOJbe Y MPECeKy Apyre BPCTE W ApYyTre KOJOHE,
jep koju rox 6poj Tamo nma ymnuimemo, mMahemMo BpPCTy, KOJOHY WM AWjarOHAJY
KOja camIp:KM TO MOJbEe a y KOjOj ce HeKM OpOoj mojaBibyje mBa myTa.

21314
?

2134
?

WIN| |+~

DNO| | QO —

b) Moryhe je. Hwxe npukasyjemo jenan npuMep Taxkse Tadiuie.

=N ot | =
QY W =N
N Ot W
DO Ot Lo| | >
W | = Do Ot

Hanomena. 3anHTepecoBaHuM yUYeHUIIIMA IPENOpPyYyjeMo mna moryienajy u 1.
3amarak 3a 1. paspen A kareropuje.

4. ITocmarpajmo U3 KOju je 3amar ycaosuMma a; = V2017 u ap41 = 2017 + ay,.
Tpamena BPeIHOCT y HAMeEM 3aJaTKy TpeacTaBba |agoi7|. Kako Bawm 442 =

1936 < 2017 < 2025 = 452, umamo 44 < a; < 45, a omatne ciaema |a;| = 44.
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Canma CIMYHO, KaKO BaKU 452 = 2025 < 2061 < 2017 + a1 < 2062 < 462 = 2116
u as = /2017 + a1, mmamo 45 < as < 46, a omarme ciemn |az]| = 45. Vnnykmm-
jom hemo mokasaru ma 3a cBe n > 2 Baku |a,| = 45. Basuu ciaydaj cMO ympaso
IPOBEPUIIN; NAJHEe, YKOIMKO IPETIOCTABUMO |a,| = 45, Tana nmamo 45 < a, < 46
u 452 = 2025 < 2062 < 2017 + a,, < 2063 < 462 = 2116 u a, 41 = /2017 + a,,, Te 3a-
kbyuyjeMo 45 < a1 < 46, ogakne caemu |an,+1| = 45. OBuM je HOKA3 MHIYKINI]OM
sappmen. V3 nokazanor tBphema ommax mMamMo |ago17] = 45.

5. O6Genesxkumo BC = a, AC = b, CJ = ¢ u HC = y. Ouurienso Ba:ku

NAFG ~ NACJ, na nobujamo aTer = %, a oJaTiie M3pauyyHABaMO T = a“—_fb.
Canuno, ADBE ~ ACBH, na nobujamo aT--b = %, a omaTiie M3pauyyHaBaMO U

__ _ab .
Y= IIpumerumo cana:

%b = P(AACB) “ Y

= P(AAIB) + P(AACJ) + P(ABCH) — P(HCJI)

bLbb Lbba v !
= P(AAIB) + % + % — P(HCJI) . A ”

_ab_
= P(AAIB) + (b+ a) “;b — P(HCJI)

D E
ab

a omaBne cnemu P(HCJI) = P(AAIB) = 2017.

Canpskaj
Beorpam . . . . . . . e e 1
JIpsKABHA KOMUCHIJA . . . . .« o v o e e et e e e e e e e e 4
ONIITUHCKO TAKMITUEELE . . . . . . . o o o it e e e e e e e e e 5
OKPY/KHO TAKMITUEELE . . . . . . . o ottt e e b e e e e e 10
JIPsKABHO TAKMMUEHELE . . . . . o o o o oo e e e e e e 15
Pemema 3agaTraka ca OOIMITUHCKOT TAKMHMUYUEHHA . . . . . . . . . . . . . . .. 21
Pemema 3amaraka ca OKPYsKHOT TAKMUUEHA . . . . . . . . . . .« . . . .. 33

Pemema 3amaTraka ca OpsKAaBHOT TAKMHUYEHA . . . . . . . . . . . . . . . .. 46



