Teme s natjecanja: Princip ekstrema
Anja Grgec', Matko Ljulj?

Uvod

Princip ekstrema jedan je od vaznih alata u matematickim dokazima. Koristi se najces-
¢e u kombinatornim zadatcima u kojima uvodenje dodatne pretpostavke u vidu promatra-
nja nekog ekstremnog objekta (najmanjeg ili najveéeg po nekom kriteriju) moze dovesti
do preciznih argumenata, pa onda i do kratkih i jednostavnih dokaza. Ovaj princip pomaZe
da precizno formuliramo argumente koji bi inace mogli ostati nejasni.

Princip ekstrema zaniva se na poznatim tvrdnjama: svaki konac¢ni neprazni podskup
realnih brojeva ima minimalni i maksimalni element, te svaki beskonac¢ni podskup prirod-
nih brojeva ima minimalni element. Princip ekstrema naj¢eSée se koristi u kombinatornim
problemima, no njegova je primjena §$iroka te obuhvaca i druga podru¢ja matematike kao
Sto su geometrija, teorija grafova i teorija brojeva. U zadatcima gdje trebamo dokazati ne-
ku tvrdnju, ovaj se princip ¢esto kombinira s metodom kontradikcije: slijedeci argumente
u rjeSenju dokazuje se da postoji neki drugi element koji je veéi (odnosno manji) od pr-
vog. Ovisno o specifi¢nostima problema, dokaz moZze ukljucivati i upotrebu Dirichletovog
principa ili primjenu principa matematicke indukcije. Cilj ovog teksta je prikazati kako se
princip ekstrema koristi kao alat matematickog razmisljanja, istraZzujuéi njegovu primjenu
u razli¢itim podrucjima matematike uz primjere na natjecanjima.

Ovaj tekst temelji se na diplomskom radu Princip ekstrema na matematickim natjeca-
njima koji je autorica obranila ujesen 2024. na Prirodoslovno-matemati¢kom fakultetu u
Zagrebu pod mentorstvom autora. Sve slike koriStene u svrhu prikaza rjeSenja zadataka
izradene su pomocu alata GeoGebra, [7].

Princip ekstrema u kombinatorici

(Korejska matematicka olimpijada, 2003., [2].) Neka su C i B konacni
skupovi crnih i bijelih tocaka u ravnini takvi da svaka duZina koja spaja dvije tocke iste
boje sadrzi tocku druge boje. DokaZi da oba skupa moraju
lezati na jednom pravcu. T,

Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji ba- \
rem jedna tocka koja ne leZi na pravcu odredenom s ne- \
ke druge dvije tocke. Tada su te tri tocke vrhovi nekog \
trokuta povrsine razli¢ite od nula. Medu svim takvim \
nedegeneriranim trokutima odredenim to¢kama iz sku- Y
pova C i B promotrimo onaj najmanje povrSine. Ka- ht
ko su C i B konac¢ni skupovi, postoji kona¢no mnogo T, 4 T

Slika 1. Trokut najmanje povrsine.
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takvih trokuta, pa onda i onaj najmanje povrSine. Po Dirichletovom principu u tom tro-
kutu postoje dva vrha iste boje. Bez smanjenja opcéenitosti, pretpostavimo da su dva vr-
ha tog trokuta crne boje. Neka su to tocke T i T, te neka je treéi vrh T5. Duzini 7,7,
krajnje tocke su crne boje, pa prema pretpostavci zadatka, mora sadrzavati toc¢ku iz sku-
pa B. Nazovimo tu tocku A. Medutim, oba trokuta T1AT3 i AT,T3 manje su povrSine od
pocetnog trokuta za koji smo prepostavili da je najmanje povrsine, ¢ime dobivamo kont-
radikciju. Dakle, pocetna pretpostavka je neto¢na, Sto povlaci da sve tocke iz skupova C
1 B moraju leZati na jednom pravcu.

Zadatak 2.2. (Madarska matematicka olimpijada, 2006., [2].) Domacin i njegova su-
pruga na zabavu su pozvali n parova. Prilikom upoznavanja doslo je do rukovanja mno-
gih osoba, pri Cemu se nitko nije rukovao sa svojim partnerom te se svaka od 2n+1 osoba
(ne brojec¢i domacina) rukovala s razlic¢itim brojem ljudi. S koliko se ljudi rukovala doma-
éinova supruga?

Rjesenje. Ovaj problem rijeSit cemo metodom matemati¢ke indukcije. Neka za svaki
prirodan broj n P(n) oznaCava broj ljudi s kojima se rukovala domacinova supruga na
zabavi na kojoj je bilo n parova. Dokazat éemo da je P(n) = n.

Za bazu matematicke indukcije imamo n = 1. Na zabavi se nalaze dva para. Gost, gos-
¢a i domacinova supruga rukovali su se svaki s nijednom, jednom ili dvije osobe, u nekom
redoslijedu. Osoba koja se rukovala s dvije osobe nije se rukovala jedino s osobom s nula
rukovanja. Prema uvjetu zadatka, zaklju¢ujemo da se nije rukovala jedino sa svojim part-
nerom, pa osoba s nula i dva rukovanja ¢ine par. Dakle, ostaje osoba s jednim rukovanjem,
§to je domacinova supruga. Dakle, P(1) = 1.

Pretpostavimo sada da je P(n) = n, i odredimo P(n+ 1). Na zabavi je, bez domadina,
prisutno 2(n+1)41 = 2n+3 osoba, a brojevi rukovanja su iz skupa {0, 1,2, ...,2n+2}.
Osoba s 2n + 2 rukovanja (nazovimo ju s X) rukovala se sa svima osim s osobom koja
ima O rukovanja, pa je to nuZno njezin partner (nazovimo ga Y). Uklanjanjem X i Y,
ostaje zabava s n parova. Sve osobe osim X i Y rukovale su se s X, anisu s Y, pa se
uklanjanjem X i Y svaka od preostalih osoba rukovala s 0,1,...,2n — 1 ili 2n osoba.
Dakle, zadovoljeni su uvjeti pretpostavke indukcije. Prema njoj, domacinova supruga se
na toj skracenoj zabavi rukovala s n ljudi. Dakle, u slucaju s n-+ 1 parova, domacica se
rukovala s 7+ 1 ljudi (ukljucujuci X). Slijedi, P(n+1) =n+1.

Principom matematicke indukcije dokazali smo da se domacinova supruga na zabavi
s n pozvanih parova rukovala s n osoba.

Zadatak 2.3. (Steinerov problem, [3].) Koji je najveci broj dijelova ravnine odreden
s n pravaca?

Rjesenje. Neka je P, maksimalan broj dijelova rav-
nine podijeljene s n pravaca. Uvedimo pojam najdublje
tocke kao tocku nekog dijela ravnine koja se nalazi naj-
nize u tom dijelu. Preciznije, ako pravce stavimo u ko-
ordinatni sustav, najdublja tocka nekog dijela ravnine je
tocka tog dijela s najmanjom y-koordinatom (radi pre-
ciznosti, bez smanjenja opcéenitosti moZzemo pretposta-
viti da nikoji od n pravaca nije paralelan s osi apscisa
— inace sve pravce moZemo rotirati). Svaki od dijelova
ravnine je ili neogranicen odozdo ili mu se najdublja to¢-
ka nalazi na presjeku tih n pravaca, jer za svaku od toca-
ka koja nije sjeciSte pravaca koji odreduju taj dio ravnine
postoji tocka u njenoj okolini dublja od nje. To znaci da je ta tocka najniZa u odnosu na sve
druge tocke presjeka pravaca. Na slici 2 to¢ka A predstavlja najdublju tocku cCetverokuta
ABCD.

Slika 2. Najdublja tocka dijela
ravnine odredenog tockama
A, B, C i D jetocka A.
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Primijetimo da je svaka tocka presjeka najdublja tocka to¢no jednog dijela ravnine. Ka-
ko je najdublja tocka svakog odozdo ograni¢enog dijela ravnine neki presjek od n prava-
ca, te je svaki od presjeka n pravaca najdublja tocka nekog dijela ravnine, uspostavili smo
bijekciju izmedu odozdo ogranic¢enih dijelova ravnine i sjeciSta n pravaca. Kako se n pra-
vaca sijece u najvise (g ) tocaka, zakljucujemo da je to i najveéi broj odozdo ograni¢enih

dijelova ravnine, te se ostvaruju kada nikoja dva pravca nisu paralelna te se nikoja tri ne

sijeku u istoj tocki.
e ﬁ

a) Dijelovi ravnine presjecene s 4 pravca. b) Presjek pravaca s pravcem h.
Slika 3. Odozdo neograniceni dijelovi ravnine.

Da bismo prebrojali odozdo neogranicene dijelove ravnine, uvest ¢emo horizontalni
pravac A na ravnini koji je paralelan s osi apscisa i nalazi se ispod svih sjecisSta n pravaca.
Na taj nacin pravac & prolazi samo kroz odozdo neogranicene dijelove ravnine. Pravac h
sijeCe n pravaca na ravnini.

Svaki put kada pravac & sijece jedan od n pravaca, prolazi novim dijelom ravnine.
Dakle, kako imamo najviSe n sjeciSta, pravac s prolazi kroz najviSe n+ 1 dijelova rav-

nine, $to joS moZemo napisati i kao (’;) + (8) . Kona¢no imamo formulu P, = (8) +

(7) + (g) . Jednakost se postiZze za pravce u opéem poloZaju (nikoja dva pravca nisu

paralelna i nikoja tri se ne sijeku u istoj tocki).

Zadatak 2.4. (Sylvestrov problem, [5].) U ravnini je zadano konacno mnogo neko-
linearnih tocaka. DokaZi da postoji pravac koji sadrZi tocno dvije od zadanih tocaka.

Rjesenje. Zadane tocke odreduju konacan broj pravaca i za svaki od njih postoji barem
jedna toc¢ka koja mu ne pripada. Promotrimo sve moguce udaljenosti pravaca i to¢aka koje
mu ne pripadaju, i poredajmo ih od najmanje do najvece: d; < dp < -+ < dy.
Prema tome udaljenost d; je najmanja medu svim moguéim udaljenostima izmedu bilo
kojeg pravca i tocke koja mu ne pripada. Neka je to udaljenost izmedu tocke 7' i pravca
p. Pokazimo da pravac p sadrzi to¢no dvije od zadanih to¢aka u ravnini. Pretpostavimo
suprotno, tj. da pravac p sadrZi tri tocke A, B i C. Povucimo pravac iz to¢ke T okomit
na pravac p. Toc¢ku sjeciSta oznacimo sa S.

Prvo pretpostavimo da se to¢ka S podudara s tockom A, tj. S = A. U tom slucaju vri-
jedi |AT| = |ST| = d; . Povuéemo li okomiti pravac iz to¢ke A na pravac BT, dobit éemo
udaljenost dy. Nova udaljenost dy manja je od udaljenosti d;, jer je d; duljina duZine ne-
ke tocke s pravca BT s tockom A, a dj je najmanja takva duljina, §to je u kontradikciji s
minimalno$c¢u d; . Isti zaklju¢ak dobijemo ako se tocke B i S, ili tocke C i S podudaraju.

Sada promotrimo slu¢aj u kojem se tocka S ne podudara niti s jednom od tocaka A, B
i C. Prema Dirichletovom principu, postoje dvije tocke koje leZe s iste strane pravca p s
obzirom na tocku §, dok treca leZi s druge strane. Bez smanjenja opéenitosti, neka je tocka
A s lijeve strane pravca p s obzirom na tocku S, atocke B i C s desne strane. Povuc¢emo li
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okomice iz to¢aka S i B na pravac TC, dobit éemo udaljenosti koje ¢emo redom oznaciti s
dp 1 d. Primijetimo da vrijedi dy < d;, slicno kao i ranije, a d < dp trivijalno primjenom
Talesovog teorema na kut 7'CS, §to je opet kontradikcija s minimalno3céu d; . Dakle nasa
pretpostavka je kriva $to znaci da pravac p sadrZi tocno dvije tocke.

A=S B C A
a) Pravac p, prvi slucaj. b) Pravac p, drugi slucaj.
Slika 4. Slucajevi ovisni o presjeku pravca p i pravca kroz T okomitog na p.

Zadatak 2.5. (Skolsko natjecanje 2019., 2. razred gS, A razina) Izmedu gradova pro-
metuju jednosmjerne avionske linije. Za svaka dva grada A i B postoji tocno jedna linija:
ili iz A prema B, ili iz B prema A. DokaZi da postoji grad iz kojeg je moguce doci do
bilo kojeg drugog grada s najvise jednim presjedanjem.

Rjesenje. Promotrimo sve gradove koji su povezani avionskim linijama. Od svih gra-
dova odaberimo onaj koji je polaziste najveceg broja linija i imenujmo ga s A. DokaZimo
da je to traZeni grad.

Neka su gradovi By, B, ..., B, svi u koje se moZe dodi izravno iz grada A. Od preos-
talih gradova proizvoljno izaberimo neki i imenujmo ga s C. Na temelju naSeg odabira,
postoji izravna linija iz grada C u grad A, odnosno ne postoji izravna linija iz grada A
u grad C, jer bi u suprotnom grad C morao biti jedan od gradova By, B>, ...,B,.

Pogledajmo situaciju u kojoj postoji izravna linija iz nekog grada B; u grad C. U tom
slu¢aju, moZemo iz grada A doci do grada C tako da letimo najprije iz A u B;, a zatim
iz B; u C, odnosno putem A — B; — C. Pri tome bismo iz grada A do grada C mogli
do¢i s jednim presjedanjem.

Kada bi sve linije iz grada C u gradove By, B», ..., B, bile izravne, tada bi C bio di-
rektno polaziSte za n 4 1 linija (jer postoji i linija iz C u A), §to bi znacilo da bi grad
C bio polaziSte za veci broj linija nego iz grada A, §to je suprotno pretpostavci. Dakle,
postoji barem jedan grad B; iz kojeg se moze direktno do¢i u grad C. Bududi da je grad
C proizvoljno odabran, mozemo zakljuciti da je A grad iz kojeg je mogude do¢i do bilo
kojeg drugog grada s najviSe jednim presjedanjem.

Zadatak 2.6. (Hrvatska matematicka olimpijada 2022.) U grupi od n (n € N) ljudi,
neki medu njima su prijatelji, a neki nisu. Prijateljstva su uzajamna. Grupa je posjetila
vidovnjaka. Svaka od n osoba rekla mu je koliko ima prijatelja u grupi. Vidovnjak je nakon
toga rekao da za svaki par osoba iz grupe moZe sa sigurnoséu odrediti jesu li prijatelji
ili ne. Ako je vidovnjak rekao istinu, dokaZi da u grupi ili postoji osoba koja je prijatelj
sa svima ostalima ili postoji osoba koja nije prijatelj ni s kim.

Rjesenje. Promotrimo neku grupu prijatelja i njihovih medusobnih prijateljstava u ko-
joj ne postoji netko tko je prijatelj sa svima ili netko tko nije prijatelj ni s kim. DokaZimo
da tada vidovnjak ne moZe odrediti svoju zadacu sa sigurnoscu.

Reéi ¢emo da osobe A, B, C i D Cine posebnu cetvorku ako A i B te C i D nisu
prijatelji, ali Bi C te D i A jesu. Tvrdimo da ako u grupi postoji posebna cetvorka, da
tada vidovnjak ne moZe znati tko je to¢no s kime prijatelj. Naime, promotrimo istu grupu
kao originalnu, ali u kojoj smo prijateljstva osoba B'i C te D i A zamijenili s prijatelj-
stvima osoba A i B te C i D. U tim dvjema grupama i dalje sve osobe imaju jednak broj
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prijatelja, no vidovnjak ne moZe sa sigurno$éu reci o kojoj se od tih dviju grupa prijatelja
radi.

Preostalo je dokazati da u naSoj grupi prijatelja postoji posebna cetvorka. Neka je A
osoba koja je prijatelj s najviSe ljudi. Kako po pretpostavci s pocetka rjeSenja da nijedna
osoba nije prijatelj sa svima, postoji osoba B kojoj A nije prijatelj. Kako po pretpostavci s
pocetka rjeSenja ne postoji osoba koja nije prijatelj ni s kime, B mora imati barem jednog
prijatelja. Nazovimo ga s C. Pogledajmo sada sve prijatelje od A. Kada bi oni svi bili
prijatelji s C, tada bi C imao vise prijatelja od A (jer mu je i B prijatelj), pa bi dobili
kontradikciju s time da je A prijatelj s najvise ljudi. Dakle, postoji prijatelj od A koji nije
prijatelj s C. Nazovemo li tu osobu s D, dobili smo posebnu ¢etvorku prijatelja A, B, C
i D, i time dokazali tvrdnju zadatka.

Metoda beskonac¢nog spusta

Metodu beskonacnog spusta, poznatu i kao Fermatova metoda beskona¢nog spusta, os-
mislio je Pierre de Fermat, poznati francuski matematicar 17. stoljeca, kao posebnu vrstu
dokaza kontradikcijom. Ideja metode beskona¢nog spusta moze se opisati na sljedeci na-
¢in: ako Zelimo dokazati da neka tvrdnja ne vrijedi za neki skup prirodnih brojeva A C N,
pretpostavimo suprotno tj. da vrijedi za neki element iz A i dodatno medu svim takvima
uzmemo najmanji ap € A. Pronademo li neki drugi element a; € A koji je manji od ay i
za koji pod gornjom pretpostavkom takoder vrijedi tvrdnja, dobivamo kontradikciju. Ova
metoda naziva se beskonacni spust jer nakon §to smo pretpostavili da tvrdnja vrijedi za
neki ap, moZzemo pronadi neki a; manji od njega za koji tvrdnja takoder vrijedi, pa onda
moZemo pronadi neki manji element a,, itd., nalazeéi sve manje i manje elemente, bes-
konac¢no se spustajudi, $to nije moguce. Za vise informacija o metodi beskona¢nog spusta,
moZe se pogledati u [5, 6].

Beskonacni spust povezan je i s principom matematicke indukcije. Naime, Zelimo li
dokazati da neka tvrdnja T(n) vrijedi za svaki prirodni broj n, umjesto matemati¢kom
indukcijom, moZemo pristupiti i ovako: nakon §to dokaZemo da tvrdnja vrijedi za n =
1, pretpostavimo da tvrdnja ne vrijedi za neki n € N, n > 1, te medu svim takvima
uzmimo najmanji. Nakon toga argumentima sli¢nim kao u koraku indukcije dokaZzemo da
ta pretpostavka povlaci da tvrdnja ne vrijedi niti za n — 1, ¢ime dobivamo kontradikciju
s minimalno$¢u od n, pa tvrdnja uistinu vrijedi za sve prirodne brojeve.

Metoda beskonac¢nog spusta i princip ekstrema su slicne po tome S$to je u obje metode
klju¢ dokazivanja nalaZenje kontradikcije u minimalnosti (ili maksimalnosti) elementa s
nekim svojstvom. Vidjeli smo da su te dvije metode isprepletene i s matemati¢kom induk-
cijom, tako da je tanka granica izmedu tih metoda slicnog nacina razmiSljanja. Ipak, ova-
kav koncept dokazivanja proglasit ¢emo principom ekstrema najc¢e$é¢e u kombinatornim
zadatcima, beskona¢nim spustom u zadatcima iz teorije brojeva (naj¢esée u dokazivanju
da diofantske jednadZbe nemaju viSe rjeSenja), dok matematicka indukcija ostaje najpre-
cizniji alat za dokazivanje tvrdnji, najceSée u algebarskim zadatcima.

Metoda beskonacnog spusta primijenjuje se u dokazu da je broj /2 iracionalan. S ob-
zirom da je taj dokaz viden ve¢ mnogo puta, tu metodu ¢emo pokazati na jednom drugom
primjeru.

(Kineska matematic¢ka olimpijada, 2003., [6].) Odredi sva cjelobrojna

rjeSenja jednadibe x* + 2y> = 473,
Za pocetak je korisno primijetiti da je trojka (0,0, 0) rjeSenje ove jednadzbe,
te slutimo da jednadZba nema vise rjeSenja. U jednadzbi primjecujemo da su brojevi 2y° i
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473 parni, pa iz toga slijedi da i x* mora biti paran broj. Ako je x* paran, tada je i x paran
broj. Stoga moZemo x zapisati kao x = 2x;, pri ¢emu je x; € Z. Vratimo li dobiveno u
pocetnu jednadzbu dobivamo (2x;)* 4 2y* = 4z, odnosno

4} +y* =27,
Sli¢no kao u prosloj jednadzbi, ¢lanovi 4x; i 2z° su parni, pa onda i y* mora biti paran,
odnosno y = 2y; za neki cijeli y;. Nakon uvrStavanja i sredivanja dobivamo 2x; +4y; =
Z*, pa kao ranije zakljucujemo da je z = 2z; za neki cijeli broj z;. UvrStavanjem i sre-
divanjem dobivamo

X+ 2y =4z
Dobili smo istu jednadzbu kao ranije, samo u drugim nepoznanicama. Primjecujemo da

ovaj postupak moZemo ponavljati unedogled, odnosno beskonac¢no se spustati. U¢inimo
ove argumente preciznim.

Pretpostavimo da pocetna jednadzba x* + 2y* = 4z* ima neko cjelobrojno rjesenje
razli¢ito od (0,0,0). Medu svima takvima uzmimo ono za koje je vrijednost |x| + |y| +
|z| najmanja moguca. Bududi da ta vrijednost poprima vrijednosti u prirodnim brojevima,
postoji neko rjeSenje (moZda i njih viSe) kojoj je ta vrijednost najmanja moguca, makar
jednadzba mozda imala i beskona¢no mnogo rjesenja. Gornjim postupkom pronasli smo
drugo rjeSenje (x1,y1,z1) poCetne jednadZbe koje je s poCetnim povezano relacijama x =
2x1, y =2y; 1 z = 2z;. ZakljuCujemo da vrijedi

1
el Dyl fza = S (el A+ v] =+ J2l) < e+ [y] =+ el

Dakle, rjeSenje (x1,y1,z1) neko je drugo rjeSenje kojem je suma apsolutnih vrijednosti ne-
poznanica manja od najmanje takve vrijednosti, ¢ime dobivamo kontradikciju s pocetnom
pretpostavkom. Dakle, ova jednadZba nema rjeSenja pored veé pronadenog (0,0,0).

Paradoksalni primjer

Za kraj pogledajmo primjer neispravnog koriStenja principa ekstrema. Analizirat éemo
slican zadatak u dvije razli¢ite postavke: u kojem brojevi koji se pojavljuju dolaze iz sku-
pa prirodnih brojeva (te u kojem slucaju tvrdnja zadatka vrijedi i moZe se valjano dokazati
principom ekstrema), te u kojem ti brojevi dolaze iz skupa cijelih brojeva (te tvrdnja za-
datka ne vrijedi).

([4]) Svakoj cjelobrojnoj tocki brojevnog pravca pridruZen je prirodan
broj tako da je svaki broj jednak aritmetickoj sredini svojih susjeda. DokaZi da su svi bro-
Jjevi na pravcu jednaki.

Iako se na pravcu nalazi beskona¢no mnogo tocaka, brojevi pridruzeni tim
tockama dolaze iz skupa prirodnih brojeva, pa zato postoji najmanji broj koji se na nje-
mu pojavljuje. Neka je to m € N, te bez smanjenja opéenitosti pretpostavimo da je na
brojevnom pravcu pridruzen nuli.

Oznacimo brojeve pridruZene tockama 1 i —1 s a i b redom. Iz uvjeta zadatka vrijedi
a+b

= m, a iz pretpostavke minimalnosti broja m nuZno su oba broja a i b vedi ili
jednaki od m. To je mogucée samo ako je a = b = m, odnosno ako su tockama 1 i —1
takoder pridruZeni brojevi m.

Sada mozemo nastaviti induktivno: tvrdimo da su za neki prirodni broj n svim toc-
kama —n,—(n — 1),...,(n — 1),n pridruZen isti broj m. Baza je gore potvrdena, a uz
pretpostavku ta tvrdnja vrijedi za n, korak dokazujemo promatranjem tocaka (n—1), n i
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(n+1),te —(n—1), —n i —(n+1): bududi da dvije od tih triju to¢aka imaju pridruZenu
vrijednost, iz uvjeta zadatka slijedi da i treca tocka ima vrijednost m.

Pogledajmo Sto bi se dogodilo kada bi tockama brojevnog pravca bili pridruZeni cijeli, a
ne prirodni brojevi. U tom slu¢aju ne bismo mogli garantirati da ¢e svi brojevi biti jednaki.
Naime, postoji kontraprimjer: svakoj tocki brojevnog pravca n pridruZimo upravo broj
n. Gornji dokaz ne funkcionira u slu¢aju cijelih brojeva zato Sto u beskona¢nom skupu
cijelih brojeva ne mora postojati minimalni element, odnosno ne mora postojati najmanji
broj medu svim pridruzenim tockama na brojevnom pravcu.

Zadatci

Vedina zadataka moZe se pronaci u literaturi danoj na kraju, a svi su rijeSeni u [1].

1. Dan je neparan broj n veéi od 1. Na polju se nalazi n osoba postavljenih tako da se
svi nalaze na medusobno razli¢itim udaljenostima. Svaka osoba drzi vodeni pistolj
i na dani znak puca u najblizu osobu. Dokazi da ¢e barem jedna osoba ostati suha.

Koji je najvedi broj dijelova prostora odredenog s n ravnina?

Zadano je n toCaka u ravnini takvih da su svake tri vrhovi trokuta ¢ija je povrSina
manja ilt jednaka od 1. Dokazi da svih n toc¢aka leZe u trokutu ¢ija je povrSina manja
ili jednaka od 4.

4. Za prirodne brojeve rasporedene u krug kazemo da su u cik-cak rasporedu ako je
svaki broj veéi od oba svoja susjeda ili manji od oba svoja susjeda. Za par susjednih
brojeva kazemo da je dobar ako, nakon njegovog uklanjanja, preostali brojevi os-
taju u cik-cak rasporedu. Brojevi od 1 do 300 rasporedeni su u cik-cak rasporedu.
Koliko iznosi najmanji moguci broj dobrih parova susjednih brojeva?

w N

. U tablici n x n napisani su svi brojevi od 1 do n?. Dokazite da postoje dva susjedna
polja koja se razlikuju za barem n + 1. Polja smatramo susjednim ako dijele vrh.

6. U skupu realnih brojeva rijesi sustav

9]

(x+y)7’ =z
v+27°=x,
(x+2)° =y

7. Nadi sva cjelobrojna rjesenja jednadzbe 10x* + 20y* + 8xyz = 199973,
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