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Lywarn Byxuh

1° ¥YBon

Hapmuyuja mpupoaaor 6poja n je mpencraBpbame n y 00JAUKY 30upa HEKOIUKO TPUPOTHUAX
OpojeBa, pu udeMmy je penocien cabupaka meburtan. Ca p(n) o3mauaBamo Opoj maprumuja n.
Ha npuwmep,

4=34+1=24+2=24+1+1=14+1+1+4+1;

3aro je p(4) = 5. Obuuno ce monmepununte p(0) = 1.
[Maprunuja ce wecto npencraspa rpadpudrn Pepeposum Jujazpamom; Ha TPUMED

o O ©O

npeacraBba nmaprunujy 5 + 2 6poja 7, rme 6poj Tavaka y BPCTH OAroBapa jeIHOM CabUpPKY;
UCTU OpUMED MOKE Ia Ce YMTa U IO KoJIoHaMa, kao naprunuja 2+ 2+ 14141 6poja 7. 3a ase
OBAKO [IOBE3aHEe MAPTUIMje KAKEMO O3 CY KOHJYz08aHE.

Hexe teopeme o maprunujama omMax ciene M3 rpa@UUKNX IPEACTABIHABA.

Teopema 1. Bpoj maprunuja n Ha HajBume k cabupara jemHak je Opojy mapruiuja n Ha cabupke
He Behe on k.

Jloxas. KomjyropameMm mapTuiidje Ha HajBuine k cabupaka mobuja ce mapTunuja Ha cabupke He
Behe on k, unme je ycmocraBibeHa Oujexnuja uamebhy oBa mBa Tuma maprurnuja. O

2° dyuKNMje remeparpuce
dyurnuje remeparpuce y o0JIUKY CTENEHUX PENOBA Cy jeAHO O HAjBa:KHUjUX opyDa y n3yda-
Bamy maprunuja. PyHrimja remeparpuca Husa p(n) je

s 1
F(x) :,;Op(n)mn = I—z)(1—a)(1—a3)--" (1)

Kako momnasumo mo osor mspasza? Ilocmarpajmo maprumnujy Opoja m y kKojoj uma k; cabupaka

jemmarux i (i € N): n =k + 2ko + 3k3 +---. OBa mapTunmja qOUpUHOCHU KOepUIMjeHTY y3 2" y
IPOU3BO LY

Fz)=0+z+22+-- A+ +2* +--)A+23+2%+-.-)- -
ca 1, u To Kao cabupax xF - 22 . 3% ... vy pasBojy oBor mpoussoza.

Tpeba umatu y Bumy ma cy OeckoHaunu 36up u npoussox y (1) KOHBeprenTHu camo 3a
|z| < 1.
Ilpumep. o I'emeparpuca 3a Opoj maprunuja Ha HemapHe cabuUpke je
1 .
(1—2)(1—a®)(1—ad)---
e 'emeparpuca 3a 6poj maprummja y Hajsume t cabupaka (uau y cabupke He Behe on t)
je

1

Glo) = g =)




Meuora tBpbhema o maprunujamMa nMajy u KoMOMHATOpPHE U anrebapcke JOKase.
IIpumep. Horazartu na je 6poj naprunuja 6poja n 6e3 cabupaka jequarux 1 jennax p(n)—p(n—1).

Lloxasz 1. Vmamo jemmocrtaBHy Owujernujy m3mebhy mapTumuja Opoja m y KOjUM ce mojaBibyje
cabupak 1 u cBux maprumuja Gpoja n — 1 (Gpucame cabupra 1). Ilakme, meby p(n)
naprumja 6poja n, y tauno p(n — 1) mux ce mojasmyje jemuuuna. A

Joxaz 2. Taj 6poj je jenHax KoepuuujeHTy y3 2" y IPONU3BOLY (17:1:2)(17313)(171:4)___ =(l—-z)F(x) =
1+ (p(n) — p(n —1))z™, a om je jemnak p(n) —p(n —1). A

MebyTum, Huje yBer cBejenHo koju hemo mpuctyn ga omabepemo. Ha mpumep, ciaenehe
tBpbheme uma jemHocraBaH asrebapcku HOKa3, HOK je KOMOMHATOPHU TEKU - BUIETU 3aIaTKeE.

Teopema 2. Bpoj maptumnuja n Ha pasauyute cabupke je jemHak Opojy mapTuiirja Ha HEmapHe
cabupke.

Zoxas. Bpoj maprunuja Ha pazauuure cabupke u Opoj mapTuUlrja HA HemapHe cabupke reHep-
UCaHU Cy (PYHKIZjaMa

1
1-2)1—2?)(1—a5)--

Fiz)=(1+2)1+2)1+2%--- n Fz)=

2 4 6 A
Ako Fy npemumenmo kao Fy(x) = 11:”; . }:’;2 . %:ig -+, ceu darropu (1 —z%¥) ce ckpahyjy,

a OHO WTO ocTaje je ympaso Fy(x). O

3° Hekn anrebapcku U IAeHTUTETH

Hoxka3z cnenehie Ojnepose dpopmyie 3a F(z) je noGap mpumMep mprMeHe KOMOUHATOPUKE Y
aJrebapCcKUM MIACHTUTETUMA.

o 2

Teopema 3. F(x) = Z;J 1 —2)2(1— ;62)2 (- am?

(Cabupaxk 3a n = 0 je 10 KOHBeHIUjU jeqHAK 1.)

Hoxasz. Y rpa¢uyukoM IpencTaBibailmy HapTUlUje, IocMarpajMo Hajsehu kBaapar Koju Gpopmu-
pajy Tauke y ropmeM JeBoM yriay. Hop. ma momem mujarpamy (18 =645+ 5+ 2) To je
3 X 3 KBaOpar.

o]0 O O
o]0 O O

Tazna ce ciamka cacToju o KBampaTa ca t? Tauaka u nsa ’pema’ KOJU IPEACTABILA]Y Iap-
TUMMje HeKMX GpojeBa r W § Ha MO HajBumie ¢ cabuwpaka, Ipu deMmy je 7+ s = n —t2 (mHa
HAmOj commy je r =2, s =7 u t = 3).

BpojeBu maprunuja r n s Ha no HajBume t cabupara cy penoMm kKoepunujertu y3 x” u x°
y Gi(z). Cabupamem 1o cBUM 7,5 ca r + s =n — t2 caema na je 6poj maprumuja Gpoja n
ca matuM t je[HAK KOe(QUIU]eHTY y3 ety Gi(z)?, Tj. ®Koedunujenty y3 " y

2
:L‘t

.’,EtQ t.fC2: .
Gi(x) (1—2)?2(1—22)2--- (1 —at)?

CabupameM OBUX U3pa3a II0 CBUM ¢ 3akbydyjeMo Ia je koepuuujenr y3 "y >, zt’ Gy(x)?
jemmax p(n) 3a cBe n, makme ), 2 Gy(z)? = F(z). O



Cuneneha nBa mmenturera cy OjmepoBo meno:

e’} 2
n
xT

T z %) = u
A+ +a0+a%) =) a1 e
e n?4n
xz x4 1'6 cee — d .
(1+ )(]—+ )(1+ ) ;(1_x2)(1_x4)_,,(1_x2n)

Y cBoMm mokasy, Ojmep je yBeo mpyru napamerap a. Hawmme, ob6a oBa mueHTUTETA CYy IU-
perrHe mocaemune caeneher, 3a a =1 u a = x pemom.
e ngn

(oo}
2n+1y
Teopema 4. H(1+am )—Z(l_xg)_._(l_xQn)'
0

n=0 n=

Zoxas. YBemuMmo ApyTru mapaMeTap a U IOCMaTpPajMo
K(a,z) = (14 az)(1 +az®)(1+az®) - =1+ ci(x)a+ ca(z)a® + - .
Kaxo je K(a,z) = (1+az)K (az?, r), nzjenmauasame koepunujeHaTa naje cy, = Cp_12°m 1+
cmx®™ 3a cBe m (rme je ¢o = 1), ma urxyKImjoMm mobujamo
o

A=) —ah)- - (I —a2m) =

Cm =

N cnenehe tBpheme ce mokasyje na uctu Hauvd (mokaskure!)

> (=1)"z"a™

- 1
Teopema 5. Hizz(l—ﬂ)n(l—x%)' O
n

1 2n+1
=0 +az n=0

ITo Teopemu 4 mmamo

K(z,z) = Z " 2 H o2t

n=—oo
(IIpuMeTrMO 18 CMO CyMy NOIYHWJIW HETATUBHUM MHAEKCHMA n: HamMme, 3a n < 0 omrosapajyhu

cabupak je Hyza.)
Hame, mpuMena TeopeMe 4 3a a = —2?"+! ma omma 3aMena MecTa cyMaMma IO M U 1, HAjy

( m m +m+2nm

K(zz) S~ ot
F(z2) n_z_:mf” ‘ Z(1—552 (1 — 22m)

> (— 1)m Zz ™ (ntm)? i 1
= (1 —a?)--- (1 —a?m) n;mx Jl_[1+x2j+1 -1 ;mz &

IpU YeMy HOCJIeqHa jeJHAKOCT CJIeIM U3 Teopeme b 3a z = a” L.
OBako cMO moKa3aJyu T3B. Jakobujes udenmumem o mpocmpykom npousgooy:

Teopema 6. 3a |z| <1 u z # 0 Baskn

oo 00 s
H(l _ m2n)(1 + p2n—1 ) (1 + p2n—1 —1 — Z 2" 2" 0O
n=1 n=-—o00

Crenujanno, 3amemyjyhu = u z ca 23/2 u —z'/? gobujamo:
i > (3n+1)
Teopema 7. —— H = Z (-D)"z™ 2
n=—oo

=l—-z—24+25+2" -2

n=1

12,15 4 ... g



Teopema 7 mMa jemy KOMOWHATOPHY MHTepunperanujy. Roedunujerrt y3 x™ y mpomsBomy
(1—z)(1—2?)(1—2%) - je jemmax cymu (—1)*™) mo cBuM maprummjama 7 6poja n Ha pasmwdanTe
cabupke, rae je a(m) 6poj cabupaka y 7; makie, o je jemnak E(n) — O(n), roe E(n) o3navyasa
6poj maprumuja n Ha mapaH 6poj paznauuntux cabupaka, a O(n) Ha Hemapad GpOj PA3TUUUTIX
cabupara. IIpema Tome,

Teopema 8. 3a n = % je E(n) —O(n) = (-1)¥; y cynporrom je E(n) = O(n). O

OBo TBpheme mma u umcto KOMOMHATOPHU mHOKa3. Hawmme, “Ckopo” CBako] MAPTULUjU CA
mapHUM OpOjeM pas3iIuuuTUX cabupara MOXKEMO na MPUAPYKUMO APYLY ca HemapHuM Opojem
pasnuunTux cabupara (u oGpuyTo) Ha ciaenehu mauun:

(1) ako je kpajma mecHa mujaronasa kpalia 3a G6ap 2 o4 Kpajme HOmE BpCTe, npebanumMo je
KUCIIOA T€ BPCTE;

(2) y cynpoTHOM, IPUMEHUMO MHBEP3HO NIPECIUKABAE.

746 6+5+2
o] [e] [e] @] o] [ ] [e] @] ¢} [e] (@] [}
—
o) o ] o [ ) [¢] ) o) o [e]
_ k(3k%1) . . . . . . .
Mebyrum, 3a n = =5~ jeaHa mapTunuja He OAroBapa HUjEHO] APYTOj: TO je MapTUIHUja
k(3k —1) k(3k+1)
n:?:@k—l)—k--ﬁ-(lﬁ-l)—kk, OJIHOCHO n:T:2k+~-+(k+2)+(k+l).

Y tum cayuajesuma je E(n) — O(n) = (—1)*. Ha covmu cy npukaszame ose maprummje 3a n = 12
un =15 (y oba cayuaja je k = 3):

54+44+3 6+5+4
o o o o o o o o o o o
o o o o

o o o

Y cBaKOM ApPYIroM Ciydajy KOpeCHOHAeHnuja je nobpo mepunucana, te je rana E(n) = O(n). O

1/2

Bamemyjyhu z u z ca £'/2 u /22 y JakobujeBoM mmeHTATETY HOGMjAMO

o0 oo
(1+2z71 H L—a2™)(1+a2"2)(1+a"z ) = Z(zm—&-z_m_l)x%,
n=1 m=0
MITO HAKOH Jesbema ca 1+ 27! mocraje

H (1—2™)(1+2"2)(1 + 2"zt szwH) 271 —z4 22— 4 22™).

m=0

ITomto oGe cTpamne 3a |z| < 1 paBHOMepHO KOHBeprupajy mo z y uarepsaay (—1,0), nymramem
z — —1 mobujamo jomr jeman mo3HaT JakoOUjeB UIEHTUTET:

Teopema 9. H(l_m Z ™(2m + 1)z % 5
n=1 m=0



4° PerypenTHe peJjanuje

Hajmosmartuja pexypentHa jennauuna 3a p(n) je caemeha, Ojumeposa. M3jennauaBame KO-
epunmjenara y F(z)(1 —z — 22 + 25+ 27 —--.) =1 (Teopema 7) maje

p(n) =pn—1)+pn—2)—pn -5 —pn—-"7)+pn—-12) +pn—-15)—---, n>1

Osne cy 1,2,5,7,12,15,... 6GpojeBu obJyuKa
Crneneha 3anuMibuBa peKypeHTHA pejanuja je Mame MOroIHA 38 TAUHO U3PadyHABAHKE BPEe-

Hoctu p(n) 3a Beauke n, aau je ox nomohu y onpebusBamy menor pena Beauwuune. Y 3umajyhu
JorapuraMcke ussoze obe crpane y (1) mobujamo

k(3k£1)
==,

Zf;l np(n)z"1 B >, gxtl

S g p(n)zn — 11—z’

Ynopebusame koedpunujenara y3 "' mam maje

n

np(n) = Z o(i)p(n — 1),

i=1

rae je o(i) 36up menumiana 6poja i.

5° MaJio 0 aCMMIOTOTCKOM M apUTMETUUYKOM HOHAWAKY pP(n)

Xapmu u Pamamynas cy moka3aiu acUMITOTCKY (OPMYJILY

671’\/2n/3
4n\/§ ’

Kacuuje je Pagemaxep mobuo tauny dopmyny 3a p(n) y oBIMKY KOHBEPIEHTHOI GECKOHAUHOL
pena:

p(n) ~

. A wuy coshuy — sinh uy,

(n) =
n) = ,
P 3v3 = k5/2 u}

k—1 . . .
. ™2 1 . h 1 2iThn
g 3 e (3 g ({7 -3) -5
j=1

1<h<k

(h,k)=1
Yuproc jemHocTaBHOj AedpuHUIEjU p(n), O HUXOBUM aPUTMETUYKMM CBOjCTBUMA C€ 3HA PeJl-
atuBHO MaJio. HajjenHocraBHUje apuTMETHYKO CBOjCTBO je mao Pamamynamn:

5|p(bm+4), 7|p(Tm+5) u 11| p(llm+ 6) 3a cse nexe m > 0.

Ox je Takobhe HaBeo maeHTUTETE U3 KOjUX IPBE ABE peJsanuje oaMax ciene, Mana Hije HABeO
JOKa3e:

> _ 5F(z)%
2ok 0= T
> _TF(2T)? | 49z F(27)7
2 pTk 49" = T+ g

3anpaBo, IIO3HATE Cy KOHIDYEHIMje OBE€ BPCTE IO CBAKOM MOLYJY - U3y3€B OHUX IEJbUBUX
ca 2 nim 3!



6° 3amamu

1. Hokazaru ma je O6poj mapTunuja TpUPOIHOr Opoja n y KOjuMa ce CBAKU HapaH cabupak mo-
jaBibyje HajBUIE jeTHOM jeTHAK OpOojy mapTunMdja n y KOjuMa ce CBaKM cabupak mojaBibyje
HAJBUIIE TPU MyTa.

Pewewe. ®yHEIUja TeHEpATPUCA 3a MPBU TUI MaPTUINja je

_ 2 _ (42 +ah)(1 42
o) = [Ja+at+a 42 4 T +2") = (1—2)(1—a3)(1—ad)---

21k 2k

3aucra, 3a Hemapuo k, cabupmu jemmax k omrosapajy wmmmory (14 zF + 228 4 3% 4 ...
MoK 3a mapHo k onm oxrosapajy ummwmorny (14 z¥).

dyukmnuja remepaTpuca 3a IPYru TUN MAPTULNNA]a je

oo
gor) =1 +z+2+2>) 1+ 2%+ 2" + 291+ 23 + 25 +2%) . = H(l + %) (1 + 22%).
k=1
W3 teopeme 2 caenu na je gi(x) = go(x).
2. Hoxrazaru ['mejmepoBy Tteopemy: Opoj maprunmja n Ha cabUpKe KOju HUCY OebUBU ca d
jemHak je 6pojy mapTunuja y KojuMa ce HUjemaH cabupak He mojaBibyje d WV BUIIE Iy TA.

Pewewe. Bpoj naprunuja y rkojuMa cabupnu HUCY OebUBU Cca d T€HEPUCAH je (GYHKIjOM
1

9(x) = [apn =27 -

C mpyre crpane, QpyHKIHMja reHepaTpuca 3a O6pOj HApPTUIMja y KOjUMa Ce CBAKU cabupak

nojasmyje majsume d — 1 myTa je [[00 (1 +a™ + -+ 2(@=Dn) = T[>, ll_fs,,? HITO je HAKOH

ckpahiuBama Gpojuona rauno jemuaro g(x).

Hanomena. Ynopemuru ca TeopeMom 2.

3. Harum roMOuHATOPHM OOKa3 TeopeMme 2, Tj. KOHCTpyucaTu Oujeknujy m3meby mea Twuma
mapTUNuja.

Pewemwe. IlocmaTpajMo naptunujy n = ni + ne + - - - + ng 6poja n Ha pazauduTe cabuUpkKe.
Ceaku cabupak n; ce MOxke HamucaTu y obmaury 2"'m;, rme je r; HEHeraTWuBAaH Ie0 W Mm;
Henapan 6poj. I'pynmcamem mo HEmapHOM meiy m; J00ujaMo

n= ZQ”mi = ka -m, rvneje ky,= Z 2",
i m;=m

2tm

Ilecua cTpana y OBOM M3pa3y HpEACTaBba NAPTULK)y N Ha HenapHe cabupke (k,, cabupaka
jemIHAKUX ™M), YMMe je YCIOCTaBJheHa Oujexnuja kakBa HaMm tpeba (moraskure!).

Ha npumep, mapruruju 32 = 10+ 6 + 5+ 4 + 2 + 1 Ha paszauuuTe OAroBapa MAPTUIIL]a
32=545+54+3+3+1+14+14+1+1+141 na menapue cabupke, jep je 10+6+5+4+2+1 =
2:54+2-3+5+22-1+2-1+1=(22+2+1)-14+2-3+(2+1)-5=7-1+2-3+3-5.

4. Jlokazatu na je OpOj CAMOKOHjyrOBaHUX IapTulyja 6poja n jeqHak Opojy OHUX mapTULNja
Ny KOjuMa Cy CBU CAbUPIMU HEMAPHU U PA3IUYUTH.

Pewewe. Cnura npurasyje dbujeknujy mamebhy oBa mBa tumna naprunuja. llerasse mpemyri-
TaMO BaMa.
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