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Camomn Mamgeckn, Ckomje
HEKOMU NOCJIEAULA HA INTAI'OPOBATA TEOPEMA

Bo pcaoBHATa HacTaBa C€ 3a1o3Ha CO HI/ITaFOPOBaTa TCOpPEMa U HEKOU CIICMCHTApHU
NMpUMCHHU Ha UCTaTa. Bo oBa nHare JAPYKECHE Ke pasriieaaMe HCKOJIKY 3Ha‘IajHI/I TCOpPEMU
Kou C€ mociacauna o1 HHTaFOpOBaTa TCOpEMa. Hcro Taka ke ce OCBPHEME U Ha HCKOU
NPUMEHU Ha TCOPCMUTE KON Ke TH JOKaXXeMe.

1. TEOPEMA HA AITOJIOHHWJ

Ha mo4eTokoT ke ja mokakeme Teopemara Ha AIOJOHH], 3a IITO HU CE MOTPEOHU
TakaHapedenute KapHooBu Gpopmyiu.

Jlema 1 (KapnooBu ¢opmyian). Heka ABC e npousBoieH tpuaromHuk u H e
MOIHOXK]ETO Ha BUCHHATA MOBIIeUYeHa o TeMeto B . Toram

—2 —2 —2 =

BC” =AB” +AC” -2:AC-AH , (1)
aKo je aroJioT npu TeMeETO A € 0CTap, a ako OBOj aroJj1 € Tall, Torail BaXxu

—2 —2 —2

BC” =AB” +AC” +2-AC-AH . )

Hoxka3. Co npumena Ha [luraropoBara TeopeMa Ha Tpu-
aronmuauiure ABH u BCH mo6uBame

—2 —2 =2 —2 —2 =2
AB =AH +BH u BC =CH +BH .
Cera, ako T 0O/I3MeMe MOCIICTHATE JIBE PABEHCTBA, 110 CPey-
—2 —2 ——2 —F:2
Bamero gobuBame BC =AB +CH - AH . Tlonaramy,

ako tpuaronaukor ABC e ocrap, toram CH =AC -AH u  H A [
CO 3aMeHa BO TOCIIEJHOTO PaBEHCTBO To JoOuBaMe paBeHCTBOTO (1), a ako Tpuaro-

HUKOT € TanoaroiieH, Torami CH =AC+ AH | na 3aToa Bakxu paBeHCTBOTO (2). m
Teopema 1 (Amosonuj). Ako X e touka Ha ctpanata BC na aABC TakBa 1mro

Baxn BX :CX =m:n, Toram
-—2 —2 =52 -2 -2

NAB +mAC =nBX +mCX +(m+n)AX . 3)

Hoka3. Heka D e mogHOXjeTo Ha BHCHHATA

A

nosieyeHa ox Temero A, toramm X =D wmm

—2 —2 =2
X#D.Axo X =D, toramt AB =AX +BX

—2 —2 =2

n AC =AX +CX . Ako npBOTO PaBEHCTBO IO
MIOMHOXXHUME CO M, a BTOPOTO CO N U TH cobe-
peme ro nobusame paBeHcTBoTo (3). Ako X #D, 5 e o

toram armure AXD u AXC He ce npasu. Cera,
ox Kaaproosure hopmyinu ciemysa

—2 —2 =2 ,=o=— =2 -—2 =—2 _———
AB =AX +BX -2BX:-DX u AC =AX +CX +2CADX.
AXo NPBOTO PaBEHCTBO IO TIOMHOKHME CO N, @ BTOPOTO CO M, 10 cOOMPAmETO Ha J10-

OueHnTe paBeHCTBa ro 100MBaMe paBeHCTBOTO (3). m
3amaua 1. Ako X e mpousBosHa TOYKa Ha mpaBoaronHukor ABCD , Toram Baxu

AXZ+CX° =BX? +DX . Jlokaxu!
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Pemenne. Heka O e mpecek Ha pujaronamure AC u BD . bunejkn npeceunara
TOYKA T MOJIOBU JIMjarOHATIMTE, O/ TeOpeMaTa Ha ATIOJIOHH] CleyBa:

AX% +CX? = AO” +0OC” +20X” u BX  +DX > =BO> +0D” + 20X °
Cera, nMajKku IpeaBHUI JeKa AC = @, OJI TIOCTICTHUTE JIBE PAaBEHCTBA CJIEIyBa TBpAE-
EBETO Ha 33/1a4aTa. m
3amaua 2. Ako X u Y ce touku Ha crpaHara BC TakBu mto BX = XY =YC | To-
rart EZ +A_C2 = WZ +W2 +4W2 . Jokaxwu! A
Pemenue. On TeopemaTa Ha ATIOJIOHH] CIIEIyBa: AN
ABZ+AY  =BX 4+ XY’ +2AX
—2 —=2 —=2 =2 —2
AX +AC =XY +YC +2AY

[ocnemnute paBeHCTBa TH coOHpame, W ako mckopuctiMe aeka BX = XY =YC | no

L m=2 —2 ——2 ——2 =2
cpefyBame Ha 00MEeHOTO paBeHCTBO Haorfame AB + AC = AX +AY +4XY .=
3agaua 3. Ako AA, BB, CC,; ce texunmuure muann Ha aABC, a T e Herosoro
TEXUILTE, noxamn L[eKa

a) AAL 1(2AB +2AC” —BC)
6) AA_L +BBl +cc’ 3(AB +BC’+CAY),

B) AT-+BT +CT~ 1(AB +BC +CA)

Pemenne. a) Axo uckopuctume aexa Ay e cpeguna Ha crpanata BC , ox teopema-
. =2 =2 =2 ——=2 —2
ta Ha Anononnj cnenyBa AB- + AC =BA + AC +2AA . Cera Bo IIocIeHOTO pa-

—2
BEHCTBO 3ameHyBame BA = CA —% u ako ro uspasume AA;  ro pobusame Gapa-
HOTO PaBEHCTBO.

—2 =2 =2
0) Axo cropen a) ru m3pasume AA , BB, m CC; wu ru cobepeme nobuenure

paBeHCTBa, ro nobuBaMe 6apaHOTO PaBEHCTBO.

B) AKO 0 uCKOpUcTUME (DaKTOT JieKa TeXMIITETO ja JeNU TeXKUIIHATA JINHU]a BO Of1-
HOC 2:1, ¥ paBeHCTBOTO MO/ 0) IO MOJSIHME CO Z , To ToOuBame 6apaHOTO PaBEHCTBO. M
3amaua 4. Ako P u Q ce cpeuHHMTe Ha )Z[I/I_]aFOHaHI/ITe AC u BD na qempnaron-

uukor ABCD , mokaxu gexa PQ 1(AB +BC +CD +DA AC —BD ).

Pemenne. Orceuknure PQ,BP,DP ce Texuinrau juann Ha Tpuaroinunure BDP,

BAC,DAC, cooleeTHo mna oz npeTxoleaTa 3aada clieayBa

D
PQ’ =1(2PB” +2PD° —BD"), c
BP® :%(ZAB 1+ 2BC° —AC’ ) )\
BF” = 1(2CD" + 2DA” - AC). ; i

Co 3aMeHa Ha BTOPOTO M TPETOT PABEHCTBO BO MPBOTO, IO CPELYBAmHETO IO A0OHUBaMe
0apaHOTO PaBEHCTBO. W
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2. TEOPEMA HA JIAJBHUI
Teopema 2 (JIajouun). Ako T e texxumre Ha aAABC u P e mpousBosHa Touka,
C

PA” 1 PB°+PC° =TA +TB  +TC  +3PT~.

TOTamI
Hoxa3. Hexka D e cpenunara na crpanata AB

/

/

!
/

Ha ~ABC . 3a Tesxumrero T Baku CT :DT =2:1.
Co npuMeHa Ha TeopeMaTa Ha ATOJNIOHH] Ha TpHa-
{

ronmaunutre BCD, PAB,TAB ngo6usame

ﬁ2+2ﬁ2 :'E2+2T_D2+3ﬁ2 |
PAZ 1+ PBZ = AD’ + BD" +2PD"

A | B

—2 —=2 —=2 —==2 —2
TA +TB =AD +BD +2TD .
Axo ru cobepeme NPBUTE JABE PaBEHCTBA U TO IPH-
MEHHME TPETOTO PAaBEHCTBO, ro jo0uBaMe GapaHo-

TO PaBeHCTBO. W
3amaua 5. Heka a,b,c ce nomwkunute Ha ctpanute, O U I' ce LEHTApOT U paauy-

COT Ha onuuIara KpyxHuue, a T u H ce texumrero u oprorientapor Ha aABC. Jlo-
KaXH JieKa

—2 —2
a) OT :rz—%(a2+b2+c2), 6) OH  =9r% —(a® +b? +¢?),

—2 —2 —2 =2
B) TH =4r’-4(a®+b®+c?), 1) AH +BH" +CH =12r? —(a® +b° +¢?).
Pemenne. a) Criopen Teopemara Ha JlajOHuUI q0OHBaMe
—2 =2 —=2 =2 =2 ==2 —2 —2 2 1,572 =52 =<2
OA +OB +0C =TA +TB +TC +30T ,te. OT =r —§(TA +TB +TC).

—2
Cera on 3ascaua 3 B) cnenyBa OT = r? —% (a2 +b? +CZ) .
6) Ox Teopema Ha Ojiep cienyBa OH =30T , TIa OJ1 pAaBEHCTBOTO I0JI a) JOOMBaMe

or? —(a2 +b? +cz) .

—2
OH =
B) AHAJOTHO Kako ImoJ 0) ako MCKOPUCTUME JIeKa TH = 20T , To nobuBame Oapa-

HOTO PaBEHCTRBO.
r) Ox teopemara Ha JlajOHuI ciemyBsa:
—2 —2 2 —=2 —=2 ==2 —2
AH +BH +CH =AT +BT +CT +3TH .
Cera o7 3a1aua 3 B) ¥ paBEHCTBOTO MO &) cielyBa 0apaHOTO paBEHCTRO. W

3. TEOPEMA HA KAPHO
(4)

Teopema 3 (Kapuo). Ako P,Q,R ce touku ox npasure BC,CA, AB Ha kou npu-
naraar crpanute Ha aABC, Toraur npaBuTe KoM MHHYBaat Hu3 Toukute P,Q,R u ce

BP - PC’ +CQ° QA + AR” ~RB” =0.

nopmanuu Ha npaBute BC,CA, AB ce ceuaT BO eJlHa TOUKa aKO M CaMO aKo
Joka3. Heka nopmanure Ha ctpanute BC,CA, AB Bo toukute P,Q,R ce ceuar Bo

toukara O (HampaBu uprex). Toram on [Turaroposara Teopema cieryBa
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BP°-PC>-BO°-0C>, CQ°~QA° =CO° ~OA>, AR’ —~RB° = AO” —OB",

AKko U codepeMe TOCIICAHUTE PAaBSHCTBA IO JOOUBAMe PaBEHCTBOTO (4).
Ke ro nokaxeme odoparnoto TBpaewme. Heka O e mpeceuHara ToYKa Ha HOpMaJlUTe
on P u Q. Hexa nognoxjero Ha HopManara ox O Ha mpasata AB e toukara R;.

Tpeba na noxaxxeme neka R =R;. On Beke nokaxaHOTO TBpZ[CI—bC cienyBa
BP —PC +CQ QA +AR1 —Rl —O 5)

Cera ox (4) u (5) nobuBame A_Rl —@2 = ﬁ —@
(AR —R;B)(AR; +R;B) = (AR—RB)(AR +RB) , r.c. (AR, —R;B)AB =(AR—RB)AB .
ITo kpatemeTo U NpedpriameTo Ha eHa CTpaHa ce 100uBa: A_Rl—@—ﬁ+@ =0,

T.C. 2R_Rl =0, onkane cienya R=R;. =

3agarak 6. JJOKaXM [1eKa CUMETPAIMTE HA CTPAHMTE HA TPUArOJHUKOT CE CEYaT BO
e/1Ha TOUKa.
Pemenne. Hexka P,Q,R ce cpenunute na crpauure BC,CA, AB. Bunejku cume-

TpanuTe MUHYBaaT Hu3 Toukute P,Q,R, THe ce Hopumanuu Ha crpanute BC,CA, AB

u BP =ﬁ, (Y? =Q_A, AR =@, T.€. € UCIIOJIHETO PaBeHCTBOTO (4), o1l TeopemaTa Ha

Kapno cnenyBa nmeka Tre ce cedaT BO e1Ha TOYKa. W

3anaua 7. Jlokaxku aeka MpaBUTe ONPEJEICHU CO BUCHHUTE HA TPUATOJHUKOT CE€
ceyar BO €/IHa TOYKa.

Pemenne. Heka P,Q,R ce mojHoxjaTa Ha BUCHHUTE Ha TPUATOJIHUKOT MOBJIEYECHU

on temumara A, B,C , coomserno. Toramnt TouHH ce CiIeHUBE PaBEHCTBA!

—2 —2 —2 —=2 —2 —=2 —2 —2 —=2 2 =2
-PC =AB -AC ,CQ -QA =BC -BA ,AR —-RB =CA -CB
Axo tHu cobepeMe TOCIETHNUTE PaBEHCTBA NOOMBaMe JeKa € HCIOJIHETH PaBEHCTBOTO
(4), o xaze ciieyBa TOYHOCTA HA TBPJCHETO HA 3a/1a4aTa. W

4.3AJAYN 3A CAMOCTOJHA PABOTA

1. Axo D e touka Ha crpanara BC na aABC rakBa mto @:ZE, JIOKaKH
nexa AB- +2AC- =3AD’ +6CD"
2. Ako a,b,c ce momxuHuTe Ha crTpaHWTe, S € HoIymepuMmerapor u |, e

JOJDKMHATA Ha CMMETpajiaTa Ha BHATPEUIHHOT aroji Bo TeMero A Ha aABC, mokaxu
_ Zﬁfbcs(s—a)

b+c '
3. Axo H,T,0,S ce opToueHTapoT, TEXKHUIITETO, HEHTAPOT HA ONMMIIAHATA U LIEHTA-

nexa ly

POT Ha BrMIIaHaTa KpyxHuma Bo aABC , mokaxu ieka ﬁz + 2%2 = 3(§ + ZO_TZ) .

4. Axo 3a AABC Baxu Ez +AC :SEZ IOKa)KH JIeKa TEKMIIHUTE JTUHUM BO
temumara B u C ce HopmaiHu.

5. Jlokaxu JieKka paauycoT Ha KPYXKHHIATA KOja I'M JONUPA KATETUTE U OMHUINAHATA
KPY)KHHIIA Ha MPABOAroJICH TPUArOWJIHWK € €IHAKOB Ha JHjaMeTapoT Ha BIHIIAHATA
KPY)KHHIIA Ha TOj TPArOJIHHK.




