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PerryOnmyka KOMHCH]a 32 TAKMAYEHHE A3 MATEMATAKE
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Apcenosuh ap Munom, Marematuuks ¢agynret beorpap

Auxera gp [Iparan, ITpupogsomateMaTauky pakynteT y HoroMm Cany
Bnaxuh np Hosuna, MateMatnuky dakynteT beorpan

Byxmuposuh Mp JoBaH, Matematuukn dakynrer Beorpag

Hopocnosagxku gp Pane, @akynreT Texanukux Hayka y Hosom Cany
Oyrommja np hophe, Maremarwaku daxkynretr Beorpap - mpeficefHEK
Weanosnh [Ipengpar, npodecop rumupaznje y Jaroguan

Jarppmuh XKemko, mpodgecop

9. Jarxkosuh ap Bragumup, Matematnukn pakynteT y Georpaay

10. Mnapenosuh np ITasne, Marematuaku dakynret y beorpany

11. Ormarosuh Cphan, npodecop MaTemMaTHyke rEMHA3Nje ¥ Beorpany

12. Tlerposuh np Bojucnas, [Iprponro-marematuary pakynrer y Hosom Cagy
13. Tamosuh np Ilpenpar, MaTeMaTHukH HHCTATYT beorpan

14. Togoporuh Papge, Matematnuxu caxynrer Beorpapg

15. Tommh gp Patxo, Ilprpogao-mMaTeMaTrakn dakynreT y Hosom Cany

16. Tomuh Msauka, npodecop ramuasuje y Bakesy

17. Ipeenkosuh ap Cranma, Ilpupopro-MaTeMaTHdkH (pakynTeT ¥y Hosom Canmy
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TeKCTODM JADATAKA

Ommrurecxo TakMmudeme 04.02.1995.

[Ipeu pazpen

OnpemiTi Hajuain mMecTouMdped Gpoj uMje cy mudpe pazauduTe U Koju je
Jetus ca 11,

OapeauTi Hajumamy npupoaaH Gpoj Koju npu deodu ca 4, 6. 8, 10, 12 1aje
pedoM ocTaTee 2, 4. 6, 8, 10.

Axko je a* + a+ 1 =0, koauxko je a'*™ + Th:?
a

Cpako no/be KBalupaTHe Tab.ae 3x3 Tpefa ofojurH jeasom ox Y Goja U npwM
ToM yrnoTpeduTn coux Y doja. hoauko paznuunTo oGojeHMx TAOIM MOMEMO
HanmpaeuTH ! (/Be Tadme cy paznuuuTo 000jeHe AKO Ce KPETAREM Y PABHU He
MOry HOBECTH [0 MoRJalaiba).

Pasropapajy nea muna. Jlune A xase:” Axo nobeaumo v dyvndany, nobemuhe-
MO M v komapim.” Jlume B kame:” Arko He nobeimmo ¥ komapuu, nobeauliemo

v pyabaay.” Jlume C Ha To pede: ¥ Bap jenan ox auma A n B ne nawe.”
Ha mu mune C rosopH MeTHHY T

ITpyry paspen

Heka cy a, b 1 c peanan Gpojesut Takeu ga jea=1, b= 1l u c> 1. Iorazatn
Ja je

(ab+c)—c _

(b+epd—c ~

Iokazatu aa je (4 + v15)(v10 — v6)v/4 — V15 pamionanas Gpoj.
Hahwu majmamy spexsoct |z| ako je |z4+4 —3i| =1,

Y paeuu Bagpata ABCD nara je tauka O, IokaszaTu ma cy Tayke cHMeET-
puuHe Tadkd () y oJHOCY HA cpeIMINTA CTPAHMOA JATOr KBaZpaTa Takobhe
TeMeHa KBaJIpaTa.

aT je omTpoyraM Tpoyrao 4MjM Cy YrJOBM jenHakd o, § M 7, a NOBpmMMHA
My je jemHaka S. MipadyHaTH NOBpPHIMEY TPOYTA&a 4ija ¢y TeMeHa MMoIHOMja
BHCHHAa JaTor TpOoyTJIa.

Tpehu 1 weTBpTH pa3pexn

Oapematy npocT Gpoj p 3a koju je Gpoj 8p® + 1 Takobe mpocT.

OnpemnTy koedummjent y3 r'° y nomusomy (1+z+ 22+ +210)%
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TexcTopM 38gaTaxa

Pemmtu jegnauyuny sin2x 4 tgr = 2.

Hera Tpu gpyra ky, &z ¥ k3 Mmajy jenHare nolviIpedHMKe, HeHTPEe ¥V TAuKaMa
0Oy, Oz u O3 (pegom) u Hexka cBa Tpu TMponaze kpo3 Tauky S. Ilame, Hera
cy 51, 82 ¥ 53 npeceude Tauke Kpyroea k; w k3, k3 w ky ogmocHo kK M ke
paznuuuTe og S. JlokazaTy na npape (18, 028 u 0:8; npoaase Kkpo3 jeqdy
TAaYKY.

Heka je S cpemtmre sucune D' npaswanor terpaeapa ABCD. Horasati
aa je yrao ASB npas.

Oxpysxao TakMuueme 26.02.1995.

IIpewm paspexn

HoxaszaTy na 6poj Koju ce y AEKaTHOM 3amucy MINe KOpMmbiemesm jeawHOo
mudapa 2 u 6, EMje pasaMka KBaJpaTa ABa Heaa Opoja.

IlaTt je DeckoHa4aH ckym S mapopa npuponEux Gpojeea. flokazaTH na v ToM
cKVITY mocToje napoeu (a,b) u (x.y) Taxeu Ha jea<zu b < y.

Kaxo Tpeba uzabGpaTu npeisnake + WiIM—ucnope] Gpojepa na ja BpefHOCT
wapaza =1+ 2+ ...+ 1995 6yne mro Gawxa Hymu?

Ako caaka Mjarodana yersopoyria ABCD monosu merosy MOBPIIMEY, TOKA-
saTi aa je ABCD napanenorpam.

Han crpanumama Tpoyria ABC Ha cHOBHY cTpaHY KOHCTPYMCAaHM cY jen-
HakocTpaluyau Tpoyriaoced ADB, BEC w CFA. Iokazatu ja cy gysu AE,
BF u CD nonynapue U Ja ce cexy y jeIH0] TauK.

Ipyru paspexn

llokazaTu 1a mocToju mpuposad Gpoj uuje cy mexanHe uudpe jenmuo 1 u 0
Oe/sHE ca 1995,

Halin nenobpojua pemema jeqHauuHe T° — Yy +y° =T+ .

Heka ¢y xopesu jemsauuse x° 4+ ar +b+1 =0, (a, b cy uenu dpojesu) mean
6pojeru. Jorazatn na je a® + b* cnosken Gpoj.

Pemuty jempaunay vazZ +6z+7+ voxi + 10z + 14 =4 — 2z — z°.

Horazatu 1a ce TpH MpaBe o KOJUX CRAKA IIPOJA3M KPO3 jeIHO Teme TPOoVIia
W TAUKY HACIpaMHe cTpaHHtlle Koja ¥ oJHOCY Ha TO TeMe [IOJOBH 00UM TPOYT-
Aa, CeRy ¥ jedHO] TAYKHM.

2

Tpelin paspen

Hanucatu Gpoj 1995 kao 36HMp MakcUMMAalNIHO MHOTO CIA0MeHMX DpojeBa.
OapemtTy MUEMMYM HM3pasa |z + 22 + - - - + nzy|, ako 3, 2a,...2, € {—1,1}.
JloxasaTi Ja je ceHKa KOjy KOLKa NIpH MapasjejHOM OCBET/helky Dala Ha npous-
BO/BHY PaBAH YeTBOPOYTa0 WK MEecTOYrao.
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TercToDM JAOATAKA

PemmTy cuctes

25 L 2P g
VT +u=2.

= u sinz : siny :

Hera cy z
9:2

¥ U = peannau OpojeBu TakBu Za je x+y +
sinz =4 - -

T,
:5:6 . llokaszaTy ga je cosx :cosy:cosz =
YerBpTH pazpen

Hamucarn Spoj 1995 kao 36Mp MakcMMANHO MHOTO cloreHnx Dpojepa.
Ouapemuty MuHUMYM M3pa3a |T; + 239 + - - - + nxy,|, ako x1,23,...2n € {—1,1}.
HokazaTn 1a je cedka KOjY KOUKa NpW napajelHoM 0CBeT/belby Dalla Ha NpoMs-
BOBHY DABAH. YeTBOPOYTAO MM UIECTOVTAD.

[IIta je sefie 1994'% ywam 1995 O6pasiowuTi ogroBop fe3 ymorpebe
momoREMX cpencrapa.

Horasatu 1a 3a x € [0, 7/2) Bpeau ¥ —sinz < tgx — .

PenyGmmuko TakmMudeme 18, mapra 1995,

Kpymesan — Yenapeso

IIpeu pazpexn

lare cy nBe KOHIEHTPUYHE KpYXHEUUE Kk U Ay nonynpeunura a u b. On cBux
npaBoyraoHMKa YMja JBa TeMEHA NPUIAJAjy KPYVKHWIM k), A IPYTa IBa KPYyH-
HHM ko, Hahin oHaj uMja je moppmmHA Hajeefia M MIpAYYHATHM TY MOBDIIHHY.

Heka cy ay,a9,...,an,b1,b9,...,by (n > 1) mpuponnu 6pojesn Taksu jaa je

a;“a: [+

b by b
HMokazatu ma jea; +ag+---+ap+bh + b4+ ---+ b, cnosken Gpoj.

Y rpoyray ABC aata je Tauka P, TakBa jJa je
{BPC = /BAC +60°, ({CPA= ({CBA+60°, {APB = ({ACB + 60°,

Heka ey A;, By,Cy apyre npeceune taure npaeux AP, BP u CP, penom ca
Kpyrom onmcanMm oko Tpoyriaa ABC. Hokaszatu ga je tpoyrao 4150 jen-
HAKOCTPaHMYaH.

Yyenuny jemsHa mrose cy JRa NyTa WmaM y moszopumTe. CpakM ydeHHK je
Guo Dap =Ha jegmo] npexcrau. Meby ydyesumouma koju cy DMIAM Ha OpBOj
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3.1.

3.2.

3.3.

S.d.

Texcrosss Ta TNTAKE

npelceTapy 6uao je 60% geuaxa, a sedy yueHMUMMA KojH ¢y Buiu Ha apyroj
npencTasy buiao je TH% dedara. MorasaTy Ja y To] meoan Bpoj Jedaxa Huje
MaiHd 0] Opoja Aceojyuna.

Ipyry pazpexn

¥ papHY je DaT mpaBovIiIM KoopoMuaTtHM cucteMm. [la mu mocToju npasunan
1995-To yrao 9ija TeMeHa UMajy HefobpojHe xoopiuHaTe”

Hexa je p npoct 6poj u n Tpuposal 6poj, Takas Ia je Gpoj n° +n+ 3 genus
ca p. Iowkazatu na moctojw npuponad 6poj k Takap na je Bpej k* + &k + 25
IemsuE ca p.

Y weanpaty ABC[D nata je Tauka F, Taxea ja je AP: BF:CP=1:2:3.
Oxnpemmta yrao APB.

Harto je nmer Gpojepa. O mMx ce npas HoBMX neT GpojeBa caexefinm moc-
TymEoM: Mehy BuMa ce uiadepy ueTupu Gpoja M CRaKM 0 HBHX ce 3aMeHM
Pa3sIMEOM Mo.Ty30Mpa u3abpauux Spojesa u Tor Gpoja; neru 6poj ocTaje He-
npomemcd. [la au ce moHaBpamenm OBOT HOCTYIEA 0F moaasnnx Gpojesa 1. 2,
3. 4, 5 mory so0uTy Gpojesu

a) 10, —11, 12, —-13, 14; b) 13, —14, 15, —186, 17.

Tpehin paspen

Y Tpoyray jenmHM4YHE NOBpMMHEe ZaTo je 7 Tavyaka oJ KOJMX HMKOje TPH HMCY
HAa jeano) npanoj. lorazaTH fa cy HeKe TPH 04 JATMX TAYaka TEMEHa TPOVIVa
ynja noepmuHa Auje Beha o 1/4.

Y upaBOYDAaOHMK je YNMcaH YeTBOPOYPA0 TAKO JA Ce HA CBAKO] CTPaHUIM
HpaBoyTracHWKa HaTa3su Mo jefHo Tese Tor d4ersopoyriaa. loxaszatu ga obuum
YOHCAHOD YeTEOpoyTiIa dije Mathy 0 10Mpa OWjaroHasa OpapoyTaosnsa,

Har je exyn X woju ce cactoju oan enemenara. Cbawkom mofckymy cryna X
npMIpyVxeHa je jeqda o gatux p 6oja. Onpeantu Hajpehy spensoct Gpoja p,
TAKO [a 3a CBaKO UPMIAPYXEHBamke §oja MoAcKyMoBMMA, noeToje ckymonn A C X
w 3 C X. Taksu Ja je ceaxkoMm of ckynoea A, B, ANB, AUB npuapyvsxkena ucra
Goja.

Aro je d majpehin ox mosuTuBEMX peanHmx Opojesa a, b ¢ d, norasatu ga je

a(d — b) +b(d — ¢) + e{d — a) < d°.
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4.1.

4.2.

4.3.

4!‘4.

TercToRd IaIaTAR:

UerepTH pa3pen

¥ Tpovr.ay jeguHuYie MOBpHnMHe JaTo je T TAuUAKA 04 KOJUX HUROjE TPU HHCY
aa jenuo] npaenj. JorkasaTu ga oy Hexe TpM 04 JATHX TAYAKA TEMEHA TPOyria
uija nosppuna Huje nefia on 1/4.

Y NpaBOYraAOHUK je YNMCAH YeTBOPOYTAO TAKD Oa& CE HA CBAKD] CTDAHMIIH
NPABCYTAOHHEA Hala3W Mo jelHo Teme Tor 4YeTBopoyria. JiokazaTu ga obum
VIHCAHOT YCTBOPOYVIIA HK]E MakH 01 30MPA AMjAroHANA NMPAROYTACOHMHA.

Hat je cevn X roju ce cactoju og n edemedata. Cpaxkom moackymy ckyna X
npuapyEcHa je jedia oa natux p Soja. Oapenutu Hajeeliy epeanoet Gpoja p,
Takn Ja 3a CBAaKU NPIIDYAEMBake 0oja DOOCKYNOBMMA, [ocTole cryuoBH A C X
w B C X, Tarkeu Ja je ceBakoM of nrymosa A, B, AN G, AU B upuapyxena ucra
Dojn.
Hus Bpojesa {u,) 3alaT jeca: gqp=a1=a; =1

1+ @ni2unas

G4y = ————22 zan € {0,1,2,...}.
ey

Horazatu Ja ¢y cBM 4aa=HoBY HH3A (a,) upuponnyu Gpojeen.

u 5
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2.3.
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Pemew.a 3agaraxa
Pemerma 3aJaTara Ca OIINITHMHCKO TaEMHA4YEHI.

IIpem paspen

Tpasenn Opoj je 102465, Hajmamu wectoundpenn Hpoj ca pasauyauTHM
mudpama je 102345, anu on nuje gemup ca 11, jep je 3a To moTpebHo u Jo-
BOBHO Ma pa3iauka 30Mpa mmdapa Ha nmapHuM MEcTHMa M HellapHMAM MecTHuMa
oyae neswsuia ca 11. [lorpasxumo npew selin 6poj Koju 3a10BOBLABA VCIOBE.
Takpor nema melly Gpojesmma 1023%*, jep 6 Ha mecTy 3Be3Ivua Ouae HeTe
undpe. Mely Gpojesuma obauka 1024%* ppeu koju 3azoBo/saBa veoiose je
102465.

Axro je Tpasenu Gpoj n, oBOa je n + 2 Hajmamu Opoj gemus ca 4, 6, 8, 10 u
12, nakie HajMakM 3ajeHMYKM cagpxaJsall oBux DpojeBa. CTora je n = 118,

Rako je s’ —1={a—1)}{(a" +a+1) =0 u 1995 zemuso ca J, uspa3s je jemnax 2.

3a cepary nepMyTauM]Y o AeBeT Goja MOMeMD 0G0JHTH N0J/ba PEI0M [0 BpeTa-
va Tabmume. Ilpu Tom ce cpaku ofojeHM KBagpaT NOHAB/BEA YeTHPU NYTAa
(koMEO WMMa poTaunMja ¥ paBHM Koje ra mpesoje y camor cede). 3arto je
Tpasedn Opoj Y!/4.

Ob6enexumo Mekaze p: nodemihiemo ¥ dyabany; ¢: nobemulieno y komapuu.
Jlume A je perno: p =+ q a amue B: —q = p. Kaxo je uckas (p= q)V (g = p)
TayTodoruja, auie C roBopH MCTHHY.

IIpyrn paspexn

Uz yenopa a > 1, g > 1 u ¢ > 1 pobujamo aa je a®b® + 3a®bc + 3abcd® <
a’h? + 3a’te+ 3aPh u & — e 2 a® — a’e, na cabupamem oBux HejennakocTH
no6ujaso ga je ot +3a’bPc+3abd +ct —e < * P +30’ P e+ 3atbE +atct —ate. M3
nocnemse fejenaroc™ cnem (ab+c)® —e < @®((b+c)* —¢], onarne nememenm
ca (b+ ¢)* — e nobujamo HaBeaeHy HejeqHAKOCT.

EnementapauM TpadchopManujama gobujamo:
(4 + VIB) (VIO — VB)\/ 4 = VIE = d + VIB(VI0 — VB) /4 + VIBY/d = VI5
f_'_\f',__'
= \/S—gfi{vﬁ— V3) = (VB + VAR(VE - vE) =2.

IlpumeTrnmo ga CKYII CBMX Ta4Yaka YMjH cy adMKCH KOMILIEKCHH GpojeBu 3a Koje
Bask |z +4 — 3i| = 1 jecte kpyr ca meaTpom y Tauku (—4,3) U nonynpeusuka
1. Pacrojame neurpa Tor kpyra on tauke (0,0) jennako je 5, na cinemm ga je
TpaseHH MMEMMYM |z| jesnak 4.

CpemmTa CTpAHMIIA KBAIDATA CY TEMeHA HOBOT KBAADATA. 1adyKe CHMET-
pyuHe Taukn O y oJHOCY HAa NMOMeHYTA cpeMIiTa cYy XOMOTETHYHE THM cpe-
JHUITHMA [IPH XOMOTeTH]H ca NeHTpom O u koeduumjentom 2. Onartne cnegm
Tephee 3anaTKa.

#h#



2.0.

3-4.1.

3“"4 12 -

3-4.3.

3-4.4.

3"4 15 W

Pemess samaTaKa

Hexa cy A;. By, C) noaaokja sucuna omtpoyraor tpoyria ABC ca yroosuma
a, 3, 7 ¥ oarosapajyfium crpasmnama a, b, . Taza je AC) = beosa, AB; =
reosey. Ha ocuoBy Tora moGujamo ga je

1 1 "
Pic,s, = E.-lﬂl -AB singe = Ebcsinacos' a = S cos® a,

AnanorHo nobujamo ga je Pgac, = Scos’ B n Frepoa, = Scos’ v. Tlpema Tome,
Py, = Page — Pacyn, — Prae, = Pogoa, = S(1 = cos® a — cos® 3 — cos® ).

Tpehu u ueTBpTH pa3zpen

Axo Gpoj p nuje memus ca 3, 6poj p* —1 = (p—1)(p+ 1) jecTe aemus ca 3,
ma je u 6poj 8p° + 1 = 8(p® — 1) + 9 Taxobe nemun ca 3. Axo je p=3, ouza je
8p® + 1= T73. a To je npoct 6poj. [Haxne, Tpaseau Gpoj je p = 3.

T paenu koedUnMjelT jeaHak je Gpojy ueaodpojHUX pellekha cHcTeMa U+ v+
w=15 0 < w,v,w < 10. Crapmmo 7a je u+v = 5. Tana je w = 15 — 3.
llakme, s je meo Gpoj koju 3agoBosbaBa yoiaoB 5 < § < 15. Pasmarpajuo
cucTeMm u4+v=2s 0 < u,v < 10.

1° Heka je 5 < 5 < 10. Y omom cayuajy v je mpouseomad neo G6poj koju
samoBosbaBa yciaoB 0 < v < s, a o je naTo ca u = s—v. [lakne, y oBom cayuajy
CHCTEM MMa § + 1 pememe.

2° Hera je 11 < 5 < 15. Y osom cayyajy v je mMpoMsBOoJBaH 1eo Dpoj Koju
sanoBoJsasa yeaog 8 — 10 < v £ 10, a u je gaTo ca u = 5 —v. Jlakne, y opom
cayuajy cieTeM uma 21 — s pemema. Ykynan 6poj pememsa moaasHoT cHeTeMa
je(6+7+---+11)+(10+9+---+6) =91.

2 IIpeo pemmmo jenHANHME 2
T+ @ Een R J Y148

2 y ckyny peansux Spojesa. Opa jenHadmHa je eKBMBANIEHTHA ca

Heka je tgx = t. Tana je sin2x = +i&=

P -2 5%-2=0

1j. ca (t—1)(t* —t +2) = 0. [locmenma jennauuna Mma TAYHO jeHO PEAHO
pememke £ = 1. [lona3ga jenmaduna je eKBMBAJICHTHA jenHauMHu tgr = 1, a

g ™
pemiersa OBe Hoc/eme jeNHAUMHE LaTa CY & 7 = o +khkr. ke Z.

Yetropoyraosx (253008 u 504503 ey pomboBd, fakie napaiclorpami.
Chnemy na cy aymu (hSy, SO u O3S nmapanenHe, jefHake ¥ MCTOCMEpHE.
Onapne 3zaxmyuyjemo da je uersopoyrao Oq5;5,0; nmapanenorpam. Iyuum
(98 1 0353 cy anjarodane papajenorpams 1a MM ce 34T0 CPejHIITa [oKIa-
najy. Ha ciawyan paume moske [fa ce Qokaxs fa ce cpejumra {ywu O15; u
(0,53 nmoxnanajy. Ilakne, cpemamra mysu 051, U5 u 035; ce noknanajy.
Cremn ga ce nupase (45, 45; u (035 cexy v jeamo] Tauki.

llpumenom Ilutaropuse Teopeme nobujamo na je DD7° = AD? — AD'? = 42 —

2 2 . a
a _E g 3 R 2 l e B 0
(x}ﬁ) — 3rI. ,AS® = AD S = AD +J_DD 2 5 5

+— = —. Ha cnuuan

*7 %



1.1.

1.3.

1.4.

1.5.

2111.

Pemena 3 AJATARD

9
HAMMH ce J00kja aa je BS? = = Caemm ga je AS* + BS? = AB%=qa%), a

ogapie aa je yrao ASE npas.
Pemewa 3amaTaka ca ORDVAEBOr TaKMHYeHEa!:
ITpen paspex

BEpoj mucas jemmno umdpama 6 v 2 je gemsms ca 2 anu mHuje ca 4, ok je
pa3iMKa KBAIPATA, AKO je mapan Gpoj, ge/suBa M ca 4.

. Ka je A M 1Y M 1aTa a MMHMMYM IO H 18ln) HaTa
Hera je 4 MMHMMYM NMPBEHX KOOPIM B MYM APYTHX KOOPAu

Tadaka us S u Heka oy (A Y) u (X, B) 1se Ttauke us S. Kawo v chvny T =

{fle,)l <« x < X, 1 < 3y €Y} nma koraumo MHero negoBpojHMX Tayaxa,
moctoji Tauka (r,y) M3 S xoja my He npunaja. 3a my Baku A <z, ¥V <y
wim X <t B <y.

Kawo je k—(k+1)—(k+2)+(k+3)=03ak=4,5,...,1992u1+2-3=0
Mpel3HAIM ce MOTY M3aBpaTH la BpelHoCT W3pasa Gyle HyJIa.

HNosomeo je mokazaTu Ja ce oujaroHane mojoee. Heka je O mpecek amjaro-
Hana. Rako cy morpmuree Tpoyraosa ACD u ACB jennake, BUCHHE M3 TeMeHa
D u B cy jennare. M3 jeasaxocty noppmuna ACD w BC'D cnemm jennakocT
moepmiuHEa Tpoyraoea AQD u BOC. Kawko cy MM BUcHHe M3 TesmeHa [) oqHocHD
B jennake, sapem AO = CO. Cauuno ce nokasyje 1a je BO = DO.

Tpoyrnoeu AEC u BFC cy noayaapuu jep je AC=CF,CE=CB, {ACE =
{BCF = [C +60°. Crora je AE = BF. Opu Tpoyriosu poTtaunjom oko C 3a
60° npenaze jeman v apyror. Ctora ce u onroeapajyhe npase AE u FB cexy
y uexoj tauxu O nmox yriaom oa 60°, naxne (AOF = (BOE = 60°. Kako ce
oy AF oy w3 tauke O mox yraom ox 60°, yersopoyrao AOCF je Terusan,
na je u LCOF = [CAF = 60°. Crora je LAOC = 120°. Cawmuso ce gorazyje
na je LBOC = 120°. Yrao [AOB je gonyHa 36Mpa OBMX YrJoBa 10 OVHOL
yraa, ma uigocu takobe 120°, Amanormo ce moxasaje na ce ayswu DC u BF
ceky y Hexo] Tauru O n3 koje ce myx AB sumu moa yraom 120°. Kako cy O u
O ca ucte crpase npape AB, mopajy ce O u O noknanatu. Tume je gokaz
3aBpIeH.

Jpyru pazpex
1995 puta
& ﬂH *
Meby Gpojepmma 1, 11, 111,..., 1---1 wumm je Hexw jgemuB ca 1995 wmm, Ha

ocHoBy JlupuxieoBor IPpUMHEIMIA, IBA MMA]Y MCTH OCTATAK MpK geobu ca 1995,
Paanuka Ta nea 6poja je oega 6po) koju 2amopokaBa TEphemwe 3a1aTKa.
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2.2,

2.3.

2.4.

2.5.

d.1.

Memema I8 IATAKR

MucrpuMuEanTa jezmw-mﬂe_:cz —(y+Dz+y*—y=0je D= —3P 1 By+120.
Crora je "—‘513 <y < ﬁf—a Jeawse nenobpojie BpelHOCTH KOj& OBO 3al0-
Bosmasajy cy 0,1 u 2. Ougrosapajyhe spennocTu 3a r nobujamMo pemasarem
kBagpaTHe jeaHaunHe. Cpa nenofpojua pemera cy

(1,0), (0,0),(2,1),(0,1),(1,2),(2,2).

AKo €y ®; M @y KOpeHM JaTe jelHadMHEe, Ha ocHoBy BueToBuX npasuaa je
oy =b+ 1M x4+ 22 = —a. Crora je

a + 0 = (zy + 23 + [z — 1)2 = (22 + 1)(z3 + 1).

Kako je zi +1>2u 25+ 1> 2, repBemne je Jokazaso.

JeanaurHa ce Modke HAMUCATH Yy ODAMKY

VA + 12+ 44+ 5z +1)2+9=5=(z+1)%

Kaxo je mepa cTpana jenmaumne meRa unu jemaaxa o1 vd 4+ /9 =5 a jecma
CTpana Mama WM jegHaka 5, jegHakocT je moryha jeawuo 3a z = -1,

Hexa cy A', B',C' Ttauxe woje y omsocy Ha Temena A, B,C Tpoyrna ABC
noaose weros obum 2s. Ha ocnosy Yenune Teopeme, qymu Ad", 5B, CC ce
CEKY ¥ jeaHo] TAYkM aKO M camMo ako je

BA' CB' AC
AC B'A OB

= 1.

Hocaenwe je tauno. jep je BA' = s=—¢, AAC=5~b,CB =s8—a, B'd=35-¢,
AC'=3—-b, C'B=s—a.

Tpehin pazpexn

tl# jesan cabuparx TparkeHor 30mpa He cMme OMTH 30WMD JBa ciuweia Opoja.
Otyaa cabupum mory Buwru jenmso 4, 6 n 9. Kaxo je 194935 senapas, ¥ s6upy
ce nojasmyje Gap jeama AeseTke a 30or 94+ 9 =06+06+6 u camo iamua. Faxo
1995 —9 nuje ge/puBO ca 4. veliy cafupuiuyMa ce mnjarikyvie Dap jelrs mecTina,
Karo je 1995 — 9 — 6 = 18980 memuse ca 4, ocramd catupuy ¢y 4oTRODHC,

[prveTie 32 je. 3a CBAKO EPHUDOAHO &,
(1) k—(k+1)—(k+2)+(k+3)=0,

Ako je n obunka 4k mMupuMyM je cTora jeqmak Byau. Axo je n o= 4k + 3
MHEUMYM je Tarkobe myia, sfor 14+2—3 = 0 u npuvenom (1) B CBaKA 4eTHPH
y3acTonua cabupka nocie npea Tpu. Y cayuajesunmua n =454+ 1 W n =4k +

2 mmanMyM je jeamax 1, jep je wmapas im + 230 + --- + am,| Eentapad 8poj

EAA L



3.3.

3.5.

Pemesa saanTarn

3a CBAEM w3G0D Helud atux, a 30or (1) ce spemnoct | meowe goctuhu. ¥
MpReM CAYU4jy Guna ce xy = | 4 OHOA 3A cBAKA YeTUDM Y3acTomHa cabupka
kopucTumo (1), Y apyrosm caydajy Oupamo rp = 1, 20 = =1 a Ha ocTade
cabUpRe CPyUMcake 10 YETHPH HPHAEHNMO M3Bop Hemo3HATHX caraacho (1},

Clegra Mopa OMTH UEHTPATIO CHMOTPHUYIA PUTY DA, TE 3aT0 HUje TPOYTAO,
meToyrao Hi ceguoyvrao. He smome 8ury um myx, jep OM Tana HOOEA TpM-
najana parny. flukassnso g2 cedra vuje ocMmoyrao Tj. Ja Gap jenano Teue
Kotke Huje ocpeTdeno. Meuie xoje nosase M3 MCTOr TEMEHA KOIKE KAC BOH-
TOPH YMHe Casy apocropa. Hatopowm Temena O moryhe je moctulin ga ce pek-
TOp (3IPAK) OCESThADAILA § WIPAMKADRA KAC HEMOZUTHBHA KOMOGMHALM]A BEKTIPA

veuoa g, &, U ¢ Koje noxase uz 0. Jokaxmmo ga je Teme (0 HeocBewneno.

Mocymarpajumo Tauke M raxse 1a je OM = £{—=), t > 0. 3a 1oBosHO Mano ¢

OHE IPUIALAJY KOUM, [ep TAYKE KOURC MMAjy BEKTOpe nojoaja ra+4h = ze
ca0<xpy =<1 COryga rauka O HMje ocBeThEHA.

MpuMenoM Heje HAKOCTH ADMTMETHYKE W recMeTpHjcke CPelMHe UMAMO
2FH 4 9T 5 9y/aFemaviey

Oa U3 IpRe je HAKOCTH cucTema Jobujamo

(1) iz +y<i

Raro je 2(z +y) = (VT + /¥)*, w3 apyre jenmaxocTd cucrema caeiu

(2) z+y2>2

Uz 2(z° + %) = (z+y)* n (2) caemn

(3) &+ 22

Ha (1),(2)u (3 cremz+y=2uz+y" =2 u rosauyo s =y = 1.
WMz nmenrurera sin’ y + sin®{z + y) —sin® z = 2sin y cosz sin(z + ¥) koju ce aaxo
M3BOIM W2 agMOWoBEMX hopumyna, JobHjamo

cosx _ sin’y+sin’z —sin‘zsinz
cosy sin*z+sin®sz—sin®ysiny’

ojakie, KopUiGheseM JaTHX nponopouja, caemm cosx :cosy = 12 : 9. Camuno
ce M3BOIHM M EPEUGTB-I[G.

( Maejy sa nomasms MIeHTHTET J00HjaMo aAHAAM3OM CHELMjaIHOP CAyYaja 3a-
JaTka Kaza cy I,Y,= YTJA0BH TPOyTrjia BE30M KOCHHYCHE U CHHYCHE Teopese.)

=] 0=



4.1.
4.2,
4.3.
4.4.

4.5.

1'1'

1.2.

1.3.

Pememsa 33 aTaARA

YeTepTH paipen

Buan pememe 3agatea 1. 3a Tpehn paspea.
Buam pememe 3azatea 2. 3a tpehu paspean.
Buau pememe 3anatka 3. 3a Tpehn paspex.

Hokaxumo resepanno aa je n™' > n+ 1" 3a n > 3, mTo je eKkEMBaIEHTHO ca
n>{1+1/n)" u Tayno 3Born >3 >e > (1+1/n)"

Iocmarpamo ¢pyseumjy f(z) =sinz + tg r — 2z #a untepsany [0, w/2). Karo
je fl=cosz+ == —2 2 cos’z + = — 2 = 0, byssumia He onasa ma je

flz) = f(0) =0.

Pemema 3anmaraka ca penyOaMYKOr TaKMUYEHA!

I[Ipen paspean:

Hexa je ABCD npasoyraoauk uvja temesa A u B npumanajy spysumoun &y a
Temena C' w D kpysEULM k. Jlako je Bulery Ja yKoJMKO HeHTap O KpYHHMIA
ne npuraga npasoyraouuky ABCD, nocrtoju npasoyracHuk selie nospumuie
ca TemeHWMa Ha ki ¥ k. CTora Hagame pasmaTpamo ciay4aj kaga neatap (J
npunaga npasoyraoHuky ABCD. Kawo je P(ABCD) = 4P(AOD), uajerehin
Mo MOBPIIWHNM je OHA] MpaBoyTaoHWK ko Kora je Tpoyrao AOD pajeelie nmosp-
mude, Jakiae kaga je yrao AOD npas. Taza je P(ABCD) = 2ab.

Heka je

npy 4eMy ¢y a M b y3ajamHo npoeTu npupogEu Gpojesin. Tana je

by + b+ ---+ b
ﬂ-1+ﬂg+"'+ﬂ-ﬂ+bl+b-!—|—”.+bﬂ=(ﬂ+ J{]+'+ +”)L

h
Hako cy a+ 0 w b y3ajamso npoct OpojeBM W Ha JeBo] oTpaly pHpogat
Gpoj, mocToju npupogad bDpoj & Tawas Ja je by + by ++-- 4+ b, = kb, FKaxo ie
bh2bby=2b....0,2b Toje bk >n>1. Crora je

ay+ag+ o ta, b+ + by =(a+bk

cAomeH opoj.
Kaxo je
LBPC=4(BPA+ iA3PC = LPAB + LPEBA+ (PAC + APC A,
oufie
a+60 =a+ (PBA+.POA,

#]1%



Pemeta 3aaaTaka

OLHOCHO
60° = LPBA+ (PCA.
Karo je
LPBA = ({B1BA=.,{BA4;4
u

LPCA=L0CA=LCA4A

(kao mepudepujckn YTI0BM HAL MCTHM Jykom), bulie
f—Bl"i]C‘l = 531.4.1."‘1 +- |':C1;"1.1A= 60",

Cauuno ce aokasyje ga je LA, BCy = LA, B Cy = 60",

1.4. OzHaunso ca g,y Gpoj Jdedaka OJHOCHO JeBOj4YMUA KOJM Cy DMIM Ha o0e
NpeacTaBe, a ca Iy, i Opoj Aevaka 0AHOCHO JAEBOjYMOA KOjH cy OMIM camMo Ha
npegcraeu i, (i = 1,2). [Ipema ycnosuma 3agaTtra je

(mo+x1):(po+w)=60:40 , (zp+=):(w+w)=T75:25

Oryaa caeam 2(zo+x) = 3(yo+y1) ¥ zp+72 = 3(yo+12), 1a je 3xg+ 2z + 29 =
Byo + 31 + 3y2. Karo je 3(zo + =1 + 22) = 3z + 231 + 32 1 6y + 3 + 3 2>
3yo + 1n + y2), Ouhie zg+ 21+ 22 2 Yo + 1 + y2, MTO je ¥ Tpebalo TOKA3ATH.

Ipyru pazpen:

2.1. He mocToju. ¥ cynporHoMm O mocTojao WM npasuiad netoyvrao ABCDE ca
nenobpojuuM xKoopiuHATAaMAa TemerRa. [Ipeceun mujaronana ror neroyria cy
takolje TemeHa mpaBuiHOr meToyria ca uejgobpojHOM KoOpAMHATAMA TeMeHa
(cBako on BUX je YeTBPTO TeMe MapaljeliorpaMa YWja Cy TDH TeMeHa TeMeHa
nonazsor meroyraa). IlocTymak Su ce Morao HeOrpaHHHYEHO MPOLYHHTH, Ja-
i¥hu cee Mame u Make DpaBUiIHe OeToyrle ca OenodpojHHM KOOpIMHATAMA
TeMmeHa, mTo je Hemoryhe.

2.2, Axo je p=3, moe ce yietu k = 1. Axo je p > 3, Taras Gpoj je x=3n+ 1.
jepje K2+ k+25=9n*+n+1).

2.3. Poranujom papaM oko B koja npecaukaupa 4 y C, Taurka P npexazu y Q.
IIpu Tom je PB = QB u LPQB = 45°, Karo je PC® =9PA* =CQ@*+ PB* +
BQ? = CQ? + PQ?, tpoyrao PQC je mparoyrmu u LPQC = 30°. Crora je
LAPB = (BQC = 135°.

2.4. Heka cy a, b, c,d npoussosmna weTnpu Bpoja u 2s=a+b+ec+d Taua je

(s—a)+(s=B+(s—c)+(s—d)=a+b+c+d

(s—a)l+ (=0l +(s—c+(s—-d=a® +0' + +d%

#]12%



3.1.

3.2.

3.3,

3.4.

4.1.
4.2.
4.3‘

Mememe FRmITERES

3aTo. npu masejemnns ofepanmijara. I0HP CEMX mer Opojesa xao ¥ IDMP mir-
X0BMX KBajpaTa ocTaje HenpoMeseH. 02 je # Nol a) u mox 6) oxrosop mera-
THBAH.

Tpehin paspex:

HowsohRy 3se cpegse muEMje pasicane TPOYTAO H2 JB2 TPOYTIA DOBDOIESE
1/4 » napanejorpam mospmse 1/2. Ilo [impaxzecson mpssmmimy, O JaTHx
7 Tauaka TpH Dp#mazajy jesmoum o3 osa Tpu cxyma Ome cy Tesesa TPOVTIA
yitja mospmmEa =wje seha o3 1/4. Osge muamo ¥ sMIy wmmcEMny Ja DoSD-
mHHa Tpoyr3a awje selia of CDodonMEe MOEMENEE OapalelolDala EOjE Ta
TpexpuBa.

OGenesanio npasoyracewk ca ABCD u ymrcasm wersopoyrao ca MNPQ.
Mec AB. N=BC. P=CD. Q€ DA. Npecmezxajuo ABCD cinrerpuzjoss
v ogsocy Ea crpamuny BC v npasovracems A'BCIY. osaj] motom cneerps-
jou v ommocy Ba CD' v A"B"CD' n osaj cauerpijon ¥ ommocy Ea DA™ ¥
AB7C"DY. Heza cy ca X'.X". X" csnavese cowxe mposssonse Tauxe I
PEeI0M OpH OPS0] CHMETDH N, NOMIOGHIIMH NPse N JPyTe H KNOMIOSHINR apae
apyre u Tpehe cinerpmje. O0uM yIHCAEOr YETBOPOTIA je jeISas Yy EEM
smaosmazene mEje MNP'Q"M™ xoja ewje mana o3 pacrojapa MM™. 2 om0
je jemmaxo 30upy ImjaroEana mpasoyraouuka ABCD.

Hajeelia spexmoct Gpoija p je n. JdoxesGnm I8 38 CEAXD TpecIMsssase Mol
ckyvmoza cxyna X ¥y cxynm o3 Eajewime n Goja, mocToje nogcxymosun A, B mojmmas
je mpiapyxwesa wcTa Doja Koja je OpRIpPYNcHA B BRAXOBOM UpeceRy W YEmjN.
Nocumarpajuo moacxymosze B, {1}, {1.2}, {1.2,3}, .... {1.2....,n}. Dipema
Mupsxaeosom Opimpnmy mocToje d2a ely minea xojinsa je opsIpy=esa wceTa
Goja. Ta je Goja mprapyXeHa ¥ BATCBOM TDECEXy ¥ VEE)H (K0jH C2 CEBOTE Ha
Hokasanto 3a 3a n+1 Gojy. mocToiu Gojese DOGRCK)YTOBa TAXEO Ja Be DOcToje
moackymosn 4. B Taxeu Ja ¢y cem cxynosst AB, ANB. AUB opapbame meTon
dojom. Hera cy Doje camauese Gpojesmsa 0.1.2.... . n. Tpamseso npecamxa-
paBe je oapebeno mpaEnzom 3a ce mogsymy A C X Jozeqs Gpoj exewesata
¥y A

Tpeta noxazaru ja je & — (a+b+cld+ab+ac+be > 0. Oso cnems w3
did® —(a+b+cld+ab+ac+be] —abe = (d—a){d—){d—<) 2 0
i MO3INTHBHOCTI Opojesa a. b, o d.

YerspTH paspex
Buae™n pemesne sajatka 1. 3n Tpelu pasped
Buwgetn pemeste 3atarsa 2. 3a Tpelin paspes

Buaern pemesne 3anatxa J. 3a Tpelin paspex.
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leimesa 2 aaraKa

4.4, YnanosBu uusa (g,) €3 ouuraesdo mosuTHsiy dpojesn. Oaysumarmesm JeBux i
ACCHHX CTpatHa JeJHAKOCTH

Anaaln = 1 + Qnaplagy

Qo ypglnsy = 1 4 Bpoapio

AOGUIaAMO G, j0ns) — Apiilln = Uneglnsg — Gnaglne) WTO j& eKBUBANSUTHO CA

Ao+ =+ Al =5 fp+2 =+ Oy

P nay
Onarae Hanmazuuvo ga je

. { 2, ako jen mapHo
Qn+i 3, ako jen HemapHo

Jakie anin = Tplys) — dn. OpH HeMy T, € {2.3}. Ouaasze ce unaykuMjom
nobuja 1a ¢y cBM 4ynasosM HM3A (a,) uenu Dpojesw.

welds



PACIIOPEI TAEKMMYERBA M3 MATEMATHEKE

3A IKOJICKY 1995/96. TOOVHY

OmurTuacko TakMugeme . . . . .

OEpy®EO TakMHYeHe

Penybnuuko TakMudeme

Capezgo TakMHYeme

. 03.02.1996.
. 17.02,1996.
. 17.03.1996.
. 14.04.1996.



CAIIPAAT

DI]]J]'IHHEKD TAEMHYERE .
DEP}"H\IHO TAEMH4YEe®khE P RIETE

PeovBaMyro TAkMHYEEREe . . . . o« . . . . .
PEIIIEILE. FAATAKA C3a ONIITHHCEOD TAEMHYeHA

Pemema 3agaTaka ca OKPYHEHOr TakMUYeHa . .
Peuema 3aJaTake ca penyOaHYKOT TARMHYEHA |
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