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Platon Dimié¢ (Beograd)
NEKA PITANJA U VEZI SA KOCKOM

Obi¢no ve¢ i deca predSkolskog uzrasta znaju 5ta je kocka, tj.
umeju da kaZu da li neki predmet koji im se pokaZe ima ili nema oblik
kocke. Kasnije, u niZim razredima osnovne 3kole, ufenici naufe i da
nacrtzju kocku. Oni je obiéno crtzju onako kao §to je to prikazano na
sl. 1, ali ne umeju da obrazloZe zasto su na slici neke cd duZi kojima
su prikazane ivice kecke krace, a neke duZe, i zasto su neki od uglova

koje zaklapaju te duZi pravi, a neki kosi, iako su
€y u stvarnosti sve ivice kocke medusobno jednake,

a svi uglovi na njenim stranama pravi. To ¢e

im biti obja$njeno tek znatno kasnmije. Ali oni

primeévju da pomenuta slika, kada je posmatraju,
| ostavlja na njih uglavnom isti utisak kao i Zi¢ani

¢ 1li kartonski model kocke, pa se tom slikom sluZe,
ne traZzeéi nikakva potpunija obja3njenja.

Zatim, u starijim razredima osnovne $kole,

Sl 1. udenici nauce i da definiSu kecku. Za njih je

ona geometrijsko telo ogranieno sa Sest podu-

darnih kvadrata, $to je pravilna definicija kocke. Oni se, istina,
ne upustaju u ispitivanje pravilnosti ove definicije (tj. ne postavljaju
pitanje o tom da li se, recimo, pomo¢u Sest pcdudarnih kvadrata mogu
ograni¢ti uvek samo istovetni, podudarni delovi prostora, i sl.), ali
ovakvim, malo teZim pitanjima, ni mi se sad, ovde, neemo baviti,

Evo, medutim, tri zanimljiva pitanja u vezi sa kockom ({ije resa-
vanje nije suvide teSko ni za ucenike osnovne 3kole.

1. Tako, na primer, ve¢ i uéenici osnovne 3kole umeju da nacrtaju
»mreZzu kocke«. Oni je obi¢no crtaju onako kao $to je to predstavljeno
na sl. 2, ali se lako uvida da se ona moZe nacrtati i druk&e, Jasno je,
na primer, da se i od komada kartona, izrezanog onako kao §to je to
pokazano na sl. 3 i sl. 4, kada se taj karton ispresavija po ivicama na-
crtanih kvadrata, moZe sklopiti mcdel kocke. I onda se postavlja pita-
nje: na koliko se razli¢itih na¢ina moZe nacrtati mreZa kccke?
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Da bismo odgovorili na ovo pitanje imajmo u vidu da se mreZa

kocke, prema onome kako se ona obi¢no definide, dobija kad se zamis-
ljeni model kocke rasefe duz 7 kockinih ivica, no tako da svaka od

6 kockinih strana ostane ipak spojena bar duZ po jedne cd nerasefenih

ivica sa ostalim stranama kocke, i zatim se sve kockine strane poloZe

u istu ravan. | onda podimo redom.
Pretpostavimo najpre da smo omotaé kocke ABCDA,B,C,D,

rasekli duz jedne njegove bo&ne ivice (npr. duZ njegove ivice AA,,
sl. 1), i da smo kvadrate koji predstavljaju gornju i donju osnovu kocke
ostavili necdvojene, redom, samo od po jedne od bo&nih strana kocke.
Ako posle toga sve strane kocke poloZimo u istu ravan, dobijamo
ukupno 4 x4=16 figura, ali kada ih nacrtamo, uveri¢emo se da su od
njih samo 6 medusobno razliite, ). da se ne mogu ni putem pomeranja
u istoj ravni, ni putem prevrtanja medusobno poklopiti. To su figure
slede¢eg oblika:
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Uvenite se 1 sami da je tako.

Pretpostavimo, dalje, da smo omota¢ kocke rasekli duZz dve
njegove bocne ivice (npr. duZ ivica A4 i DDy, sl. 1) i da smo kvadrate
koji predstavljaju gornju i donju osnovu ostavili neodvojene, redom,
od po jedne od tri medusobno neodvojene bolne strane kocke; sem
toga da smo onu odvojenu bo&nu stranu ADD A, prikljuéili jednoj

od dve osnove (npr., najpre donjoj osnovi, pa onda gornjoj osnovi)
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kocke. U tom slu¢aju, polaganjem svih strana kocke u istu ravan moglo
bi se formirati ukupno 3.3.2=18 figura, od kojih bi se, medutim, samo
neke razlikovale od onih koje smo ve¢ ranije otkrili. To bi bile figure
sledeceg oblika:
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Ali mi moZemo jednu od osnova, na primer gornju, ostaviti neraz-
dvojenu od one bocne strane koja se odvaja od ostale tri i prikljutuje
drugoj osnovi, i u tom slu¢aju pokazace se da za mreZu kocke moZemo
dobiti i figuru oblika kakva se vidi na sl. 14,
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Uverite se da je i ovo taéno.

Naposletku, pretpostavimo da smo omotaé kocke rasekli duZ tri
njegove boéne ivice (npr., duZ ivica A4,, DD, i CC,) tako da su od
njegovih boénih strana ostale spojene samo dve strane. Tada, pokusamo
li da na bilo koji drugi nadin izvriimo dalje razdvajanje strana kocke
u cilju dobijanja njene mreZe, uvericemo se da tu mrezu moZemo dobiti
jod samo u jednom novom obliku, i to u onom koji je prikazan na sl. 15.

Sva dalja ispitivanja pokazuju da se jo$ kojl novi oblik kockine
mreZe ne moZe dobiti.

(Nastavak u idu¢em broju lista.)
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Pliton Dimi¢ (Beograd)
NEKA PITANJA U VEZI SA KOCKOM*

2. Na osnovu crtanja kockine mreZe mozZe se resiti i jedno prak-
tiéno pitanje u vezi sa kockom, i to sledeée: odrediti najkracu liniju na
povrii kocke koja spaja dve taCke sa njenih dveju strana.

Cinjenica je, naime, da svakoj tatki na povrdi kockinog modela
odgovara po jedna tatka na kockinoj mreZi i da linije koje spajaju dve
tacke na kockinoj mreZi ne menjaju svoju duZinu kad se ta mreza sklopi
u kockin model. Prema tome, ako se odredi najkraca od svih linija koje
vezuju dve tatke na kockinoj mreZi, ta ista linija ¢e biti istovremeno i
najkraca od svih linija koje vezuju dve odgovarajuce tatke na kockinom
modelu; a da bi se odredila najkraca linija koja spaja dve tatke na koc-
kinoj mreZi treba uzeti u obzir sve one oblike kockine mreZe za koje se
ne iskljufuje mogucnost da se na njima pojavi i ta najkraca traZena
linija, pa utvrditi u kom sluaju se ona stvarno pojavljuje.

To ¢emo prikazati na slede¢a dva primera.

Primer 1. — Na kocki sa ivicom duZine a (sl. 1) leZe tacke P i Q.
Tacka P lezZi na strani CCD,D tako da je udaljena kako od ivice CC,,
tako i od ivice C\D, za a/4, a 1atka Q leZi na

D; ~C1 strani ABCD tako da je udaljena kako od ivice

; '. AB, tako i od ivice BC za a/4. Odrediti naj-

A : B PN, l-:rg:u liniju na povrii kocke koja spaja ove dve
| ! tacke.
: ! S obzirom na poloZaje tataka P i Q na
’Q'*--—_-__-.-"- ¢ datoj kocki, lako se uvida da najkraca linija
P COTSN koja ih spaja mora leZati ili na njenim stranama
A B CC\D\D i ABCD ili na stranama CC,; D, D,
BCC,B, i ABCD. Stoga ¢emo nacrtati njenu
sl 1 mreZu sa tatkama P i Q na sledec¢a dva nacina:
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Na osnovu poloZaja tataka P i Q na sl. | i sl. 2, a koristedi se i
Pitagorinim pravilom, lako se utvrduje da je u ovom slu¢aju PQ=1,5 a,
a u drugom sluaju PQ=a)/2~1,4142 a. Prema tome, najkraéi uda-
ljenost tataka Pi Q na povrsi kocke predstavlja izlomljena linija PMNQ,
oznafena na sl. 1.

Primer 2. — Na kocki sa ivicom a (sl. 4) leZe tatke P i Q. Tacka P
leZi na strani A,B,C,D; i udaljena je kako od ivice B,C,, tako i od

ivice AB za % , a taCka Q leZi na strani ABCD i udaljena je od ivice

AB za ::-, a od ivice BC za :-. Odrediti najkracu liniju na povrsi

kocke koja spaja ove dve tacke.

Dyl P o G Kako tacke Pi Q leZe na dvema suprotnim

: stranama kocke, tj. na njenoj gornjoj i donjoj

A [ B, osnovi, to bi sad trebalo nacrtati sve one oblike
: kockine mreZe na kojima postoji mogucnost

' da se te dve tacke, preko jedne ili vise kockinih

- 76 bo&nih strana, spoje po jednom duZi; ali do

RO © - reSenja zadatka moZemo do¢i u ovom sluaju

- - I putem skraenog postupka na slede¢i naéin:
A S1 45 ako najpre nacrtamo samo »krst« sastavljen od

kvadrata Kkoji ¢ine, na primer, donja osnova
kocke i njene Cetiri boCne strane, pa docrtamo, redom, pored svake
bofne strane kvadrat koji predstavlja gornju osnovu, onako kao $to je
to u€injeno na sl. 5. Na osnovu tog crteza moci e se sa iste slike odrediti
sve duZi kojima je na mrezi nacrtane kocke moguce povezati tacke
Pi Q. A B,
Ip Vidimo, naime, da je u prvom i
D g treéem od navedenih sluajeva, na os-

1 + P E
novu Pitagorinog pravila,
G O, D c € 0 - e

o ay? a
Bt t—T17% PQI\/(I) +Qa = V65 ;
B, As A B B, A
da je u tre¢em sluCaju
A 3,

's1. s
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On\2 7 a2 =
i da je u Cetvrtom slucaju sz\/(s‘:-) -!-(-;—) =—E V85. Zato u
ovom sluéaju najkraéi put izmedu tadaka P i Q na kockinoj povrii
izgleda onako kao Sto je predstavljen izlomljenom linijom PRSQ
an sl. 4.

3. Naposletku, da reSimo i ovo pitanje: kako se moZe iz komada
kartona kvadratnog oblika ise¢i mreza Sto veée kocke.

Za reSavanje ovog zadatka od znalaja je da li se zahteva da tra-
Zena mreZa kocke bude sastavljena samo od potpunih kvadrata (onako
kako se ona obino crta kada se ne postavljaju nikakva ogranifenja u
pogledu veli¢ine kartona iz kog se iseca), ili ta mreZa moZe da bude
sastavljena i iz figura koje tek zajednicki, kada se mreZa sklopi, pred-
stavljaju kvadrate.

U prvom slu¢aju lako se uvida da se mreZa moguce najveée kocke
dobija ako se ona iseCe iz datog kvadrata onako kao 3to je to prikazano
na sl. 6 i sl. 7. U oba ova slu¢aja dijagonala datog kvadrata stranice a

> -
iznosi koliko 5 ivica a; nadene kocke, to je u oba ova slucaja a, = a_IS_Z .

Sl 8

Medutim, u slu¢aju da se traena mreZa ne mora sastojati iz
samih kvadrata, iz datog kvadrata moZe se dobiti i mreZza vece kocke.
To pokazuje sl. 8, iz koje se vidi da se Sesti kvadrat traZene mreZe sklapa
od 4 trougla, koji preostaju u uglovima datog kvadrata, izvan nacrta-
nog »krsta« od 5 kvadrata. MreZa kocke bi¢e i u ovom slufaju sastav-
ljena iz medusobno povezanih delova, a duZina kockine ivice bie u
ovom slutaju a, =F-l;2- .
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Ali ni ovo nije jo§ najve¢a mreZa kocke koja se moZe iseci
iz datog kvadrata. Jer, ako se dopusti da mreZa kocke moZe biti
sastavljena i od medusobno nepovezanih delova, koji se pri sklapanju
mreZe dolepljuju jedan do drugog, onda se ona moZe iz datog kvad-
rata iseéi tako da ne bude uopSte otpadaka, te da se tako dobije
mreZa zaista najvece kocke. A kako to moZe da bude izvedeno pri-
kazano je nasl. 9, tako da Citalac moZe sam da utvrdi kolika ¢e biti
ivica dobijene kocke.
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Zadaci

1. Odrediti najkraci put na povrii kocke (sl. 1) izmedu: a) tatke A i tacke C;;
tatke L koja polovi ivicu AD i taéke M koja polovi ivicu CCy; i c) dve proizvoljno
izabrane tatke na povrii kocke.

2. Ono §to je izloZeno u vezi sa odredivanjem najkraéeg puta izmedu dve
tatke na povwrsi kocke primenite i na odredivanje najkraceg puta izmedu dve taCke
na povrii kvadra i odredite: a) najkraci put izmedu dve tatke koje se nalaze na kra-
jevima jedne njegove dijagonale; b) izmedu taaka koje polove dve njegove ivice
koje se mimoilaze; i ¢) izmedu dve proizvoljno izabrane tacke na povrii kvadia,

CtaTtujaTa np. nar e o6jaBeHa BO cnmcaHmMeTo MaremaTuuKu
nnct Ha AM Ha Cpbunja




