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O znacaju diskriminante kvadratne jednacine pri rjeSavanju
nelinearnih Diofantovih jednacina
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“PMF, Sarajevo

Sazetak: Neke nelinearne Diofantove jednacine se mogu efikasno rijesiti ako se mogu napisati u obliku
kvadratne jednacine po jednoj od promjenljivih te koristiti njenu diskriminantu. U radu je ovaj metod
rjeSsavanja nelinearnih Diofantovih jednacina ilustriran nekim vrlo zanimljivim primjerima.

1. Uvod

Poznato je da se kvadratne jednacine obraduju u drugom razredu srednje skole. Njihova uloga u daljem
toku Skolovanja je vrlo znac¢ajna jer se primjenjuje u svim oblastima matematike. Zbog toga ¢emo se prvo
ukratko podsjetiti najvaznijih ¢injenica u vezi s kvadratnom jednacinom.

Kvadratna jednacina ima oblik

ar® +br+c=0 (a,b,c€R, a#0) (1)
a izraz
D = b* — dac

se naziva diskriminantom kvadratne jednacine (1) i pri tome su njena rjeSenja data sa

~b+ VD
Ti2=—F .
2a
Sto se tice diskriminante D, mogu nastupiti sljedeéa tri slucaja:
1. D>0= 1,22 € Rix1 # x9;
2. D=0= x1,22 € Riz; = x9;
3. D < 0= 21,25 € C (C - skup kompleksnih brojeva).

Dakle, kvadratna jednacina (1) ima realna rjesenja ako je D > 0.

Ove osnovne ¢injenice o kvadratnoj jednacini svima su dobro poznate, a to nam dobro dode pri njihovoj
primjeni, kao §to je slucaj s primjenom u rjeSavanju (nesto tezih) Diofantovih jednalina, a Sto ¢éemo
demonstrirati na nekoliko primjera u narednoj sekciji.

Ciljna skupina: srednja skola

Kljuéne rijeci: Diofantova jednac¢ina, kvadratna jednac¢ina, diskriminanta
Rad preuzet: januar 2019.

Kategorizacija: Struéno-metodicki rad
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2. Primjena u rjeSsavanju Diofantovih jednacina

Primjer 2.1. Naéi sva cjelobrojna rjesenja jednacine: x% + 3% + 3z +1 = 0.

Rjesenje: Datu jednacinu posmatrajmo kao kvadratnu jednacinu po x. Imamo
?+3z2+ (P +1) =0 (z,yeZ)=D=9—-4(y*+1) =5—4y°.

Da bi jednacina imala realna rjesenja, mora biti D > 0, t;j.

5 5
a2 0— P <2 < Xy e (-10.1).

1° Zay=—1je D =1, odakle je x; = —2 ili z2 = —1, pa je (z,y) € {(-2,-1),(-1,-1)}.
2° Za y =0 je D = /5, a ovaj slucaj otpada jer x ¢ Z.
3° Zay=1je D=1, dakle slijedi da je 21 = —2 ili 23 = —1, pa je (z,y) € {(-2,1),(-1,1)}.
Dakle, imamo sljedeca rjesenja date jednacine
(z,y) € {(=2,-1),(=1,-1),(=2,1), (=1, 1)}.

Poaytyt=x+y.

Primjer 2.2. Naéi sva cjelobrojna rjesenja jednacine: x
RjesSenje: Napisimo datu jednacinu u obliku
@ —(y+Dr+y’ —y=0 (v,y €Z)

i posmatrajmo ju kao kvadratnu jedna¢inu po z.
Sada je

Y+ 1x/3y246y+1
= 5 ,

x1,2

gdje je D = —3y? + 6y + 1. Prema uslovima zadatka mora biti D > 0, tj.

3-2V3 3+2V3
3 ' 3

—3y2+6y+1>0:>y€[

a odavde, zbog y € Z, slijedi y € {0,1,2}. Sli¢no kao u prethodnom primjeru, nalazimo rjesenja date
jednacine

(z,9) € {(0,0),(1,0),(0,1),(2,1),(1,2),(2,2)} .

Primjer 2.3. Naéi sva cjelobrojna rjesenja jednacine: 5x% + 3% — 2zy — 8y + 20 = 0.
Rjesenje: Datu jednac¢inu mozemo pisati kao kvadratnu jednacinu po z:

52° — 2yz + (y* — 8y +20) = 0.
Ovdje je

_y £ /—4y? + 40y — 100
— - ,

€1,2
pa je
D = —4y* + 40y — 100 = —4 (y* — 10y + 25) = —4(y — 5)° > 0=y = 5.

Za y = 5 dobijamo z = 1 te imamo samo jedno trazeno rjesenje date jednacine: (x,y) = (1,5). o
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Primjer 2.4. Rijesiti jednacinu
P ray+yi=1

u skupu cijelih brojeva.

Rjesenje: Datu jednac¢inu mozemo posmatrati kao kvadratnu jednacinu po x:
2 fyr+1yP—1=0 (z,y €7Z),

za Ciju diskriminantu vrijedi

<y<

)

ol

4
D:—3y2+420:>y2§§:>—

pa zbog zahtjeva y € Z, slijedi da je y € {—1,0,1}. Razmotrimo svaki od tih slucajeva.
1° Zay = —1je 2?2 —x =0, odakle je 1 = 0 ili 75 = 1, pa je (z,9) € {(0,-1),(1,-1)}.
2° Zay=0jez?—1=0, odakle je 71 = —1ili 23 = 1, pa je (z,y) € {(-1,0),(1,0)}
3° Zay=1jez?+x =0, odakle je z1 = 0 ili zo = —1, pa je (x,y) € {(0,1),(—1,1)}.
Dakle, imamo sljedeca rjesenja:
(2.9) € {(0,~1), (1,~1), (~1,0),(1,0), (0, 1), (1, 1)}
O

Primjedba 2.5. Preporucujemo da se rijese jednacine iz prethodnih primgjera posmatrajuci ih kao jednacine
po drugoj promgjenljivoy.

Primjer 2.6. Naci sva cjelobrojna rjesenja jednacine
y* + 4yPx — 11y? + 4oy — 8y + 822 — 40z + 52 = 0.

Rjesenje: Na prvi pogled izgleda vrlo komplicirana jednacina. ali neée biti tesko rijesiti je ako ju posmatramo
kao kvadratnu jednacinu po promjenljivoj x, tj.

82 +4 (y* +y—10) z+y* —11y* — 8y +52 =0 (z,y € Z).
Tada imamo
D =16 (4> +y—10)" — 32 (y* — 115> — 8y +52) = —16 (4> —y — 2)” < 0.
Posto mora biti D > 0, to u obzir dolazi samo D = 0, tj. y; =2 ili y» = —1. Zbog D = 0 sada imamo

¥ +y—10

T1,2 = — 4 s

a odavde
5
1}1:1\/$2:§¢Z

Dakle, imamo samo rjesenje (z,y) = (1, 2). O
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Primjer 2.7. Nadéi sva cjelobrojna rjesenja jednacine
y (% +36) +x (y* — 36) + 2 (y — 12) = 0.

Rjesenje: Opet na prvi pogled vrlo nezgodna jednacina. Medutim, ako je posmatramo kao kvadratnu
jednaéinu po promjenljivoj z, imamo

y? + (y* —36) z + y? (y — 12) + 36y = 0,
¢ija je diskriminanta
(y% —36)° — 4y (1> — 12y + 36) = (4> — 36)” — [2y (y — 6)]°
= [y*—36—2y(y—6)] [y* —36+2y (y — 6)]
= 3(y—6)7(y*—4y—12).
Posto mora biti D > 0, to dobijamo

D

Yy —dy—12<0= (y—6)(y+2) <0=y € [-2,6].
Imamo sljedece slucajeve:
1°y=-2= 222 -320-128=0=—= 22+ 162+ 64 =0 = (2 +8)° =0 = z = —§;
2° y=—1== D =21-7%= 373 nije potpun kvadrat pa ovaj sluéaj ne dolazi u obzir;
FyYy=0= -36x=0=2=0;
4° y =1= D = 32 - 5% nije potpun kvadrat pa i ovaj sluéaj ne dolazi u obzir;
5° y =2 = D = 3 - 4* nije potpun kvadrat pa i ovaj slu¢aj ne dolazi u obzir;
6° y =3 = D = 3*. 5 nije potpun kvadrat pa i ovaj slu¢aj ne dolazi u obzir;
T y=4=42>-202+16=0= (z — 1) (z —4) =0 =21 = 1 Va1 =4
8° y =5 = D = 21 nije potpun kvadrat pa i ovaj slu¢aj ne dolazi u obzir;
9° y=6=622=0=2=0.

Dakle, imamo sljedeca cjelobrojna rjeSenja date jednacine:
(z,y) € {(=8,-2),(0,0),(0,6),(1,4),(4,4)} .
O

Primjedba 2.8. S pravom moZemo reéi da se mnoge nelinearne Diofantove jednacine mogu efikasno rijesiti
ako se mogu napisati u obliku kvadratne jednacine po jednoj od promjenljivih te koristiti njenu diskriminantu
D. Sigurni smo da bi se sve jednacine iz navedenih primjera znatno teie rijesile na neki drugi nacin.
Pokusagte!
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