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Mr Sefket Arslanagi¢ (Trebinje)
O DJELJIVOSTI CLJELIH BROJEVA

U nastavnom planu | programu za
izbornu nastavu matematike u osnovnoj
Skoli .nalazi se tema koja se odnosi na
deljivost cijelih brojeva. Svakako da je
ovo jedna od oblasti matematike koja pru-
Za ulenicima velike moguénosti za krea-
tivan i produktivan rad u matematici. Ov-
dje ¢e biti govora o djeljivosti cijelih brojeva
koji se mogu napisati u obliku raznih poli-
noma. Pri tome ée mo se koristiti slede¢im
dvima poznatim teoremama koje¢emo ovde
samo navesti.

Teorema 1. Izmedu k uzastopnih prirodnih brojeva postoji uvijek
jedan broj koji je djeljiv prirodnim brojem k.

Dokaz. Neka je n prvi od k uzastopnih brojeva iz niza n,
n+1,...n+(k—2), n+(k—1) i neka je pk<n<(p+1)k(p, kEN).
Ako je n=pk, onda je broj n djeljivsa k; a ako je n jedan od brojeva
pk+1, pk+2, ...pk+(k—2), pk+(k—1), onda je jedan od ostalih
brojeva iz niza n, n+1,...n+(k=2), n+(k—1) jednak broju
(p+ 1)k, pa je taj broj djeljiv sa k.

Teorema 2. Proizvod dva uzastopna parna broja djeljiv je sa 8.

Dokaz. Ako je prvi parni broj 2n, onda je sljede¢i parni broj
2n+2. Njihov proizvod je 2n(2m+2)=2n-2(n+ 1)=4n(n+1).
Posto je ili n ili n+ 1 paran broj, to je 4n(n+ 1) djelivo sa 8.

A sada da prikazemo na nekim primjerima kako se utvrduje
da li su brojevi izrazeni pomo¢u nekih polinoma deljivi izvesnim
prirodnim brojevima.

Primjer 1. Dokazati da je za proizvoljan prirodan broj n izraz
n®—n deljiv sa 3.

Dokaz. Imamo m*—n=n(n*—1)=(m—1)n(n+1), Sto predstav-
lja proizvod 3 uzastopna cijela broja, od kojih je uvijek jedan
djeljiv sa 3.

Primjer 2. Dokazati da je za svaki cio broj n izraz n° —n dje-
ljiv sa 10.
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Dokaz. Imamo
W—p=nn*=1)=nm@ -1+ D=mn-)n(n+1)(n*+1).

Ako je n deljiv sa 2, tada je n’—n deljiv sa 2, a ako n nije dje-
liiv sa 2, tada je n+1 (a takode i n—1) djeljiv sa 2. Preostaje
Jos da se dokaZe da je n*—n djeljiv sa 5. Ako je n djeljiv'sa 5,
tada je i n*—n takode djeljiv sa 5; ako n nije djeljiv sa 5, tada
Je n=5k+1 ili je n=5k+2. Neka je m=-5k+1, tada n—1 ili
n+1 je djeljiv sa 5, a to znadi da je n*—n djeljiv sa 5. Neka je
sada n=5k+2,tada jen®*+ 1 =25 k2+ 20k + 5= 5 (5k*+ 4k + 1)=5m.
Dakle, i u ovom slutaju je n*—n je djeljiv sa 5. Znadi, n*—n je
djeljiv sa 2 i 5 za bilo koji prirodan broj n, §to znadi da je dje-
ljivisa 2.5=10.

Primjer 3. Dokazati da je izraz A =n*-5n*-+4n (n je prirodan
broj) djeljiv sa 120.

Dokaz. Imamo A=n(n‘+5n2+4)=n{n‘v4n2—nz+4).—_
n[n’(n’ —4) —(n* - )] =n(n* - 4) (2 - 1) = (n—=2)(n— Dn(n+ 1)(n+2).

Ovo je proizvod 5 uzastopnih cijelih brojeva i on je svakako
djeljiv sa 3 i sa dva uzastopna parna broja. Kako je proizvod
od dva uzastopna parna broja djeljiv sa 8, onda je i 4 deljivo
sa 3-5-8=120, §to je i trebalo dokazati.

Primjer 4. Dokazati da je suma n*+ 3n*+5n+ 3 djeljiva sa 3
za svaki cio broj n.

Dokaz. Imamo m*+3nm*+5n+3=m+3n+6n+3-—n=n'+
+3(+2n+)-n=n-n+3(a+12=m-=Da@n+1)+3(n+ 1)

Proizvod (n—1)n(n+1) djeljiv sa 3 kao proizvod 3 uzasto-
pna cijela broja, a 3(n+ 1)’ je pogotovo djeljivo sa 3, pa je gor-
nja suma, tj. dati broj, djeljiva sa 3.

Primjer 5. Dokazati da je izraz 25n*—2n® —n*+2n djeljiv sa
24 za svaki cio broj n.

Dokaz. Imamo 25n* —2n® —np242n=24n*+n* —n* =20’ +-2n =
=24n'+n’ (- 1)=-2n(*-1)=24n2+(n*~ 1) (n*—2n)=24n* +
(n=2)(n—1n(n+1).
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Posto je 24n* djeljiv sa 24 i (n—2)(n—1)n(n+ 1) je takode
djeljivo sa 24 kao proizvod 4 uzastopna cijela broja, to je i dati izraz
djeljiv sa 24.

Primjer 6. Dokazati da je broj N=4n*+3n+ 5, gde je n cijeli
broj, djeljiv sa 6 ako i samo ako n nije djeljiv ni sa 2, ni sa 3.

Dokaz. Ako je n djeljiv sa 2, tada je broj N=4n*+3n+35
neparan, Sto znali da N nije djeljiv sa 2, pa ni sa 6. Ako je n
djeljiv sa 3, tada broj N=4n*+3n+5=3n(n+1)+n*+5 nije ta-
kode djeljiv sa 3, 3to znadi da broj N nije djeljiv ni sa 6. Doka-
zali smo da je dati uslov potreban.

Oc¢igledno je da se svaki cijeli broj moZe napisati u jednom
od sledeé¢ih oblika: 6k ili 6 k41 ili 6k+2 ili 6 k-+3. PoSto broj
n nije djeljiv sa 21 3, to znadi da broj n ima oblik 64+ 1. Dakle,
imamo: N=4(6k+1)2+3(6k+1)+5=144k>+ 48k + 18 k+(9+ 3).

Svaki od ova 4 sabirka je djeljiv sa 6, Sto znali da je broj
N djeljiv sa 6. Time smo dokazali da je navedeni uslov i dovoljan.

Iz navedenih primjera vidimo, dakle, sljede¢e: da bi se ut-
vrdilo da li je izvestan broj, dat u vidu nekog polinoma, djeljiv
nekim prirodnim brojem, treba pre svega taj polinom, ako je to
moguce, predstaviti u vidu proizvoda Sto prostijih polinoma, ili
bar u vidu zbira proizvoda §to prostijih polinoma; a zatim utvrditi
da li su neki od nadenih éinilaca datog polinoma djeljivi datim
prirodnim brojem, ili bar nekim od njegovih Cinilaca. Tako se na
kraju moZe utvrditi da li je i broj predstavljen datim polinomom
djeljiv datim prirodnim brojem.

Zadaci

1. Dokazati da je za svaki cio broj n izraz n*+ 3n’—n*—3n djeljiv sa 6.
2. Dokzzati da je za svaki cio broj nizraz n*+2n’ + 3n* + 2n djeljiv sa 8.
3. Dokazatii da izraz »*—8 nije mkada djeljiv sa 5, ako je n cio broj.
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