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OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE, 03. 02. 2007.

Prvi razred – A kategorija

1. Automobil kre�e iz mesta A konstantnom brzinom po pravom putu. Sva-
kih 15 minuta auto skrene pod uglom od 90 stepeni levo ili desno. Dokaza-
ti da se auto mo�e vratiti u mesto A samo posle celog broja sati.

2. (M504) Rexiti sistem jednaqina ([x] je ceo deo realnog broja x)

x− y = 2005
[x] + [y] = 2007.

3. (M539) Na simetrali ^BAC trougla ABC uoqene su taqke B1 i C1 takve
da je BB1⊥AB, CC1⊥AC. Neka je M sredixte du�i B1C1. Dokazati da je
MB = MC.

4. Za prirodne brojeve a, b i c va�i a+ 1
b+ 1

c

= 4016
2007 . Dokazati da je

1

c+ 1
b+ 1

a

=
2007

4016
.

5. Odrediti na koliko naqina mo�emo faktorisati broj 441000 na dva
faktora m i n, tako da je m > 1, n > 1, i NZD(m,n) = 1, pri qemu re-
dosled faktora nije bitan (tj. proizvodi m · n i n ·m predstavǉaju isto
faktorisaǌe).

Drugi razred – A kategorija

1. (M501) Odrediti skup svih taqaka kompleksne ravni koje zadovoǉavaju

|1
z
− i| 6 1.

2. U ravni su zadati prava l i taqke A i B sa iste strane l. Neka je M
taqka na l za koju je AM +MB najmaǌe, a N taqka na l za koju va�i da je
AN = BN . Dokazati da A,B,M,N le�e na istom krugu.

3. Koji je ve�i od slede�a dva slo�ena razlomka? Obrazlo�iti odgovor!

A = 1 +
1

2 +
1

3 +
1

4+
... +

1

2006 +
1

2007

B = 1 +
1

2 +
1

3 +
1

4+
... +

1

2005 +
1

2006
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4. Odrediti sve mogu�e vrednosti realnog parametra a, za koje jednaqina

(a− 1)x2 + ax+ a− 1

x+ 3
= 0

ima jedinstveno rexeǌe u skupu realnih brojeva.

5. (M567) Neka su prva qetiri qlana niza brojevi 1, 9, 9, 3, dok se svaki
slede�i qlan dobija kao ostatak pri deǉeǌu sa 10 zbira prethodna qetiri
qlana (1, 9, 9, 3, 2, 3, 7, . . .). Dokazati da �e se u tom nizu ponovo, pre ili
kasnije, pojaviti qetvorka 1, 9, 9, 3. Da li �e se u tom nizu pojaviti i
qetvorka 7, 3, 6, 7?

Tre�i razred – A kategorija

1. Jednakokraki trapez qija je visina 12, krak 13, a sredǌa linija 15,
rotira oko svoje kra�e osnovice. Izraqunati zapreminu dobijenog obrtnog
tela. Tangenta 41/1, str. 27

2. Dokazati da ni za jedan prirodan broj n, broj 33n

+ 1 nije deǉiv sa 41.

3. U ravni su zadati prava l i taqke A i B sa iste strane l. Neka je M
taqka na l za koju je AM +MB najmaǌe, a N taqka na l za koju va�i da je
AN = BN . Dokazati da A,B,M,N le�e na istom krugu.

4. Jednaqina z4 + z3 + 2z2 + 2z + 4 = 0 ima jedan kompleksni koren qiji je
realni deo jednak imaginarnom delu. Na�i taj koren.

Tangenta 41/1, str. 29

5. Na slede�oj slici je predstavǉeno 8 gradova (A,B,C,D,E, F,G,H) koji
mogu biti povezani sa 12 puteva; AC,AD,AE, . . . , AH,BC,BD,BE, . . . , BH).

t t t t t t

t

t

#
#

#
#

#

c
c

c
c

c

C
C
C
C

�
�
�
�

S
S

S
S

�
�

�
�

c
c

c
c

c

#
#

#
#

#

�
�
�
�

C
C
C
C

�
�

�
�

S
S

S
S

A

B

C D E F G H

a) Koji je najmaǌi broj asfaltnih puteva (od tih 12) potrebno izgraditi
tako da se iz svakog grada mo�e sti�i u bilo koji drugi asfaltnim pute-
vima?
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b) Odrediti broj razliqitih naqina da se oni pove�u minimalnim brojem
asfaltnih puteva (od tih 12), tako da se iz svakog grada mo�e sti�i u
bilo koji drugi asfaltnim putevima.

Qetvrti razred – A kategorija

1. Jednaqina z4 + z3 + 2z2 + 2z + 4 = 0 ima jedan kompleksni koren qiji je
realni deo jednak imaginarnom delu. Na�i taj koren.

Tangenta 41/1, str. 29

2. Odrediti maksimalnu vrednost funkcije

f(x) =
∣
∣x(x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4)(x− 5)(x− 6)(x− 7)

∣
∣

za x ∈ [3, 4]. Tangenta, M417

3. Koji pravougli trougao obima 2 +
√

2 ima najve�i polupreqnik upisane
kru�nice.

4. Neka su A, B, C i D qetiri proizvoǉne taqke u prostoru.

a) Dokazati da je: 2
−→
AC · −−→BD =

−−→
BC · −−→BC +

−−→
AD · −−→AD −−−→

AB · −−→AB −−−→
DC · −−→DC.

b) Izraqunati ugao izme�u dijagonala AC i BD (prostornog) qetvor-
ougla ABCD ako je AB = 11, BC = 13, CD = 8 i DA = 4.

Napomena: Dijagonala prostornog poligona je svaka du� koja spaja
neka dva nesusedna temena.

5. Odrediti sve polinome P ∈ R[x] za koje va�i

P (x2) = x2(x2 + 1)P (x), za svako x ∈ R

Prvi razred – B kategorija

1. Stranica pravougaonika BC dva puta je ve�a od stranice AB. Neka je
na stranici BC zadata taqka M tako da su uglovi ^AMB i ^AMD jednaki.
Izraqunati te uglove.

2. Koliko ima petocifrenih brojeva koji imaju taqno jednu cifru 6?

3. (M504) Rexiti sistem jednaqina ([x] je ceo deo realnog broja x)

x− y = 2005
[x] + [y] = 2007.
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4. Zbir cifara broja x jednak je y, a zbir cifara broja y jednak je z.
Odrediti x ako je x+ y + z = 60. Tangenta, M404

5. Odrediti dve posledǌe cifre broja 999

. Tangenta, M505

Drugi razred – B kategorija

1. Odrediti sve kompleksne brojeve z = x+ iy, za koje va�i

|z| = 1 i |z − 1 − i| = |z + 1 + i|.

Tangenta 45/1, str. 39

2. Rexiti nejednaqinu
x+ 2

|3 − x| +
x+ 2

x− 6
≤ 0.

Tangenta 44/4, str. 39

3. Na simetrali ^BAC trougla ABC uoqene su taqke B1 i C1 takve da
je BB1⊥AB, CC1⊥AC. Neka je M sredixte du�i B1C1. Dokazati da je
MB = MC. Tangenta, M539

4. Pore�ati po veliqini razlomke. Obrazlo�iti odgovor!

A = 2 +
1

3 +
1

1 +
1

4 +
1

7

B = 2 +
1

3 +
1

1 +
1

5 +
1

7

C = 2 +
1

3 +
1

2 +
1

4 +
1

7

5. Odrediti sve mogu�e vrednosti realnog parametra a za koje jednaqina

(a− 1)x2 + ax+ a− 1

x+ 3
= 0

ima jedinstveno rexeǌe u skupu realnih brojeva.

Tre�i razred – B kategorija

1. Ako je b = 3
1

1−log3 a i c = 3
1

1−log3 b , dokazati da je a = 3
1

1−log3 c .
Tangenta 39/3, str. 40

2. Rexiti sistem jednaqina
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2x + y + z + u = 1
x + 2y + z + u = 1
x + y + 2z + u = 1
x + y + z + 2u = 1.

Tangenta 38/2, str. 40

3. Dokazati da je

cos
π

9
cos

5π

9
cos

7π

9
=

1

8
.

4. Odrediti (uz obrazlo�eǌe) poredak brojeva (pore�ati ih u rastu�em
poretku)

a = −2−222

, b = −22−22

, c = −222−2

, d = 2−2−22

, e = 2−22−2

, f = 22−2−2

.

5. Neka su prva qetiri qlana niza brojevi 1, 9, 9, 3, dok se svaki slede�i
qlan dobija kao ostatak pri deǉeǌu sa 10 zbira prethodna qetiri qlana
(1, 9, 9, 3, 2, 3, 7, . . .). Dokazati da �e se u tom nizu ponovo, pre ili kasnije,
pojaviti qetvorka 1, 9, 9, 3. Da li �e se u tom nizu pojaviti i qetvorka
7, 3, 6, 7? Tangenta, M567

Qetvrti razred – B kategorija

1. Dokazati da se polinom P (x) = x8 + x6 + x4 + x2 + 1 mo�e napisati kao
proizvod dva nekonstantna polinoma qiji koeficijenti su celi.

2. Rexiti sistem jednaqina

2x + y + z + u = 1
x + 2y + z + u = 1
x + y + 2z + u = 1
x + y + z + 2u = 1.

Tangenta 38/2, str. 40

3. Jednaqina z4 + z3 + 2z2 + 2z + 4 = 0 ima jedan kompleksni koren qiji je
realni deo jednak imaginarnom delu. Na�i taj koren.

Tangenta 41/1, str. 29

4. Odrediti maksimalnu vrednost funkcije

f(x) =
∣
∣x(x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4)(x− 5)(x− 6)(x− 7)

∣
∣

za x ∈ [3, 4]. Tangenta, M417
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5. Neka je (an)n∈N aritmetiqki niz realnih brojeva.
(a) Ako za neke prirodne brojeve m i n va�i a2m

a2n

= −1, dokazati da
ovaj aritmetiqki niz sadr�i bar jedan ceo broj.

(b) Ako za neke prirodne brojeve m i n va�i am

an

= −1, da li se u ovom
aritmetiqkom nizu obavezno mora na�i bar jedan racionalan broj?

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE, 24. 02. 2007.

Prvi razred – A kategorija

1. Na�i ostatak pri deǉeǌu broja 31000 + 41000 sa 13.
Tangenta 38/2, str. 41

2. Data su dva kruga koji se dodiruju iznutra u taqki A. Ako se iz
druge krajǌe taqke B preqnika AB spoǉaxǌeg kruga konstruixe prava
koja dodiruje unutraxǌi krug u taqki C i seqe spoǉaxǌi krug u taqki D,
dokazati da je prava AC bisektrisa ugla BAD.

3. Za element permutacije ka�emo da je desno minimalan ako je maǌi od
svih elemenata koji se nalaze desno od ǌega. Na primer u permutaciji (2,
1, 4, 6, 3, 7, 8, 5) desno minimalni elementi su na drugoj i petoj poziciji
(elementi 1 i 3). Koliko ima razliqitih permutacija elemenata skupa {1,
2,. . . , 8} koje imaju desno minimalne elemente na drugoj i petoj poziciji
(i mo�da jox na nekim drugim pozicijama)?

4. Uz pretpostavku 0 < b 6 a dokazati nejednakost

1

8

(a− b)2

a
6
a+ b

2
−
√
ab 6

1

8

(a− b)2

b
.

Pod kojim uslovima neka od nejednakosti prelazi u jednakost.

5. U zavisnosti od prirodnog broja n na�i najve�i zajedniqki delilac
brojeva n2 + 1 i (n+ 1)2 + 1.

Drugi razred – A kategorija

1. Neka je AC tetiva kru�nice polupreqnika R kojoj odgovara central-
ni ugao φ. Na kru�nom luku koji odgovara ovoj tetivi (unutar ugla φ)
odrediti taqku B tako da zbir du�ina tetiva AB i BC bude maksimalan.
Koliki je taj zbir?
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2. Za koje a ∈ R su sva rexeǌa jednaqine

3ax2 + (3a3 − 12a2 − 1)x− a(a− 4) = 0

realna i zadovoǉavaju uslov |x| < 1?

3. Neka je f : N −→ N funkcija definisana na slede�i naqin

f(n) =
n∑

i=1

NZD(i, n), za svako n ∈ N.

Na�i f(22007).

4. Da li ima vixe relacija ekvivalencije ili relacija poretka na skupu
{1, 2, . . . , n}, gde je n ∈ N?

5. Odrediti sve realne brojeve x i y za koje va�i jednakost

x2 − 2x cos(xy) + 1 = 0.

Tangenta 40/4, M474

Tre�i razred – A kategorija

1. Zamak ima formu nekonveksnog 12-tougla (kao na slici) sa ukupno 45
kvadratnih odaja. Izme�u svake dve odaje koje imaju zajedniqki zid postoje
vrata. Turista kre�e iz neke odaje i �eli da obi�e xto vixe odaja i da
se vrati u polaznu odaju, ali tako da u svaku odaju u�e najvixe jedanput.
Koliko najvixe odaja on mo�e ovako da poseti?

2. Na�i sve polinome oblika xn ± xn−1 ± xn−2 ± ... ± x ± 1 koji imaju sve
korene realne.

3. Na strani BC trougla ABC uoqimo taqku D i uoqimo upisane krugove
u trouglove ABD i ACD. Zajedniqka spoǉaxǌa tangenta ova dva kruga,
razliqita od prave BC, seqe du� AD u taqki K. Dokazati da du�ina du�i
AK ne zavisi od polo�aja taqke D.
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4. Na�i sve prirodne brojeve n maǌe od 100 kojima je zbir cifara u
dekadnom zapisu jednak zbiru cifara u binarnom zapisu.

5. Na�i sva realna rexeǌa jednaqine
(
2 +

√
3
)x

+ 1 =
(

2 ·
√

2 +
√

3
)x

.

Tangenta 34, M340

Qetvrti razred – A kategorija

1. Na strani BC trougla ABC uoqimo taqku D i uoqimo upisane krugove
u trouglove ABD i ACD. Zajedniqka spoǉaxǌa tangenta ova dva kruga,
razliqita od prave BC, seqe du� AD u taqki K. Dokazati da du�ina du�i
AK ne zavisi od polo�aja taqke D.

2. Za dati prirodan broj n, u skupu pozitivnih realnih brojeva rexiti
sistem jednaqina

x1 + 2x2 + ...+ nxn =
n(n+ 1)

2

x1
1 + x2

2 + ...+ xn
n = n .

3. Neka su m,n i k prirodni brojevi. Poznato je da se pravougaona tablica
dimenzija m× n mo�e poploqati (bez preklapaǌa) pravougaonicima 1 × k.
Dokazati da je bar jedan od brojeva m i n deǉiv sa k.

4. U skupu realnih brojeva rexiti sistem jednaqina

x+ y = 1

(x4 + y2)(x2 + y4) = 85.

5. Na�i sva realna rexeǌa jednaqine
(
2 +

√
3
)x

+ 1 =
(

2 ·
√

2 +
√

3
)x

.

Tangenta 34, M340

Prvi razred – B kategorija

1. Na�i ostatak pri deǉeǌu broja 31000 + 41000 sa 13.
Tangenta 38, str. 41

2. Bisektrisa unutraxǌeg ugla ^ACB trougla ABC ujedno je i bisektrisa
ugla koji obrazuje preqnik CD opisanog kruga i visina konstruisana iz
temena C. Dokazati!
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3. Za element permutacije ka�emo da je desno minimalan ako je maǌi od
svih elemenata koji se nalaze desno od ǌega. Na primer u permutaciji (2,
1, 4, 6, 3, 7, 8, 5) desno minimalni elementi su na drugoj i petoj poziciji
(elementi 1 i 3). Koliko ima razliqitih permutacija elemenata skupa {1,
2,..., 8} koje imaju desno minimalne elemente na drugoj i petoj poziciji (i
mo�da jox na nekim drugim pozicijama)?

4. Uz pretpostavku 0 < b 6 a dokazati nejednakost

1

8

(a− b)2

a
6
a+ b

2
−
√
ab 6

1

8

(a− b)2

b
.

Pod kojim uslovima neka od nejednakosti prelazi u jednakost.

5. Poznato je da je povrxina trougla P = 15
4 kao i da va�e jednakosti

a+ c = 8 i β = 30◦. Na�i stranice a, b, c ovog trougla.
Tangenta 38, str. 43

Drugi razred – B kategorija

1. Odrediti ostatke pri deǉeǌu

(1) broja 31000 + 41000 sa 13,

(2) broja 9222 + 4333 sa 5. Tangenta 38, str. 41

2. Centar upisanog kruga i centar opisanog kruga trougla ABC simetriq-
ni su u odnosu na stranicu AB. Izraqunati unutraxǌe uglove trougla
ABC.

3. U zavisnosti od realnog parametra a, odrediti broj razliqitih real-
nih rexeǌa jednaqine

|x2 + x+ a| = x.

4. Rexiti nejednaqinu
√

4x− x2 − 3 >
√
x2 − 7x+ 12 −

√
x2 − 5x+ 6.

5. (M474) Odrediti sve realne brojeve x i y za koje va�i jednakost

x2 − 2x cos(xy) + 1 = 0.

Tre�i razred – B kategorija

1. Neka je AC tetiva kru�nice polupreqnika R kojoj odgovara central-
ni ugao φ. Na kru�nom luku koji odgovara ovoj tetivi (unutar ugla φ)
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odrediti taqku B tako da zbir du�ina tetiva AB i BC bude maksimalan.
Koliki je taj zbir?

2. Za koje vrednosti realnog parametra p jednaqina

log px

log(x+ 1)
= 2

ima jedinstveno rexeǌe?

3. Neka je AB = 6
√

2 ivica kvadratne osnove pravilne piramide ABCDV i
TV = 3 ǌena visina, gde je T presek dijagonala kvadrata ABCD. Izraqu-
nati ugao izme�u prave ` odre�ene sa du�i TH i ravni α trougla ABV ,
gde je H ortocentar trougla ABV .

4. Rexiti sistem jednaqina

a1 + b1 = 23 a1 + d+ b1q = 21 a1 + 2d+ b1q
2 = 22 a1 + 3d+ b1q

3 = 29

gde su a1, b1, d i q nepoznati realni brojevi.
Tangenta 38, str. 42

5. Rexiti nejednaqinu

sin 2x− cos 2x+ 1

sin 2x+ cos 2x− 1
> 0.

Tangenta 38, str. 43

Qetvrti razred – B kategorija

1. Upisani krug u trougao ABC dodiruje strane BC, AC, AB trougla
u taqkama A′, B′, C ′. Na opisanom krugu trougla ABC oznaqimo sa A′′

sredixte luka BC koji ne sadr�i taqku A, sa B′′ sredixte luka AC koji ne
sadr�i taqku B, sa C ′′ sredixte luka AB koji ne sadr�i taqku C. Dokazati
da se prave A′A′′, B′B′′, C ′C ′′ seku u jednoj taqki.

2. a) Ako su f : R → R i g : R → R funkcije definisane sa f(x) = arcsin 2x
1+x2

i g(x) = arctg x, tada ako za svaki realni broj x va�i α arcsin 2x
1+x2 +β arctg x =

0, onda je α = β = 0. Dokazati.
b) Da li va�i prethodno tvr�eǌe ako su f : [−1, 1] → R i g : [−1, 1] → R
funkcije definisane sa f(x) = arcsin 2x

1+x2 i g(x) = arctg x?

3. Rexiti nejednaqinu

log21+4x−x2(7 − x)

logx+3(21 + 4x− x2)
<

1

4
.
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4. Dokazati da u svakom tetraedru postoji teme takvo da se od ivica koje
iz ǌega polaze mo�e konstruisati trougao. Tangenta, M335

5. Odrediti qlanove a1, a2, a3, a4 aritmetiqkog i b1, b2, b3, b4 geometrijskog
niza ako je

a1 + b1 = 23 a2 + b2 = 21 a3 + b3 = 22 a4 + b4 = 29.

Tangenta 38, str. 42

DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE, 24. 03. 2007.

Prvi razred – A kategorija

1. Dijagonale AC i CE pravilnog xestougla ABCDEF podeǉene su taqka-
ma M i N tako da je AM : AC = CN : CE = λ. Odrediti λ ako su taqke
B,M i N kolinearne.

2. Date su tri nekolinearne taqke A,B i C. Konstruisati taqku D tako
da qetvorougao ABCD bude tetivan i tangentan.

3. Za svaki prirodan broj obele�imo sa xn broj koji se dobija uzastopnim
zapisivaǌem prirodnih brojeva od 1 do n (npr. x15 = 123456789101112131415).
Odrediti sve prirodne brojeve n za koje 27 deli x2

n + xn − 2.

4. Odrediti minimalnu vrednost izraza xyz pri ograniqeǌima

xy(10x+ 10y + 7z) > 27,

yz(10y + 10z + 7x) > 27,

zx(10z + 10x+ 7y) > 27,

x, y, z > 0.

5. U ravni trougla ABC uoqimo n pravih, od kojih je svaka paralelna
nekoj stranici trougla. Za koje najmaǌe n je mogu�e da ovih n pravih dele
ravan na bar 207 oblasti (ograniqenih i neograniqenih)?

Drugi razred – A kategorija

1. Krug upisan u trougao ABC dodiruje stranice BC,CA,AB redom u
taqkama D,E, F . Prava AD seqe upisani krug trougla ABC jox u taqki Q.
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Dokazati da prava EQ prolazi kroz sredixte du�i AF ako i samo ako je
AC = BC.

2. Neka je S skup kompleksnih brojeva, definisan sa:

S = {z ∈ C| |z +
1

z
| = 1}.

(a) Na�i najve�u mogu�u vrednost modula |z|, ako je z ∈ S;
(b) Na�i najmaǌu mogu�u vrednost modula |z|, ako je z ∈ S.

3. Rexiti jednaqinu x5 = y5 + 3y4 + 8y2 + 5y + 1 u Z2.

4. Neka je P (x) polinom sa celobrojnim koeficientima. Ako za neke ra-
zliqite cele brojeve a i b va�i P (a) · P (b) = −(a − b)2, dokazati da je
P (a) + P (b) = 0.

5. Mogu li se poǉa kvadrata 5× 5 prekriti pravougaonicima 2× 3 tako da
svako poǉe kvadrata bude prekriveno isti broj puta?

Tre�i razred – A kategorija

1. U trouglu ABC u kome je AB 6= AC, upisani krug sa centrom S dodiruje
stranice BC,CA i AB redom u taqkama D,E i F . Prava EF seqe pravu
BC u P . Dokazati da je PS normalno na AD.

2. U trouglu ABC je AB = AC < BC. Neka je D taqka na polupravoj AB,
tako da je AD = BC. Ako je ^BCA = 4 · ^DCB odrediti mogu�e vrednosti
za ^ABC.

3. Neka su a i n prirodni brojevi, a > 1, takvi da n deli an − 1. Dokazati
da tada (a− 1)n deli an − 1.

4. U grupi ǉudi svaki qovek ima taqno tri poznanika. Dokazati da je
mogu�e smestiti sve ǉude iz te grupe u dve prostorije, tako da svaki qovek
ima najvixe jednog poznanika u prostoriji u kojoj se nalazi.

5. Odrediti minimalnu vrednost izraza x4+y4+z4

x+y+z pri ograniqeǌima

min{x(y2 + z2), y(z2 + x2), z(x2 + y2)} > 1 + x+ y + z, x > 0, y > 0, z > 0.

Qetvrti razred – A kategorija

1. Kod jednakokrakog trougla ABC je AB = BC i ∠ABC = 30◦. Taqka D
pripada stranici BC trougla tako da je AC : BD =

√
2. Izraqunati ugao

∠DAC.
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2. Ako su X, Y i Z taqke na stranicama BC, CA i AB trougla ABC, takve
da je 4XY Z ∼ 4ABC (^X = ^A, ^Y = ^B), dokazati da se ortocentar
trougla XY Z i centar opisanog kruga trougla ABC poklapaju.

3. Dokazati da postoji polinom oblika xn+2007xn−1+· · · koji deli polinom
xm − 1 za neko m ∈ N.

4. Neka je n ∈ N, n > 1, dat neparan prirodan broj. Dokazati da se svaki
prirodan broj l ∈ N, 1 ≤ l ≤ n mo�e predstaviti kao zbir ili razlika dva
prirodna broja koji su maǌi od n i uzajamno prosti sa n.

5. Koliko najvixe lovaca mo�e da se stavi na tablu m×n tako da ni jedna
od ǌih ne tuqe vixe od dva druga lovca. (Lovac tuqe figuru koja je na
istoj dijagonali i koju ne zaklaǌe druga figura.)

Prvi razred – B kategorija

1. Na�i sve prirodne brojeve x takve da su sve cifre broja x29 razliqite.

2. Na prikazanoj mapi svaki kru�i� je ku�a u kojoj stanuje po jedan �ak
pexak dok su linije izme�u kru�i�a putevi izme�u ku�a. Gde treba iz-
graditi xkolu u selu tako da ukupan put koji prelaze �aci pexaci bude
najmaǌi ako se zna da je du�ina puta izme�u dve susedne ku�e jednaka 1
kilometar. Obrazlo�iti odgovor!

d d d d d

d d d d d

d d d d

d d

Napomena: �aci se kre�u iskǉuqivo po putevima a dozvoǉeno mesto za
izgradǌu xkole je na nekoj liniji ili u nekom od qvorova navedene mape.

3. Na�i ostatak deǉeǌa broja B brojem A ako je x = 22007 i

A = x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1 B = x42 + x35 + x28 + x21 + x14 + x7 + 1.

4. Dokazati da konveksan qetvorougao ABCD kod koga je AB = 2, BC =
1, DA = 3, ∠BAD = 60◦ i ∠BCD = 120◦, mora biti trapez.

5. Odrediti nepoznate brojeve (broj cifara) u jednakosti

√
11 · · · 1 − 22 · · · 2 = 33 · · · 3

ako se zna da broj 33 · · · 3 ima 2007 cifara. Tangenta 46, str. 40
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Drugi razred – B kategorija

1. Ravan je razlo�ena na jediniqne kvadrate tako da formira beskonaqnu
xahovsku tablu. Upisati u svaki kvadrat po jedan od brojeva 1, 2, 3, 4, 5
tako da u svakih pet horizontalno, vertikalno ili dijagonalno susednih
kvadrata budu upisani svi ovi brojevi?

2. Neka je CD visina pravouglog trougla ABC (ugao kod temena C je 90◦).
Ako je K taqka ravni tog trougla takva da je AK = AC, dokazati da je
preqnik kru�nice opisane oko trougla ABK koji sadr�i taqku A normalan
na DK.

3. Neka je f(x) = x2 − (α + β)x + αβ kvadratna funkcija, gde su α i β neki
(ne obavezno razliqiti) prirodni brojevi. Koliko realnih i razliqitih
nula ima jednaqina

f(f(f(x))) = 0 ?

4. Za svaki prirodan broj obele�imo sa xn broj koji se dobija uzastopnim
zapisivaǌem prirodnih brojeva od 1 do n (npr. x15 = 123456789101112131415).
Odrediti sve prirodne brojeve n za koje 27 deli x2

n + xn − 2.

5. Odrediti sve realne brojeve x > 1 za koje je taqna nejednakost

log2(log4 x) + log4(log2 x) 6 2.

Tangenta 37, str. 45

Tre�i razred – B kategorija

1. Dvoqlana particija skupa P = {1, 2, . . . , n} je par {A,B} nepraznih pod-
skupova od P takvih da je P = A ∪B i A ∩B = ∅ (particije {A,B} i {B,A}
se smatraju jednakim). Dokazati da je broj dvoqlanih particija skupa P
jednak 2n−1 − 1.

2. Prava p koja je paralelna stranici AB datog trougla ABC i polovi
stranicu BC seqe simetralu s ugla ABC u taqki T . Ako je O centar
upisanog kruga datog trougla, dokazati da je

^OCT =
1

2
^BAC.

3. Dokazati da jednaqina x + cosx = 1 ima taqno jedno rexeǌe u skupu
realnih brojeva.

4. Na�i bar jednu nekonstantnu funkciju f : R −→ R koja zadovoǉava uslov:
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f(x+ 2) + f(x) = f(x+ 1) za svako x ∈ R.

5. α, β, γ su oxtri uglovi koje dijagonala kvadra ABCDA1B1C1D1 gradi
redom sa ivicama AA1, AB i AD. Dokazati nejednakost

α+ β + γ < π.
Tangenta, M337

Qetvrti razred – B kategorija

1. Dvoqlana particija skupa P = {1, 2, . . . , n} je par {A,B} nepraznih pod-
skupova od P takvih da je P = A ∪B i A ∩B = ∅ (particije {A,B} i {B,A}
se smatraju jednakim). Dokazati da je broj dvoqlanih particija skupa P
jednak 2n−1 − 1.

2. U trouglu ABC va�e relacije AB = AC < BC. Neka je D taqka na
polupravoj AB takva da je AD = BC. Odrediti vrednost ugla ^ABC ako
se zna da je ^BCA = 4 · ^DCB.

3. Neka su a i b prirodni brojevi takvi da je a · b = 1020 i zna se da a deli
b2, b2 deli a3, a3 deli b4, b4 deli a5 itd., a2n−1 | b2n i b2n | a2n+1 za sve n ∈ N.
Dokazati da je a = b.

4. Dat je polinom P (x) = ax3 + bx2 + cx+ d sa celobrojnim koeficijentima.
Ako je a ·d neparan a b ·c paran broj, pokazati da je bar jedna nula polinoma
P (x) iracionalna. Pokazati primerom da analogno tvr�eǌe ne va�i ako je
a · d paran a b · c neparan broj?

5. Odrediti maksimalnu vrednost koju mo�e imati povrxina normalne
projekcije pravilnog tetraedra ivice a na proizvoǉnu ravan.

Tangenta, M358

REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA IZ
MATEMATIKE

Prvi razred – A kategorija

1. Postavimo Dekartov pravougli koordinatni sistem tako da je koordi-
natni poqetak u taqki A, a da se kretaǌe odvija du� osa x i y, i neka za
15 minuta auto pre�e du�inu 1. Tada se posle svakog skretaǌa ili x ili
y koordinata automobila pove�a ili smaǌi za 1, pri qemu se x i y koor-
dinate meǌaju naizmeniqno. Da bi automobil ponovo doxao u taqku A, i x
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i y koordinate moraju da se promene paran broj puta. Kako se one meǌaju
naizmeniqno zakǉuqujemo da su brojevi x-promena i y-promena me�usobno
jednaki. Drugim reqima ukupne du�ine horizontalnog i vertikalnog dela
puta su jednake. Odavde se zakǉuquje da je ukupna du�ina pre�enog puta
deǉiva sa 4, dakle do ponovnog dolaska u taqku A protekao je ceo broj sati.

Napomena: Zbog preglednosti mogu se uvesti oznake x+ i x−, za broj 15-
minutnih putovaǌa paralelno sa x-osom u pozitivnom i negativnom smeru,
i sliqno y+ i y−, za broj 15-minutnih putovaǌa paralelno sa y-osom u
pozitivnom i negativnom smeru. Uslov da se automobil vratio u polaznu
taqku daje jednakosti x+ = x− i y+ = y−, uslov naizmeniqnog kretaǌa
jednakost x+ + x− = y+ + y− odakle se dobija da je du�ina ukupnog puta

D = x+ + x− + y+ + y− = 2(x+ + x−) = 4x+

deǉiva sa 4.

2. Prvu jednaqinu datog sistema mo�emo zapisati i u obliku

[x] + {x} − [y] − {y} = 2005,

odakle sledi {x} − {y} ∈ Z, tj. {x} = {y}, zbog 0 6 {x}, {y} < 1, pa je

[x] − [y] = 2005
[x] + [y] = 2007,

tj. [x] = 2006 i [y] = 1. Dakle, dati sistem ima beskonaqno mnogo rexeǌa
i R = {(2006 + ω, 1 + ω) | 0 6 ω < 1}.

3.

Uoqimo na pravoj AB taqke C2 i N takve
da va�i C1C2⊥AB, MN ‖ B1B (slika 1).
Na osnovu podudarnosti trouglova AC1C i
AC1C2 sledi da je C1C = C1C2. Kako je M
sredixte du�i B1C1 i C1C2⊥AB sledi da je
N sredixte du�i BC2. Stoga je visina MN
trougla BMC2 ujedno i te�ixna du�, pa
je taj trougao jednakokrak, tj. BM = MC2.
S druge strane, iz podudarnosti trouglova
MC1C2 i MC1C sledi da je MC = MC2.
Prema tome, BM = MC2 = MC.

M

CB

B
1

N

C
2

C
1

A

Slika 1.

4. Kako su a, b, c prirodni brojevi, i kako je b + 1
c > 1, a samim tim i

1
b+ 1

c

< 1, imamo da je a najve�i prirodan broj maǌi od 2007
4016 , tj. a = 2. Tada

je b + 1
c = 2007

2 , pa je b najve�i prirodan broj maǌi od 2007
2 , tj. b = 1003, a

c = 2. Tada dobijamo i da je 1
c+ 1

b+ 1
a

= 2007
4016 , xto je i trebalo dokazati.



19

5. Kako je 441000 = 23 · 32 · 53 · 72, tra�enih predstavǉaǌa kao proizvod dva
faktora imamo koliko i razbijaǌa skupa X = {23, 32, 53, 72} na dva neprazna
podskupa:

X = {23} ∪ {32, 53, 72}, X = {32} ∪ {23, 53, 72},
X = {53} ∪ {32, 23, 72}, X = {72} ∪ {23, 32, 53},

X = {23, 32} ∪ {53, 72}, X = {23, 53} ∪ {32, 72}, X = {23, 72} ∪ {32, 53}.
Dakle odgovor je 7.

Drugi razred – A kategorija

1. Rexeǌe 1: Za z = x+ iy imamo

1

z
=

1

x+ iy
· x− iy

x− iy
=

x− iy

x2 + y2
=

x

x2 + y2
+ i · −y

x2 + y2
,

odnosno

|1
z
− i|2 = (

x

x2 + y2
)2 + (1 +

y

x2 + y2
)2 =

x2 + y2 + 2y + 1

x2 + y2
.

Kvadriraǌem i sre�ivaǌem dobija se

|1
z
− i|2 6 1 ⇔ x2 + y2 + 2y + 1

x2 + y2
6 1 ⇔ 2y + 1 6 0 ⇔ y 6 −1

2
.

Odavde se dobija da su rexeǌa svi kompleksni brojevi z koji zadovoǉavaju

uslov Im(z) 6 −1

2
.

Rexeǌe 2:

|1
z
− i| ≤ 1 ⇔ |1 − zi

z
| ≤ 1 ⇔ |1 − zi|

|z| ≤ 1 ⇔ |1 − zi| ≤ |z| ⇔

|1 − (x+ yi)i| ≤ |x+ yi| ⇔ |(1 + y) − xi| ≤ |x+ yi| ⇔
√

(1 + y)2 + x2 ≤
√

x2 + y2 ⇔ 1 + 2y + y2 + x2 ≤ x2 + y2 ⇔ 1 + 2y ≤ 0.

2. Neka je B′ taqka simetriqna taqki B u odnosu na l. Tada je M preseqna
taqka prave l i prave koja prolazi kroz A i B′, jer za proizvoǉnu taqku P na
l, razliqitu od M , va�i AP+PB = AP+PB′ > AB′ = AM+MB. Ugao AMB
je spoǉaxǌi ugao jednakokrakog trougla MBB′, pa je ^AMB = 2^MBB′ =
2^AB′B. Sa druge strane, kako je AN = NB = NB′, taqka N je centar
opisane kru�nice oko trougla ABB′, pa je ^ANB = 2^ABB′ (centralni
ugao je dva puta ve�i od periferijskog) odakle je ^ANB = ^AMB, pa
taqke A,B,M,N le�e na jednoj kru�nici.
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B’

NM

A

B

lhl

Slika 2.

3. Razlomak R = X +
1

Y
, gde su X i Y pozitivni realni brojevi, pove�a se

(smaǌi) ako se X pove�a (smaǌi) odnosno smaǌi (pove�a) ako se Y pove�a
(smaǌi). Primenom ovog pravila dva puta zakǉuqujemo da se razlomak

X +
1

Y +
1

Z

pove�a (smaǌi) ako se Z smaǌi (pove�a). Sliqnim rasu�ivaǌem zakǉuqu-
jemo da se razlomak

X +
1

Y + 1
Z+ 1

D

smaǌi (poraste) ako D poraste (smaǌi se). Nastavǉaǌem ovog rasu�ivaǌa,
tj. stavǉaǌem D + 1

T umesto D u posledǌem razlomku itd. dolazimo do
opxteg pravila:

• Broj ”na neparnom mestu” (tj. na mestu gde stoje brojevi 1, 3, 5, . . . , 2005
u razlomku B) svojim rastom pove�ava, a broj ”na parnom mestu” (tj.
na mestu gde stoje brojevi 2, 4, 6, . . . , 2006 u razlomku B) svojim rastom
smaǌuje polazni slo�eni razlomak.

Zakǉuqak: A < B.

4. U sluqaju kada je a = 1 imamo jedinstveno rexeǌe x = 0. U sluqaju kada
je a 6= 1 jednaqina �e imati jedinstveno rexeǌe kada je diskriminanta
kvadratne jednaqine (a−1)x2 +ax+a−1 = 0 jednaka nuli (uz uslov da je x 6=
3), odakle dobijamo da a zadovoǉava kvadratnu jednaqinu −3a2 + 8a− 4 = 0,
qija rexeǌa su a = 2 i a = 2

3 . U prvom sluqaju je rexeǌe x = −1, a u
drugom sluqaju x = 1. Polazna jednaqina �e imati jedinstveno rexeǌe i u
sluqaju kada je x = −3 koren kvadratnog trinoma (a− 1)x2 + ax+ a− 1 (jer
x = −3 nije rexeǌe polazne jednaqine). Tada dobijamo da je a = 10

7 . U tom
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sluqaju jedinstveno rexeǌe je x = − 1
3 . Dakle polazna jednaqina �e imati

jedinstveno rexeǌe u sluqaju kada a ∈ {2
3 , 1,

10
7 , 2}.

5. Napiximo nekoliko uzastopnih qetvorki iz naxeg niza

(∗) 1, 9, 9, 3 9, 9, 3, 2 9, 3, 2, 3 3, 2, 3, 7 2, 3, 7, 5 . . . .

Kako postoji 104 mogu�ih qetvorki jednocifrenih brojeva, me�u 10001-
nom qetvorkom iz niza (∗) sigurno imamo ponavǉaǌe! Drugim reqima niz
qetvorki (∗) se posle nekog trenutka periodiqno ponavǉa! Odavde ne sledi
direktno da �e se obavezno ponovo pojaviti qetvorka 1, 9, 9, 3!

Kǉuqno dodatno opa�aǌe je da se, uz poxtovaǌe uslova jednocif-
renosti, polazni niz mo�e jednoznaqno rekonstruisati i unazad. Npr. ako
potra�imo jednocifren broj x takav da va�i

x+ 1 + 9 + 9 pri deǉeǌu sa 10 daje ostatak 3

lako se nalazi da je x = 4. U opxtem sluqaju, ako su a, b, c, d jednocifreni
brojevi, onda postoji jedinstven jednocifren broj x takav da

x+ a+ b+ c pri deǉeǌu sa 10 daje ostatak d.

Iz navedenog se zakǉuquje da je niz (∗) periodiqan na obe strane, dakle
qetvorka 1, 9, 9, 3 se obavezno pojavǉuje u tom periodu.

Pretpostavǉaju�i da se qetvorka 7, 3, 6, 7 pojavǉuje u naxem nizu,
odredimo nekoliko slede�ih qlanova niza. Dobijamo

7,3,6,7, 3, 9, 5, 4,1,9,9,3, 2, 3, 7, . . .

Pojava qetvorke 1, 9, 9, 3 garantuje da se ovde radi o istom nizu (∗) pa za-
kǉuqujemo (periodiqnost) da �e se i qetvorka 7, 3, 6, 7 u ǌemu ponovo po-
javiti.

Tre�i razred – A kategorija

1. Po pretpostavci a+b
2 = 15, h = 12, c = 13, gde su a i b osnovice, h

visina a c du�ina kraka trapeza. Iz Pitagorine teoreme sledi da je a−b
2 =√

132 − 122 = 5 odakle se lako nalazi da je a = 20 i b = 10. Tra�ena
zapremina je V = V1 − 2V2 gde je V1 zapremina vaǉka sa polupreqnikom
osnove h = 12 i visinom a = 20 a V2 zapremina kupe sa polupreqnikom
osnove h = 12 i visinom a−b

2 = 5. Dakle tra�ena zapremina je

V = V1 − 2V2 = 122π20 − 2
3122π5 = 2400π.

2. Direktno se utvr�uje da je 31 ≡41 3, 32 ≡41 9, 33 ≡41 27, 34 ≡41 40, 35 ≡41

38, 36 ≡41 32, 37 ≡41 14, 38 ≡41 1. Dakle 33n ≡41 −1 je ekvivalentno sa
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3n ≡8 4. Me�utim, posledǌa kongruencija je oqigledno nemogu�a, jer je 3n

neparan broj.

3. Videti rexeǌe 2. zadatka za 2. razred A kategoriju.

4. Iz uslova da su realni i imaginarni deo rexeǌa jednaki zakǉuqujemo
da ono ima oblik z = t(1 + i) gde je t realan broj koji treba odrediti.
Primetimo da je

(1 + i)2 = 2i (1 + i)3 = −2 + 2i (1 + i)4 = −4

xto se mo�e ustanoviti ili direktnim stepenovaǌem ili nala�eǌem
trigonometrijskog oblika broja 1 + i. Zamenom u polaznoj jednaqini do-
bijamo

(∗) −4t4 + (−2 + 2i)t3 + 4it2 + 2(1 + i)t+ 4 = 0.

Poxto je t realan broj, ova jednaqina je ekvivaletna paru jednaqina koje se
dobiju ako se realni i imaginarni deo leve strane jednaqine (∗) izjednaqe
sa nulom. Imaginarni deo jednaqine (∗) je jednaqina

2t3 + 4t2 + 2t = 0 tj. t(t+ 1)2 = 0

pa poxto z = 0 nije rexeǌe polazne jednaqine zakǉuqujemo da je t = −1 tj.
z = −1 − i.

5. a) Izgradǌom prvog asfaltnog puta smo povezali 2 grada. Nadaǉe,
dodavaǌem svakog novog asfaltiranog puta (iz nekog grada koji je ve�
povezan asfaltiranim putem), povezujemo jox (najvixe) 1 grad sa onima
koji su prethodno bili povezani. Stoga ponavǉaǌem ovog postupka datih
8 gradova mo�emo povezati sa bar 7 asfaltiranih puteva.

Potrebno je jox pokazati da je to i mogu�e uraditi sa 7 puteva (da
bismo pokazali da je taj minimalan broj asfaltiranih puteva bax jednak
7). To mo�emo uraditi na vixe naqina (koliko odre�ujemo u delu pod b).
Neki od ǌih su predstavǉeni na slede�oj slici:

r r r r r r r r r r r r r r r r r r

r r r

r r r
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b) Gradovi A i B mogu biti spojeni putem du�ine 2 preko bilo kog od
gradova C,D,E, F,G,H i taj grad W mo�emo izabrati na

(
6
1

)
= 6 naqina.

Za svaki od preostalih 5 gradova (iz skupa {C,D,E, F,G,H} \ {W}) imamo
2 mogu�nosti: ili je spojen sa gradom A ili sa B. To nam daje

(
6
1

)
·25 = 192

razliqitih naqina da asfaltiranim putevima pove�emo sve gradove.
Napomena: U Teoriji grafova se struktura u delu pod a) naziva stablo
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grafa i ono za graf sa n qvorova uvek ima n− 1 granu (poznata qiǌenica
koja se mo�e koristiti), dok je u delu pod b) odre�ivan broj razapiǌu�ih
stabala za koji postoji posebna teorija.

Qetvrti razred – A kategorija

1. Videti rexeǌe 4. zadatka za tre�i razred, A kategoriju.

2. Rexeǌe 1: Jasno, zbog x ∈ [3, 4],

f(x) = x(x− 1)(x− 2)(x− 3)(4 − x)(5 − x)(6 − x)(7 − x).

Na osnovu nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine, imamo
da je

x+ (7 − x)

2
>
√

x(7 − x), tj. x(7 − x) 6

(
7

2

)2

.

Sliqno dobijamo da je

(x− 1)(6 − x) 6

(
5

2

)2

, (x− 2)(5 − x) 6

(
3

2

)2

i (x− 3)(4 − x) 6

(
1

2

)2

.

Jednakost u svim sluqajevima va�i samo u sluqaju kada je x =
7

2
∈ [3, 4]

(jednaqine x = 7−x, x−1 = 6−x, x−2 = 5−x, x−3 = 4−x su ekvivalentne).
Dakle,

max
{
f(x) | x ∈ [3, 4]

}
= f

(
7

2

)

= 3252722−8 =
11025

256
.

Rexeǌe 2: Funkcija f(x) je pozitivana na intervalu (3, 4) (i va�i f(3) =
f(4) = 0) pa se mesto ǌenog maksimuma poklapa sa mestom maksimuma
funkcije g(x) = log f(x) (ovde se koristi stroga monotonost logaritamske
funkcije). Uoqimo da je

g′(x) =
1

x
+

1

x− 1
+

1

x− 2
+

1

x− 3
− 1

4 − x
− 1

5 − x
− 1

6 − x
− 1

7 − x
.

Funkcija g′(x) je strogo opadaju�a u intervalu (3, 4) jer su svi sabir-
ci strogo opadaju�i u navedenom intervalu. Ovo se mo�e proveriti i
nala�eǌem izvoda te funkcije g′′(x) =

− 1

x2
− 1

(x− 1)2
− 1

(x− 2)2
− 1

(x− 3)2
− 1

(4 − x)2
− 1

(5 − x)2
− 1

(6 − x)2
− 1

(7 − x)2
.

Lako se proveri da je g′( 7
2 ) = 0 pa zakǉuqujemo da funkcija g(x) pa time i

funkcija f(x) dosti�e svoj maksimum u taqki x = 7
2 itd.
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3. Neka su a i b katete, c hipotenuza i r polupreqnik upisane kru�nice
pravouglog trougla. Koriste�i poznatu formulu za polupreqnik upisane
kru�nice pravouglog trougla, r = a+b−c

2 , dobijamo

r =
a+ b− c

2
=
a+ b+ c− 2c

2
= 1 +

√
2

2
− c.

Odredimo sada najmaǌu mogu�u vrednost za c. Iz nejednakosti kvadratne
i aritmetiqke sredine, uz korix�eǌe Pitagorine teoreme, nalazimo da je

2 +
√

2 − c

2
=
a+ b

2
≤
√

a2 + b2

2
=

c√
2
,

odakle je c ≥
√

2. Zato je r = 1 +
√

2
2 − c ≤ 1 +

√
2

2 −
√

2 = 1 −
√

2
2 . Ovim

smo dokazali da polupreqnik upisane kru�nice nije ve�i od 1 −
√

2
2 . Ta

vrednost se dosti�e akko u navedenoj nejednakosti va�i znak jednakosti,
odnosno akko je a = b. Odavde lako nalazimo da najve�i mogu�i polupreqnik
upisane kru�nice, me�u pravouglim trouglovima sa obimom 2 +

√
2, ima

pravougli trougao qije su katete a = b = 1, a hipotenuza c =
√

2.

4. a) −−→
BC · −−→BC +

−−→
AD · −−→AD −−−→

AB · −−→AB −−−→
DC · −−→DC

= (
−−→
BD +

−−→
DC) · (−−→BA+

−→
AC) + (

−→
AC +

−−→
CD) · (−−→AB +

−−→
BD)

−−−→
AB · −−→AB −−−→

DC · −−→DC
= 2

−−→
BD · −→AC +

−−→
AB · (−→AC +

−−→
CD +

−−→
DB)

+
−−→
CD · (−→CA+

−−→
AB +

−−→
BD) −−−→

AB · −−→AB −−−→
DC · −−→DC

= 2
−→
AC · −−→BD

Alternativno, mogu�e je identitet proveriti tako xto se svi vektori

izraze preko vektora
−−→
AB = u,

−→
AC = v i

−−→
AD = w.

b) Koriste�i identitet dokazan pod a) imamo

2
−→
AC · −−→BD = 132 + 42 − 112 − 82 = 0

pa zakǉuqujemo da je ugao ime�u dijagonala prav.

Napomena: Primetimo da ima mnogo prostornih qetvorouglova ABCD koji
zadovoǉavaju uslov pod b) ali da svi oni imaju ortogonalne dijagonale!

5. Pretpostavimo da polinom P (x) nije identiqki jednak nuli (P (x) ≡ 0
trivijalno zadovoǉava zadanu jednaqinu). Kako je P (x2) parna funkcija,
mora biti i polinom sa desne strane parna funkcija, dakle polinom P (x)
sadr�i samo parne stepene od x. Neka je P (x) = a2nx

2n + a2n−2x
2n−2 + ... +

a2x
2 + a0 uz pretpostavku da je a2n 6= 0. Zamenom u polaznu jednaqinu dobi-

jamo da je vode�i qlan u polinomu sa leve strane a2nx
4n, a sa desne strane
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a2nx
2n+4. Izjednaqavaǌem tih izraza dobijamo da je n = 2. Dakle polinom

je oblika P (x) = ax4 + bx2 + c. Zamenom tog polinoma u polaznu jednaqinu i
izjednaqavaǌem koeficijenata uz iste stepene dobijamo da je c = 0, b = −a.
Dakle rexeǌe su polinomi oblika P (x) = a(x4 − x2), gde je a ∈ R.

Prvi razred – B kategorija

1. Ugao ^BMA = ^MAD kao uglovi sa paralelnim kracima. Onda je
trougao MAD jednakokrak. Sledi da je MD = AD. Zbog uslova zadatka
sledi da je MD = 2CD. U pravouglom trouglu MCD hipotenuza je dva
puta ve�a od katete pa je ugao ^DMC = 30◦. Odavde sledi da je tra�eni
ugao 75 stepeni.

2. Neka je prva cifra 6. Tada imamo p = 1 · 9 · 9 · 9 · 9 = 6 561 brojeva. Neka
sada prva cifra nije 6. Ona ne mo�e biti ni 0, pa je mo�emo izabrati
na 8 naqina. Cifra 6 se nalazi na jednom od preostala 4 mesta - to mesto
mo�emo izabrati na 4 naqina. Na ostala 3 mesta mo�e biti bilo koja
cifra razliqita od 6 - to mesto mo�emo izabrati na 9 · 9 · 9 naqina. Stoga
u ovom sluqaju imamo q = 8 · 4 · 9 · 9 · 9 = 23 328 brojeva. Po pravilu zbira,
brojeva koji zadovoǉavau uslove zadatka ima p+ q = 29 889.

3. Prvu jednaqinu datog sistema mo�emo zapisati i u obliku

[x] + {x} − [y] − {y} = 2005,

odakle sledi {x} − {y} ∈ Z, tj. {x} = {y}, zbog 0 6 {x}, {y} < 1, pa je

[x] − [y] = 2005
[x] + [y] = 2007,

tj. [x] = 2006 i [y] = 1. Dakle, dati sistem ima beskonaqno mnogo rexeǌa
i R = {(2006 + ω, 1 + ω) | 0 6 ω < 1}.

4. Oqigledno je x dvocifren broj, tj. x = 10a+ b, pri qemu su a i b cifre
dekadnog sistema i a 6= 0. Dakle, y = a+ b.

Ako je a + b 6 9, tada je i z = a + b, pa je 60 = 10a + b + 2(a + b),
tj. 12a + 3b = 60, odnosno 4a + b = 20. Dakle, u ovom sluqaju imamo da
(a, b) ∈ {(4, 4), (5, 0)}.

Ako je a + b > 10, tada je z = a + b − 9, pa je 60 = 12a + 3b − 9, tj.
4a+ b = 23. Rexavaǌem posledǌe jednaqine dobijamo da je (a, b) = (4, 7).

Dakle, x ∈ {44, 47, 50}.

5. Napiximo posledǌe dve cifre svih brojeva iz niza

(∗) 9, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 99, 910, 911, 912, . . .
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Uzastopnim mno�eǌem sa 9, lako se nalazi da su to brojevi

(∗∗) 9, 81, 29, 61, 49, 41, 69, 21, 89, 01, 09, 81, . . .

Zakǉuqujemo da se posledǌe dve cifre ponavǉaju sa periodom 10 tj. da 9a i
9b imaju jednake dve posledǌe cifre ako a i b daju isti ostatak pri deǉeǌu
sa 10, ili drugim reqima ako a i b imaju istu posledǌu cifru.

Pore�eǌem nizova (∗) i (∗∗) nalazimo da je posledǌa cifra broja

99 broj 9 pa zakǉuqujemo da 999

i 99 imaju jednake posledǌe dve cifre.
Odavde, ponovnim upore�ivaǌem nizova (∗) i (∗∗) nalazimo da su tra�ene
cifre 8 i 9.

Drugi razred – B kategorija

1.
|x+ iy| = 1 ⇔ x2 + y2 = 1

|(x− 1) + i(y − 1)| = |(x+ 1) + i(y + 1)| ⇔ (x− 1)2 + (y − 1)2 = (x+ 1)2 + (y + 1)2

⇔ x+ y = 0.

Odavde se lako nalazi da je x = −
√

2
2 , y =

√
2

2 ili x =
√

2
2 , y = −

√
2

2 tj. jedini
kompleksni brojevi sa tra�enim svojstvima su

z1 = −
√

2

2
+

√
2

2
i i z2 =

√
2

2
−

√
2

2
i.

2. Poxto su {−2, 3, 6} nule (tj. mesta promene znaka) polinoma x + 2, 3 −
x, x− 6, prirodno je diskutovati slede�e sluqajeve:

1. sluqaj: (x ≤ −2)
Nejednaqina je u ovom sluqaju ekvivaletna sa

x+ 2

3 − x
− x+ 2

6 − x
≤ 0 / · (3 − x)(6 − x)

(x+ 2)(6 − x) − (x+ 2)(3 − x) ≤ 0 ⇔ x+ 2 ≤ 0.

Rexeǌe: x ≤ −2.

2. sluqaj: (−2 < x < 3)
Nejednaqina je u ovom sluqaju kao i pod 1. ekvivaletna sa

x+ 2

3 − x
− x+ 2

6 − x
≤ 0 / · (3 − x)(6 − x)

(x+ 2)(6 − x) − (x+ 2)(3 − x) ≤ 0 ⇔ x+ 2 ≤ 0 ⇔ x ≤ −2

xto znaqi da pod ovim uslovima nema rexeǌa.
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3. sluqaj: (3 < x < 6)
Nejednaqina je u ovom sluqaju ekvivaletna sa

x+ 2

x− 3
− x+ 2

6 − x
≤ 0 / · (x− 3)(6 − x)

(x+ 2)(6 − x) − (x+ 2)(x− 3) ≤ 0 ⇔ (x+ 2)(9 − 2x) ≤ 0.

Rexeǌe: 9
2 ≤ x < 6.

4. sluqaj: (6 < x)
Nejednaqina je u ovom sluqaju ekvivaletna sa

x+ 2

x− 3
+
x+ 2

x− 6
≤ 0 / · (x− 3)(x− 6)

(x+ 2)(x− 6) + (x+ 2)(x− 3) ≤ 0 ⇔ (x+ 2)(2x− 9) ≤ 0

pa ni u ovom sluqaju nema rexeǌa.

Konaqno rexeǌe: x ∈ (−∞,−2] ∪ [92 , 6).

3. Videti rexeǌe 3. zadatka za prvi razred, A kategoriju.

4. Razlomak R = X +
1

Y
, gde su X i Y pozitivni realni brojevi, pove�a se

(smaǌi) ako se X pove�a (smaǌi) odnosno smaǌi (pove�a) ako se Y pove�a
(smaǌi). Primenom ovog pravila dva puta zakǉuqujemo da razlomak

X +
1

Y +
1

Z

poraste (opadne) ako Z poraste (opadne). Sliqnim rasu�ivaǌem zakǉuqu-
jemo da razlomak

X +
1

Y + 1
Z+ 1

D

opada (raste) ako D raste (opada). Konaqno, primenom istog argumenta,
zakǉuqujemo da se razlomak (X,Y,Z,D, T > 0)

(∗) X +
1

Y +
1

Z +
1

D +
1

T

pove�a ako se pove�a jedan od brojeva X,Z ili T a smaǌi ako se pove�a
jedan od brojeva Y ili D.

Zakǉuqak:
B < A < C.
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5. U sluqaju kada je a = 1 imamo jedinstveno rexeǌe x = 0. U sluqaju kada
je a 6= 1 jednaqina �e imati jedinstveno rexeǌe kada je diskriminanta
kvadratne jednaqine (a− 1)x2 + ax+ a− 1 = 0 jednaka nuli, odakle dobijamo
da a zadovoǉava kvadratnu jednaqinu −3a2 + 8a − 4 = 0, qija rexeǌa su
a = 2 i a = 2

3 . U prvom sluqaju je rexeǌe x = −1, a u drugom sluqaju x = 1.
Polazna jednaqina �e imati jedinstveno rexeǌe i u sluqaju kada je x = −3
koren kvadratnog trinoma (a − 1)x2 + ax + a − 1 (jer x = −3 nije rexeǌe
polazne jednaqine). Tada dobijamo da je a = 10

7 . U tom sluqaju jedinstveno
rexeǌe je x = − 1

3 . Dakle polazna jednaqina �e imati jedinstveno rexeǌe
u sluqaju kada a ∈ {2

3 , 1,
10
7 , 2}.

Tre�i razred – B kategorija

1. Navedene tri jednakosti su ekvivalentne jednakostima

log3 b =
1

1 − log3 a
log3 c =

1

1 − log3 b
log3 a =

1

1 − log3 c
.

Tre�a jednakost se dobije ako se log3 b iz prve zameni u drugu jednakost.

Napomena: Primetimo da je tvr�eǌe zadatka blisko povezano sa tvr�eǌem
da je f(f(f(x))) = x gde je

f(x) =
1

1 − x
.

2. Sabiraǌem jednaqina dobijamo da je x+y+z+u = 4
5 i daǉe oduzimaǌem

od odgovaraju�ih jednaqina nalazi se da je rexeǌe sistema

x = y = z = u =
1

5
.

3.

cos
π

9
cos

5π

9
cos

7π

9
=

1

2
cos

π

9
(cos

4π

3
+ cos

2π

9
) =

−1

4
cos

π

9
+

1

2
cos

π

9
cos

2π

9
= −1

4
cos

π

9
+

1

2
· 1

2
(
1

2
+ cos

π

9
) =

1

8
.

4. Koristi�emo svojstvo da je eksponencijalna funkcija f : R −→ R+,
definisana sa f(x) = 2x, za svako x ∈ R, strogo monotono rastu�a. (∗)
Oqigledno su brojevi a, b i c negativni, dok su brojevi d, e i f pozitivni.
Neka je a1 = −222

, b1 = 2−22

i c1 = 22−2

. Kako je 2−2 > 0 > −22, to na osnovu
(∗), sledi c1 > b1. Kako je jox i a1 negativan broj, a b1 i c1 pozitivni, to
je a1 < b1 < c1, te zbog (∗) va�i |a| < |b| < |c|. Odavde, imaju�i na umu da
su brojevi a, b i c negativni, dobijamo da va�i poredak a > b > c. Neka
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je sada d1 = −2−22

, e1 = −22−2

i f1 = 2−2−2

. Brojevi d1 i e1 su negativni,
dok je broj f1 pozitivan. Iz 2−2 > 0 > −22, po (∗) je |e1| > |d1|, odnosno
e1 < d1. Zakǉuqujemo da je e1 < d1 < f1, te koriste�i (∗) jox jednom, imamo
e < d < f. Na ovaj naqin smo se uverili da je raspored datih brojeva

c < b < a < e < d < f.

5. Videti rexeǌe 4. zadatka za 2. razred A kategoriju.

Qetvrti razred – B kategorija

1. Korix�eǌem poznatog identiteta

xn − 1 = (x− 1)(xn−1 + xn−2 + . . .+ x+ 1)

dobijamo

P (x) =
x10 − 1

x2 − 1
=
x5 − 1

x− 1
· x

5 + 1

x+ 1
= (x4 + x3 + x2 + x+ 1)(x4 − x3 + x2 − x+ 1).

Primetimo da se gorǌim argumentom dokazuje jednakost polinoma

(∗) P (x) = (x4 + x3 + x2 + x+ 1)(x4 − x3 + x2 − x+ 1)

uz uslov x /∈ {−1,+1}. Drugim reqima jednakost (∗) �e biti potpuno
dokazana tek ako se jox i neposredno proveri za x = −1 i x = 1.

2. Sabiraǌem jednaqina dobijamo da je x+y+z+u = 4
5 i daǉe oduzimaǌem

od odgovaraju�ih jednaqina nalazi se da je rexeǌe sistema

x = y = z = u =
1

5
.

3. Iz uslova da su realni i imaginarni deo rexeǌa jednaki zakǉuqujemo
da ono ima oblik z = t(1 + i) gde je t realan broj koji treba odrediti.
Primetimo da je

(1 + i)2 = 2i (1 + i)3 = −2 + 2i (1 + i)4 = −4

xto se mo�e ustanoviti ili direktnim stepenovaǌem ili nala�eǌem
trigonometrijskog oblika broja 1 + i.

Zamenom u polaznoj jednaqini dobijamo

(∗) −4t4 + (−2 + 2i)t3 + 4it2 + 2(1 + i)t+ 4 = 0.

Poxto je t realan broj, ova jednaqina je ekvivaletna paru jednaqina koje se
dobiju ako se realni i imaginarni deo leve strane jednaqine (∗) izjednaqe
sa nulom. Imaginarni deo jednaqine (∗) je jednaqina

2t3 + 4t2 + 2t = 0 tj. t(t+ 1)2 = 0
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pa poxto z = 0 nije rexeǌe polazne jednaqine zakǉuqujemo da je t = −1 tj.
z = −1 − i.

4. Rexeǌe 1: Jasno, zbog x ∈ [3, 4],

f(x) = x(x− 1)(x− 2)(x− 3)(4 − x)(5 − x)(6 − x)(7 − x).

Na osnovu nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine, imamo
da je

x+ (7 − x)

2
>
√

x(7 − x), tj. x(7 − x) 6

(
7

2

)2

.

Sliqno dobijamo da je

(x− 1)(6 − x) 6

(
5

2

)2

, (x− 2)(5 − x) 6

(
3

2

)2

i (x− 3)(4 − x) 6

(
1

2

)2

.

Jednakost u svim sluqajevima va�i samo u sluqaju kada je x =
7

2
∈ [3, 4]

(jednaqine x = 7−x, x−1 = 6−x, x−2 = 5−x, x−3 = 4−x su ekvivalentne).
Dakle,

max
{
f(x) | x ∈ [3, 4]

}
= f

(
7

2

)

= 3252722−8 =
11025

256
.

Rexeǌe 2: Funkcija f(x) je pozitivana na intervalu (3, 4) (i va�i f(3) =
f(4) = 0) pa se mesto ǌenog maksimuma poklapa sa mestom maksimuma
funkcije g(x) = log f(x) (ovde se koristi stroga monotonost logaritamske
funkcije). Uoqimo da je

g′(x) =
1

x
+

1

x− 1
+

1

x− 2
+

1

x− 3
− 1

4 − x
− 1

5 − x
− 1

6 − x
− 1

7 − x
.

Funkcija g′(x) je strogo opadaju�a u intervalu (3, 4) jer su svi sabir-
ci strogo opadaju�i u navedenom intervalu. Ovo se mo�e proveriti i
nala�eǌem izvoda te funkcije g′′(x) =

− 1

x2
− 1

(x− 1)2
− 1

(x− 2)2
− 1

(x− 3)2
− 1

(4 − x)2
− 1

(5 − x)2
− 1

(6 − x)2
− 1

(7 − x)2
.

Lako se proveri da je g′( 7
2 ) = 0 pa zakǉuqujemo da funkcija g(x) pa time i

funkcija f(x) dosti�e svoj maksimum u taqki x = 7
2 .

5. (a) Pretpostavimo bez umaǌeǌa opxtosti da je m < n. Iz uslova zadatka
dobijamo da je a2m + a2n = 0. Neka je d razlika aritmetiqkog niza. Tada
imamo da je am+n = a2m + (m − n)d i tako�e am+n = a2n + (n − m)d, pa
sabiraǌem te dve jednakosti dobijamo 2am+n = a2m + a2n = 0, pa je qlan
aritmetiqkog niza am+n = 0, dakle ceo broj.
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(b) Ne mora! Na primer neka je a1 = −
√

2, a2 =
√

2, a3 = 3
√

2, itd. (taqnije
neka je ak = (2k − 3)

√
2, k ∈ N) Niz ak je oqigledno aritmetiqki i svi

qlanovi su iracionalni, a a1

a2
= −1.

REXEǋA ZADATAKA OKRU�NOG TAKMIQEǋA IZ
MATEMATIKE

Prvi razred – A kategorija

1. Na�imo ostatke deǉeǌa brojeva oblika 3n pri deǉeǌu sa 13. Ako je
r ostatak dobijen pri deǉeǌu stepena 3n sa 13 onda je ostatak deǉeǌa
broja 3n+1 sa 13 isti kao i ostatak deǉeǌa broja 3r sa 13. Zaista, po
pretpostavci 3n − r je deǉiv sa 13 pa je prema tome 3n+1 − 3r tako�e deǉiv
sa 13. Ovim postupkom dobijamo slede�u tablicu ostataka:

3 32 33 34 35 36 37 . . .
3 9 1 3 9 1 3 . . .

Uoqavamo periodiqnost ostataka i zakǉuqujemo da je ostatak deǉeǌa 31000

sa 13 jednak 3. Sliqan postupak nala�eǌa periodiqnosti ostatka mo�e
se primeniti i na sluqaj stepena 41000. Alternativno se tra�eni ostatak
mo�e odrediti i na slede�i naqin. Uoqimo da je 43 = 64 = 5 ·13−1. Odavde
zakǉuqujemo da je

4999 = (43)333 = (5 · 13 − 1)(5 · 13 − 1) · . . . · (5 · 13 − 1) = 13 · k − 1

za neki prirodan broj k. Prema tome ostatak deǉeǌa broja 41000 sa 13 je 9.

Zakǉuqak: Tra�eni ostatak je 12.

2. Rexeǌe 1: Konstruiximo zajedniqku tangentu u taqki A. Presek
tangente i prave BD je taqka E. Kako je EA = EC (tangentne du�i)
to je ^EAC = ^ECA. Iz te jednakosti kao i iz jednakosti ^EAC =
^EAD + ^DAF sledi ^EAC = ^FCB = ^FAB + ^EBA = ^FAB + ^EAD
(jer je ^EAD = ^EBA). Odavde sledi da je ^DAF = ^FAB, xto znaqi da
je AC bisektrisa ugla BAD.
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Rexeǌe 2: Spojimo S centar unutraxǌeg kruga i C. Tada je ^SCB = 90o

(polupreqnik i tangenta), i ^ADB = 90o (ugao nad preqnikom). Odavde
sledi da je ^DAB = ^CSB (uglovi sa paralelnim kracima), i ^CSB =
2^CAB (centralni i periferijski ugao). Odatle sledi da je prava AF
bisektrisa ugla DAB.

3. Na prvoj poziciji permutacije mo�e biti bilo koji broj, te ga mo�emo
izabrati na 8 naqina. Nakon toga, broj na drugoj poziciji mora biti
najmaǌi od preostalih brojeva da bi bio desno minimalan, pa je odre�en
jednoznaqno. Brojeve na pozicijama tri i qetiri opet mo�emo izabrati
proizvoǉno od preostalih brojeva, na 6 · 5 naqina. Broj koji sledi mora
biti najmaǌi od preostalih, pa je stoga broj na poziciji pet jedinstveno
odre�en. Preostali brojevi mogu se pore�ati proizvoǉno, na 3·2·1 naqina.
Dakle, ukupan broj permutacija koje imaju desno minimalne brojeve na
drugoj i petoj poziciji je 8 · 6 · 5 · 3 · 2 · 1 = 1440.

4.

a+ b

2
−
√
ab =

(
√
a−

√
b)2

2
=

(a− b)2

2(
√
a+

√
b)2

1

8

(a− b)2

a
=

(a− b)2

2(2
√
a)2

6
(a− b)2

2(
√
a+

√
b)2

6
(a− b)2

2(2
√
b)2

=
1

8

(a− b)2

b

Jednakost va�i ako i samo ako je a = b.

5. Neka je d = NZD(n2 + 1, (n + 1)2 + 1). Tada d | (n + 1)2 + 1 − (n2 + 1),
odnosno d | 2n + 1. Otuda d | n2 + 1 − (2n + 1), odnosno d | n(n − 2). Odavde,
kako je d uzajamno prost sa n (jer ako je k = NZD(n2 + 1, n) dobijamo da
k | n2 + 1 − n2, odnosno k = 1), zakǉuqujemo da d | n − 2. Napokon kako smo
dobili da d | 2n+ 1 i d | n− 2, to d | (2n+ 1)− 2(n− 2), odnosno d | 5. Odavde
su jedine potencijalne vrednosti za d brojevi 1 i 5.
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Odredimo sada ostatak pri deǉeǌu broja n2 + 1 sa 5. Lako nalazimo
da ukoliko n ima redom ostatke 0, 1, 2, 3, 4 pri deǉeǌu sa 5, onda broj n2 +1
ima redom ostatke 1, 2, 0, 0, 2 pri deǉeǌu sa 5. Zato je d = 5 akko n pri
deǉeǌu sa 5 daje ostatak 2, dok je u svim ostalim sluqajevima d = 1.

Drugi razred – A kategorija

1. Rexeǌe 1: Neka je ^BAC = α, ^ACB = γ i ^ABC = β. Po sinusnoj
teoremi AB + BC = 2R(sinα + sin γ) = 4R sin(π

2 − β
2 ) cos α−γ

2 . Maksimum ovog

izraza se posti�e za cos α−γ
2 = 1, tj. α = γ = π

2 − β
2 . Dakle, AB = BC =

2R sin α
2 = 2R cos β

2 , a maksimalan zbir iznosi 4R cos β
2 .

Rexeǌe 2: Produ�imo du� AB do taqke E tako da va�i BE = BC, odnosno
AE = AB+BC. Trougao BCE je jednakokrak, a kako je ^ABC = β spoǉaxǌi
za ovaj trougao sledi da je ^BEC = ^ECB = β

2 . Konstruiximo taqku D na
zadatoj kru�nici tako da je AD = DC i ^ADC = β. Ponovimo postupak za
taqku D kao i za taqku B. Konstruiximo taqku F tako da va�i DC = DF ,
odnosno AF = AD + DC. Na isti naqin va�i da je ^DFC = ^FCD = β

2 .
Taqke E i F pripadaju geometrijskom mestu taqaka iz kojih se du� AC vidi
pod uglom β

2 (ali sa iste strane prave AC sa koje su B i D). Geometrijsko
mesto taqaka je luk sa centrom u taqki D. Poxto je preqnik najdu�a tetiva,
onda sledi da je maksimalan zbir tetiva u sluqaju taqke D odnosno kada
je AB = BC.

2. Diskriminanta date jednaqine je

D = [3a3 − 12a2 − 1]2 + 12a2(a− 4) = [3a2(a− 4) − 1]2 + 12a2(a− 4) =
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9a4(a− 4)2 − 6a2(a− 4) + 1 + 12a2(a− 4) = 9a4(a− 4)2 + 6a2(a− 4) + 1 =

= [3a3 − 12a2 + 1]2

pa su nule ove jednaqine (za a 6= 0)

x1/2 =
−3a3 + 12a2 + 1 ± (3a3 − 12a2 + 1)

6a

tj. x1 = 1
3a i x2 = −a(a − 4). Za a = 0 jedinstveno rexeǌe x = 0 pripada

intervalu (−1, 1). Za a 6= 0, nule jednaqine zadovoǉavaju uslov ako i samo
ako ∣

∣
∣
∣

1

3a

∣
∣
∣
∣
< 1 ∧ −1 < −a2 + 4a < 1

Druga nejednaqina je ekvivaletna sa

3 < (a − 2)2 < 5 ⇔
√

3 < |a − 2| <
√

5 ⇔ a ∈ (2 −
√

5, 2 −
√

3) ∪ (2 +
√

3, 2 +
√

5).

Elementi iz prvog intervala ne zadovoǉavaju uslov 1
3 < |a| odakle konaqno

dobijamo da a zadovoǉava uslove zadatka ako i samo ako je a ∈ {0} ∪ (2 +√
3, 2 +

√
5).

3. Neka je p prost broj a α nenegativan ceo broj. Odredi�emo f(pα).
Oqigledno da za svako x, 0 ≤ x ≤ pα va�i da je NZD(x, pα) = pa, za neko
0 ≤ a ≤ α. Odredimo koliko ima brojeva x takvih da je NZD(x, pα) = pa za
zadato a. Prethodni uslov je ekvivalentan uslovu pa | x i pa+1 - x. Ovakvih
brojeva ima ukupno pα−a−pα−a−1 ako je a < α, odnosno 1 ako je a = α. Prema
tome imamo da je:

f(pα) = 1 · pα +

α−1∑

a=0

(
pα−a − pα−a−1

)
· pa = pα

(

1 + α

(

1 − 1

p

))

.

Ako stavimo p = 2 i α = 2007 dobijamo da je f(22007) = 2009 · 22006.

4. Od svake relacije ekvivalencije mo�emo napraviti jednu relaciju
poretka, tako xto �emo ostaviti samo one elemente a ρ b iz relacije ek-
vivalencije za koje va�i a6 b. Lako se proveri da je ovako zadata relaci-
ja refleksivna, antisimetriqna i tranzitivna pa je to zaista relacija
poretka. Kako od pune relacije ekvivalencije (u kojoj je svaki element u
relaciji sa svakim) mo�emo dobiti jox jednu relaciju poretka (za n > 1),
ako uzmemo elemente a > b. Za ovu relaciju se analogno pokazuje da je
relacija poretka, a razliqita je od prethodno odre�enih. Stoga relacija
poretka ima vixe od relacija ekvivalencije na skupu {1, 2, . . . , n} za n > 1.
Za n = 1 imamo samo 1 relaciju ekvivalencije koja je istovremeno i relaci-
ja poretka: ρ = {(1, 1)}. Dakle u ovom sluqaju imamo jednako relacija
poretka i relacija ekvivalencije.
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5. Navedena jednaqina je ekvivalentna sa

x2 − 2x cos(xy) + cos2 (xy) + sin2 (xy) = (x− cos(xy))2 + sin2 (xy) = 0

xto je ekvivalentno sistemu jednaqina

x− cos(xy) = 0 sin (xy) = 0.

Ako je sin (xy) = 0 onda je cos (xy) = ±1 tj. ili je x = 1 ili x = −1. U prvom
sluqaju (x = +1) iz uslova cos y = 1 dobijamo y = 2kπ za neki ceo broj k. U
drugom sluqaju (x = −1) iz uslova cos (−y) = −1 dobijamo y = (2m + 1)π za
neki ceo broj m. Zakǉuqujemo da je (x, y) rexeǌe polazne jednaqine ako i
samo ako je

(x, y) ∈ {(+1, 2kπ) | k ∈ Z} ∪ {(−1, (2m+ 1)π) | m ∈ Z}.

Tre�i razred – A kategorija

1. Na slici se vidi tura turiste kojom se obilazi 42 odaje. Doka�imo da
turista ne mo�e posetiti vixe odaja pod datim uslovima. Obojimo odaje
crno-belo (xahovski) tako da ima 24 crne i 21 belu odaju. Kako turista
prolazi susednim odajama koje su razliqito obojene, na ǌegovoj turi ima
isti broj belih i crnih odaja. Zato na svakoj turi nema vixe od 21+21 = 42
odaje.

2. Neka su x1, ..., xn koreni polinoma xn+an−1x
n−1+...+a1x+a0 gde je ai = ±1.

U sluqaju n = 1 lako se nalaze dva rexeǌa x± 1 pa zato pretpostavimo da
je n > 1. Koriste�i Vietove formule imamo

x2
1 + x2

2 + ...+ x2
n = (x1 + ...+ xn)2 − 2(x1x2 + ...+ xn−1xn) = a2

n−1 − 2an−2 = 1± 2.

Kako su po uslovu zadatka svi koreni realni, zbir kvadrata mora biti
pozitivan, pa imamo da je x2

1 + ... + x2
n = 3, tj. an−2 = −1. Sliqno je

i x2
1x

2
2 · · ·x2

n = a2
0 = 1. Koriste�i nejednakost izme�u aritmetiqke i ge-

ometrijske sredine dobijamo:

3

n
=

1

n
(x2

1 + ...+ x2
n) >

n

√

x2
1 · · ·x2

n = 1
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odakle je n 6 3, pri qemu jednakost n = 3 va�i akko x2
1 = x2

2 = x2
3 = 1.

Odatle dobijamo za sluqaj n = 3 dva rexeǌa (x2−1)(x±1). U sluqaju n = 2
lako se dobijaju jox dva rexeǌa x2±x−1, dok u sluqaju n = 1 imamo tako�e
dva rexeǌa x± 1.

3. Oznaqimo sa A1, B1, D1 taqke u kojima upisani krug u trougao ABD
dodiruje stranice BD, AD, AB; i oznaqimo sa A2, C2, D2 taqke u kojima
upisani krug u trougao ACD dodiruje stranice CD, AD, AC. Neka je
AC = b, AB = c, BD = u, DC = v i AD = d. Neka su G i H taqke u kojima
zajedniqka spoǉaxǌa tangenta razliqita od BC dodiruje krugove upisane
u trouglove ABD i ACD. Tada je

2AK = (AB1 −GK) + (AC2 −HK)

= AB1 +AC2 −GH

= AD1 +AD2 −A1A2

= AD1 +AD2 −DA1 −DA2.

Me�utim, AD1 = c+d−u
2 , AD2 = b+d−v

2 , DA1 = d+u−c
2 , DA2 = d+v−b

2 .

A

B CDA1

D1
B1

A2

D2

C2

G

H

K

Zamenom dobijamo

2AK =
c+ d− u+ b+ d− v − d− u+ c− d− v + b

2
= b+c−u−v = AC+AB−BC,

odnosno AK = (AB + AC − BC)/2, xto zavisi samo od du�ina stranica
trougla ABC.

4. Oznaqimo redom sa S10(n) i S2(n) zbir cifara prirodnog broja n u dekad-
nom, odnosno binarnom sistemu. Kako je n < 100 < 27, to broj n u binarnom
sistemu ima najvixe 7 cifara, pa je S2(n) 6 7. Neka je a6a5a4a3a2a1a0 zapis
broja n u binarnom sistemu, tako da on mo�e da poqiǌe i odre�enim brojem
nula. Kako je tada n = a6 ·26 +a5 ·25 +a4 ·24 +a3 ·23 +a2 ·22 +a1 ·21 +a0 ·20, to je
n ≡3 (a0 + a2 + a4 + a6)− (a1 + a3 + a5). Odavde, kako je n ≡3 S10(n) ≡3 S2(n) =
(a0 + a2 + a4 + a6) + (a1 + a3 + a5), nalazimo da je 2(a1 + a3 + a5) ≡3 0, odnosno
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a1 + a3 + a5 ∈ {0, 3} (jer je 0 6 a1 + a3 + a5 6 3). Dakle, za prirodan broj n
va�i da su binarne cifre a1, a3 i a5 jednake me�u sobom. Sada razlikujemo
dva sluqaja:

1◦ a1 = a3 = a5 = 0. Sada je S2(n) 6 4. Zato je a6 = 0, jer bi u
suprotnom bilo n>64 odakle je S10(n)>7, xto je nemogu�e. Dakle, S2(n)63,
n 6 24 + 22 + 20 = 21 i n ≡4 a0 ∈ {0, 1}, te je n ∈ {21, 20, 12, 2, 1}. Proverom
dobijamo da su rexeǌa n = 1, n = 20 i n = 21.

2◦ a1 = a3 = a5 = 1. Zato je n > 25 + 23 + 21 = 42, pa je S10(n) > 5.
Primetimo da je a6 = 0, jer bi u suprotnom bilo n> 26 + 25 + 23 + 21 = 106.
Zato je i S10(n)66. Iz ovoga zakǉuqujemo da je n ∈ {60, 51, 42, 50}. Proverom
dobijamo da ni jedan broj iz ovog skupa nije rexeǌe.

Jedine vrednosti prirodnog broja n, n < 100 koji zadovoǉavaju uslov
zadatka su n = 1, n = 20 i n = 21.

5. Uvedimo oznaku a =
√

2 +
√

3 odakle sledi a2 = 2 +
√

3. Ovom smenom
naxa jednaqina dobija oblik

a2x + 1 = (2a)x.

Brojevi 2+
√

3 i 2−
√

3 su rexeǌa jednaqine x2−4x+1 = 0 odakle dobijamo
jednakost

a4 + 1 = 4a2.

Upore�ivaǌem zakǉuqujemo da je x = 2 jedno rexeǌe naxe jednaqine. To je
i jedino rexeǌe. Zaista, deǉeǌem sa (2a)x dobijamo da je naxa jednaqina
ekvivalentna sa

(a

2

)x

+

(
1

2a

)x

= 1.

Na levoj strani je funkcija od x koja monotono opada; ovo sledi iz qin-
jenice da je a

2 < 1 i 1
2a < 1. Zakǉuqujemo da mo�e postojati najvixe jedna

vrednost x za koju ta funkcija uzima vrednost 1.

Zakǉuqak: Jedino rexeǌe naxe jednaqine je x = 2.

Qetvrti razred – A kategorija

1. Videti rexeǌe 3. zadatka za 3. razred A kategoriju.

2. Neka je (x1, x2, ..., xn) rexeǌe datog sistema. Oduzimaǌem prve jednaqine
od druge i grupisaǌem sabiraka dobijamo

n∑

i=2

(xi
i − 1 − i(xi − 1)) = 0. (∗)

Dokazimo da je svaki sabirak leve strane jednaqine (∗) nenegativan.
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Prvi naqin: Neka je 2 6 i 6 n. Korix�eǌem nejednakosti izme�u
aritmetiqke i geometrijske sredine imamo

xi
i + i− 1

i
=
xi

i + 1 + ...+ 1

i
>

i

√

xi
i · 1 · ... · 1 = xi.

Znak jednakosti va�i akko je xi
i = 1, odnosno xi = 1.

Drugi naqin: Posmatrajmo za fiksirano k ∈ N, k > 1, polinom
Pk(x) = xk−1−k(x−1). Kako je P ′

k(x) = kxk−1−k = k(xk−1−1) zakǉuqujemo da
se na [0,∞) minimum funkcije Pk(x) dosti�e za x = 1, pri qemu je Pk(1) = 0.

Ovim smo dokazali da su zaista svi sabirci leve strane u jednaqini
(∗) nenegativni, pa kako je ǌihov zbir jednak nuli, to dobijamo da i oni
moraju biti jednaki nuli. Ovo je jedino mogu�e u sluqaju x2 = x3 = ... =
xn = 1. Sada lako nalazimo da je i x1 = 1, qime smo dokazali da dati sistem
ima jedinstveno rexeǌe (1, 1, ..., 1).

3. Obojimo jediniqna poǉa table pomo�u k boja i to ”redom” (naizmeniq-
no). Na tako obojenoj tabli svaki pravougaonik prekriva taqno jedno poǉe
svake boje. Zato je neophodan (ne i dovoǉan) uslov za poploqavaǌe table
da je jednak broj poǉa obojen svakom bojom. Pretpostavimo sada da brojevi
m i n nisu deǉivi sa k i neka su ǌihovi ostaci pri deǉeǌu sa k, redom
jednaki a i b, pri qemu je 0 < a, b < k. Uoqimo gorǌi desni deo poqetne
table dimenzije a × b. U ostatku table imamo jednak broj poǉa obojenih
svakom od k boja. Dokaz bi zavrxili ako doka�emo da u uoqenom delu ne-
mamo jednak broj poǉa svake boje. Razmotrimo sluqaj a ≥ b. Uoqimo boju
oznaqenu brojem a. Tada u svakoj vrsti uoqenog dela tablice imamo po jedno
poǉe obojeno bojom a. Ako bi se desilo da su sve boje jednako zastupǉene,
onda bi broj obojenih poǉa u uoqenom delu bio kb, xto nije mogu�e jer
ih je taqno ab. Sliqno ovom razmatra se sluqaj a < b (tada svaka kolona
uoqenog dela sadr�i jedno poǉe boje b). Ovim smo dobili kontradikciju,
te zakǉuqujemo da pretpostavka nije bila taqna.

4. Neka je xy = a. Tada koriste�i x+ y = 1 dobijamo

85 = (x4 + y2)(x2 + y4) = x6 + y6 + x4y4 + x2y2 =

= (x2 + y2)(x4 − x2y2 + y4) + x4y4 + x2y2 =

= (x2 + y2)((x2 + y2)2 − 3x2y2) + x4y4 + x2y2 =

= (1 − 2a)((1 − 2a)2 − 3a2) + a4 + a2 =

= a4 − 2a3 + 10a2 − 6a+ 1,

odnosno a4 − 2a3 + 10a2 − 6a− 84 = 0. Jedno rexeǌe ove jednaqine je a = −2,
odakle se lako dobija a4 − 2a3 + 10a2 − 6a − 84 = (a + 2)P (a), gde je P (a) =
a3 − 4a2 + 18a− 42. Kako je P ′(a) = 3a2 − 8a+ 18 > 0 za svako a ∈ R, to je P (a)
rastu�a funkcija, pa jednaqina P (a) = 0 ima najvixe jedno rexeǌe. Kako
je P (a) polinom neparnog stepena, to on ima bar jednu realnu nulu. Dakle,
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jednaqina P (a) = 0 ima taqno jedno realno rexeǌe. Kako je P (1)P (4) < 0,
zbog neprekidnosti, zakǉuqujemo da je to rexeǌe iz intervala (1, 4). Za ovu
vrednost a va�ilo bi x2 + y2 = (x+ y)2 − 2xy = 1− 2a < −1, xto nije mogu�e.
Ovim smo dokazali da je jedina mogu�nost a = −2. Tada je lako ustanoviti
da su rexeǌa polaznog sistema ure�eni parovi (2,−1) i (−1, 2).

5. Videti rexeǌe 5. zadatka za 3. razred A kategoriju.

Prvi razred – B kategorija

1. Videti rexeǌe 1. zadatka za 1. razred A kategoriju.

2. Neka je dat trougao ABC. Opixemo oko ǌega krug i konstruiximo
bisektrisu ugla C. Ona seqe kru�nu liniju u taqki G. Taqka G je sredina
luka AGB (jednaki periferijski uglovi). Konstruiximo preqnik CD i
visinu CE qiji produ�etak seqe kru�nu liniju u taqki F .
Prvi dokaz: Ako poka�emo da je ^ACD = ^BCF , onda �e va�iti i
^DCG = ^FCG. ^ADC = ^ABC (nad istom tetivom). Trougao DAC je
pravougli (CD je preqnik). Trougao BEC je pravougli (E je podno�je vi-
sine). Iz ovih qiǌenica sledi jednakost uglova ^ACD = ^BCF . Ovim je
dokaz zavrxen.

Drugi dokaz: Ako poka�emo da su lukovi AD i BF jednaki onda �e i
periferijski uglovi biti jednaki. ^AEC = 90o (podno�je visine) ^DFC =
90o (nad preqnikom CD). Odavde sledi da su tetive AB i DF paralelne
xto znaqi da su lukovi AD i FB jednaki.

3. Videti rexeǌe 3. zadatka za prvi razred A kategoriju.

4. Videti rexeǌe 4. zadatka za 1. razred A kategoriju.

5. Neka je x = BD i y = CD gde je D podno�je visine iz A na stranu
BC (slika). Poxto je β = 30◦ zakǉuqujemo da je h = c

2 . Odavde sledi
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P = 15
4 = a·h

2 = a·c
4 pa za odre�ivaǌe du�ina a i c imamo jednaqine

a+ c = 8 a · c = 15.

Rexeǌa a = 3, b = 5 i a = 5, b = 3 mogu se u ovom sluqaju lako i pogoditi.
Alternativno se kvadriraǌem prve jednaqine i korix�eǌem druge dobija
a2 + b2 = 34. Odavde sledi a2 − 2ac+ b2 = (a− c)2 = 4 tj. a− c = ±2 itd.

Prvi sluqaj: a = BC = 5, c = AB = 3 odakle sledi h = c
2 = 3

2 .

U ovom sluqaju iz pravouglog trougla ∆ABD nalazimo da je x = 3
√

3
2 <

BC = a (slika (a)) i y = 5 − 3
√

3
2 . Iz pravouglog trougla ∆ADC nalazimo

b = AC =
√

h2 + y2 =

√
√
√
√9

4
+

(

5 − 3
√

3

2

)2

=

√

34 − 15
√

3.

Drugi sluqaj: a = BC = 3, c = AB = 5 odakle sledi h = c
2 = 5

2 .
A

B B CCD D

A

x

x

y

y

h h

b b

(b)(a)

U ovom sluqaju iz pravouglog trougla ∆ABD nalazimo da je x = BD =
5
√

3
2 > BC = a (slika (b)) i y = x − a = 5

√
3

2 − 3. Iz pravouglog trougla
∆ADC nalazimo

b = AC =
√

h2 + y2 =

√
√
√
√25

4
+

(

5
√

3

2
− 3

)2

=

√

34 − 15
√

3.

Drugi razred – B kategorija

1. Rexeǌe prvog dela zadatka je identiqno rexeǌu 1. zadatka za 1. A kat-
egoriju. Drugi deo zadatka se rexava analognim rasu�ivaǌem. Sliqnim
argumentima kao i pre nalazimo da je ostatak deǉeǌa broja 9222 = (10−1)222

sa 5 jednak 1 kao i da je ostatak deǉeǌa broja 4333 = 4 · 4332 = 4 · (15 + 1)166

sa 5 jednak 4. Odavde nalazimo da je broj 9222 +4333 deǉiv sa 5, tj. tra�eni
ostatak je 0.

2. Neka je O centar upisanog kruga, a S opisanog kruga. Prava OS je
simetrala du�i AB pa je OA = OB, odakle sledi da je α/2 = β/2, odnosno
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α = β. Sledi da je ∆ABC jednakokrak, pa teme C pripada pravoj SC. Kako

je SA = SC (polupreqnik opisanog kruga) i SB = SC to je ^OAC = ^OBC.
Odavde sledi da je 3α/2 = γ/2, odnosno α = β = γ/3, odakle se lako nalazi
da je γ = 108◦, α = β = 36◦.

3. Data jednaqina ekvivalentna je disjunkciji (I) ∨ (II), gde su (I) i (II)
slede�i sistemi jednaqina i nejednaqina:

(I):

{
x > 0
x2 + x+ a = x

(II):

{
x > 0
x2 + x+ a = −x

Iz druge jednaqine sistema (I) dobijamo da je x2 = −a. Zbog toga (I) za a > 0
nema rexeǌa, dok za a 6 0 ima jedinstveno rexeǌe.

Reximo sada sistem (II). Ako je ax2 + bx + c = 0 kvadratna jednaqina
(a, b, c ∈ R), koriste�i Vietove formule, lako zakǉuqujemo da je u sluqaju
c
a < 0 taqno jedno ǌeno rexeǌe pozitivno, dok su u sluqaju c

a > 0 oba rex-
eǌa istog znaka ili su pak koǌugovano kompleksni brojevi. Primeǌuju�i
ovaj zakǉuqak na drugu jednaqinu sistema (II), x2 + 2x+ a = 0, zakǉuqujemo
da on za a < 0 ima taqno jedno pozitivno rexeǌe, dok za a > 0 nema pozi-
tivnih rexeǌa (ako su rexeǌa realna, onda su istog znaka, ali im je zbir
jednak −2, te su oba negativna). Za a = 0, rexeǌe sistema (II) je x = 0.

Iz druge jednaqine sistema (I) i druge jednaqine sistema (II) za-
kǉuqujemo da je jedini realan broj koji bi mogao da bude zajedniqko rex-
eǌe navedenih sistema x = 0. On zaista i jeste zajedniqko rexeǌe samo u
sluqaju a = 0.

Konaqno, ovim smo dokazali da data jednaqina ima dva rexeǌa za
a < 0, jedno rexeǌe za a = 0, dok u sluqaju a > 0 nema rexeǌa.

4. Oblast definisanosti izraza je [1, 2]∪{3}. Nejednakost se mo�e napisati
u obliku

√

(x− 1)(3 − x) +
√

(2 − x)(3 − x) >
√

(3 − x)(4 − x). Broj 3 je,
oqigledno, rexeǌe. Za x < 3 nejednakost se mo�e ”skratiti” sa

√
3 − x
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i dobija se √
x− 1 +

√
2 − x >

√
4 − x

⇔ 2
√

(x− 1)(2 − x) >
√

3 − x

⇔ 5x2 − 18x+ 17 6 0.

U ovom sluqaju nema rexeǌa. Dakle, jedino rexeǌe je x = 3.

5. Videti rexeǌe 5. zadatka za 2. razred A kategoriju.

Tre�i razred – B kategorija

1. Videti rexeǌe 1. zadatka za 2. razred A kategoriju.

2. Jednaqina je ekvivalentna sa

px > 0, x > −1, x+ 1 6= 1, px = (x+ 1)2,

tj. sa
px > 0, x > −1, x2 + (2 − p)x+ 1 = 0. (∗)

Imamo dva sluqaja:
Prvi sluqaj: Kvadratna jednaqina ima jedinstveni koren tj. (2 − p)2 = 4,
odakle je p = 0 ili p = 4. Rexeǌe p = 0 ne zadovoǉava prvi uslov, a za
p = 4 imamo jedinstveno rexeǌe x = 1.
Drugi sluqaj: Kvadratna jednaqina ima dva korena x1, x2, od kojih samo
jedan zadovoǉava uslove (*). Iz uslova da je diskriminanta kvadratne
jednaqine D = (2−p)2−4 ve�a od nule, dobijamo p > 4 ili p < 0. Rexavaǌem
kvadratne jednaqine dobijamo rexeǌa x1,2 = 1

2 (p−2±
√

(p− 2)2 − 4). Kada je
p > 4, imamo da su oba rexeǌa pozitivna, pa oba zadovoǉavaju uslove (*)
i tada nemamo jedinstveno rexeǌe. Kada je p < 0 imamo da su oba rexeǌa
negativna, me�utim kako je f(−1) = p < 0, gde je f(x) = x2+(2−p)x+1, imamo
da je −1 izme�u korena jednaqine, tj. samo jedno rexeǌe zadovoǉava drugi
uslov (*), pa u tom sluqaju polazna jednaqina ima jednistveno rexeǌe.

Dakle rexeǌe je p ∈ (−∞, 0) ∪ {4}.

3. Rexeǌe 1: Ako je S sredina stranice AB, tada redom imamo da je AS =
3
√

2, AV = 3
√

5, V S = 3
√

3 i iz sliqnosti trouglova HSA i ASV sledi
HS
AS = AS

V S tj. HS = 2
√

3 i HV = SV − HS =
√

3. Kako je ugao <)TV S

zajedniqki za trouglove STV i THV i kako je
√

3 = SV
TV = TV

HV =
√

3 sledi
da su trouglovi STV i THV sliqni, pa je tra�eni ugao <)THV =<)STV = π

2 .

Rexeǌe 2: Postavimo datu piramidu u koordinatni sistem tako da je na
primer A(6, 0, 0), B(0, 6, 0), V (0, 0, 3) i T (0, 0, 0). Kako je AH⊥BV i AC⊥BV to
je ravan β = β(A,C,H)⊥BV . Analogno je i γ = γ(B,D,H)⊥AV . Prema tome
ortocentar H mora pripadati svakoj od ravni α, β i γ tj. H ∈ α∩β∩γ. Kako
je α : x+ y + 2z = 6, β : −2y + z = 0 i γ : −2x+ z = 0, to rexeǌe ovog sistema
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jednaqina predstavǉa koordinate otocentra H, pa je H(1, 1, 2). Sada imamo

da skalarni proizvod vektora
−−→
TH i

−→
SV je

−−→
TH · −→SV = (1, 1, 2)(−3,−3, 3) = 0,

xto znaqi da je
−−→
TH⊥−→

SV tj. `⊥α, pa je tra�eni ugao π
2 .

Rexeǌe 3: Za svaku pravu pravilnu qetvorostranu piramidu va�i da je
tra�eni ugao π

2 . Kako je AC⊥BV to postoji ravan β koja sadr�i AC i
normalna je na BV i ǌoj oqevidno pripada visina trougla ABV koja polazi
iz temena A. Kako je AC⊥BV to postoji ravan β koja sadr�i BD i normalna
je na AV i ǌoj oqevidno pripada visina trougla ABV koja polazi iz temena
B. Prema tome ortocentar H trougla ABV pripada preseku ravni α i β.
Kako su obe ravni α i β normalne na ravan trougla ABV tj. na ravan α, to
je i ǌihova preseqnica normalna na α, a ǌoj oqevidno pripada ortocentar
H pa je tra�eni ugao π

2 .

4. Oduzimaǌem prve od druge, druge od tre�e i tre�e od qetvrte jednaqine,
dobijamo ekvivaletni sistem

a1 + b1 = 23 d+ b1(q − 1) = −2 d+ b1q(q − 1) = 1 d+ b1q
2(q − 1) = 7.

Oduzimaǌem druge od tre�e i tre�e od qetvrte jednaqine, dobijamo ekvi-
valetni sistem

a1 + b1 = 23 d+ b1(q − 1) = −2 b1(q − 1)2 = 3 b1q(q − 1)2 = 6.

Poxto su vrednosti b1 = 0 i q = 1 iskǉuqene, deǉeǌem qetvrte sa tre�om
jednaqinom konaqno dobijamo ekvivalentan sistem

a1 + b1 = 23 d+ b1(q − 1) = −2 b1(q − 1)2 = 3 q = 2.

Rexeǌe posledǌeg a time i naxeg sistema je

q = 2 b1 = 3 d = −5 a1 = 20.

5. Iz adicione teoreme za sinus nalazimo da je

sin 2x− cos 2x =
√

2 sin (2x− π

4
) i sin 2x+ cos 2x =

√
2 sin (2x+

π

4
).

Razlomak je pozitivan ako i samo ako su mu i brojilac i imenilac istog
znaka.

Prvi sluqaj:

sin (2x− π

4
) > −

√
2

2
i sin (2x+

π

4
) >

√
2

2
.

Prva jednaqina je ekvivaletna sa

kπ < x <
3π

4
+ kπ (k ∈ Z)
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a druga sa

mπ < x <
π

4
+mπ (m ∈ Z).

Oba uslova su zadovoǉena ako i samo ako je x ∈ (kπ, π
4 + kπ) za neki k ∈ Z.

Drugi sluqaj:

sin (2x− π

4
) < −

√
2

2
i sin (2x+

π

4
) <

√
2

2
.

Prva jednaqina je ekvivaletna sa

3π

4
+ kπ < x < π + kπ (k ∈ Z)

a druga sa
π

4
+mπ < x < π +mπ (m ∈ Z).

Oba uslova su zadovoǉena ako i samo ako je x ∈ ( 3π
4 + kπ, π + kπ) za neki

k ∈ Z ili xto je ekvivaletno ako i samo ako je x ∈ (−π
4 + kπ, kπ) za neki

k ∈ Z.

Rexeǌe:

x ∈ (kπ,
π

4
+ kπ) ∪ (−π

4
+ kπ, kπ) (k ∈ Z).

Qetvrti razred – B kategorija

1. Oznaqimo sa O i S centre opisanog i upisanog kruga i sa R i r polupreq-
nike ovih krugova. Ako je trougao ABC jednakostraniqan, prave A′A′′,
B′B′′, C ′C ′′ prolaze kroz centar O trougla, pa je tvr�eǌe ispuǌeno. U
suprotnom, taqke O i S se ne poklapaju. Oznaqimo M = A′A′′ ∩OS.

A

A′′
B C

O

B′′

C′′

S

A′

M

C′

B′
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Kako su du�i SA′ i OA′′ normalne na stranicu BC, one su me�usobno
paralelne. Prema Talesovoj teoremi je

(1)
MS

MO
=

SA′

OA′′ =
r

R
.

Tako�e, taqke A′ i A′′ su sa iste strane prave OS, pa se taqka M nalazi
van du�i OS. Analogno se dokazuje da prave B′B′′ i C ′C ′′ seku pravu OS
u taqki za koju va�i (1) i koja se nalazi van du�i OS. Kako je taqka M
sa ova dva uslova jednoznaqno odre�ena, zakǉuqujemo da prave A′A′′, B′B′′,
C ′C ′′ sve sadr�e taqku M .

2. a) Kako α arcsin 2x
1+x2 + β arctg x = 0 mora da va�i za svaki realni broj

x to za x = 1 dobijamo 2α + β = 0, dok za x =
√

3 dobijamo α + β = 0, a taj
sistem jednaqina ekvivalentan je sa α = β = 0.

b) Ne va�i.
Kako α arcsin 2x

1+x2 + β arctg x = 0 mora da va�i za svaki realan broj x
iz intervala [−1, 1], to za x = 1 sledi απ

2 + β π
4 = 0 ⇔ 2α+ β = 0. Doka�imo

da za svako x ∈ [−1, 1] \ {0} sledi 2α + β = 0 tj. dokaza�emo da (∀x ∈ [−1, 1])
arcsin 2x

1+x2 = 2arctg x.
Dokaz: Pre svega i leva i desna strana jednakosti koju dokazujemo su
definisane za svako x ∈ R, jer domen funkcije arctg je R, dok iz ekviva-
lencije

(

− 1 ≤ 2x

1 + x2
≤ 1
)

⇔
(

(x+ 1)2 ≥ 0 ∧ (x− 1)2 ≥ 0
)

sledi da je i arcsin 2x
1+x2 definisan za svaki x ∈ R (domen funkcije arcsin je

[−1, 1]).
Sada primenimo teoremu

(

a ∈
[

− π

2
,
π

2

]

∧ b ∈
[

− π

2
,
π

2

]

∧ sin a = sin b
)

⇒ a = b

tako xto uzmemo a = arcsin 2x
1+x2 i b = 2arctg x. Prvo treba pokazati da za

svako x ∈ [−1, 1] va�i

a = arcsin
2x

1 + x2
∈ [−π

2
,
π

2
] i b = 2arctg x ∈ [−π

2
,
π

2
].

Prva tvrdǌa sledi iz same definicije funkcije arcsin : [−1, 1] → [−π
2 ,

π
2 ],

dok druga sledi iz
x ∈ [−1, 1] ⇒ arctg x ∈ [−π

4 ,
π
4 ) ⇒ 2 arctg x ∈ [−π

2 ,
π
2 ].

Sada je preostalo jox samo da se doka�e da je sin a = sin b tj. da je
sin(arcsin 2x

1+x2 ) = sin(2 arctg x). Leva strana ove jednakasti je oqito jednaka
2x

1+x2 , pa poka�imo da je i desna strana te jednakosti jednaka 2x
1+x2 . Znaqi

imamo da je sin(2 arctg x) = 2 sin(arctg x) cos(arctg x) = 2 x√
1+x2

1√
1+x2

= 2x
1+x2 .

Zadatak se mnogo jednostavno rexava pomo�u izvoda! Treba samo
pokazati da (∀x ∈ [−1, 1]) f ′(x) = (2g(x))′ = 2

1+x2 i da je f(x) = 2g(x) za neko
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x, naprimer za x = 1 je f(1) = 2g(1) = π
2 , odakle sledi da je (∀x ∈ [−1, 1])

arcsin 2x
1+x2 = 2arctg x.

3. Odredimo najpre za koje vrednosti x data nejednaqina ima smisla
(domen). Potrebni i dovoǉni uslovi za to su: (I) 7−x > 0, (II) 21+4x−x2 > 0,
(III) 21+4x−x2 6= 1, (IV) x+3 > 0, (V) x+3 6= 1 i (VI) logx+3(21+4x−x2) 6= 0
(uslov (III) implicira uslov (VI)). ǋihovim rexavaǌem dobijamo (I) 7 > x,
(II) 7 > x > −3, (III) x 6= 2± 2

√
6, (IV) x > −3, (V) x 6= −2. Odavde dobijamo

da je domen

D = (−3, 2 − 2
√

6) ∪ (2 − 2
√

6,−2) ∪ (−2, 2 + 2
√

6) ∪ (2 + 2
√

6, 7).

Za svako x ∈ D\{6} va�i log21+4x−x2(7 − x) = 1
log7−x

(21+4x−x2) , te je

polazna nejednaqina na skupu D\{6} ekvivalentna redom sa nejednaqinama

1

log7−x(21 + 4x− x2) · logx+3(21 + 4x− x2)
<

1

4
⇐⇒

1

(log7−x(7 − x)(x+ 3)) · (logx+3(x+ 3)(7 − x))
<

1

4
⇐⇒

1

(1 + log7−x(x+ 3)) · (1 + logx+3(7 − x))
<

1

4
⇐⇒

1

(1 + 1
log

x+3(7−x) ) · (1 + logx+3(7 − x))
<

1

4
⇐⇒

logx+3(7 − x)

(1 + logx+3(7 − x))2
<

1

4
⇐⇒

0 <
(1 − logx+3(7 − x))2

4(1 + logx+3(7 − x))2
⇐⇒ 1 6= logx+3(7 − x) ⇐⇒ x 6= 5.

Specijalno, lako proveravamo da x = 6 jeste rexeǌe polazne nejed-
naqine. Ovim je dokazano da je skup rexeǌa bax D\{5}.

4. Neka je ABCD proizvoǉan tetraedar. Uoqimo najdu�u ivicu, neka je to
na primer AB. Dokaza�emo da se bar od jedne od trojki ivica (AB,AC,AD)
ili (BA,BC,BD) mo�e konstruisati trougao. Kako je AB najdu�a ivica,
va�i

AB > AC, AB > AD, BA > BC, BA > BD,

pa je dovoǉno dokazati da va�i bar jedna od nejednakosti

AC +AD > AB, BC +BD > BA.

Iz trougla ABC imamo da va�i AC + BC > AB, a iz trougla ABD imamo
da va�i AD +BD > AB. Sabiraǌem ove dve nejednakosti dobijamo

(AC +AD) + (BC +BD) > 2AB,
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odakle zakǉuqujemo da je AC + AD > AB ili BC + BD > BA, xto je i
trebalo pokazati.

5. Videti rexeǌe 4. zadatka za 3. razred B kategoriju.

REXEǋA ZADATAKA DR�AVNOG TAKMIQEǋA IZ
MATEMATIKE

Prvi razred – A kategorija

1. Trougao EDN podudaran je trouglu BMC (ED = CB,EN = CM i
∠DEC = ∠BCA = 30◦). Neka je ∠MBC = ∠NDE = α i ∠BMC = ∠END =
β. Primetimo da je α + β = 150◦. Daǉe, ∠DNC = 180◦ − β i ∠BNC =
90◦ − α pa je ∠DNB = 180◦ − β + 90◦ − α = 120◦ = ∠BOD, gde je O centar
xestougla ABCDEF . Poxto je CO = CB = CD, zakǉuqujemo da taqke
B,O,N,D pripadaju krugu sa centrom u C. Dakle CN : CE = r : r

√
3, pa je

λ =
√

3
3 .

A
B

C

DE

M

N

O

2. Obele�imo uglove ^BAD = α, ^ABC = β, ^BCD = γ i ^CDA = δ. Da
bi qetvorougao ABCD bio tetivan mora da va�i da je α+γ = β+δ. Odavde
sledi da je δ = 180o−β. Da bi qetvorougao bio tangentan mora va�iti AB+
CD = BC + AD. Odavde sledi da je CD − AD = BC − AB (razliku biramo
u zavisnosti koja je du� ve�a). Ako je taqka E na stranici DC takva da je
AD = DE onda imamo da je CE = CD−ED = CD−AD = BC−AB. Trougao
ADE je jednakokrak pa se lako izraqunava ugao AEC = 90o + δ

2 . Zadatak
se svodi na konstrukciju trougla ACE kome su date stranice AC,CE i
ugao AEC. U sluqaju da se taqke E i C poklapaju onda je trougao ADC
jednakokrak i taqka D se nalazi u preseku simetrale du�i AC i opisane
kru�nice oko trougla ABC.
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3. Neka je n neki prirodan broj za koji va�i uslov zadatka. Lako je videti
da je x2

n + xn − 2 = x2
n − 1 + xn − 1 = (xn − 1)(xn + 2). Kako 27 | (xn − 1)(xn + 2)

zakǉuqujemo da 9 | (xn − 1) ili 9 | (xn + 2). Sa druge strane, ako je jedan od
brojeva xn +2, odnosno xn − 1 deǉiv sa 9, onda je on deǉiv i sa 3, te kako je
razlika navedenih brojeva jednaka 3, zakǉuqujemo da je i drugi broj deǉiv
sa 3. Ovim smo dokazali da va�i

27 | x2
n + xn − 2 ⇐⇒ ((9 | xn + 2)∨(9 | xn − 1)) ⇐⇒ ((xn ≡9 7)∨(xn ≡9 1)). (1)

Korix�eǌem qiǌenice da neki prirodan broj pri deǉeǌu sa 9 daje isti
ostatak kao i ǌegov zbir cifara, nalazimo da je

xn ≡9 1 + 2 + ...+ n ≡9
n(n+ 1)

2
. (2)

Kada prirodan broj n uzima redom ostatke 0, 1, 2, ..., 8 pri deǉeǌu sa 9,

nije texko utvrditi da broj n(n+1)
2 pri deǉeǌu sa 9, redom daje ostatke

0, 1, 3, 6, 1, 6, 3, 1, 0.
Odavde, koriste�i (1) i (2) dobijamo da su rexeǌa brojevi n koji pri

deǉeǌu sa 9 daju jedan od ostataka 1, 4 ili 7. Ovo su zapravo oni prirodni
brojevi n koji pri deǉeǌu sa 3 daju ostatak 1.

4. Pomno�imo redom uslove sa z, x, y i saberemo. Skra�ivaǌem sa 27(x +
y+z) dobijamo xyz > 1, pa korix�eǌem nejednakosti izme�u aritmetiqke i
geometrijske sredine imamo x+y+z > 3 3

√
xyz > 3. Dakle minimum tra�enog

izraza je 3 i dosti�e se za x = y = z = 1.

5. Neka je uoqeno a pravih paralelnih du�i BC, b pravih paralelnih
du�i AC, c pravih paralelnih du�i AB, pri qemu je a + b + c = n. Prave
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paralelne sa BC i AC dele ravan na ukupno (a + 1)(b + 1) oblasti. Svaka
prava paralelna sa AB seqe preostale prave u najvixe a+b taqaka, pa je ona
podeǉena na najvixe a + b + 1 delova. Samim tim, ona doprinosi podeli
ravni sa najvixe a + b + 1 novih oblasti. Zato je ukupan broj oblasti
najvixe N = (a + 1)(b + 1) + c(a + b + 1) = ab + ac + bc + a + b + c + 1, odakle

je N > n2

3 + n + 1. Lako se izraqunava da je n2

3 + n + 1 > 207 ispuǌeno za
n > 24. Zaista, za n = 24 i a = b = c = 8 ravan se mo�e podeliti na qak 217
oblasti.

Drugi razred – A kategorija

1. Neka je M = AF ∪ EQ. Iz potencije taqke M , MF 2 = MQ ·ME. Zato
je MA = MF ekvivalentno sa MA2 = MQ · ME, xto je ekvivalentno sa
4MAQ ∼ 4MEA, i sa ^MAE = ^MQA. Me�utim, ^MAE = α, dok je
^MQA = ^DQE = 1

2^DSE = 90◦ − γ/2. (S je centar upisanog kruga). Sada
je α = 90◦ − γ/2 ekvivalentno sa α = β, qime je tvr�eǌe zadatka dokazano.

A

B CD

E

F

M
Q

S

2. (a) Neka je z ∈ S. Poxto je z ∈ S ⇔ |z + 1
z | = 1 ⇔ |z2 + 1| = |z|, iz

nejednakosti trougla (za brojeve z2 + 1 i −1) imamo:

|z| = |z2 + 1| ≥ |z2| − 1 = |z|2 − 1.

Rexavaǌem kvadratne nejednaqine 0 ≥ |z|2−|z|−1, imaju�i na umu da je |z| ≥
0, dobijamo |z| ≤ 1+

√
5

2 . Kako se u prethodnoj nejednakosti znak jednakosti

dosti�e za z = ± 1+
√

5
2 i, to je najve�a mogu�a vrednost za |z|, z ∈ S, bax

1+
√

5
2 .

(b) Iz definicije skupa S sledi da ukoliko je z ∈ S, onda je i z′ = 1
z ∈ S.

Zato na osnovu dela pod (a) imamo

|z| =
1

| 1z |
=

1

|z′| ≥
1

1+
√

5
2

=

√
5 − 1

2
.
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Kako je z = ±
√

5−1
2 i ∈ S, to je najmaǌa mogu�a vrednost za |z|, z ∈ S, jednaka

√
5−1
2 .

3. Kako je 8y2 + 5y+ 1 > 0 (jer je diskriminanta 52 − 4 · 8 · 1 < 0), sledi da je
x5 = y5 + 3y4 + 8y2 + 5y+ 1 > y5, tj. x > y, pa je i x > y+ 1. Odavde dobijamo

(y + 1)5 6 y5 + 3y4 + 8y2 + 5y + 1 ⇔

2y2(y2 + 5y + 1) 6 0 ⇔
y ∈ {−4,−3,−2,−1, 0}.

Proverom ovih vrednosti y dobija se da je jedino rexeǌe (x, y) = (1, 0).

4. Koristi�emo qiǌenicu da za svaka dva razliqita cela broja a i b i
P ∈ Z[x] va�i a−b | P (a)−P (b). Dakle, postoji k ∈ Z, tako da je P (a)−P (b) =
k(a − b). Zato je P (a) · (P (a) − k(a − b)) = −(a − b)2. Posledǌa jednaqina je
kvadratna (po P (a)) i lako zakǉuqujemo da je neophodan uslov da bi P (a)
bio ceo broj, da ceo broj bude i

√
D = |a − b|

√
k2 − 4. Dakle,

√
k2 − 4 ∈ Q,

odakle je
√
k2 − 4 ∈ Z. Nije texko zakǉuqiti da je izraz k2 − 4 potpun

kvadrat samo za k = ±2. Iz pomenute kvadratne jednaqine je tada P (a) =
±(a−b), te iz P (a)−P (b) = k(a−b) nalazimo P (b) = ∓(a−b). Ovim je dokazano
da je P (a) + P (b) = 0.

5. Odgovor na postavǉeno pitaǌe je negativan. Za dokaz posmatrajmo
slede�e ”bojeǌe” kvadrata 5 × 5 bojama (brojevima) 1 i −4:

-4 1 1 1 -4
1 1 1 1 1
1 1 -4 1 1
1 1 1 1 1
-4 1 1 1 -4

Na svakom 2×3 ili 3×2 pravougaoniku od poǉa kvadrata zbir brojeva koji
su na ǌemu je 1, a zbir svih brojeva na kvadratu je 0. Ako bi bilo mogu�e
pokrivaǌe pravougaonicima tako da svako poǉe kvadrata bude pokriveno
nekih k-puta, zbir brojeva na svim pravougaonicima bi bio 0 (jer je na
svakom od ǌih 0) a istovremeno i k · 1 = k > 0 (raqunato po poǉima).

Tre�i razred – A kategorija

1. Poznato je tvr�eǌe da su dijagonale qetvorougla KLMN normalne ako
i samo ako je KL2 +MN2 = LM2 +NK2. Zaista, ako se KM i LN seku u O i
ako je npr. ugao KOL oxtar, imamo KL2+MN2 < OK2+OL2+OM2+ON2 <
LM2 +NK2; odavde je i drugi smer jasan.
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A

B CD

E

F

P

S

Vratimo se zadatku. Kako su dijagonale qetvorougla AESP normalne, va�i

AP 2 + SD2 = AP 2 + SE2 = AE2 + SP 2 = AE2 + r2 +DP 2 = AS2 +DP 2,

gde je r polupreqnik upisanog kruga. Dakle, AS2+PD2 = AP 2+SD2, odakle
sledi tvr�eǌe.

2. Neka je ^DCB = x. Tada je ^ABC = ^BCA = 4x, a iz odgovaraju�ih

sinusnih teorema sledi
AB

BC
=

sin 4x

sin 8x
(iz 4ABC) i

AC

AD
=

sin 3x

sin 5x
(iz 4DCA).

Kako je AB = AC i AD = BC, sledi (koriste�i i 0 < x <
1

8
· 180◦, xto je

taqno, jer je u 4ABC zbir uglova ve�i od 8x)

A

B
C

D

4x

x

sin 4x sin 5x = sin 3x sin 8x⇔

sin 4x sin 5x = 2 sin 4x cos 4x sin 3x⇔ (jer je x 6= k · 45◦, k ∈ Z)

sin 5x = 2 cos 4x sin 3x⇔ sin 5x = sin 7x− sinx⇔

sinx = sin 7x− sin 5x = 2 sinx cos 6x⇔ (jer je x 6= k · 180◦, k ∈ Z)

cos 6x =
1

2
,

tj. 6x = 60◦, odnosno x = 10◦, odakle je ^ABC = 40◦. Drugim reqima jedini
kandidat za mogu�u vrednost ugla ∠ABC je ugao od 40◦.
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Sa druge strane, ako u 4ABC va�i ^ABC = ^BCA = 40◦ i ako je D
taqka za koju je A−B −D i ^BCD = 10◦, sledi da je

AD

BC
=
AD

AC
· AC
BC

=
sin 50◦ · sin 40◦

sin 30◦ · sin 80◦
=

2 · sin 40◦ · cos 40◦

sin 80◦
= 1,

tj. da je ova situacija stvarno i mogu�a.

Odgovor: Jedina mogu�a vrednost za ugao ∠ABC je 40◦.

3. Tvr�eǌe dokazujemo potpunom indukcijom po n. Za n = 1, tvr�eǌe
je oqigledno. Pretpostavimo da tv�eǌe va�i za sve brojeve maǌe od n.
Ukoliko je (n, a− 1) = 1, tada

n | an − 1 ∧ a− 1 | an − 1 ⇒ n(a− 1) | an − 1.

Ukoliko n i a−1 nisu uzajamno prosti, tada postoji prost broj p koji deli
oba broja i va�i n = pm i a ≡ 1 (mod p). Neka je b = ap. Sada va�i

m | an − 1 = (ap)m − 1 = bm − 1.

Odavde, kako je m < n, po indukcijskoj pretpostavci imamo (b−1)m | bm −1,
odnosno

(ap − 1)m | an − 1.

Dokaz �e biti okonqan ukoliko doka�emo da je ap − 1 deǉivo sa p(a − 1).
Ovo je zadovoǉeno jer je

ap − 1 = (a− 1)(ap−1 + ap−2 + · · · + a+ 1)

i na osnovu a ≡ 1 (mod p) va�i

ap−1 + ap−2 + · · · + a+ 1 ≡ 1 + 1 + · · · + 1
︸ ︷︷ ︸

p

≡ 0 (mod p).

4. Najpre smestimo ǉude u dve prostorije proizvoǉno. U sluqaju da svaki
qovek ima najvixe jednog poznanika u prostoriji u kojoj je, uradili smo
ono xto se u zadatku tra�ilo.

U suprotnom, postoji qovek koji u svojoj prostoriji ima dva ili tri
poznanika. Premestimo tog qoveka u drugu prostoriju. Primetimo da je
pre premextaǌa ukupan broj parova ǉudi (u obe prostorije) koji se poznaju
i u istoj su prostoriji ve�i nego posle premextaǌa.

Premextaǌe na ovaj naqin ponavǉamo dokle god ima ǉudi koji u svo-
joj prostoriji imaju dva ili tri poznanika. S obzirom da ukupan broj
parova ǉudi (u obe prostorije) koji se poznaju i u istoj su prostori-
ji opada prilikom svakog premextaǌa, posle konaqno mnogo premextaǌa
posti�i �emo tra�eni raspored.
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5. Ograniqeǌa se mogu zapisati u obliku

x(y2 − yz + z2) > 1, y(z2 − zx+ x2) > 1, z(x2 − xy + y2 > 1

Posle mno�eǌa redom sa y+z, z+x, x+y i sabiraǌa po stranama, dobijamo

x(y3 + z3) + y(z3 + x3) + z(x3 + y3) > 2(x+ y + z)

Kako je, saglasno Mjurhedovoj nejednakosti,

2(x4 + y4 + z4) > x3(y + z) + y3(z + x) + z3(x+ y)

dobijamo x4 + y4 + z4 > x+ y+ z. Tra�eni minimum je 1 i dosti�e se ako je
x = y = z = 1.

Qetvrti razred – A kategorija

1. Jednakost AC : BD =
√

2 znaqi da je kvadrat konstruisan nad BD kao
stranicom (van trougla ABC) podudaran kvadratu konstruisanom nad AC
kao nad dijagonalom (videti sliku). Kako je ∠ABE = ∠ABD + ∠DBE =
75◦ = ∠BAC, to su taqke A i B, odnosno C i E, simetriqne u odnosu
na pravu l (simetralu du�i AB). Prema tome kvadrati su simetriqni u
odnosu na l pa je ∠DAC = ∠MBE = 15◦ + 45◦ = 60◦

A

B

C

D

E

F

N

l

2. Prvo rexeǌe. Konstruiximo prave x, y i z kroz taqke X, Y i Z,
paralelne sa Y Z, ZX, i XY . Neka su P , Q i R preseqne taqke prav-
ih y i z; z i x; x i y, respektivno. Tada je 4PQR ∼ 4XY Z i X,
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Y i Z su sredixta stranica RQ, QP i PR. Neka je M ortocentar
trougla XY Z. Oqigledno, M je centar opisanog kruga trougla PQR i
^ZMY = 180◦ − ^X = 180◦ − ^P = 180◦ − ^A. To znaqi da taqke P , A, Z, M
i Y pripadaju jednom krugu. Sasvim sliqno se dokazuje da taqke Z, B, R,
X i M pripadaju jednom krugu. Tada je ^PMA = ^PZA = ^BZR = ^BMR,
i kako je MR = MP i ^PAM = ^BRM = 90◦, zakǉuqujemo da je MA = MB.
Sasvim sliqno zakǉuqujemo i da je MA = MC, pa je M centar opisanog
kruga trougla ABC.

Drugo rexeǌe. Krugovi opisani oko AY Z, BZX i ZXY se seku u jednoj taqki
M (Mikelova taqka), imaju isti polupreqnik kao krug opisan oko XY Z, i
poxto su ∠MYA i MYC suplementni, dobijamo da je MA = MC. Sasvim
sliqno je i MA = MB, pa je M centar opisanog kruga za ABC. Daǉe
imamo ∠MZX = ∠MYX = ϕ, ∠MXZ = ∠MY Z = ψ, ∠MXY = ∠MZY =
θ pa iz 4XY Z dobijamo 2(ϕ + ψ + θ) = 180◦. Sada je ZM ⊥ XY jer je
∠XZM + ZXY = ϕ + ψ + θ = 90◦. Sasvim sliqno MY ⊥ ZX i time je
dokazano da je M ortocentar trougla XY Z.

3. Ako je p prost delilac broja m, onda polinom xp−1 + xp−2 + · · · + 1 deli
xp − 1 xto deli xm − 1. Neka je sada m = p1p2 · · · p2007, gde su pi razliqiti
prosti brojevi. Svaki od polinoma Pi(x) = xpi−1+xpi−2+· · ·+1 deli polinom
xm − 1. Tako�e, svaka dva polinoma Pi i Pj (i 6= j) su uzajamno prosta jer
nemaju zajedniqke nule (nule prvog su primitivni pi-ti koreni jedinice,
a nule drugog pj-ti koreni, a ova dva skupa su naravno disjunktni). To
znaqi da je xm − 1 deǉiv i proizvodom P1(x)P2(x) · · ·P2007(x) qiji je prvi
koeficijent iza vode�eg upravo jednak 2007.

4. Neka je n = pα1

1 pα2

2 · · · pαk

k , gde su p1, . . . , pk razliqiti prosti brojevi.
Imamo da je pi 6= 2 za svako i = 1, . . . , k. Napiximo l u obliku l = s+ (l − s).
Da bi ovo razlagaǌe zadovoǉavalo uslove zadatka, mora da va�i da su s i
l− s uzajamno prosti sa n. Prema tome, nijedan prost broj pi, i = 1, . . . , k ne
sme da deli ni s ni l− s. Ovaj uslov mo�e da se zapixe i u obliku s ≡pi

ti,
tako da je ti razliqit od 0 i l po modulu pi. Na ovaj naqin je mogu�e
izabrati brojeve ti tako da je prethodni uslov ispuǌen zato xto je svaki
prost broj pi ve�i od 2. Sada je dovoǉno pokazati da za ovako izabrane
brojeve ti postoji broj s tako da je s ≡pi

ti za svako i = 1, . . . , k. Egzistencija
ovakvog broja s sledi iz Kineske teoreme o ostacima, i on je jedinstven po
modulu p1 · · · pk. Odaberimo broj s tako da je 0 ≤ s < p1 · · · pk. Iz uslova koje
smo nametnuli za s lako zakǉuqujemo da razlagaǌe l = s+(l−s) zadovoǉava
sve uslove zadatka. Ovim je dokaz zavrxen.

5. Najve�i broj lovaca je 2m+2n− 4. Korektan raspored sa toliko lovaca
je onaj gde je na svakom iviqnom poǉu table po jedan lovac. Doka�imo da
je ovo najve�i broj lovaca dokazuju�i da za svaki korektan raspored lo-
vaca koji nisu svi na iviqnim poǉima postoji korektan raspored sa isto
toliko lovaca i ve�im brojem iviqnih lovaca. Razmotrimo korektnu kon-
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figuraciju sa nekim neiviqnim lovcem L1. Kako taj lovac tuqe najvixe
dva lovca on tuqe i dva prazna iviqna poǉa. Premestimo ga na jedno od
ǌih. Ukoliko dobijena konfiguracija zadovoǉava uslov zadatka dobili
smo korektnu konfiguraciju sa ve�im brojem iviqnih lovaca. U suprot-
nom postoji drugi lovac L2 koji je tukao dva druga lovca a sad tuqe i
premextenog lovca L1. Taj lovac nije na iviqnom poǉu te tuqe i jedno
prazno iviqno poǉe. Premestimo lovca L2 na to iviqno poǉe. Ako se do-
bije korektna konfiguracija tvr�eǌe je dokazano. U suprotnom mogu�e je
da se pojavio novi L3 lovac koji tuqe L1 i jox dva druga. Premestimo
L3 ako postoji na prazno ugaono poǉe koje tuqe. Proceduru ponavǉamo sve
dok postoje nekorektni lovci koji tuku L1 i jox dva druga. Nakon toga
otklaǌamo redom poreme�aj koji mo�e nastati premextaǌem lovaca L2 pa
L3 itd. Procedura je konaqna jer ponavǉaǌa konfiguracija nema poxto
se svakim korakom pove�ava broj iviqnih lovaca.

Prvi razred – B kategorija

1. x = 1 je trivijalno rexeǌe zadatka pa mo�emo pretpostaviti da je x > 2.
Poxto je

329 > 81 · 325 = 81 · (35)5 > 81 · 1005 = 81 · 1010

zakǉuqujemo da su za x > 3 svi brojevi x29 bar dvanaestocifreni, dakle u
ǌihovom dekadnom zapisu postoji cifra koja se pojavila bar dva puta. S
druge strane

229 = 210 · 210 · 29 = 1024 · 1024 · 512 = 536870912

odakle sledi da su rexeǌa zadatka brojevi 1 i 2.

2. Uoqimo da xkolu nikako ne treba izgraditi na mestu nekog od graniq-
nih (izolovanih) kru�i�a. Zaista, ako bi lokaciju xkole premestili iz
graniqnog u prvi susedni kru�i�, vidimo da bi samo uqenik koji stanuje
u graniqnom kru�i�u bio na gubitku dok bi svi ostali uqenici, ǌih 13,
imali kra�i put (svi za 1 kilometar). Ovo rasu�ivaǌe se mo�e nastavi-
ti. Upore�ivaǌem nekog kru�i�a sa jednim od ǌegovih prvih suseda lako
vidimo da je nova lokacija boǉa ako je broj uqenika kojima se put skra�uje
ve�i od broja uqenika kojima se put produ�ava. Na taj naqin dolazimo da
su obojeni kru�i�i na slici najboǉi izbor ali i da je svako mesto izme�u
ǌih tako�e rexeǌe problema.
Odgovor: Xkolu treba izgraditi bilo gde izme�u 2 obojene ku�e (mo�e i
u ǌima).

d d d d d

d d d d d

d d d d

t t
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3. Dokaza�emo da je tra�eni ostatak jednak 7. U dokazu koristimo formulu

ak − bk = (a− b)(ak−1 + ak−2b+ ...+ abk−2 + bk−1), k ∈ N,

iz koje specijalno dobijamo va�nu qiǌenicu da broj a− b deli broj ak − bk,
ako su a i b celi brojevi. Primetimo najpre da je

B − 7 = ((x7)6 − 16) + ((x7)5 − 15) + ((x7)4 − 14) + ((x7)3 − 13) + ((x7)2 − 12) + (x7 − 1).

Broj u svakoj od xest zagrada je prema navedenoj qiǌenici deǉiv brojem
x7 − 1. Kako je jox i x7 − 1 = (x − 1)A, to je svaki od brojeva u navedenim
zagradama deǉiv i brojem A. Ovim smo dokazali da je broj B − 7 deǉiv sa
A. Odavde, kako je A > 7, imamo da je tra�eni ostatak pri deǉeǌu broja B
brojem A bax jednak 7.

4. Neka je E taqka na du�i AD, takva da je AE = 2. Tada je AB = AE =
2 i ∠BAE = 60◦, pa je trougao BEA jednakokrak sa uglom pri vrhu od
60◦. Odavde zakǉuqujemo da je on jednakostraniqan. Doka�imo sada da su
trouglovi BED i DCB podudarni. Zaista, kako je ∠BED = 180◦−∠BEA =
180◦ − 60◦ = 120◦ = ∠DCB, ED = 1 = CB i BD = DB, zakǉuqujemo da su
trouglovi BED i DCB podudarni (SSU: po dve strane jednake i jednaki
ǌima odre�eni uglovi). Koriste�i ovu qiǌenicu, lako nalazimo da je
∠ADC+∠DCB = ∠ADB+∠BDC+∠DCB = ∠CBD+∠BDC+∠DCB = 180◦,
odakle zakǉuqujemo da su stranice AD i BC paralelne. Ovim je dokazano
da je qetvorougao ABCD trapez.

A B

C

D

E

Figure 1:

5. Pretpostavimo da broj 11 · · · 1 ima n, a broj 22 · · · 2, k cifara. Poxto je
10m−1 = 99 · · · 9 (m devetki), zakǉuqujemo da je 11 . . . 1 = 1

9 (10n−1), 22 . . . 2 =

2
9 (10k−1) i 33 . . . 3 = 3

9 (102007−1). Odavde se dobija
√

1
9 (10n − 1) − 2

9 (10k − 1) =
3
9 (102007 − 1), odnosno posle sre�ivaǌa i kvadriraǌa

10n − 2 · 10k = 104014 − 2 · 102007.
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Ova jednakost je ekvivaletna sa 10n + 2 · 102007 = 104014 + 2 · 10k, odakle
se (jedinstvenost dekadskog zapisa) zakǉuquje da je n = 4014 i k = 2007.
Alternativno se do ovog zakǉuqka mo�e do�i i ovako. Iz 10k(10n−k − 2) =
102007(102007 − 2) zakǉuqujemo da je leva strana deǉiva sa 5k, a nije sa 5k+1,
dok je desna deǉiva sa 52007, a nije deǉiva sa 52008.

Drugi razred – B kategorija

1. Jedno rexeǌe se dobija ako se slede�a tablica periodiqno produ�i na
celu ravan.

1 2 3 4 5
4 5 1 2 3
2 3 4 5 1
5 1 2 3 4
3 4 5 1 2

2. Kako je AK2 = AC2 = AD ·AB tj. AK
AD = AB

AK , sledi da su trouglovi ADK i
ABK sliqni, pa je ∠ADK = ∠AKB. Neka je AM preqnik opisane kru�nice
oko trougla ABK i L preseqna taqka pravih AM i DK. Qetvorougao
AKMB je tetivni pa je ∠MAB = 90◦−∠AMB == 90◦−∠AKB = 90◦−∠ADK
odakle sledi da je ∠MAB + ∠ADK = 90◦ pa je ∠ALD = 90◦.

A B

C
K

D

M

L

Figure 2:

3. Imamo da je f(x) = (x − α)(x − β), gde su α i β neki prirodni brojevi.
Zato je jednaqina f(f(f(x))) = 0 ekvivalentna sa (f(f(x))−α)(f(f(x))−β) = 0.
Posmatrajmo sada jednaqinu f(f(x)) = α. Lako je ustanoviti da jednaqina
f(x) = α ima dva realna i razliqita rexeǌa (jer je ǌena diskriminanta
jednaka (α−β)2 +4α > 0). Neka su to x1 i x2. Otuda je jednaqina f(f(x)) = α
ekvivalentna sa f(x) = x1 ∨ f(x) = x2. Oznaqimo sa D1 i D2 diskriminante
posledǌe dve jednaqine. Va�i Di = (α − β)2 + 4xi, i = 1, 2. Koriste�i



58

Vietove formule, znamo da je x1 + x2 = α + β, kao i x1x2 = α(β − 1). Na
osnovu posledǌih veza lako proveravamo da je

D1 +D2 = 2(α− β)2 + 4(x1 + x2) = 2(α− β)2 + 4(α+ β) > 0, (1)

kao i
D1 ·D2 = (α− β)4 + (x1 + x2)(α− β)2 + 16x1x2 =

= (α− β)4 + (α+ β)(α− β)2 + 16α(β − 1) ≥ 0. (2)

Znak jednakosti u (2) va�i akko je α = β = 1. Otuda, na osnovu (1), za-
kǉuqujemo da je u tom sluqaju jedan od brojeva D1 i D2 jednak nuli, dok
je drugi pozitivan. Zato tada jednaqina f(f(x)) = α ima 3 realna i ra-
zliqita rexeǌa. Ako u (2) ne va�i znak jednakosti, na osnovu (1) i (2)
lako zakǉuqujemo da su diskriminante D1 i D2 pozitivne, te jednaqina
f(f(x)) = α ima 4 realna i razliqita rexeǌa.

Iz svega navedenog zakǉuqujemo da jednaqina f(f(f(x))) = 0 ima 8
realnih i razliqitih rexeǌa u sluqaju α 6= β, u sluqaju α = β 6= 1 ǌihov
broj je 4, dok za α = β = 1 ima 3.

4. Neka je n neki prirodan broj za koji va�i uslov zadatka. Lako je videti
da je x2

n + xn − 2 = x2
n − 1 + xn − 1 = (xn − 1)(xn + 2). Kako 27 | (xn − 1)(xn + 2)

zakǉuqujemo da 9 | (xn − 1) ili 9 | (xn + 2). Sa druge strane, ako je jedan od
brojeva xn +2, odnosno xn − 1 deǉiv sa 9, onda je on deǉiv i sa 3, te kako je
razlika navedenih brojeva jednaka 3, zakǉuqujemo da je i drugi broj deǉiv
sa 3. Ovim smo dokazali da va�i

27 | x2
n + xn − 2 ⇐⇒ ((9 | xn + 2)∨(9 | xn − 1)) ⇐⇒ ((xn ≡9 7)∨(xn ≡9 1)). (1)

Korix�eǌem qiǌenice da neki prirodan broj pri deǉeǌu sa 9 daje isti
ostatak kao i ǌegov zbir cifara, nalazimo da je

xn ≡9 1 + 2 + ...+ n ≡9
n(n+ 1)

2
. (2)

Kada prirodan broj n uzima redom ostatke 0, 1, 2, ..., 8 pri deǉeǌu sa 9,

nije texko utvrditi da broj n(n+1)
2 pri deǉeǌu sa 9, redom daje ostatke

0, 1, 3, 6, 1, 6, 3, 1, 0.
Odavde, koriste�i (1) i (2) dobijamo da su rexeǌa brojevi n koji pri

deǉeǌu sa 9 daju jedan od ostataka 1, 4 ili 7. Ovo su zapravo oni prirodni
brojevi n koji pri deǉeǌu sa 3 daju ostatak 1.

5. Rexeǌe 1: Sre�ivaǌem leve strane nejednakosti dobijamo

log2(log4 x) + log2[(log2 x)
1/2] = log2(log4 x · (log2 x)

1/2) = log2(
1

2
(log2 x)

3/2)

Odavde sledi da je naxa nejednakost zadovoǉena ako i samo ako va�i
(log2 x)

3/2 6 8 tj. ako je log2 x 6 4. Prema tome x je rexeǌe ako i samo
ako je 1 < x 6 16.
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Rexeǌe 2: Znaju�i da su logaritmi (za osnovu > 1) rastu�e funkcije, kao i
da je zbir dve rastu�e funkcije opet rastu�a funkcija, zakǉuqujemo da je i
funkcija sa leve strane posmatrane nejednakosti strogo rastu�a funkcija.
Poxto se za x = 16 dobija jednakost, zakǉuqujemo da je x rexeǌe ako i samo
ako je x ∈ (1, 16].

Tre�i razred – B kategorija

1. Rexeǌe 1: Za n = 2k ukupan broj tra�enih particija je S2k
2 =

(
2k
1

)
+

(
2k
2

)
+ . . .+

(
2k

k−1

)
+ 1

2

(
2k
k

)
= 22k−1 − 1 = 2n−1 − 1, a za n = 2k + 1 broj naqina je

S2k+1
2 =

(
2k+1

1

)
+
(
2k+1

2

)
+ . . .+ 1

2

(
2k+1

k

)
= 22k − 1 = 2n−1 − 1.

Rexeǌe 2: Element 1 skupa P mora se nalaziti u taqno jednom od skupova A
i B. Neka je A taj skup. Svih takvih podskupova ima 2n−1, pa samim tim i
particija {A,B} koje se tra�e jer je B = P \ A. Me�utim u sluqaju A = P
skup B je prazan xto nije dozvoǉeno. Otud i odgovor 2n−1 − 1.

2. Doka�imo prvo slede�e pomo�no tvr�eǌe. Simetrala ugla ^CAB seqe
sredǌu liniju MN trougla ABC u taqki S za koju va�i da je ^ASC = 90o.

Zaista, posmatrajmo trougao ASC. Taqka N je sredina stranice AC, znaqi
AN = NC. ^NSA = ^SAB (uglovi sa paralelnim kracima) ^NAS = ^SAB
(simetrala ugla) Odavde sledi da je ^NSA = ^SAN , pa je trougao NAS je
jednakokraki, pa sledi da je NS = NA. Znaqi taqka N je centar opisanog
kruga oko trougla ACS, pa je trougao ASC pravougli. Znaqi ^ASC = 90o

xto zavrxava dokaz pomo�nog tvr�eǌa.
Na osnovu leme sledi da je ^ATC = 90o i ^ASC = 90o. Znaqi OSCT je
tetivni qetvorougao. ^OCT = ^TSO (periferijski uglovi) ^TSO = ^SAB
(uglovi sa paralelnim kracima). Konaqni zakǉuqak je da va�i ^OCT =
1
2^BAC.

3. Kako je −1 ≤ cosx ≤ 1, to va�i 0 ≤ 1−cosx ≤ 2. Odavde, kako je x = 1−cosx,
zakǉuqujemo da su sva rexeǌa date jednaqine iz segmenta [0, 2]. Ako je x ∈
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(0, π
2 ), onda su brojevi sinx i cosx iz intervala (0, 1), pa je sinx > sin2 x i

cosx > cos2 x. Tako�e, kada je x iz pomenutog intervala, va�i nejednakost
x > sinx. Zato bi za takve vrednosti x va�ilo

x+ cosx > sinx+ cosx > sin2 x+ cos2 x = 1.

Odavde zakǉuqujemo da polazna jednaqina u intervalu (0, π
2 ) nema rexeǌa.

Razmotrimo sada sluqaj kada je x ∈ [π
2 , 2]. Za te vrednosti x va�i

x+ cosx ≥ π

2
+ cosx ≥ π

2
+ cos 2 >

π

2
+ cos

2π

3
=
π − 1

2
> 1,

pa jednaqina i na segmentu [π
2 , 2] nema rexeǌa. Kako je x = 0 rexeǌe jedna-

qine, to iz svega navedenog sledi da je to i jedino rexeǌe.

4. Rexeǌe 1: Potra�imo funkciju f(x) u obliku f(x) = sin ax.

f(x) + f(x+ 2) = sin ax+ sin a(x+ 2) =

2 sin
2a(x+ 1)

2
· cos a = 2 sin a(x+ 1) · cos a = sin a(x+ 1).

Odavde vidimo da je tra�ena jednakost ispuǌena ako je cos a = 1
2 npr. ako

je a = π
3 . Dakle jedna funkcija koja ima tra�ena svojstva je f(x) = sin(π

3x).

Rexeǌe 2: Iz uslova f(x+2) = f(x+1)−f(x) zakǉuqujemo da ako su poznate
vrednosti funkcije f(x) u intervalu [0, 2) da su poznate ǌene vrednosti i
u intervalu [2, 3). Sliqno, iz uslova f(x) = f(x+ 1) − f(x+ 2) zakǉuqujemo
da ako je funkcija poznata na intervalu [0, 2) onda je ona poznata i na
intervalu [−1, 0). Ovo rasu�ivaǌe se mo�e preneti na bilo koji interval
[m,m + 2) za m ∈ Z. Definiximo funkciju f(x) na slede�i naqin. Na
intervalu [0, 2) (sluqaj m = 0) izaberimo bilo koju funkciju koja nije
konstantna. Produ�imo tu funkciju na intervale [1, 3) i [−1,+1) saglasno
gorǌem pravilu. Nastavimo postupak (uzimaǌem m = 1 i m = −1, nakon
toga m = 2 i m = −2 itd.). Na ovaj naqin dolazimo do funkcije koja je
definisana za sve x ∈ R.

Poka�imo da ona ima tra�eno svojstvo tj. da va�i

f(y + 2) + f(y) = f(y + 1) (1)

za svaki y ∈ R. Neka je m = [y] − 2 u sluqaju y > 0, u suprotnom uzimamo
m = [y]+1. U prvom sluqaju vrednost f(y) je odre�ena (saglasno uslovu (1))
uz pomo� poznatih (prethodno definisanih) vrednosti f(y−1) i f(y−2) iz
intervala [m,m+2) a u drugom uz pomo� ve� definisanih vrednosti f(y+1)
i f(y + 2) tako�e iz intervala [m,m+ 2). Odavde zakǉuqujemo (indukcija)
da ova funkcija zaista ima tra�ena svojstva.

5. Rexeǌe 1: Neka je O centar kvadra ABCDA1B1C1D1 i S presek dijag-
onala AC i BD strane ABCD (Slika B3-1). Tada je prava OS narmalna
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na ravan ABCD. Trougao AOC je jednakokraki, jer je OC = OA. Kako je
OS ‖ AA1, sledi da je ^AOS = ^OAA1 = α i ^AOC = 2α. Analogno dolaz-
imo do zakǉuqka da je ^AOD1 = 2^OAB = 2β i ^COD1 = 2^OAD = 2γ.
Prema tome uglovi pri vrhu O tetraedra OACD1 jednaki su 2α, 2β i 2γ.
Kako je 2α+ 2β + 2γ < 2π, dobijamo α+ β + γ < π.

A B

C
D

A
1 B

1

C
1

D
1

O

S

a

a

Rexeǌe 2: Nejednakost α+ β < π− γ je, u svetlu qiǌenice da su svi uglovi
α, β, γ oxtri, ekvivaletna sa cos(α + β) > cos(π − γ) = − cos γ. Posledǌa
nejednakost je ekvivaletna sa

(2) cosα cosβ + cos γ < sinα sinβ.

Neka su a, b, c du�ine ivica kvadra. S obzirom da se uglovi α, β, γ ne meǌaju
pri homotetiji sa centrom u A, bez gubitka opxtosti mo�emo pretpostavi-
ti da je a2 + b2 + c2 = 1. Nejednakost (2) je ekvivaletna sa

(3) ab+
√

1 − a2 − b2 >
√

1 − a2 ·
√

1 − b2.

Posledǌa nejednakost je (kvadriraǌem obe strane) ekvivaletna oqevidnoj
nejednakosti

1 − a2 − b2 + a2b2 + 2ab
√

1 − a2 − b2 > (1 − a2)(1 − b2).

Qetvrti razred – B kategorija

1. Videti rexeǌe prvog zadatka za tre�i razred B kategoriju.

2. Neka je ^DCB = x. Tada je ^ABC = ^BCA = 4x, a iz odgovaraju�ih

sinusnih teorema sledi
AB

BC
=

sin 4x

sin 8x
(iz 4ABC) i

AC

AD
=

sin 3x

sin 5x
(iz 4DCA).

Kako je AB = AC i AD = BC, sledi

sin 4x sin 5x = sin 3x sin 8x⇔ sin 4x sin 5x = 2 sin 4x cos 4x sin 3x⇔

(jer je x 6= k · 45◦, k ∈ Z)

sin 5x = 2 cos 4x sin 3x⇔ sin 5x = sin 7x− sinx⇔



62

A

B
C

D

4x

x

sinx = sin 7x− sin 5x = 2 sinx cos 6x⇔ (jer je x 6= k · 180◦, k ∈ Z)

cos 6x =
1

2
,

tj. 6x = 60◦, odnosno x = 10◦, odakle je ^ABC = 40◦.

Napomena: Za razliku od zadatka br. 2 (3. razred, A kategorija), ovde se
ne tra�i dodatni dokaz da trougao koji zadovoǉava uslove zadatka i kod
koga je ^ABC = 40◦ zaista i postoji.

3. Iz uslova a · b = 1020 zakǉuqujemo da za neke nenegativne cele brojeve
p, q, r, s va�i a = 2p5q i b = 2r5s. Iz uslova a | b2 slede nejednakosti p 6 2r
i q 6 2s. Sliqno, iz uslova b2 | a3 slede nejednakosti 2r 6 3p i 2s 6 3q.
U opxtem sluqaju iz uslova a2n−1 | b2n i b2n | a2n+1 zakǉuqujemo da va�e
nejednakosti

p 6
2n

2n− 1
r, q 6

2n

2n− 1
s i r 6

2n+ 1

2n
p, s 6

2n+ 1

2n
q. (1)

Poka�imo da odavde slede nejednakosti p 6 r, q 6 s, r 6 p i s 6 q odakle i
sledi tra�eni zakǉuqak da je p = r i q = s.
Na primer prva nejednakost sledi iz p 6 limn→∞

2n
2n−1r = r a sliqan argu-

ment daje i ostale nejednakosti. Elementarno (bez upotrebe limesa) se do
istog zakǉuqka mo�e do�i i na slede�i naqin. Primetimo da brojevi p i
r nisu ve�i od 20 i da ni jedan od ǌih nije 0 (xto sledi iz (1)). Iz (1)
sledi nejednakost 19

20 < r
p odakle (u svetlu qiǌenice p 6 20) sledi p 6 r.

Ostale nejednakosti se mogu dokazati na sliqan naqin.

4. Pretpostavimo suprotno, tj. da su sve nule polinoma P (x) racionalni
brojevi. Neka su to pi

qi

, i = 1, 2, 3. Tada (na osnovu teoreme o racionalnim

nulama polinoma sa celobrojnim koeficijentima) pi | d, i qi | a, i = 1, 2, 3,
pa su svi brojevi pi, qi, i = 1, 2, 3 neparni. Korix�eǌem Vietovih formula
imamo

− b

a
=
p1

q1
+
p2

q2
+
p3

q3
=
p1q2q3 + p2q1q3 + p3q1q2

q1q2q3
,

c

a
=
p1

q1

p2

q2
+
p3

q3

p2

q2
+
p1

q1

p3

q3
=
p1p2q3 + p2p3q1 + p1p3q2

q1q2q3
.
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Brojevi α = p1q2q3 + p2q1q3 + p3q1q2, β = p1p2q3 + p2p3q1 + p1p3q2 i γ = q1q2q3
su neparni. Otuda, kako je i a neparan broj, iz − b

a = α
γ lako zakǉuqujemo

da je broj b neparan. Analogno, iz c
a = β

γ se dobija da je i c neparan broj.
Ovo je u suprotnosti sa uslovom da je bc parno.

Analogno tvr�eǌe u sluqaju da je a · d parno i b · c neparno ne va�i.
Jedan primer polinoma koji svedoqi o ovoj qiǌenici je P (x) = 2x3 +x2−3x
(nule ovog polinoma su racionalni brojevi − 3

2 , 0 i 1).

5. Normalna projekcija ovog tetraedra na proizvoǉnu ravan mo�e biti
trougao ili qetvorougao. Ako je projekcija trougao, onda se najve�a vred-
nost povrxine projekcije dosti�e u sluqaju kada je jedna strana tetraedra

paralelna ravni na koju se tetraedar normalno projektuje i iznosi a2
√

3
4 .

Ako je projekcija qetvorougao sa dijagonalama d1 i d2, onda je povrxina
te projekcije jednaka 1

2d1d2 sinα, gde je α ugao izme�u dijagonala. Kako su
dijagonale d1 i d2 normalne projekcije dveju ivica tetraedra, to je d1 6 a
i d2 6 a. Maksimalna vrednost u ovom sluqaju se dosti�e ako je d1 = d2 = a

i ako su dijagonale normalne, i iznosi a2

2 . Ova vrednost se posti�e kada
su dve mimoilazne ivice tetraedra paralelne ravni na koju se tetraedar

normalno projektuje. Kako je a2

2 > a2
√

3
4 , zakǉuqujemo da je a2

2 tra�ena
maksimalna vrednost.


