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Mara Alagié (Sarajevo) Mirjana Malenica (Sarajevo)
NEKI VAZNI PRIMERI PREBROJIVIH SKUPOVA

Susret sa pojmom prebrojivog skupa predstavlja nesto novo i
neobiéno, i vazno je da se taj pojam i intuitivho usvoji.

1. Neka je f preslikavanje skupa 4 u skup B, tj.
f:A—+B.
Ako je u preslikavanju f svaki element drugog skupa slika
(a) bar jednog
(b) najvide jednog
(¢) jednog i samo jednog (ta¢no jednog) elementa prvog skupa,
onda to preslikavanje nazivamo u sluaju
(a) sirjekcija (,,na* preslikavanje)
(b) injekcija
(¢) bijekciia.
Ovi se pojmovi mogu jednostavno ilustrovati na slede¢i nacin:

E€=9lC=5
(a) (b)

KazZe se da je skup A ekvipotentan skupu B ako postoji bijekcija
f:A-+B, sa skupa A na skup B.

Ako postoji bijekcija f: A—>B onda postoji i bijekcija f~1:B—A.
Otuda, kaZze se da su skupovi A4 i B (medusobno) ekvipotentni, 3to
oznacavamo sa A~B. S obzirom da je identi¢no preslikavanje skupa
na samog scbe, id4:A-~A bijekcija, svaki skup je ekvipotentan sam
sebi. Ako su ekvipotentni skupovi A i B, i skupovi B i C tada su ekvi-
potentni i skupovi 4 i C. Naime, A~B i B~C zna¢i da postoji bijekcije
f:A—+B i g:B—+C. To znati da je svaki element skupa C slika taino
jednog elementa iz skupa B u preslikavanju g, a svaki element skupa
B slika tatno jednog elementa iz skupa A u preslikavanju f. Tada je
svaki element skupa C slika tatno jednog elementa iz skupa A4 u pre-
slikavanju gof.
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Dakle, ekvipotentnost je simetri¢éna, refleksivna i tranzitivna
relacija, krace relacija ekvivalencije.

2. Definicije

Definicija 1. Kazemo da je skup A konadan skup ako je A=0
ili A~1Iy za neko n© N, pri Cemu je Iy skup prvih n prirodnih brojeva,
t] Iﬂz{l, 2, SR ?’l}.

Definicija 2. Skup koji nije konatan je beskonatan.

Definicija 3. Za skup 4 kaZemo da je prebrojiv ako je konacan
ili ako je N~A. Za sve ostale skupove A kaZe se da su neprebrojivi.

Dakle, skup 4 je prebrojiv ako je konacan ili ako je ckvipotentan
skupu prirodnih brojeva. Ako je skup A4 ekvipotentan skupu N, onda
postoji bijekcija f: A—+N. Stavimo

a) =f(]), ﬂz=_f(2), seey a.-,=f(n}, e

Skup {a1, az, ..., an,...} je na taj nadin ureden ako kaZemo da za
m<n je am ,ispred“ as. Na primer, s obzirom da je 5<6<7 bice
as yispred* as, i ag ,ispred” as, itd. Ovaj skup nazivamo nizom, njegove
elemsnte Clanovima niza. KaZemo da smo clemente skupa 4 nume-
risali ili svrstali u niz. Drugim retima,

Skup A je prebrojiv ako se njegovi elementi mogu svrstati u niz.

3. Primeri
Primer 1. Z~N, Z je skup svih celih brojeva.
Naime, postoji bijekcija f: N—+Z zadana ovako:

J(1)=0
f(2k)=k, REN
fQk+1)=—k

(odnosno, elementi skupa Z mogu se svrstati u niz 0, 1, —1, 2, —2,
3, =3, ...).

Zadatak. Nadi neku drugu bijekciju sa skupa Z na skup N.

Primer 2. NxN~N, N je skup prirodnih brojeva, N x N=
={(k, n):REN, nEN}.

Predstavicemo skupove N x N i N u obliku koji ¢e nam pomoéi
da lakse uotimo bijekciju sa jednog skupa u drugi. Neka je
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A={(1, n):nEN} By={2n—1:nEN}
A2={(2,n):nEN} B:={2(2n—1):nEN}
As={(3, n):nEN} B3={4(2n—1):nEN}

Ai={(4,n):nEN} By={8(2n—1):nEN}

Na ovaj naéin se skup N x N moZe predstaviti kao unija medusobno
disjunktnih skupova A, Az, As, ... a skup N kao unija skupova
By, B, Bs, ... koji su takode medusobno disjunktni.

Svakom elementu iz skupa 4; mozemo pridruZiti tatno jedan
clement skupa B;, svakom elementu skupa A: taino jedan element
skupa Bs, itd. Na primer, elementu (1,3) skupa A, pridruZuje se ele-
ment 2:3—1=35 skupa B, ... To znali da postoje bijekcije

fi:Av—=By; forAa>Be; . . . fa:An—Bn;

Ostaje da uotimo bijekciju f: N x N—N. Imajuéi u vidu da su skupovi
A1, As, ... svaka dva disjunktni, a takode i skupovi Bi, Bz, ...,
svaki element x© N % N pripada taéno jednom od skupova A;, Az, ...
Neka je to skup Am. S obzirom da je Am~Bm postoji bijekcija
fm:Am—Bm koja preslikava element x u element fm(x) koji pripada
skupu B, pa dakle skupu N. Prirodno je sada definisati preslikava-
nje f sa

f(x)=fm(x).

Naime, funkcija f preslikava N x N u N preslikavaju¢i jedan po jedan
skup A1, Az, ... postoje¢im preslikavanjima f1, f2, . . . u odgovarajuci
skup Bi, Bz, ... Kako bismo svrstali ove parove (k,n) prirodnih
brojeva u niz? Ovako:

(L1), (1L,2), (21, G1) (2,2), (1,3), (14, ...

Primer 3. Skup svih nenegativnih racionalnih brojeva je pre-
brojiv skup.

Dokaz: Svaki nenegativni racionalan broj pisacemo u obliku

G 3 (p=0, ¢g=>0), p i g su relarivno prosti.
q

Nazovimo ,,visinom" razlomka 2 broj p-+¢. Dogovorimo se pritome

q
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da broj 0 pisemo u obliku ? Sada ¢emo sve nenegativne razlomke

svrstati u niz na sledec¢i na¢in: Prvo ¢emo napisati sve one razlomke
Cija je ,visina®™ jednaka 1. Jedini je takav 0. Zatim ¢emo napisati sve
razlomke koji imaju ,,visinu* 2, zatime one ¢&ija je ,,visina" 3, itd.
Tako se skup nenegativnih racionalnih brojeva moZe svrstati
u niz
0 1 2 I I 3 4 3 2 I -1 3
3 ¥ " 3 ] I ¥ T % T 3 T3 Ty ¥ y oo
] I I 2 3 I 1 2 3 4 5 1
I skup svih racionalnih brojeva je prebrojiv skup. Njegovi elementi
se mogu svrstati u niz na slede¢i nadin:

Zadatak: Nadi bijekciju sa skupa N u skup Q svih racionalnih
brojeva.

Primer 4. Svaki podskup prebrojivog skupa je konacan ili
prebrojiv,

Dokaz. Neka je A prebrojiv skup a A njegov podskup. Tvrdimo
da je A, konacan ili prebrojiv.

Ako je A; prazan skup, onda je po definiciji kona¢nog skupa
(Definicija 1) taj skup kona¢an. Neka je A1#0. S obzirom da je skup
A prebrojiv to se svi njegovi elementi mogu svrstati u niz

di, az, da, - ..y dny .

Ako u ovome nizu idemo od a; udesno, posle izvesnog broja koraka
sigurno ¢emo naici na neki element podskupa A4; (jer je A neprazan
skup). Ozna¢imo prvi od elemenata skupa A4; na koji nailazimo sa
an,. Ako nastavimo kretanje udesno, moze se dogoditi dvoje:

‘1) ne nailazimo vic na elemente skupa A4 i tada je otigledno A1={an,}
pa je skup A; konatan;

2) kretanjem udesno nailazimo na elemente podskupa A;. Neka je
an, prvi od elemenata skupa 4; na koji nailazimo posle an,. Ako
nastavimo krétanje udesno i razmisljanje kao u prethodnom sluéaju,
zakljucujemo:
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Kretanjem udesno nailazimo na elemente skupa 4 :
al’ln a!‘l,} aﬂu LRCREE | ﬁ'n.-

Ako posle izvegnng broja koraka ne nailazimo vise na elemente skupa
Ay, tada je ocigledno skup A; konatan. Ako pak kretanjem udesno
stalno nailazimo na elemente skupa 4; dobijamo niz

an,, Anyy Qngy + oy nyy -

Ovaj niz sadrzi sve elemente podskupa A, i samo njih. Dakle, elemente
skupa A svrstali smo u niz, tj. 4; je prebrojiv skup.

CtaTtnjarta np. nat € o6jaBeHa BO crnncaHneTo MaTtemaTuuku
nuct Ha M Ha Cpbunja




