Primjena Jensenove nejednakosti u trigonometriji i

Marko Val&ié, Zadar

Ovaj se ¢lanak sadrZajno oslanja na ¢lanak [1] u kojem je J. Pe€ari¢ iznio znalenje i
primjenu konveksnosti funkcija pri dokazivanju raznih nejednakosti. Mi éemo se ovdje
zadrZati samo na jednoj takvoj nejednakosti i upoznati njenu vrlo veliku i efikasnu
primjenu u trigonometriji. Buduéi je njena formulacija usko povezana s konveksnim
funkcijama, prethodno ¢emo precizirati pojam konveksnosti neke funkcije na zadanom
intervalu.

Definicija 1. Funkcija f je konveksna na intervalu [a, b] ako za svaki x;, x; € [a, b]
vrijedi

f(xl-;xz)gf(xl);‘f(m). (1)

Definicija 2. Funkcija f je konkavna na intervalu [a, b] ako za svaki x;, x; € [a, b]
vrijedi

f(xl-;xz)>f(xl);‘f(x2>. (2)

Definicije 1. i 2. moZemo zgodno interpretirati geometrijski na sljede¢i nacin.
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Funkcija f je konkavna na intervalu [a, b] ako je —f konveksna na intervalu [a, b].
Vrijedi i obrat tvrdnje.

Jensenova nejednakost

Iz navedenih definicija moZemo naslutiti da vrijedi i sljededi

Teorem 1. Ako je f konveksna funkcija na intervalu [a, b], te x; € [a, D], i =1, 2,
.., n onda vrijedi nejednakost

X1+x2+...+x, fOer) +f()+ ...+ flxn
(= PLCIESCSENIEY Y
n n

Ukoliko u (1) vrijedi x; = x;, tada u (3) vrijedi x; = x, = ... = x,,.
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Donosimo samo skicu dokaza kojeg provodimo indukcijom. Iz pretpostavke da (3)
vrijedi za n > 2 dokaZimo da vrijedi i za n — 1. Neka je

X, = (x1+x24+. ..+ x-1).

n—1
Po pretpostavci je

X1+x20+ ...+ X1
X1+x0+ ... +x,-1+
f n—1

n

f(xl) +f()C2) + ... +f(xn71) +f(x1 +x2:_1 +Xn71>

n

<

Sredimo li lijevu stranu, dobivamo

X X T X 1 1
FEEEE ) ) @) GO+ f

odakle slijedi traZena relacija.

x1+x2+...+xn,1>
n—1 ’

Originalni dokaz u cjelosti sadrzava i induktivni dokaz za n = 2% kojeg ovdje
ispustam i prepuStam vama da ga dokazete.

Teorem 2. Ako je f konkavna funkcija na intervalu [a, b], te x; € [a,b], i =1, 2,

.., n onda vrijedi nejednakost

f(xl—i—xz—}—...—}—x,,)>f(x1)—+—f(x2)+...+f(x,,). (@)

=
n n

Konveksne i konkavne funkcije

Prvi radovi s podru¢ja konveksnih funkcija potjecu od nekoliko znacajnijih
matematicara proslog i pretproslog stoljeca. Tako se smatra da je austrijski matematicar
O. Stolz (1842. — 1905.) u svom ¢lanku iz 1893. godine prvi uveo pojam konveksne
funkcije. Cak je Cetiri godine ranije, 1889. godine, njemacki matemati¢ar O. Holder
(1859. — 1937.) dokazao nejednakost (3) uz uvjete da za funkciju f postoji f” i
f"(x) > 0. Kasnije ¢emo vidjeti da je upravo to kriterij konveksnosti neke funkcije.
Medutim, pravo znacenje konveksnih funkcija iznio je tek danski matematicar J. L. W.
V. Jensen (1859. — 1925.) u svojim ¢lancima iz 1905. i 1906. godine, u kojima je
definirao konveksne funkcije pomocu nejednakosti (1), te dokazavsi teorem 1 ponio
pocast po kojoj i danas nejednakost (3) nazivamo Jensenova nejednakost.

Iz svega §to smo dosad naveli lako zaklju¢ujemo da Jensenovu nejednakost moZemo
primijeniti kako na konveksne tako i na konkavne funkcije. No, postavlja se pitanje
kako odrediti kad je funkcija konveksna, a kad konkavna. NajlakSe poimanje i shvacanje
konveksnosti dano je upravo kroz nejednakost (1) i sl. 1, no uéenicima koji su upoznati
s nekim osnovnim elementima matematicke analize (neprekidnost, limes, derivacija) dan
je jednostavniji nacin kroz svojevrsni kriterij konveksnosti, tj. konkavnosti u sljede¢em
teoremu.
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Teorem 3. Ako postoji neprekidna druga derivacija funkcije f na intervalu [a, b]
onda vrijedi:

f">0 = funkcija je konveksna na [a, D],
<0 = funkcija je konkavna na [a, b].

Bududi da dokaz ukljucuje neke temeljne teoreme s podrucja matematicke analize, to
ga ovdje ne navodimo, ali zainteresiraniji u¢enik moZe vise o tome nadi u [3].

Na kraju ovog teoretskog dijela ipak je vazno naglasiti da konveksna funkcija na
nekom intervalu nije nuzno i derivabilna. Drugim rije¢ima to znaci da na graf konveksne
funkcije u nekoj tocki moZzda ne¢emo moci povuéi tangentu §to za posljedicu povlaci da
u toj tocki ne mozemo definirati konveksnost. Sli¢no vrijedi i za konkavnost.

Konveksnost i konkavnost trigonometrijskih funkcija

Kad je rije¢ o trigonometrijskim funkcijama onda zbog njihove periodi¢nosti ne
moZemo govoriti opéenito o konveksnosti ili konkavnosti. Medutim, na pojedinim
intervalima moZemo promatrati konveksnost ili konkavnost trigonometrijskih funkcija.
Tako imamo

Posljedica 1. Funkcija f(x) = sinx je konkavna na intervalu [0, 7].

Tvrdnja posljedice nam je lako razumljiva sjetimo li se sl. 2 i grafa sinusoide. Strogi
dokaz nam daje teorem 3 prema kojem za f(x) = sinx dobivamo f”(x) = —sinx < 0,
x € [0, m]. Konkavnost smo elementarno mogli dokazati, ukoliko dokaZemo nejednakost

s'n(xl +x2) > sinx; + smxz7 X1 X € [07 ﬂ]. (5)
2 2
Posljedica 2. Funkcija f(x) = cosx je konkavna na intervalu [_E’ 5] .

Sli¢no kao kod posljedice 1.

Posljedica 3. Funkcija f(x) = tgx je konveksna na intervalu <O, §>

. sin 2x
Prema teoremu 3 dobivamo f"(x) =

v/
>O,zaxe<0 —>.
cos*x 2
Kod vedine tezih i sloZenijih nejednakosti navedene posljedice nam ne mogu osigurati
konveksnost ili konkavnost odredene funkcije, jer se najcesce radi o kompoziciji funkcija
ili kombinaciji razli¢itih trigonometrijskih funkcija. Medutim, uvijek vrijede teoremi 1,
2 i 3 pa njihovom upotrebom bez vecih teSkoca moZemo rijesiti Sirok spektar zadataka.

Rjesavanje trigonometrijskih pomoéu Jensenove nejednakosti

Kao direktna posljedica Jensenove nejednakosti proizlaze mnoge danas poznate
nejednakosti kao npr. Cauchyeva, Cebisevljeva, Holderova, Minkowskijeva, Bunjakovski-
Cauchyeva, Aczelova, itd. no mi ¢emo se ovdje ograditi samo na tehnike dokazivanja
trigonometrijskih nejednakosti koje proizlaze iz teorema 1 1 2.
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Zadatak 1. Neka su 0 < o; < g, 1 < i < n. Dokazi nejednakosti

. . . (ot ayt. oy
sinog +sinop + ...+ sino, < n-sin ,

n
. . . a0ttty
smocl~s1nocz~...-smocn<s1n( )
n
T
Rjesenje. Za funkciju f(o;) = sine, 0 < o; < 5 i=1, 2, ..., n vrijedi
f"(a;) = —sine; < 0 (posljedica 1) pa prva nejednakost proizlazi ako na funkciju

f(x) = sinx primijenimo teorem 2. Za drugu nejednakost, takoder prema teoremu 2
imamo

O£1+062+...+O£n)
b

In(sin oy ) 4+ In(sinop) + ... + In(sine,) < - ln(sin
n

t.

oc1+ocz+...+ocn>
)

sinog -sinog - ... -sinoy, < sin”(
n

jer je za f(x) = Insinx na intervalu [0, g]

1 ! 1
17 Y — _
fx) = (sinx cosx) sin? x
Uoc¢imo da za n = 3, tj. kad je rije¢ o trokutu dobivamo sljedece nejednakosti
3
sin%+sin§ +sin% < 3sin% =5
1
sin%~sin§~sin§ gsin3%= 3

Zadatak 2. Dokazi da u $iljastokutnom trokutu vrijedi
3
sino +sinf8 +siny +tgo +tgf +tgy > 3(% + \/§)
Rjesenje. Kutovi o, B, y su iz intervala <0, g> Promotrimo funkciju

f(x) = sinx + tgx, X € <O7g>. (6)
2 —cos’ x /1
Buduéi da je f"(x) = Ry sinx > 0, Vx € <O, §>, to je funkcija (6) strogo
x

. T .
konveksna na intervalu <0, §> Prema teoremu 1 imamo

(sina +tga) + (sinf +tgf) + (siny +tgy) >Sin(oc+ﬁ+y) +tg<a+ﬁ+}/)7
3 3 3
{.

3
sina +sinf +siny +tgo +tgf +tgy > 3(sin§+tg§> :3(§+\/§>.

Znak jednakosti u posljednjoj nejednakosti vrijedi ako i samo ako je oo = =y = 60°,
tj. kad je zadani trokut jednakostranican.
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Zadatak 3. DokaZi nejednakost

tg1° +tg2° + ... + tgdde
4{‘/tg1°~tg2°-...-tg44°<tg220301< g1° +tg 44‘_‘ tig |
RjeSenje. Buduci da je funkcija f(x) = Intgx konkavna na intervalu <07 %> jer je

cos 2x

T
1oy "_ _q4. d
f'(x) =(Intgx)" = —4 S ox <0, Vx € <0, 4>,

to prema teoremu 2 moZemo pisati

)

19420 4 ... +44°
1ntg1°+1ntg2°+...+1mg44°<441ntg( RN s )

44

1
v In(tg 1° - tg2° - ... - tg44°) < Intg(22°30")

te kona¢no dobivamo

Wiglo - tg2o - ... -tgdd° < tg22°30'. (7)

Zbog konveksnosti funkcije g(x) = tgx (posljedica 3) na intervalu <O7 %>, prema
teoremu 1 dobivamo
tg1° +1tg2° + ... +tgd4° (1°+2°+
t
44 -8 44
1z nejednakosti (7) i (8) direktno proizlazi traZena dvostruka nejednakost.

440
+ >:tg22°30'. (8)

Zadatak 4. Akosu x, y, z€ R (0<x, y, z< %), n € N dokazi nejednakost

tg"x-tg"y+tg"y tg"z+tg"z - tg" x > (tgx-tgy +tgy - tgz +tgz-tgx)".

1
3n—1

RjeSenje. Za n = 1 vrijedi jednakost. Neka je n > 2 i f(x) = x", x > 0. Bududi je
f"(x)=n(n—1x"2>0,neN, n>2, x>0, to moZzemo primijeniti teorem 1, te

slijedi
fx1) + f(x2) + f(x3) S (xl +x2+x3>
3 /f 3 9
a samim time i . . .
x1+x2+x3><x1+x2+x3) 9)

3
Kako za brojeve x, y, z € R vrijedi 0 < x, y, z< %, to je tgx > 0, tgy > 0,
tgz > 0. Supstitucijom x; = tgx - tgy, x, =tgy -tgz, x3 = tgz - tgx u nejednakost
(9) dobivamo
tg"x-tg"y+tg"y tg"z+tghz tg"x S (tgx ‘tgy +tgy-tgz+tgz- tgx)"
3 - 3
odakle slijedi traZena nejednakost.

Zadatak 5. Neka su o, f, y kutovi trokuta i n € N. Dokazi da vrijedi nejednakost

ctg" E+ctg g-l-ctg 52 3";2

RjeSenje. Za funkciju f(x) = ctg"x dobivamo f”(x) = n(n — 1) ctg" > x - —
sin x

2nctg"x- Scl(:;); >0, Vx € <O7 g> i n € N. Bududi je funkcija f(x) prema teoremu

I“|
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3 konveksna, iz teorema 1 slijedi

e B Y (1 w0, B ] ny>
tg" — +ctg" = +ctg" & =3(zctg” — + ctg" = + —ctg" &
cg2-1-0g2+cg2 33cg2+3cg2 3cg2
lrya B v
a0 {5+ +)
“w3lzt213
:3ctg”( +§+y :3ctg”%:3”2_2.
Zakljucak

Nadam se da ste kroz ovih nekoliko primjera uocili efikasnost Jensenove nejednakosti.
Kao $to ste mogli i primijetiti, sama metodika rjeSavanja relativno je standardna i svodi
se na odredivanje odgovarajuce funkcije definirane na nekom zadanom intervalu kojoj
odredujemo konveksnost ili konkavnost, te konacno realiziramo dokaz kroz teorem 1 ili
2.

Za one koji nisu uocili prednost teorema 1 i 2 nad klasi¢nim rjeSavanjem, predlaZzem da
rijeSe sve nejednakosti, koje su ovdje navedene, nekom drugom metodom (indukcijom,
trigonometrijski,. . . ), dok za one druge ostavljam jo§ nekoliko zadataka za uvjeZbavanje.

Korisno bi bilo upamtiti teoreme opisane u ovom ¢lanku i razmisliti o upotrebi
Jensenove nejednakosti na ostale funkcije (nejednakosti algebarskog karaktera).

Zadaci za vjezbu

1. Ako su oy, o, ..., o, kutovi konveksnog mnogokuta, dokazi da vrijede
nejednakosti

.0 . 0 . Oy L/n—=2
sm—+sm—+...+sm—<nsm( 77:)7
m m m mn
. . . 2w\
SINQ - SINCp - ... -SINQy, < (—) .
n
2. DokaZi da u Siljastokutnom trokutu vrijedi
1 V3
cosa +cosfB+cosy +ctgo +ctgf +ctgy = 3(5 + T>

3. Neka su o, B, v kutovi trokuta i n € N. DokaZi da vrijedi nejednakost
tg" o +tg" B+tg"y > 3
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