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Analiticko i geometrisko reSavanje nekih iracionalnih
jednacina
DRAGISA STEVANOVIC, Zrenjanin

Jednadine koje sadrfe nepornatu pod ma kakvim korenom nazivajn se iraci-
onalnim jednaéinama.

IzloZioci tih korena mogu biti ma kakvi brojevi, ali mi éemo reSavati samo
iracionalne jednacine u kojima se javljaju iskljué¢ivo kvadratni koreni. Takve jedna-
¢ine mogu da sadrie samo jedan, dva, pa i vife kvadratnih korena, kao naprimer
ove:

Vx—5-2=0, Fx—1—VFx —2=11i fax+ 1+ Vx4 2=VFx+3.
ReSavanje takve jedne jednaéine, svodi se, kvadriranjem obeju strana, na jednu

racionalnu jednadinu, koja se naziva rezolventnom jednafinom date iracionalne
jednatine, -
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Pitanje je sad da 1i se kvadrirgn]em obeju strana neke jednafine dobija ekvi-
valentna jednadina datej jednalinid,

Da bismo na ovo pitanje odgovorili, podi, ¢emo, naprimer, od ove jednadine

()  A=B,
gde su A i B izrazi koji sadrie nepeznate, Alko obe strane ove jodnaline kvadri-
ramo imademo

(2) Ar= Bi
Zn svako reienje jednafine (1) A i B imaju jednake numerifke vrednostic isto take
njihovi kvadrati, Zto znadl da je | jednafina (2) zadovoljena. Obratne, za svako
refenje jednafine (2) A2 1 B? imaju  jednake numeriéke wvrednosti, tj. A*—E*=0
ili (A+EB) (A—BI=0

Kako je proizvod jednalk nuli ako je bilo koji &inilac nula, poslednja jednadina
ge svodi na jednagine

(3} A=—B=10 i (4) A+B=10
Iz (3) imamo A = B, #nati jednalina (1) je zadovoljena. All, iz (4) imamo A = — B,
te jednofina (1) nije zadovoliena, Jednadina (4) se dobija (1) promenom znaka na
desnoj strani. Dakle, jednatina (2) nije ekvivalentna jednagini (1), Jednacing (2)
gadré sva refenja Jjednadine (1), ali ona mofe sadrZati § druga, a to su redenja
jednatine A = — B, ako ih ima.

Premaa tome, dizanjem na kvadrat ebeju strane date jednadine ne dobija se
elhvivalentng jedwading, mego se tom operacijom uvode jof meki koreni, loji ze na-
mivgju stranim korenima dote iracionalne jednadine,

Zhog toga, pri refavanju iracionalne jednafine moramo uvelk proveriti da 1
resenja odgovarajuée racionalne iednadine zadovoljavaju i datu iracionalnu jedna-
Binu. Na primerima femo pokazati o femu treba vediti rafuna pri refavaniu fraci-
onalnih jednadina. Istovremeno ¢emo refavati iracionalne jednadine analiticki i geo-
metriskl. Uzedemo u obzir najiednostavniie slutajeve, naime ove:

1, Jednadine oblika }' A+ B =0, gde ie A linearna funkeija, a B broj, ili A
linearna funkcija i B linearna funkcija,

Primeri. 1. Refiti jednadinu |} = +1—2 =20,

Uzmimo u obzir zamo aritmetiku vrednost kvadratnog korenn. Redimo datu

jednafinu prvo analitifki. Imame |'x + 1= 2. Ako obe strane ove jednaline digne-
mo na kvadrat, dobitemo racionalnu jednatinu x + 1 = 4, odakle je x =3, Prove-
rimo tafnost dobijenog refenja. Pofto smo uzeli u obzir samo aritmetidku vrednost
koreha mora biti x + 1 > 0. . 7 — 1. Broj 3 zadovoljava ovaj uslov, prema fome
on je koren date jednaline.
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Refimo sad peometriski datu jednadinu. Stavimo y= )V r+1—2 i konstru-
idimo grafik ove funkeije. Mora biti € + 120, tj. x> —1. Iz sl 1 vidimo da grafik
funkeije w=} x+ 1—2 sefe osu x u talki M Zija je apscisa 3. Dakle, funkeija



https://matematickitalent.mk/

= &+ 1—2 ima nulu za x = 3, prema tome jednadina i’:r+ 1—2 =0 ima jedan
koren » = 3.

2. Reditl jednadinu 1"_:}: +14+2=0, Iz same strukture jednatine moiemo za-
kljué¢iti da je ova jednadina nemogucéa, tj. ona nema refenja, jer zbir dva pozitivna
broja ne moZe biti jednak null Do Jstnf. zakljiutka mofemo doéi ako je refimo i ana-
lititki i geometriski, Imamo 1 a:-- I = — 2 Ako obe sirane ove jednadine kvadri-
ramo, dobifemo racionalnu jednadinu x + 1 =4, sdakle je x =3 Medutim, broj 3

nezadovoljava datu jednadinu. Ako konstruifemo grafik funkeije y =) x +1 + 2
isl. 2), vidimo da njen grafik ne sefe osu x, Dakle, funkeija y =) x+ 1+ 2 nema

nula, a jednadina } =+ 1+ 2 =0 nema refenja.
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Napomena, Jednadina !' T+ 1+2=0se zove skonjugovana jednatinas« jedna-
toe Vx+1—2=0.

3. Resiti jednadinu x—1= |} x + 5. Ako obe strane ove jednatine kvadriramo
dobiteme jednadéinu zf—3x—4 = 0, &ja su refenja o= 42:~ —1. Samo prvo rofes
nje zadovoljava datu jednafinu. Drugo refenje zadovoljava njoj konjugovanu jedna-
giny x—1 = — }'x + 5, Da bismo datu jednaéinu x—1 = |'x + 5 resili geometriski,
stavimo y =x=—1 i y = | 2 + 5. Grafik funkcije y = x—1 je prava, a grafik funk-
cije y=| x+5 je kvadratna poluparabolz (sl. 3). Mora biti »+ 5 =0, i
x o — 5. [z slike 3 vidimo da prava sefe kriva u tadki M &ija je apscisa x = 4, Prema
tome jednadina x—1=} x + 5 ima koren.
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Da bismn redili drugu jednadinu konstruifime grafike funkcija w=x—1 i
v=—Vzx+5 (s 9 Iz slike 4 vidimo da se ova dva gl‘ﬂhka seku u talbki M &ija
je apsclsa x = —1, Prema tome, jednadina x—1=—| = + 5 ima koren.
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4 Refiti jednadinu x—2 = ' 2x —8. Analititko refavanie daje dva korena
=31 x,=4 Oba korena zadovoljavaju datu jednalinu, Konstruisani grafici
funkeija ¥ =x—2 i y= [3r—4g (sl.5) seku se u dvema talkama M, i M, lije
U dpscise xp = 3 1 T2 = 4+

Konjugovana jednaling £1—2 = — IFEE:E nema kKorena., Na slici 5 tadkasta
kriva y=— 1 H:-ﬂ e Sede Se sz pravom y — X —2.

5. Rediti joi jednatiny x—2=1 2r — 5. Analititko reiavanje daje dvostruki
koren x = 2. Iz slike & vidimo da se graficl funkeijav=x—2iy=V 2x — 5 diraju
u tadki M, &ja je apscisa @ =3,

Konjugovana jednating x — 2 = --
— ¥2x —5 nema relenja.

Na osmovn refenil primera iraciohdal-
nih jednading oblika | A+ B = 0, gde su
A i B linearne funkeije, moZemo dait sle-
dedi zakljudalk o broju Korenag, £ mmogu
Biti tri sludaja: 1. jednadfing itma dva real-

na korena, 2. jedan realan koren i 3. nema
karen,

2, Uzmimo sad u obzir iracienalne
jednadine oblika + VA + | B + C = 0,
gde su A 1 B linearne funkeije, a C broj.

Frimeri, 1. Refiti jednadinu l-r_a:_i- 14 | x—2 =3 Sastavimo | tri konjugo-
vane jednadine: Jrx+1 —Vrx—2=3 —)z+1 + Vx—2=3 —|x+1—
— V' x—2 =3 Ako svaku od ovih jednadina dvaput kvadeiramo dobi¢eme racio-
nalnu jednactinu ¥ —2 = 1, odakle je x = 3. Broj 3 je koren samo prve jednadine, a
stran je koren za konjugovane jednadine,

Da bismo refili peometriski jednadinu Vz+1+Vz—2= 3, napifimo je ovi-
ko | x—2=3—} x+1 i konstruifimo grafike funkcija y=Vx—2 | y=3—
— Vx+1 (sl. . Ova dva grafika seku se u tadki M &lja je apscisa x = 3. Dakle,
jednatina }'xr +1+}) x—2 =2 ima refenje.
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Iz siike 7 vidimo da je; AR grafik funkcije y = E.:-i'J;_E, AC grafik funkeije
y=—| x—2, PS8 grafik funkecije y=3—} x+1 i PQ grafik funkcije y =3+

+ Vx4 1 Iz ove slike mofemo zakljuditi da konjugovane jednatine date jedna-
tine nemaju refenja,
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2 Resiti jednatinu J2z—4— 'z +5=1 Imamo }2x—4=1+}) x+5
Ako obe strane ove jednatine dvaput kvadriramo dobitems racionalnu jednacinu
3 —242-+80=0 &jun su koreni o =20 i x:=4 Samo prvi koren zadovoljava
datu jednadinu, a drugl keren je stran koren. Lako se moZe uveriti da je on koren
konjugovane jednadine — i 2c—4+ V' x +5=1 O0Ostale dve konjugovane jedna-
£ine nemaju rcienja.

Konstruigimo sad grafike funkeija y= Vor—a i =1+ ].-'"I + 5 {sl. 8).
Dakle, geometriski smo dobili isto reSenje, kao i analitiki

3. Rediti jednaéinu V' 2x +3 — V2 —2 = 2. Podto ovu jednatinu napifemo
drugadije ovake V2x +3 =2+ V'x — 2
I-? i obe njene strane dignemo na kwvadrat
Ni'"‘pif-ﬁ—-" dobitemo, posle svodenja, jednatinu 4-

L e

Vx—2=x+ 1, ekvivalentnu datoj. Ako

obe strane ove poslednje jednadine dig-

i nemo na kvadrat, dobiéemo, pri uslovua

: xr—2 2> 0, ekvivalentnu jednafinu x*—

— 4 +33 =0, Tji su koreni x =11 i

=13, Obe vrednosti 1 zadovoljavaju uslowv

5. & r—2>= 0, prema tome one su koreni date
iracionalne jednactine,

Konstruifimo sad grafike funkecija w= {2x+3 ig=2+ ' x—32 (sl 9). Iz
grafika wvidimo da smo dobili ista refenja, kao i analiti¢ki, tj. o =11 § 0 = 3.
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Na osnovu redenih primera iracionalnih jednaéing oblike + ) A+ ) B+C=
=10, gde su A i B linearne funkcije i C broj, mofemo dati ovaj zakljuéak o broju
korena, tj, mogu biti ¢ri slufeja: 1. jednadinag ima dva realna korena, 2. jedan Tealan
koren i 3. nema koren.



