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Ристо Малчески, Македонија

МЕРИМЕ, СПОРЕДУВАМЕ И
РАСПРЕДЕЛУВАМЕ МАСИ

За решавањето на стандардните логички задачи најчесто не се потреб-
ни преголеми теориски предзнаења. Токму затоа истите се погодни за
развивање на квалитетите на мислењето и се посебно интересни за органи-
заторите на математичките натпревари. Покрај стандардните логички
задачи за утврдување кој говори вистина, а кој лаже, од посебен интерес се
задачите во кои на вага со тегови или без тегови треба да измериме
определено количество од некој производ, од неколку на изглед еднакви
предмети да најдеме предмет со помала или поголема маса, според даден
критериум определен број предмети со различни маси да распределиме во
неколку групи итн. Во продолжение ќе разгледаме поголем број задачи од
наведените видови.

1. Во една вреќа има 9 kg брашно. Располагаме со вага со два таса и тег
од 200 g . Како со три мерења ќе измериме 2 kg брашно?
Решение. Прв чекор: На едниот тас ќе го ставиме тегот од 200 g , а
потоа на тасовите ќе го истуриме целото брашно од 9 kg така што
вагата ќе биде во рамнотежа. На тој начин ќе измериме брашно со

маса и брашно со маса 4,4 kg ,

Втор чекор. Од брашното со 4,6 kg како во првиот чекор ќе изме-

риме брашно со маса и брашно со маса 2,2 kg .

Трет чекор. Од брашното со маса 2,2 kg со помош на тегот ќе изва-

диме брашно со маса 0,2 kg , со што ќе добиеме 2 kg брашно.

2. Во вреќа имаме шеќер во прав. Располагаме со вага со два таса и тег
од 1 g . Кој е потребниот најмал број мерења за да измериме 1 kg

шеќер?
Решение. Најмалиот број мерења е 10. Прво мериме 1 g шеќер. Потоа
ставајќи го тегот на едниот тас и веќе измерениот 1 g шеќер мериме
2 g шеќер. Така добивме 3 грама измерен шеќер. Сега можеме да
измериме ново количество од 4 грама, користејќи го тегот и веќе
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измерените 3 грама шеќер. Слично, во следните чекори можеме да
измериме 8, 16, 32 грама,со што по 6 чекори добиваме вкупно 63
грама шеќер. Во седмиот чекор ќе измериме уште 62 грама шеќер,
ставајќи го на едниот тас 63 грама измерениот шеќер, а на другиот тас
тегот од 1 g и уште 62 грама шеќер. Значи, во седмиот чекор имаме
125 грама шеќер. Сега во следните три чекори секој пат ја удвојуваме
масата на измерениот шеќер, па со десеттото мерење ќе добиеме 1000
грама, т.е. 1 килограм шеќер.
Со помалку од 10 мерење не можеме да зимериме 1000 грама шеќер,
бидејќи со седмото мерење можеме да измериме најмногу
63 64 127  грама, со осмото најмногу 127 128 255  грама, а со
деветтото најмногу 255 256 511  грама.

3. Илија има 13 лубеници. Тој има вага  со чија помош може да ја измери
вкупната маса на две лубеници, но не може да измери маса само на
една лубеница или на повеќе од две лубеници. Дали со осум мерења
Илија може да ја определи вкупната маса на сите лубеници?
Решение. Да тргнеме од тоа дека при истите услови вкупната маса на
три лубеници може да се определи со три мерења. Имено, ги мериме
првата и втората, втората и третата, третата и првата, ги собираме
добиените маси и делиме со 2.
Ако бројот на лубениците е парен 2n , тогаш со n мерења можеме да
ја определиме нивнта вкупна маса, мерејќи по две и собирајќи ги
добиените n маси.
Да се вратиме на нашата задача. Вкупната маса на првите 10 лубеници
ја мериме со пет мерења, а вкупната маса на преостанатите три
лубеници со три мерења, што е вкупно осум мерења.

4. Определи го најмалиот број камиони со носивост 3 тони со кои од-
еднаш може да се превезат 50 контејнери со маси:

.

Решение. Седум камиони не се доволни одеднаш да се превезат сите
50 контејнери, бидејќи ниту еден камион не може да превезе повеќе
од 7 контејнери (масата на осумте најлесни контејнери е и е
поголема од 3 тони). Од друга страна, 8 камиони се доволни, што
заклучуваме на следниов начин.
Масата на било кои 6 контејнери е помала од , бидејќи масата
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на најтeшките 6 контејнери е еднаква на . Масата на било кои
7 од најлесните 14 контејнери исто така е помала од , бидејќи
масата на седумте најтешки од овие 14 контејнери е еднаква на

. Според тоа, на два камиони треба да се натоварат 14 најлес-

ни контејнери, на секој по 7, а на преостанатите 6 камиони ги товари-
ме преостанатите 36 контејнери, по 6 контејнери на секој камион.

5. Определи го минималниот број камиони со носивост 7,5 тони со кои
може одеднаш да се превезат 50 контејнери со маси:

.

Решение. Вкупната маса на осумте контејнери со најмала маса е
поголема од 7500 килограми, па затоа не се доволни 7 камиони за
превоз на сите 50 контејнери. Од друга страна 8 камиони се доволни
што следува од следниве разгледувања: Масата на било кои 6 контеј-
нери е помала од 7500 килограми, бидејќи вкупната маса на шесте
контејнери со најголема маса е 6945 килограми. Од друга страна,
масата на било кои 7 од 14 контејнери со најмали маси е помала од
7500 килограми. Според тоа, на два камиони ќе натовариме по 7 од
оние 14 контејнери со најмали маси, а на другите 6 камиони по 6
контејнери од преостанатите 36 контејнери.

6. Неколку еднакви контејнери имаат вкупна 10 тони, при што масата на
еден контејнер не е поголема од еден тон. Кој е најмалиот број
камиони со носивост од 3 тони со кои со сигурност може да се пре-
несе целиот тој товар?
Решение. Прво ќе докажеме дека 4 камиони со носивост од 3 тони не
се секогаш доволни. Тоа ќе биде, на пример, во случај кога имаме 13
контејнери, а масата во секој од нив е 10

13
тони. Во тој случај ниту

еден камион не може да носи повеќе од три такви контејнери. Сега ќе
докажеме дека пет такви камиони е секогаш доволно. Навистина, во
секој камион можеме да натовариме најмалку два тони товар, бидејќи
се додека во камионот се наоѓаат помалку од 2 тони товар, може да се
додаде уште еден контејнер (чија маса, според условот на задачата, е
помала од еден тон). На тој начин во камионите може да се натоварат
сите 10 тони товар.

7. Јован има тегови со маси 1 , 2 , 3 , ...,100 ,101g g g g g , но го загубил

2778 kg
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тегот од 19 g . Дали Јован може преостанатите тегови да ги подели во
две групи од по 50 тегови така што масите во двете групи ќе бидат
еднакви?
Решение. Може. Во првата група ќе ги стави теговите од 18 и 20 гра-
ма, а во втората група ќе ги стави теговите од 17 и 21 грам. Имаме
18 20 17 21 38    . Сега преостанатите тегови ќе ги подели во две
низи парови и тоа во првата низа се паровите (1,16), (2,15), ..., (8,9) и
во втората низа се паровите (22,101), (23,100), (24,99), ..., (61,62) . Ко-

нечно, доволно е во првата група да стави било кои 4 парови од
првата низа и било кои 20 парови од втората низа, а преостанатите
парови да ги стави во втората група.
На овој начин, во двете групи ќе имаме по 2 2 4 2 20 50     тегови
со вкупна маса: 38 4 17 20 123 2566 g     .

8. Дали е можно теговите со маси: 2 2 2 21 , 2 , 3 , ..., 81gr gr gr gr да се по-

делат во три групи од по 27 тегови така што збирот на масите во трите
груши ќе биде еднаков?

Решение. Тегови со маси (во грамови) 2 2 2, ( 1) ,..., ( 8)n n n  може да
се поделат на три групи од по три тега така што масите на двете групи
се еднакви, а масата на третата група е за 18 g помала од масата на
првата (и втората) група. Последното следува од равенствата

2 2 2 2 2 2

2 2 2

( 5) ( 7) ( 1) ( 3) ( 8)

( 2) ( 4) ( 6) 18.

n n n n n n

n n n

         

      

Затоа 27 тегови со маси од 2n до 2( 26)n  можеме да ги поделиме на
3 групи со по 9 тегови кои имаат еднакви маси:

2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2

: , ( 5) ,( 7) ,( 11) ,( 13) ,

( 15) ,( 18) ,( 23) ,( 25) ;

: ( 1) ,( 3) ,( 8) ,( 9) ,( 14) ,

( 16) ,( 20) ,( 22) ,( 24) ;

: ( 2) ,( 4) ,( 6) ,( 10) ,( 12) ,

( 17) ,( 19) ,( 21) ,

A n n n n n

n n n n

B n n n n n

n n n n

C n n n n n

n n n

   

   

    

   

    

   2( 26) .n 

Понатаму, тврдењето лесно се покажува за секој број од видот
27n k . Во нашиот случај 81n  и 3k  .
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9. Дадени се 2009 парчиња сирење со различни маси. Дали може едно од
дадените парчиња сирење да се подели на два дела така што потоа
сите парчиња сирење да се поделат во две групи со еднаква маса, така
што во секоја група има еднаков број парчиња сирење.
Решение. Нека масите на дадените 2009 парчиња сирење се редо-
следно 1 2 2009, ,...,m m m при што важи

1 2 3 2008 2009...m m m m m     .

Тогаш

1 1 3 5 2007 2 4 6 2008 2... ...M m m m m m m m m M           ,

но и

1 2009 1 3 2007 2009 2 4 2008 2... ...M m m m m m m m m M           .

Значи, 1 2M M и 1 2009 2M m M  . Според тоа, парчето сирење со
маса 2009m треба да се подели на два дела со маси x и 2009m x така

што 1 2 2009M x M m x    , односно 2 2009 1
2

M m M
x

  . Тогаш секоја

група ќе има маса 2 2009 1 2 2009 1
1 2 2

M m M M m M
M

     и во секоја група

ќе има по 1005 парчиња сирење.

10. Матео има дигитална вага која покажува точен број грамови и 10
вреќички со по 100 златници. Во девет вреќички се златници од по 10
грама, а во една се златници од 11 грама. Како само со едно мерење
Матео може да открие во кои вреќички се златници од по 10 грама, а
во која се златници од 11 грама?
Решение. Нека Матео ги означи вреќичките со броевите од 1 до 10.
Потоа од секоја вреќичка зема онолку златници колку што е бројот со
кој вреќичката е означена. Така Матео вкупно зел

1 2 3 ... 10 55    
златници. Ако сите златници се од по 10 грама, тогаш нивната маса ќе
биде 55 10 550  грама. Но, бидејќи има златници и од 11 грама,
Матео ќе измери маса поголема од 550 грама, а помала или еднаква на
560 грама. Притоа, ако Матео измерил маса 550 x грама, 1 10x 
тоа значи дека тој зел x златници од по 11 грама и тие се во вре-
ќичката означена со бројот x .

11. Андреј има дигитална вага која покажува точен број грамови и 100
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вреќички со по 100 златници. Во 99 вреќички се златници од по 10
грама, а во една се златници од 9 грама. Како само со едно мерење
Андреј може да открие во кои вреќички се златници од по 10 грама, а
во која се златници од 9 грама?
Решение. Нека Андреј ги означи вреќичките со броевите од 1 до 100.
Потоа од секоја вреќичка зема онолку златници колку што е бројот со
кој вреќичката е означена. Така Андреј вкупно зел

1 2 3 ... 100 5050    
златници. Ако сите златници се од по 10 грама, тогаш нивната маса ќе
биде 5050 10 50500  грама. Но бидејќи има златници и од 9 грама,
Андреј ќе измери маса поголема или еднаква на 50400 грама, а помала
од 50500 грама. Притоа, ако Андреј измерил маса 50500 x грама,
1 100x  тоа значи дека тој зел x златници од по 9 грама и тие се во
вреќичката означена со бројот x .

12. Меѓу 2009 наизглед еднакви топчиња 1005 топчиња се со маса од по
10 грама, а 1004 топчиња се со маса од по 9,9 грама. Колку најмалку
мерења на вага со два таса, без тегови, се потребни за да се одделат
две множества топчиња со различни маси и со еднаков број топчиња?
Решение. Очигледно едно мерење не е доволно. Ќе докажеме дека
целта сигурно може да се постигне со две мерења. Топчињата ќе ги
поделиме на три множества ,A B и C така што во A и B се содржат
по 1004 топчиња, а во C има едно топче. Ги споредуваме множества-
та A и B . Ако имаат различни маси, тпгаш тоа се бараните мно-
жества, а ако имаа еднакви маси, тогаш секое множество содржи по
502 топчиња од 10 грама и 502 топчиња од 9,9 грама (топчето C има
10 грама). Сега множеството A го делиме на две множества од по 502
топчиња и истите ги споредуваме. Ако масите им се различни, тогаш
тоа се бараните множества, а ако имаат еднакви маси, тогаш секое од
нив содржи по 251 топче од 10 грама и 251 топче од 9,9 грама. Било
кое од овие две множества поделено на две множества со по 251 топче
е решение на задачата.

13. Меѓу 2013 на изглед еднакви златници се наоѓаат 50 фалсификувани.
Сите исправни златници се со иста маса и сите фалсификувани
златници се со иста маса која за 1 грам се разликува од масата на
исправните златници (може да се полесни или потешки). Имаме на
располагање вага со два таса и скала која ја покажува разликата на
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масите на едниот и другиот тас во грамови. Дали може за произволно
избран златник со едно мерење да се констатира дали е исправен или е
фалсификуван?
Решение. Да земеме еден златник, а преостанатите да ги распредели-
ме на левиот и десниот тас по 1006. Ако издвоениот златник е испра-
вен, разликата на масите на двата таса ќе биде парен број грамови.
Ако издвоениот златник е неисправен, разликата на масите на двата
таса ќе биде непрарен број грамови. Така заклучуваме дали земениот
златник е исправен или неисправен.

14. Меѓу 103 златници два се неисправни, се разликуваат само според
масата од останатите. Познато е дека сите исправни златници се со
иста маса, а исто така и сите неисправни. Со помош на три мерење на
вага без тегови определи дали случајно избран златник е исправен или
неисправен.
Решение. Одделуваме три групи со по 34 златници во секоја. Да ги
означиме со , ,A B C . Ги споредуваме групите A и B , а потоа групите
B и C . Јасно е дека сите три групи не може да имаат иста маса. Ако
при едното мерење вагата не е во рамнотежа, а при другото е во
рамнотежа заради определеност ќе земеме дека првиот пат вагата не е
во рамнотежа. Првата можност е A B и B C . Тогаш или во B и
C сите златници се исправни, па неисправниот златник е потежок од
исправниот, или во двете од овие групи по еден златник е неисправен
и тој е полесен од останатите. Останува само да се констатира дали во
третата група има неисправен златник. За таа цел ја делиме третата
група C на две со по 17 златници и ги споредуваме нивните маси.
Втората можност е A B и B C , па постапуваме аналогно, само
заклучуваме дека во B и C сите златници се исправни, па неис-
правниот златник е полесен од исправниот, или во двете групи по
еден златник е неисправен и тој е потежок од другите.
Случајот кога двете први мерења не се во рамнотежа се разгледува
аналогно, имајќи предвид дека групата B која учествува во двете
мерења мора или двата пати да биде полесна или двата пати потешка.

15. Марко има 185 златници и знае дека меѓу нив има 7 фалсификувани.
Сите исправни златници имаат еднаква маса, а фалсификуваните исто
така имаат иста маса, но се малку полесни од исправните. Марко
треба на Илија да му даде 23 златници. Дали може само со три мерења
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на вага без тегови да се изберат 23 исправни златници?
Решение. Да одделиме еден златник, а останатите да ги поделиме во
две купчиња од по 92 златници. По споредувањето на овие две купчи-
ња на вагата, го избираме она со поголема маса (ако имаат иста маса,
тогаш било кое). Јасно, во избраното купче може да има најмногу три
фалсификувани златници. Избраното купче го делиме на две купчиња
од по 46 златници. По споредување на вагата повторно го избираме
купчето со поголема маса (ако имаат иста маса – било кое). Во него
има најмногу еден неисправен златник. На крајот, ова последно купче
го делиме на две со по 23 златници. Во купчето со поголема маса сите
златници се исправни.

16. Познато е дека меѓу 63 наизглед еднакви златници има 7 фалсифику-
вани. Сите исправни златници имаат иста маса и сите фалсификувани
златници имаат иста маса, но малку се полесни од исправните. Како
со помош на три мерења на вага без тегови може да се одделат 7
исправни златници?
Решение. Отстрануваме еден златник, а преостанатите златници ги
делиме на две купчиња со по 31 златник во секое купче. Ако вагата е
во рамнотежа, тогаш отстранетиот златник е неисправен и на секој тас
на вагата има по 3 неисправни златници. Ако еднаката група е по-
тешка, тогаш во таа група има најмногу 3 неисправни златници.
Од купче со најмногу 3 неисправни златници (во случај на рамнотежа
можеме да го земеме било кое купче) отстрануваме еден златник, а
преостанатите ги делиме на две купчиња со по 15 златници. Да ги
споредиме овие две купчиња. Ако вагата е во рамнотежа, отстранети-
от златник е неисправен, а на секој тас на вагата има најмногу по еден
неисправен златник. Ако едната група е потешка, тогаш во таа група
има најмногу еден неисправен златник. Во секој случај имаме купче
од 15 златници со најмногу 1 неисправен златник. Од ова купче зема-
ме 1 златник и преостанатите златници ги делиме на две купчиња со
по 7 златници и ги споредуваме на вагата. Ако вагата е во рамнотежа,
тогаш сите златници во двете купчиња се исправни, а ако не е во рам-
нотежа, тогаш се исправни оние 7 златници во потешкото купче.

17. На пазарот се појавле фалсификувани златници кои на изглед не се
разликуваат од вистинските, но се незначително полесни. Златарот
Златко добил 20 златници и сака да провери дали меѓу нив има фал-
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сификувани. Дали може  на вага без тегови, со најмногу 11 мерења, да
го определи бројот на фалсификувани златници? (Можно е сите
златници да се исправни, но не се сите фалсификувани.)
Решение. Прво на секој тас става по еден златник. Нека се тоа
златниците a и b . Ако при првото мерење вагата не е во рамнотежа,
тогаш наоѓаме еден фалсификуван златник (полесниот) и еден
исправен (потешкиот). Во следните девет мерења, на едниот тас ги
ставаме златниците a и b , а на другиот по два златника од преоста-
натите 18. При секое такво мерење можеме да констатираме колку
меѓу двата златника на другиот тас има фалсификувани (0, 1 или 2).
На тој начин го определуваме бројот на фалсификуваните златници по
10 мерења.
Ако при првото мерење вагата е во рамнотежа, заклучуваме дека или
двата златника се исправни или двата се фалсификувани.Во следните
мерења ги споредуваме масите на првите два златника ( a и b ) и
парови од преостанатите златници се додека не се појави нерамно-
тежа.
Ако нерамнотежа воопшто не се појави, тогаш заклучуваме дека сите
златници се исправни, бидејќи масите на сите се исти, а според прет-
поставката сите златници не се фалсификувани. Значи, и во овој слу-
чај се доволни 10 мерења.
Ако нерамнотежата прв пат се појави при споредување на масите на
златниците a и b со масите на златнците c и d , тогаш во следното
мерење ги споредуваме златниците c и d .
Ако масите на златниците c и d се различни, тогаш едниот е испра-
вен, а другиот е фалсификуван, па во натамошните мерења ги споре-
дуваме овие два златника со паровите преостанати златници и наоѓаме
колку во секој таков пар има фалсификувани златници. Покрај тоа,
врз база на резултатот од претходните споредувања на златниците a

и b со другите парови златници, заклучуваме колку меѓу нив имало
фалсификувани. Значи, во овој случај имаме 11 мерења.
Ако масите на златниците c и d се еднакви, тогаш постојат две мож-
ности: златниците c и d се исправни, а сите златници кои учеству-
вале во претходните мерења се фалсификувани, или златниците c и
d се фалсификувани, а оние другите се исправни. Кој случај е во
прашање заклучуваме врз основа на претходниот резултат од споре-
дувањео на масите на парот a и b со парот c и d . Покрај тоа, врз
основа на досегашните мерења можеме да определиме и колку меѓу
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досега разгледуваните златници се исправни, а колку се фалсифику-
вани, како и да одделиме два златника e и f од кои едниот е испра-

вен, а едниот е фалсификуван. Понатаму, продолжуваме да спореду-
ваме нови парови златници со парот златници e и f . И во овој случај
вкупниот број мерења е 11.


