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ПРЕДГОВОР  
 

 

 
Ниедно истражување на човекот не може да се нарече 

вистинска наука ако не е поткрепено со математички 

доказ. 

Проблематична е веродостојноста на тврдењата во 

науките каде што нема примена на ниту една математичка 

дисциплина, т.е. кои не се поврзани со математиката. 

Леонардо да Винчи  

 

 

 
Книгава Репетиториј по елементарна математика – прв дел е наменета за 

ученици од средното образование. Идејата на оваа серија од четири збирки задачи 

е да овозможи повторување на материјалот за кој авторите сметаат дека е 

неопходен за успешно продолжување на студиите на полето на математиката, 

физиката, информатиката, електротехничките, машинските и градежните науки. 

Книгава содржи 508 решени задачи. Повеќето од задачите содржани во оваа книга 

се на ниво на задачите кои се задаваат на општинските и регионалните натпревари 

по математика, но во книгава се поместени и задачи кои се значително поголема 

тежина. Оттука, оваа збирка задачи може да им послужи и на учениците кои се 

подготвуваат за натпреварите по математика.  

Во книгава четири одделни целини се обработени задачи од множествата и 

логиката, алгебарските изрази, задачи од теоријата на броеви и линеарните 

равенки и нивната примена Притоа, задачите се распределени по области. Така, на 

пример, задачите од теоријата на броеви се распределени во седум дела, и тоа: 

Воведни задачи, Деливост, Прости броеви. Најголем заеднички делител и најмал 

заеднички содржател, Конгруенции, Диофантови равенки и Дополнителни задачи.  

Рецензентите, д-р Слаѓана Брсаковска, д-р Даниел Велинов и д-р Сања 

Костадинова, придонесоа со своите сугестии и забелешки да се подобри содржи-

ната на книгава, за што посебно им благодариме.  

И покрај вложениот напор, не можeме да се ослободиме од впечатокот дека се 

можни значителни подобрувања на оваа збирка решени задачи, како и отстра-

нување на евентуалните пропусти и грешки. Затоа, однапред сме благодарни на 

секоја добронамерна забелешка, критика и сугестија.  

На крајот, ќе ни биде особена чест и задоволство ако оваа збирка придонесе 

учениците да навлезат во тајните на математиката, а посебно ако математиката им 

стане животна определба на некои од нив.  

 

Скопје                  Авторите  

јануари, 2020 г.                 
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I  МНОЖЕСТВА И ЛОГИКА  

 
1.  МНОЖЕСТВА  

 

1. Најди ја унијата на множествата  

а) { |   и  9}A n n n    и { |   и  5}B n n n    

б) 0{ | 3 1, }A n n k k     и 0{ | 3 2, }B n n k k    . 

Решение. а) За дадените множества имаме  

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}A   и {5, 6, 7, 8, ..., , ...}B k , 

па затоа A B  .  

б) Очигледно  

0{ | 3 1  или  3 2, } { |   и  3 | }A B n n k n k k n n n           .  

 

2. Најди го пресекот на множествата  

а) { |   и  9}A n n n    и { |   и  5}B n n n    

б) 0{ | 3 1, }A n n k k     и 0{ | 4 1, }B n n k k    . 

Решение. а) За дадените множества имаме  

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}A   и {5, 6, 7, 8, ..., , ...}B k , 

па затоа {5, 6, 7, 8}A B  .  

б) Очигледно  

0 0{ | 3 1  или  4 1, } { |  12 1, }A B n n k n k k n n k k            .  

 

3. а) Најди ја разликата на множествата  

{ | 4, }A n n n    и { | 14, }B n n n   . 

б) Најди ја разликата на множествата  

{ | 7 7, }A n n n      и 12{ | , }
n

B n n   . 

Решение. а) Имаме  

{5, 6, 7, 8, 9,10,11,12,13,14,15,16,17, ...}A   и  

{1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9,10,11,12,13}B  , 

па затоа \ {14,15,16,17, ...} { | 14, }A B n n n    .  

б) Имаме  

{ 6, 5, 4, 3, 2, 1, 0,1, 2, 3, 4, 5, 6}A         и 

{ 12, 6, 4, 3, 2, 1,1, 2, 3, 4, 6,12}B         

па затоа \ { 5, 0, 5}A B   .  

 

4. а) Најди го комплементот на множеството {3, 4, 5}A   во однос на мно-

жеството {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}U  .  

б) Најди го комплементот на множеството { | 2 , }A n n k k    во однос на 

множеството .  

Решение. а) Имаме \ {1, 2, 6, 7, 8}cA U A  .  
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б) Имаме  

\ \{ | 2 , } { | 2 , } { | 2 1, }cA A n n k k n n k k n n k k           . 

 

5. а) Определи го Декартовиот птоизвод на множествата  

{1, 2, 3}M   и {1, 2, 3, 4}S  . 

б) Определи го Декартобиот квадрат на множеството { , , }A x y z .  

Решение. а) За множествата  

{1, 2, 3}M   и {1, 2, 3, 4}S   

Декартовиот производ е  

{(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (2,1), (2,2),

(2,3), (2,4), (3,1), (3,2), (3,3), (3,4)}.

M S 
 

б) За множеството { , , }A x y z  Декартовиот квадрат е  

2 {( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ),, ( , )}A x x x y x z y x y y y z z x z y z z . 

 

7. Определи го множеството B , ако за множествата ,A B  и C  важи  

{ , , , , , , , , }A B C a b c d e m n p q   , A C  , \ { , }A B e m  и \ { , }C B c p . 

Решение. Од A C  , \ { , }A B e m  и \ { , }C B c p  следува   

( ) \ ( ) \ ( \ ) ( \ ) { , , , }A B C B A C B A B C B c e m p       , 

и како B A B C    добиваме { , , , , }B a b d n q .  

 

8. Дадени се множествата {1,2,3}A   и {3,4,5}B  . Определи го множеството 

X  за кое важи A X A   и \ ( \ )B X A A B  .  

Решение. Имаме {1,2,3}A X  , па затоа {1,2,3}X  . Понатаму, од 

{3}B X   следува 3 X . Според тоа, задачата има четири решенија и тоа:  

{3}, {1,3}, {2,3}X X X    и {1,2,3}X  . 

 

9. Дадени се множествата { | , 7}A a a a    и { | , 4 9}B b b b    . 

Определи го множеството C  за кое важи  

{ | , , , }C c c c a b a A b B      . 

Решение. Имаме, {1,2,3,4,5,6,7}A   и {4,5,6,7,8}B  . Според тоа,  

{ | , , } { 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1,0,1,2,3}d d a b a A b B            , 

па затоа { | , , , } {1,2,3}C c c c a b a A b B       .  

 

10. Определи ги сите множества X  за ои важи  

{2,3,4,5,6,7,8}X   и {3,4,5,6} {4,5}X   . 

Решение. Од {3,4,5,6} {4,5}X    следува дека 3 X  и 6 X  и {4,5} X . 

Сега, бидејќи {2,3,4,5,6,7,8}X   заклучуваме дека X  е било кое од множе-

ствата: {4,5};{2,4,5};{4,5,7};{4,5,8};{2,4,5,7};  {2,4,5,8};{4,5,7,8}  и {2,4,5,7,8} .  

 

11. Определи ги сите множества X  за кои важи {1,2,5,8} {1,2,5,8}X  .  



Множества и логика  

  9  

Решение. Од равенството {1,2,5,8} {1,2,5,8}X   следува дека {1,2,5,8}X  . 

Според тоа, X  е било кое од множествата:  

; {1};{2};{5};{8};{1,2};{1,5};{1,8};{2,5};{2,8};

{5,8};{1,2,5};{1,2,8};{1,5,8};{2,5,8};{1,2,5,8}.


 

 

12. Определи го множеството P , ако за множествата .M N  и P  важи  

{1,2,3,4,5}, {1,4}, \ {2,5}M N P M N P N P        и \P M  . 

Решение. Од {1,4}M N P    следува 1,4 P . Понатаму, од \ {2,5}N P   

следува дека 2,5 P . Заради \P M   во множеството P  мора да биде еле-

ментот 3 и 3 M . Конечно, {1,3,4}P  .  

 

13. Дадени се множествата 1,2,3,4,5 8}{ ,6,A   и 2,4,5, 8}{ 6,B  . Опедели го 

множеството X  за кое се исполнети равенствата  

{3,4}A X   и {2,3,4,5,6,7,8,9}B X  . 

Решение. Од равенството {3,4}A X   и 1,2,3,4,5 8}{ ,6,A   следува 

{3,4} X  и 1,2,5,6,8 X . Понатаму, од  

{2,3,4,5,6,7,8,9}B X   и 2,4,5, 8}{ 6,B   

следува дека 5,7 X  (нацртај Венов дијаграм). Според тоа, {3,4,5,7}X  .  

 

14. Определи го множеството C , ако за множествата ,A B  и C  важи 

{1,2,3,4,5,6}A B C   , {1,4}A B C   , 

\ {2,5,6}B C   и \C A  . 

Решение. Од {1,4}A B C    следува 1,4 C . Понатаму, од \ {2,5,6}B C   

следува дека 2,5,6 C . Од друга страна имаме  {1,2,3,4,5,6}A B C   , па затоа 

{1,4}C   или {1,3,4}C  . Но, 1,4 A  и како \C A  , заклучуваме дека 

{1,3,4}C  .  

 

15. Дадени се множествата  

{ , , , , }, { , , }, { , , , }A a b c d e B a d f C b e f g    и { , , , }D a f g h . 

Определи го множеството S  за кое важи  

, ( ) , ( ) \S A S B D A C S       и { }\ { }c S c . 

Решение. Имаме  

{ , , , , }B D a d f g h   и { , }A C b e  . 

Од S A  и ( )S B D    следува дека { , , }S b c e . Понатаму, од  

{ , }A C b e   и ( ) \A C S   

следува ,b e S , а од { }\ { }c S c  следува c S . Конечно, { , }S b e .  

 

16. Определи го множеството N  ако:  

{ | , 10}, , \ {6,8}, \ {3,2}.M N P x x N x M P M N P N          
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Решение. Имаме, { | , 10} {1,2,3,4,5,6,7,8,9}M N P x x x       и како 

M P  . \ {6,8}M N   и \ {3,2}P N  , заклучуваме дека {1,4,5,7,9}N  . 

Направи Венов дијаграм.  

 

17. Дадено е множеството {1,2,3,...,2008,2009}S  . Дали постојат множества 

A  и B  такви што ,A B S A B     и збирот на елементите на A  е еднаков 

на збирот на елементите на B .  

Решение. Имаме  
2009 (2009 1)

2
1 2 3 ... 2008 2009 1005 2009S

 
         . 

Значи, збирот на сите елементи на множеството S  е непарен и затоа множеството 

S  не може да се подели на две дисјунктни множества со еднаков збир на елемен-

тите. Според тоа, не постојат множества A  и B  со саканите својства.  

 

18. Дадено е множеството {1,2,3,4,5,6,7,8,9}S  . Определи ги сите множества 

,A B  и C  кои ги задоволуваат следниве услови:  

,A B C S A B B C C A         , 

множеството A  има помалку елементи од множеството B , множеството B  има 

помалку елементи од множеството C  и збирот на елементите на множествата 

,A B  и C е еднаков.  

Решение. Збирот на елементите на множеството S  е 45, па затоа збирот на 

елементите на секое од множествата ,A B  и C  треба да е 45:3 15 . Понатаму, 

бидејќи 9 15  ниту едно множество не може да има еден елемент. Сега ако A  

има x  елементи, тогаш B  има 1x   и C  има 2x  елементи. Затоа 

1 2 9x x x     , т.е. 2x  . Според тоа, A  има 2, B  има 3 и C  има 4 елементи. 

Едно решение на задачата е {6,9}, {2,5,8}, {1,3,4,7}A B C   . Задачата има 

уште пет решенија. Определи ги.  

 

19. Дадени се множествата  
17 19
11 13

{ | , }nA n n     и 511
17 1,72 2

{ | , }
x

B x x


   . 

Најди A B , A B  и \B A .  

Решение. Од 17 19
11 13

n  следува 12
11

1,(09)n   , па {2,3,4,5,..., ,...}A n . За да 

го одредиме множеството B , прво го запишуваме бројот 1,(72)  како дропка. 

Имаме 1,727272...a   и 100 172,7272...a  , па затоа 99 171a  , т.е. 171 19
99 11

a   . 

Од 
19
11

511
17 2x

  добиваме 19 22 85x  , 66
22

3x   . Значи, {1,2,3}B  , па затоа 

{1,2,3,..., ,...}A B n   и {2,3}A B  , \ {1}B A  .   

 

20. Определи ги сите подмножества S  од множеството цели броеви , такви 

што:  

(1) ,m n S       m n S   

(2) ,m n S       m n S   
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(3) ( )m   m S  или m S   или 0m  .  

Решение. Нека S   ги задоволува условите од задачата. Бидејќи 1  и 

1 0 , од условот (3) следува дека 1 S  или 1 S  .  

Ако 1 S  , тогаш од (2) следува 1 ( 1)( 1) S    , па од (1) следува 0 S . 

Сега, повторно од (1) следува S  .  

Ако 1 S  , тогаш бидејќи 1 0  од (3) следува 1 S , па од (1) следува дека 

S . Сега, ако 0 S , тогаш {0}S   , а ако 0 S , тогаш S  .  

 

21. Можно ли е множеството {1,2,3,4,5,6,7,8,9}A 
 
да се разбие на две дис-

јунктни подмножества, така што во секое од нив разликата на кои било два 

елементи да не припаѓа на тоа множество? 

Решение. Да претпоставиме дека такво разбивање постои и нека  

A B C  , B C  . 

Ако 1 B , тогаш од 2 1 1   следува дека 2 B , т.е. 2 C . Бидејќи 4 2 2  , 

добиваме дека 4 C , т.е. 4 B , па затоа 3 C . Веќе е очигледно дека 5  не може 

да припаѓа ниту на {1,4}B  , ниту на {2,3}C  . Имено, ако 5 B , тогаш 

5 4 1 B   , а ако 5 C , тогаш 5 3 2 C   .  

Следствено, такво разбивање не постои.  

 

22. Колку најмногу цели броеви може да содржи конечно множество S  такво 

што меѓу секои три елементи на множеството S  постојат два различни броја чиј 

збир припаѓа на S ? 

Решение. Нека S е коначно множество од цели броеви такво што меѓу секои 

три елементи на S постојат два различни броја чиј збир припаѓа ма S . Ќе дока-

жеме дека S  не може да има повеќе од 7 елементи. 

Нека претпоставиме дека S  има барем три позитивни елементи. Нека се 

a b c   најголемите три елементи на S . Бидејќи a c c   и b c c  ,  мора да 

важи a b S  . Но, a b b   и a b S  , па затоа a b c  . Нека  x  е најголемиот 

елемент на множеството S  кој е помал од a . Да ги разгледаме елементите , ,x b c . 

Ако 0x  , тогаш x c c   и b c c  , па мора да важи x b S  . Бидејќи 

x b b   мора да важи x b c a b    , т.е. x a , што не е можно. Значи, x  не 

може да биде позитивен, т.е. S  содржи точно 3 позитивни броја. Аналогно се 

докажува дека ако S  содржи барем т3 негативни броја, тогаш S  содржи точно 3 

негативни броја. Со други зборови, S  може да содржи најмногу 3 броја со ист 

предзнак. Значи, S  може да иам најмногу 7 елементи (три позитивни, три нега-

тивни и 0). Пример на множество S  со 7 елементи кое го има саканото својство е 

{ 3, 2, 1,0,1,2,3}S     .  

 

23. Да се упрости изразот [ (( ) \ )]B B C A A   . 

Решение. Од Венови дијаграми лесно се воочува дека        

[ (( ) \ )]B B C A A A B     . 

 

24. Нека А,Б и Ц се три множества такви што: ( ) \A C B  , ( ) \A B C  и 

( ) \B C A  .  
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Ако | | 2, | | 2, | | 6A B C A B      и | | 7,C   да се најде  | |A B C  .  

Решение. Со примена на Венов дијаграм наоѓаме дека  

| | 0 4 5 2 11A B C        

 

25. Нека ,A B  и C  се три множества такви што: | ( ) \ | 1,A C B   

| ( ) \ | 1A B C   и | ( ) \ | 1B C A  . 

Ако | | 0,A B C    | | 5,A   | | 7B   и | | 8,C   да се најде | |A B C  .  

Одговор. | | 3 5 6 1 1 1 17A B C          

 

26. Определи ги композициите на пресликувања g f  и f g  на пресликува-

њата :f A B  и :g B C , A B C    определени со ( ) 2 5f x x   и 

( ) 5 3g x x  . Дали важи f g g f .  

Решение. Нека A B C    и пресликувањата :f A B  и :g B C  нека 

се дадени со ( ) 2 5f x x   и ( ) 5 3g x x  . Јасно, композициите g f  и f g  се 

дефинирани и притоа имаме  

( )( ) ( ( )) (2 5) 5(2 5) 3 10 28g f x g f x g x x x         

и  

( )( ) ( ( )) (5 3) 2(5 3) 5 10 11f g x f g x f x x x        .  

Последното покажува дека дури и во случај кога и двете композиции на 

пресликувања g f  и f g  се дефинирани, не важи f g g f .  

 

27. Нека се дадени множествата  и {2 | }M n n   и нека пресликувањето 

:f M  е определено со ( ) 2f k k , за секој k . Докажи дека f  е 

инјекција.  

Решение. За секои ,k n  такви, што k n  важи 2 2k n  што значи 

( ) ( )f k f n , т.е. f  е инјекција.  

 

28. Нека за пресликувањето :f R R  важи 
2 2 1

4
( ) [ ( )]f x f x  , за секој 

xR . Докажи дека f   не е инјекција.  

Решение. За 0x   од 
2 1

4
(0) [ (0)]f f   следува 

21
2

[ (0) ] 0f   , па затоа 

1
2

(0)f  . Понатаму, за 1x   од 
2 1

4
(1) [ (1)]f f   следува 

21
2

[ (1) ] 0f   , па затоа 

1
2

(1)f  .  

Според тоа, 1
2

(0) (1)f f  , што значи дека два различни елементи имаат иста 

слика, па затоа f  не е инјекција.  

 

29. Нека се дадени множествата  и {2 1| }M n n    и нека пресликувањето 

:f M  е определено со ( ) 2 1f k k  , за секој k . Докажи дека f  е сур-

јекција.  
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Решение. Нека k . Тогаш 2 1k M   и притоа важи ( ) 2 1f k k  . Според 

тоа, за произволен k  од  најдовме елемент во M  кој е слика на k , што значи 

дека f  е сурјекција.  

 

30. Нека ,a b  и 0a  . Докажи дека пресликувањето :f   определено 

со ( )f x ax b   е биекција  

Решение. Ако 1 2x x , тогаш од 0a   следува 1 2ax ax , па затоа  

1 1 2 2( ) ( )f x ax b ax b f x     , 

што значи дека f  е инјекција. Понатаму, за секој y  важи 
y b

a
x


   и 

притоа  

( ) ( )
y b y b

a a
f x f a b y b b y

 
        , 

т.е. f  е сурјекција.  

Конечно, f  е сурјекција и инјекција, па значи е биекција.  

 

31. За множествата A  и B  ќе велиме дека се еквивалентн ако постои биекција 

:f A B . Притоа пишуваме ~A B . Докажи дека [0,1] ~ [ , ]a b , за секои ,a b , 

b a .  

Решение. Да го разгледаме пресликувањето ( ) ( )( 1)f x b b a x    .  

Ако 1 2x x , тогаш следствено добиваме  

1 21 1x x    

1 2( )( 1) ( )( 1)b a x b a x      

1 2( )( 1) ( )( 1)b b a x b b a x       , 

што значи 1 2( ) ( )f x f x , т.е. f  е инјекција.  

Од друга страна, за секој [ , ]y a b  имаме  0 y a b a     и ако поделиме со 

0b a   добиваме 0 1
y a

b a




  , па затоа  

( ) ( )( 1) ( ) ( )
y a y a y b

b a b a b a
f b b a b b a b y b y

  

  
            

што значи дека f  е и сурјекција.  

Според тоа, f  е инјекција и сурјекција, па е биекција, што значи дека 

[0,1] ~ [ , ]a b .  

 

32. Кој од броевите 1,2,3,4,5,6,7,8,9  треба да се отстрани, за да останатите 

осум броеви може да се разбијат на две групи, такви што збирот на квадратите во 

секоја од групите се еднакви меѓу себе? 

Решение. Треба да опреелиме број a  и множества A  и B  такви што 

A B  , {1,2,3,4,5,6,7,8,9}\{ }A B a   и  

2 2

x A y B

x y
 

  . 

Збирот на квадратите на сите броеви од {1,2,3,4,5,6,7,8,9}  е еднаков на 
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2 2 2 2 2 2 2 2 21 2 3 4 5 6 7 8 9 285         , 

т.е. тоа е непарен број. Ако отстраниме парен број, тогаш збирот на квадратите на 

преостанатите броеви ќе биде непарен. Јасно, преостанатие броеви не можат да се 

разбијат на две дисјунктни подмножества кои имаат еднаков збир на квадрати.  

Значи, треба да се отстрани непарен број. Задачата има пет решенија, т.е. може 

да се отстрани било кој непарен број.  

 а) {2,5,7,8}A  ,  {3,4,6,9}B  ;  отстранет е бројот 1 .  

2 2 2 2 2 2 2 22 5 7 8 142 3 4 6 9         

 б) {1,2,4,6,9}A  , {5,7,8}B  ;  отстранет е бројот 3 .  

2 2 2 2 2 2 2 21 2 4 6 9 138 5 7 8         

 в) {1,4,7,8}A  , {2,3,6,9}B  ;  отстранет е бројот 5 .  

2 2 2 2 2 2 2 21 4 7 8 130 2 3 6 9         

 г) {1,6,9}A  , {2,3,4,5,8}B  ;  отстранет е бројот 7 .  

2 2 2 2 2 2 2 21 6 9 118 2 3 4 5 8         

 д) {1,4,6,7}A  , {2,3,5,8}B  ;  отстранет е бројот 9 .  

2 2 2 2 2 2 2 21 4 6 7 102 2 3 5 8         

 

33. Нека затворениот интервал [0,1]  е разделен на две дисјунктни множества 

A  и B : [0,1]A B  , A B  . Дали постои реален број a  таков што 

A a B  , каде { | , }A a y y x a x A     .  

Решение. Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека 0a   

(во спротивен случај намесо со a  ќе работиме со a  и ќе ги смениме улогите на 

A  и B ). Најмала вредност која може да припаѓа на B  е a , бидејќи во спротивен 

случај, ако 0 ,x a x B   , тогаш 0x a a a     и x a A   што не е можно. 

Според тоа [0, )a A . Но, тогаш интервалот [ ,2 )a a  е подмножество од B , и спо-

ред тоа, тој е дисјунктен со A , па затоа [2 ,3 )a a A .  

Ќе претпоставиме дека 3 1a  . Тгаш [2 ,1]a A , и специјално 1 A , од каде 

добиваме дека 1 a B  . Тоа не е можно, бидејќи [0,1]B  . Значи, [2 ,3 )a a A .  

Повторувајќи ја оваа постапка, добиваме дека  

[4 ,5 ), [6 ,7 ), ..., [2 ,(2 1) ),...a a a a ka k a A  . 

Последното противречи на изборот на множествата A  и B . Навистина a  е 

фиксен број, па според тоа постои 0k   таков што 0(2 1) 1k a  .  

Значи, такви множества и таков реален број не постојат.  

 

34. Нека 1( )i i nA A    и 1( )i i nB B    се две разбивања на множеството M , 

такви што унијата i jA B , на произволни две дисјунктни множества iA  и jB  не 

содржи помалку од n  елементи. Докажи дека 
2

2
| | nM  .  

Кога важи знак за равенство? 

 Решение. Од условот на задачата имаме  
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i jA A  , i jB B  , за i j , , 1,2,...,i j n  и 
1 1

n n

i i
i i

A B M
 

  . 

Со | |,| |, , 1,2,3,...,i jA B i j n  ќе го означиме бројот на елементи во множествата 

iA  и jB , соодветно.  

Множеството {| |,| | 1,2,..., }i iS A B i n   е конечно, па според тоа во него 

постои најмал елемент, т.е. постои k S , таков што  

| |ik A , | |ik B , 1,2,...,i n . 

Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека 1| |A k  (во спро-

тивен случај, понатаму,  наместо да работиме со множеството 1A  ќе работиме со 

некое множество iA  или iB  кое има k  елементи).  

Нека претпоставиме дека 
2
nk  . Ако претпоставиме спротивно, т.е. 

2
nk  , 

тогаш заради дисјунктноста на фамилиите множества имаме 

2

2 2 2
1 11

| | | | | |
n n n

n n n
i i

i ii

M A A n
 

      , 

што значи дека е точно тврдењето од задачата.  

Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека 1 2, ,..., mB B B  се 

сите множества од фамилијата 1( )i i nB B    кои имаат непразен пресек со мно-

жеството 1A , а 1 2, ,...,m m nB B B   имаат празен пресек. Јасно, m k . Заради 

i jB B   i j , , 1,2,...,i j n , добиваме дека 1 1( ) ( )i jA B A B    , па 

според тоа  

1 1 1 2 3

1 1 1 2 1 3 1

1
1 1

| | | ( ... |

| ( ) ( ) ( ) ... (( ) |

| ( ) | 1 .

m

m

m m

i
i i

k A A B B B B

A B A B A B A B

A B m
 

      

        

    

 

Секое од множествата 1 2, ,..., mB B B  содржи барем k  елементи, и заради нивната 

дисјунктност, добиваме дека  

1 11

| | | |
m m m

i i
i ii

B B k mk
 

    . 

Од условите на задачата и од начинот на избор на 1 2, ,...,m m nB B B  , имаме  

1| |iA B n  , 1,...,i m n  . 

Сега, од принципот за вклучување и исклучување имаме  

1 1 1| | | | | | | | | |j j j jA B A B A B k B n        , 1,...,j m n  , 

т.е. | |jB n k  . Тогаш  

1 11

| | | | ( ) ( )( )
n n n

j j
j m j mj m

B B n k n k n m
    

       . 

Сега  
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1 1 1 1 1

2 21
2 2

| | | | | | | |

( )( ) 2( ) .

n m n m n

j j j j j
j j j m j j m

n

B B B B B

km n k n m k n

      

   

      

 

Изразот 
2 21

2 2
2( )nk n   достигнува минимум за 

2
nk  . Не е тешко да се провери 

дека равенство важи за i iA B , 1,2,...,i n  и 
2

| | | | n
i iA B  , 1,2,...,i n .  

 

 35. Нека 1( )i i nA A   , 1( )i i nB B    и 1( )i i nC C     се разбивања на конечно-

то множество M . За било кои , ,i j k , 1 , ,i j k n   е точно неравенството  

| | | | | |i j j k k iA B B C C A n      . 

Докажи дека 
3

3
| | nM  . Докажи дека за n , 0 (mod 3)n   важи знак за 

равенство.  

Решение. Бидејќи 1( )i i nB B    е разбивање на множеството M , за секои 

, {1,2,..., }i k n , таа е разбивање на iA  и kC . Според тоа  

2

1

(| | | | | |) | | | | | |
n

i j j k k i i k i k
j

A B B C C A A n C A C n


          . 

Бидејќи 1( )i i nA A    е разбивање на множеството M  тоа е разбивање и на мно-

жеството kC , за секој 1,2,...,k n , па според тоа  

3

1

(| | | | | |) | | | | | |
n

i k i k k
i

A n C A C M n M n C n


       . 

Конечно, бидејќи 1( )i i nC C    е разбивање на множеството M , добиваме дека  

4

1

(| | | | | |) | | | | | |
n

k
k

M n M n C n M n M n M n


      . 

Од последното неравенство добиваме дека 
3

3
| | nM  .  

Нека 0 (mod 3)n   и M  е множество со 
3

3
n  елементи. Множеството M  ќе го 

разбиеме на 
2n  множества ,i jA , 1,2,..., ; 1,2,...,i n j n  , такви што  

, ,i j k lA A  , ( , ) ( , )i j k l  и , 3
| | n

i jA  . 

 Ќе ги формираме множествата  

,
1

n

i i j
j

A A


 ,   ,
1

n

i j i
j

B A


 ,  , 1(mod )
1

n

i j i j n
j

C A  


  

 Не е тешко да се провери дека 1( )i i nA A   , 1( )i i nB B    и 1( )i i nC C    се 

разбивања на множеството M , при што  

, 1(mod ), , 1(mod )

3 3 3

| | | | | | | | | | | |

.

i j j k k i i j j k n j i k i n

n n n

A B B C C A A A A

n

          

   
. 
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2.  ЛОГИКА   
 

1.  Миле и Златко пишувале домашна работа. Кога кај нив дошол Горан и ги 

запрашал по кои предмети пишуваат домашна работа тие одговориле: 

Миле ,,Ако јас пишувам по математика, тогаш Златко пишува по македонски” 

Златко: ,,Јас пишувам по македонски или Миле не пишува по математик” 

Горан се подзамислил и рекол: ,,Вие или двајцата ја зборувате вистината или 

двајцата не ја зборувате вистината” 

Дали Горан ја зборува вистината? 

Решение. Со p  и q  да ги означиме следниве искази: 

p : ,,Миле пишува домашна работа по математика” 

q : ,,Златко пишува домашна работа по македонски” 

Тогаш речениците на Миле и Златко се:  

Миле: p q  

Златко: q  p  

Бидејќи исказната формула ( ) (p q q    )p  е тавтологија добиваме дека 

Миле и Златко или истовремено ја зборуваат вистината или истовремено не ја 

зборуваат вистината. Значи Горан ја зборува вистината. 

 

2. По натпреварот на кој учествувале Никола, Лазар,Весна и Соња, на праша-

њето каков бил редоследот одговориле: 

Никола: „Весна е прва, а Лазар е втор” 

Лазар:  „Весна е втора, а Соња е трета” 

Весна:  „Соња е четврта, а Никола е втор” 

Секој од нив дал по еден точен и еден неточен одговор. Каков бил редоследот? 

Решение. Ако исказот на Лазар „Весна е втора”  е точен, тогаш двата искази 

на Никола се неточни, што не е можно. Значи, Весна не е втора, а Соња е трета. 

Тогаш исказот на Весна „Никола е втор” е точен. Бидејќи Никола е втор, исказот 

на Никола „Весна е прва”  е точен. Според тоа, редоследот бил следниот: Весна е 

прва, Никола е втор, Соња е трета и Лазар е четврт.  

 

3. Игор, Јован, Кире и Лазар ги поканиле своите девојки на игранка. На еден 

танц Бети играла со Игор, Ана со момчето на Вера, Гордана со момчето на Ана, 

Јован со девојката на Кире а Кире со девојката на Игор. Определи ги вљубените 

парови.  

Решение. (1) Бети играла со Игор, (2) Ана со момчето на Вера, (3) Гордана со 

момчето на Ана, (4) Јован со девојката на Киро, (5) Киро со девојката на Игор. 

Дали сите играле со туѓ партнер? Евентуално би можело тоа да не е бети и 

Игор, но од (5) тоа се елиминира, па (6) никој не играл со својата девојка. Од (1), 

(2) и (3), а земајќи предвид (6) следува дека (7) Гордана е девојка на Игор. Од (2), 

(3) и (5) следува дека (8) Киро е момчето на Ана, (9) Јован е момчето на Вера. На 

крајот остана дека (10) Бети е девојка на Лазар.  

 

4. Седум соработници (Марија, Искра, Лиле, Петре, Миле, Тодор и Коста) 

ручаат заедно во три ресторани ( ,P Q  и R ).  

Марија оди во ресторан само во среда.  
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Искра и Миле никогаш не се во можност заедно да одат во ресторан.  

Лиле не оди во ресторан ако и Марија не појде 

Петре и Коста нема да одат во ист ресторан заедно ако и Искра не оди. 

Миле не оди во ресторанот Q . 

Ако шест од соработниците ручаат заедно во среда во еден од рестораните, кој 

од соработниците ќе биде отсутен? 

Кој е најголемиот број на соработници што можат да одат заедно на ручек во 

вторник?  

Решение. Јасно е дека ќе биде отсутен или Миле или Искра. Ако Искра е 

отсутна, тогаш Петре и Коста нема заедно да бидат во ресторан, па во тој случај 

најмногу 5  соработници ќе ручаат заедно. Според тоа, ако во среда ручаат заедно 

шест соработници, отсутен ќе биде Миле.  

Во вторник и Марија не оди на ручек, што значи дека и Лиле тогаш нема да 

оди на ручек. Бидејќи Искра и Миле никогаш не ручаат заедно, се добива дека во 

вторник можат да ручаат најмногу четири соработници.  

 

5. Весна, Борис и Никола се одлични ученици кои  никогаш не лажат. На 

прашањето што добиле на писмената работа по математика, тие одговориле: 

 Весна:  „Ако Никола и јас добивме 5, тогаш и Борис доби 5” 

 Борис:  „ Ако јас добив 5, тогаш и Весна доби 5”; 

 Никола: „ Ако Борис или јас добивме 5, тогаш и Весна доби 5”  

 Познато е дека еден од нив добил 4 а другите двајца добиле 5. Кои оценки ги 

добиле Весна, Борис и Никола?  

 Решение. Нека ,p q  и r  се исказите “Весна добила 5”, “Борис добил 5” и 

“Никола добил 5”, соодветно. Знаејќи дека еден од нив не е точен, а другите два се 

точни ја правиме следната таблица:  

Бидејќи исказите на Весна, Борис и Никола (т.е. p r q  , q p  , q r p  ) се 

точни, од таблицата се добива дека Весна и Борис добиле 5, а Никола добил 4).  

 

6. Ана, Борче, Весна и Горан ги освоиле првите четири награди на натпреварот 

по математика. Нивните професори се Илиевски, Јовановски, Костовски и Лазов. 

Учениците заедно со своите професори дошле од градовите Прилеп, Ресен, Скопје 

и Тетово.  

(1) Ученикот на професорот Костовски не освоил на прва ни втора награда. (2) 

Весна освоила прва награда. (3) Ученикот од Тетово освоил втора награда. (4) Ана 

е од Прилеп. (5) Горан, ученикот на профессор Јовановски освоил четврта 

награда. (6) Професорот Лазов е од Ресен.  

Решение. Формираме таблица со четири ре-

дици и четири колони. Во првата редица ги ста-

ваме имињата на учениците, во втората награ-

дата што секој од учениците ја освоил, во тре-

p q r p r q  q p q r p 
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тата нивните професори и во четвртата градовите. (Ќе ги пишуваме само првите 

букви од имињата).  

Според условите (2), (4) и (5) табелата можеме да ја пополниме на начин кој 

што е прикажан. 

Бидејќи само во колоната на Борче непознати 

се наградата и градот истовремено, според 

условот (3) добиваме дека Борче е од Тетово и 

освоил втора награда. Понатаму, според усло-

вите (5) и (1)  добиваме дека ученикот на профе-

сорот Костовски е Ана и таа освоила III награ-

да. Сега табелата изгледа:  

Бидејќи само во колоната на Весна непознати се професорот и градот исто-

времено, спортед суловот (6) имаме дека Весна е ученик на професорот Лазов и 

дека таа е од Ресен.  

 

7. Кога еден новинар прашал кои двојки ги освоиле првите три места на еден 

натпревар по танцување, ги добил следните одговори: 

Светлана: „Секоја девојка е помлада од својот партнер за 3  години.”  

Игор:  „Сите заедно имале 115  години.”  

Јулија: „Јас и Игор заедно имаме 36  години. “  

Антон: „Јас и Јулија заедно имаме 40  години. “  

Максим: „Најмлада меѓу нас е Ира. “  

Кој со кого играл?  

Решение. Ако Игор има x , Антон y , а Максим z  години, тогаш од условот 

на задачата го добиваме равенството 3 3 3 115x y z x y z         , т.е. 

62x y z   . Ако Јулија играла со Игор, тогаш од 3 36x x    следува дека 

2 39x  , што не е можно бидејќи 39  не е парен број.  Слично, ако Јулија играла 

со Антон, тогаш од 3 40y y    следува дека 2 43y  . Значи, Јулија играла со 

Максим. Според тоа, 3 36z x   , т.е. 39z x   од што следува дека 

62 39 23y    . Од 3 40z y    следува дека 20z  , па од 115x y z   , 

следува дека 19x  . Најмлад е игор и играл со Ира, Максим играл со Јулија, а 

Анон играл со Светлана.  

 

8. На излет биле 4  момчиња и 4  девојчиња. Познато е дека секое момче е 

брат на едно девојче, т.е. дека има четири пара браќа и сестри од четири различни 

семејства, и познати се имињата и презимињата на девојчињата и момчињата 

соодветно. На излетот изеле 32  колачи и тоа: Марија 1  колач, Јованка 2  колачи, 

Иванка 3  колачи и Ана 4  колачи. Момчињата изеле: Петрески колку и неговата 

сестра, Маркоски двапати повеќе од својата сестра, Попоски трипати повеќе од 

својата сестра и Павлоски четири пати повеќе од својата сестра. Како гласат 

имињата и презимињата на девојчињата.  

Решение. Девојчињата со презимиња Петреска, Маркоска, Попеска и Павлоска 

нека изеле , ,a b c  и d  колачи соодветно. Тогаш братот и сестрата Петрески изеле 

2a  колачи, Маркоски 3b  колачи, Попоски 4c  колачи и Павлоски 5d  колачи. 

Притоа, , , , 4a b c d   и 2 3 4 5 32a b c d    , од каде следува дека b  и d  се и 

двата се парни или и двата се непарни броеви. Значи, имаме четири можности: 
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1, 3b d  ; 3, 1b d  ; 2, 4b d   и 4, 2b d  . Лесно се проверува дека е 

можен само случајот 4, 2, 3, 1b d a c    .  

Следователно, девојчињата се: Иванка Петреска, Ана Маркоска, Марија 

Попоска и Јованка Павлоска.  

 

9. Еден селанец одејќи по пат ги сретнал Итар Пејо и Насрадин Оџа. Еве го 

нивниот разговор: 

Селанецот: -Добар ден 

Пејо и Насрадин: -Добар ден.  

Селанецот: - Кој ден е денес? 

Насрадин:  -Утре ќе зборувам вистина.    

Селанецот: -А, кој ден е утре? 

Насрадин: -Утре не е недела. 

Селанецот се врти кон Пејо: -Пејо, дај барем ти кажи кој ден е денес? 

Пејо: прозборува нешто и оди.  

Селанецот се врти кон Насрадин: -Ете ти сега, не слушнав добро. Што рече 

Пејо? 

Насрадин: -Рече дека не е понеделник.  

Селанецот: -Е, сега знам кој ден е денес. Ајде догледање.  

Можете ли да утврдите кој ден во неделата е воден разговорот, ако го знаете 

она што и селанецот го знае, а тоа е дека Пејо лаже во понеделник, вторник и 

среда, а другите денови зборува вистина, додека Насрадин лаже во четврток, 

петок и сабота, а другите денови зборува вистина? 

Решение. Со оглед на условите од задачата, својата прва изјава Насрадин не 

може да ја даде во среда, затоа што во среда зборува вистина, а изјавата би била 

лажна и не може да ја даде во сабота, затоа што во сабота лаже, а изјавата би 

била вистинита. Во сите други денови оваа изјава е можна.  

Втората изјава Насрадин не може да ја даде во четврток и петок, затоа што во 

тие денови лаже, а изјавата би била вистинита. Во сите други денови изјавата на 

Насрадин е можна.  

Значи, разговорот е воден во недела, понеделник или вторник. Во сите овие 

денови Насрадин зборува вистина, па значи Пејо навистина рекол дека е поне-

делник.  

Но, Пејо во недела не би рекол дека е понеделник, затоа што во недела не 

лаже, а во понеделник не би рекол дека е понеделник, затоа што тогаш лаже.  

Значи, останува единствената можност разговорот да е воден во вторник. 

Лесно се проверува дека во вторник ниту една од дадените изјави не е невоз-

можна, па значи вторник е бараниот ден.  

 

10. Петар имал 40 крави од кои првата давала 1l  млеко, втората 2 l  млеко, 

третата 3l  млеко, и т.н. четириесеттата крава давала 40 l  млеко. Петар сакал на 

неговите 4 синови да им ги подели кравите така што секој да добие десет крави и 

синовите  од добиените крави  да добиваат по ист број литри млеко. Дали Петар 

може да ги подели кравите?  Доколку може најди една таква поделба. 

Решение. Сите крави заедно ќе даваат  

2 3 ... 39 40 (1 40) (2 39) (3 38) ... (20 21) 20 41 820               
 

литри млеко.  
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Значи секој син треба да добие десет крави кои ќе даваат по 205  литри млеко. 

Ќе ги искористиме равенствата 1 40 2 39 3 38 ... 20 21        . Заради прет-

ходните равенства можеме кравите да ги поделиме по парови. Кравите кои даваат 

заедно четириесет и еден литар млеко ќе ги сметаме за пар, и ќе ги нарекуваме 

крави придружнички. Петар може да постапи на следниот начин: ако на некој син 

му ја додели кравата која дава n  литри млеко, ќе му ја додели и кравата 

придружничка. Значи на секој од синовите нема да му дели по една крава, туку ќе 

им дели парови крави кои се придружнички. Сега е лесно, На секој од синовите ќе 

му даде по пет крави кои даваат не повеќе од дваесет литри млеко а потоа на секој 

од синовите на доделените крави ќе му ги додели и кравите придружнички. 

Еден таков начин е: 

1 син: 1,2,3,4,5,40,39,38,37,36    2 син: 6,7,8,9,10,35,34,33,32,31  

3 син:  11,12,13,14,15,30,29,28,27,26  4 син: 16,17,18,19,20,25,24,23,22,21  

Секако дека постојат и многу други поделби.  

 

11. Меѓу 9 златници се наоѓа еден неисправен златник кој има помала тежина 

од останатите златници. Како со помош на две мерења на вага без тегови ќе го 

издвоиме неисправниот златник? 

Решение. Прво мерење: Прво 9-те златници ги делиме на три групи од по три 

златници (по случаен избор). Избираме било кои две од трите групи и по една 

група ставаме на секоја страна на вагата. Ако тежините се исти во овие две групи, 

тогаш бараниот златник се наоѓа во третата група. Ако пак, едната страна на 

вагата е полесна од другата, тогаш во полесната група се наоѓа бараниот златник . 

Второ мерење: Од групата со три златници во која се наоѓа полесниот 

златник, избираме по случаен избор два и по еден од нив ставаме на секоја страна 

од вагата. Ако вагата е во рамнотежа, тогаш бараниот златник е оној што останал. 

Ако пак, вагата покаже дека едната страна е полесна, тогаш златникот на 

полесната стана е бараниот златник. 

 

12. Дадени се 80 топчиња, наизглед сите еднакви (по форма, боја и големина) и 

познато е дека 79 од нив се со иста тежина, а едно е полесно. Располагаме со вага 

со два таса (без тегови). Како може со четири мерења на вагата да откриеме кое е 

полесното топче? 

Решение.  Ги делиме топчињата на три групи: групираме на два пати по 27 

топчиња, а преостанатите 26 топчиња формираат трета група. Ги споредуваме на 

вагата двете групи со по 27 топчиња. Со тоа сме потрошиле едно мерење, и како 

резултат сме добиле: или вагата не е во рамнотежа, па знаеме меѓу кои 27 

топчиња е полесното топче; или пак вагата е во рамнотежа па знаеме дека 

полесното топче е во групата од 26 топчиња. Во вториов случај кон тие 26 

додаваме произволно топче од првите две групи. Така со едно мерење на вагата 

успеваме да дојдеме до група од 27 топчиња меѓу кои е и полесното. Оваа група ја 

делиме на три подгрупи со по 9 топчиња, секоја, и споредуваме на вагата две од 

тие три подгрупи. Така после две мерења успеваме да дојдеме до група од 9 

топчиња меѓу кои е и полесното. Оваа група ја делиме на 3 подгрупи со по 3 

топчиња, секоја, и споредуваме на вагата две од тие три подгрупи. Така после три 

мерења успеваме да дојдеме до група од 3 топчиња меѓу кои е и полесното. Во 

четвртото мерење споредуваме две од тие 3 топчиња: доколку вагата не е во 
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рамнотежа полесното топче е на тасот кој не натежнал, а доколку вагата е во 

рамнотежа полесното топче е преостанатото трето топче. 

 

13. Од 37  монети наредени во еден ред, 9 се свртени со ,,петка”, а 28 со ,,гла-

ва” нагоре. Во еден чекор се превртуваат кои било 20  монети. Дали е можно по 

неколку чекори сите монети да бидат ,,петки”? А ,,глави”? Во колку најмалку 

чекори е можно тоа? 

Решение. Нека со првиот чекор x  ,,петки” свртиме во ,,глава”. Тогаш 20 x  

,,глави” ќе свртиме во ,,петки”. По овој чекор имаме 9 (20 ) 29 2x x x      ,,пет-

ки”  и (28 (20 )) 8 2x x x      ,,глави”. По првиот чекор ќе имаме непарен број 

,,петки” и парен број ,,глави”. Очигледно, оваа законитост ќе остане и во секој 

нареден чекор. Значи, секогаш ќе имаме непарен број ,,петки”, т.е. никогаш нема 

да добиеме сите монети да бидат ,,глави”. Бидејќи по првиот чекор бројот на 

„глави” останува парен, тогаш е можно да се избере x  таков што 2 8 20x  , о-

дносно 6x  . Па, по првиот чекор ќе имаме 17 ,,петки”  и 20  ,,глави”. Во вториот 

чекор 20 ,,глави” ги превртуваме во ,,петки” и сите монети се превртени со 

,,петка” нагоре. Значи, сите монети ќе бидат свртени нагоре со ,,петка” во 

најмалку 2 чекора. 
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II  АЛГЕБАРСКИ ИЗРАЗИ  

 
1.  ЦЕЛИ РАЦИОНАЛНИ ИЗРАЗИ   

 

1. Докажи дека ако 2 2ac a c b b    , 2 2bd b d c c     и 1b  , 1c  , то-

гаш  

ad b c bc a d     . 

Решение. Ако додадеме 1 на двете страни од првото равенство, добиваме 
21 2 1ac a c b b      , 

од каде со разложување се добива  
2( 1)( 1) ( 1)a c b    . 

Слично, со додавање 1 на двете страни и од второто равенство, а потоа и со раз-

ложување се добива  
2( 1)( 1) ( 1)b d c    . 

Ако ги помножиме последните две равенства, добиваме  
2 2( 1)( 1)( 1)( 1) ( 1) ( 1)a b c d b c       , 

од каде 

( 1)( 1) ( 1)( 1)a d b c     , 

па со множење се добива  

1 1ad a d bc b c       , 

од каде со средување се добива 

ad b c bc a d     , 

што и требаше да се докаже. 

 

2. Дали постојат реални броеви x  и y  за кои во исто време се исполнети ра-

венствата  

1x y  , 2 2 2x y   и 3 3 3x y  ? 

Решение. Да претпоставиме дека такви броеви x  и y  постојат. Ако го ква-

дрираме изразот 1x y   добиваме 2 22 1x xy y    па, имајќи го во предвид 

изрзот 2 2 2x y   добиваме 1
2

xy   . Ако го кубираме првото равенство добиваме  

3 3 3 ( ) 1x y xy x y     

и бидејќи 1x y  , 1
2

xy   , 3 3 3x y  ,  добиваме  

1
2

3 3 ( ) 1 1      

што не е можно. Значи, не постојат реални броеви x  и y  за кои се исполнети во 

исто време дадените равенства.  

 

3. Нека збирот на три реалн и броја е еднаков на 0, а збирот на нивните ква-

драти е ков на едн4. Да се пресмета збирот на четвртите степени на трите броја.  

 Решение. Да ги означиме трите броја со ,x y  и z . Според условите на зада-

чата, имаме  
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0x y z   ,           (1) 

2 2 2 4x y z   .         (2) 

Ако го квадрираме првото равенство, добиваме: 
2 2 2 2( ) 0x y z xy yz zx      , 

од каде добиваме  

2xy yz zx             (3) 

Ако го квадрираме равенството (3), добиваме: 
2 2 2 2 2 2 2 2 22( ) 4x y y z z x x yz xy z xyz      , 

2 2 2 2 2 2 2 ( ) 4x y y z z x xyz x y z      , 

од каде заради (1) следува дека: 

  2 2 2 2 2 2 4x y y z z x   ,        (4) 

Ако го квадрираме равенството (2), добиваме: 
4 4 4 2 2 2 2 2 22( ) 16x y z x y y z z x       

од каде, поради (4), следува дека  
4 4 4 8x y z   . 

 
4. Докажи дека  

| | | |2 2 2

2 2
( ) ( )

x x x x
x

 
  , за секој x . 

Решение. По квадрирање и средување на изразот на левата страна од равен-

ката, ако искористиме ека 2 2| |x x
 
добиваме  

2 2 2 2

2 2

| | | | 2 | | | | 2 | | | |2 2

2 2 4 4

2 2| | 2

4

( ) ( )

.

x x x x x x x x x x x x

x x
x

     



  

 
 

 

5. Ако 1x y   и 2 2 2x y  , да се пресмета 3 3x y . 

Решение. Од   
2 2 2( ) 2x y x xy y     

следува  
2 2 2 21 1 1

2 2 2
[( ) ( )] [1 2] ,xy x y x y         

па затоа 
3 3 2 2 51

2 2
( )( ) 1 (2 )x y x y x xy y         . 

 

6. Ако 2x y   и 2 2 1x y  , да се пресмета 3 3x y .  

Одговор.  
3 3 1.x y    

 

7. Да се пресмета вредноста на изразот 3 24 8 2 3x x x    за 1
2

1 2.x    

Решение. Имаме:  
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3 21 1 1
2 2 2

21 1 1
2 2 2

1
2

1
2

4(1 2) 8(1 2) 2(1 2) 3

2(1 2)[2(1 2) 4(1 2) 1] 3

2(1 2)[2 2 2 1 4 2 2 1] 3

2(1 2) 0 3 3.

      

      

       

    

 

 

8. Да се разложи на прости множители изразот  

( )( )T ab bc ca a b c abc      . 

 Решение. Имаме: 
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2

2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )[ ( ) ( )]

( )( )( )

T a b a c abc ab abc b c abc ac bc abc

a b a c abc ab b c bc abc ac

a b c ab b c bc b c ac b c

b c a ab bc ac b c a a b c a b

a b b c c a

          

        

        

          

   

 

 

9. Нека n  е природен број. Природните броеви , , ,a b c d  се помали или еднакви 

на n , при што d  е најголемиот меѓу нив и важи  

2 2 2( )( )( ) ( ) ( ) ( )ab cd bc ad ac bd d a d b d c       .   (1) 

Докажи, дека d a b c   .  

Решение. а) Со непосредна проверка се добива дека за a b c d    е исполнет 

условот (1). Нека претпоставиме дека a b c d   . Тогаш  

2

2

( )

( )( ).

d a b c d

ab cd d ad bd ab

ab cd d a d b

  

    

   

 

Аналогно добиваме дека ( )( )bc ad d b d c     и ( )( )ac bd d a d c    . Ако ги 

помножиме последните три неравенства добиваме дека  
2 2 2( )( )( ) ( ) ( ) ( )ab cd bc ad ac bd d a d b d c       , 

што проптивречи на (1). Аналогно, ако претпоставиме дека a b c d   , повторно 

добиваме противречност на (1). Според тоа, a b c d   .  

 

10. Ако , ,a b c  и d  се позитивни реални броеви и 4 4 4 4 4a b c d abcd     

тогаш a b c d    .  Докажи!  

Решение. Имаме: 
4 4 4 4 4a b c d abcd                   

4 2 2 4 4 2 2 4 2 2 2 22 2 4 2 2a a b b c c d d abcd a b c d             

2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) 2( )a b c d ab cd                  

2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) 2( ) 0a b c d ab cd                  
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2 2a b  и 2 2c d  и ab cd .  

Од последните равенства добиваме a b c d   . 

 

11. Разложи го на множители изразот 3 7 6x x  .  

 Решение. Имаме  
3 3 2

2

2

7 6 6 6 ( 1) 6( 1)

( 1)( 1) 6( 1)

( 1)[ ( 1) 6] ( 1)( 6)

( 1)( 4 2)

( 1)[( 2)( 2) 2]

( 1) 2)( 2 1)

( 1)( 2)( 3)

x x x x x x x x

x x x x

x x x x x x

x x x

x x x x

x x x

x x x

          

     

        

     

      

     

   

 

 

12. Разложи го на множители полиномот 5 1x x  .  

Решение. За дадениот израз имаме  
5 5 4 3 4 3 2 2

3 2 2 2 2

2 3 2

1 1

( 1) ( 1) 1

( 1)( 1)

x x x x x x x x x x

x x x x x x x x

x x x x

          

        

    

 

 

13. Разложи го на прости множители полиномот  
4 3 2( ) 8 3 5P x x x x x     . 

Решение. Имаме:  
4 3 2 3 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 51
2 4

5 51 1
2 2 2 2

( ) ( 2 5 ) ( 2 5 ) ( 2 5)

     ( 2 5) ( 2 5) ( 2 5)

     ( 2 5)( 1)

(( 1) 6)(( ) )

( 1 6)( 1 6)( )( )

P x x x x x x x x x

x x x x x x x x

x x x x

x x

x x x x

        

        

    

    

        

 

 

14. Разложи го на прости множители изразот   
3 3 3 3( ) .a b c a b c      

Решение. Дадениот израз го означуваме со P . Тогаш  
3 2 2 3 3 3 3

2 2 3 2 2

2

( ) 3( ) 3( ) ( )

( ) ( 2 3 3 3 )

( ) (3 3 3 3 )

3( )[ ( ) ( )] 3( ) ( ) ( ).

P a b a b c a b c c a b c

a b a ab b ac bc c a ab b

a b ab ac bc c

a b a b c c b c a b b c a c
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15. Разложи го на прости множители изразот   
3 3 3 3( )a b c a b c     .  

Решение. Во претходната задача замени b  наместо b . Се добива  

3 3 3 3( ) 3( )( )( )a b c a b c a b a c c b         . 

 

16.  Докажи дека  
3 3 3 2 2 23 ( )( )a b c abc a b c a b c ab bc ac           . 

Решение. Имаме:  
2 2 2

3 2 2 3 2 2 3 2 2

2 2 2 2 2 2

3 3 3

( )( )

3 .

a b c a b c ab bc ac

a ab ac b ba ac c ca cb

a b abc a c ab b c abc abc bc ac

a b c abc

       

         

        

   

 

 

17. Ако  3 3 3 3a b c abc   , тогаш 0a b c    или a b c  . Докажи! 

Решение. Според претходната задача важи:  
2 2 2 0a b c ab ac bc       или 0a b c   . 

Според тоа,  0a b c    или   

2 2 2 2 2 20 2 2 2 2 2 2 ( ) ( ) ( )a b c ab ac bc a b b c c a            , 

т.е. 0a b c    или a b c   (Зошто?).  

 

18. Докажи дека   
3 3 3( ) ( ) ( ) 3( )( )( )b c c a a b b c c a a b         . 

Решение. Воведуваме ознаки  

A b c  , B c a   и C a b  . 

Тогаш 0,A B C    па според задача 15, имаме 3 3 3 3A B C ABC   , со што е 

докажано почетното равенство.  

 

19.  Да се упрости изразот  
19812 3 1980

1
1 ... a

a
a a a a


       

и да се најде неговата вредност за 4
5

a   .  

 Решение. Користејќи ја формулата  
1 2 1 1( )( ... ( 1) )n n n n n nx y x y x yx y          , 

добиваме  

  

2 3 1980 19811981

1981 1981

(1 ... )(1 )2 3 1980

1 1

1 1
1 1

1 ...

.

a a a a a aa
a a

a a
a a

a a a a
      

 

 
 

      

   

За 4
5

a   , вредноста на изразот е 5.  
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20. Ако за позитивните реални броеви ,a b  и c  важи равенството  

2 2 2
( ) ( ) ( ) 0a b b c c aab c bc a ac b        , 

тогаш a b c  . Докажи!  

Решение. Равенството е еквивалентно со  
2 2 2

2 2 2
( ) ( ) ( ) 0a b cb c a c a b      . 

Бидејќи , ,a b c  се позитивни реални броеви, се добива дека 0a b b c c a      , 

т.е. a b c  .  

 

21. За бројот a , е исполнето равенството 1 1
a

a   . Пресметај ја вредноста на 

5

5 1

a
a  .  

Решение. Прв начин. Ќе воведеме ознака 1
a

b  . Тогаш 1a b   и 1ab  , па 

затоа 

  2 2 2 2 2 22 2 ( ) 2 1 2 1 1a b a ab b ab a b ab             ; 

  3 3 2 2 2 2( )( ) ( )( ) 1 ( 1 1) 2a b a b a ab b a b a b ab               ; 

  5 5 2 2 3 3 2 2 2( )( ) ( ) ( 1)( 2) 1 1 1a b a b a b a b a b            ; 

 Значи, 
5

5 1 1
a

a   . 

Втор начин. Користејќи ја формулата 
5 5 4 3 2 2 3 4( )( )A B A B A A B A B AB B       , 

за A a  и 1
a

B  , имаме  

5 2 3 4 4 2

4 2 2 2

5 4 3 2 4 21 1 1 1 1 1 1 1

4 2 2 2 21 1 1 1

( )( ) 1 ( )

2 ( ) 1 ( ) ( ) 1 (*)

a aa a a a a a

a a a a

a a a a a a a a

a a a a

           

           
 

Од друга страна,  

2 2

2 2 2 21 1 12 2 ( ) 2 1 2 1
aa a

a a a            , 

па заради тоа  
2(*) ( 1) ( 1) 1 1      . 

 Значи, 
5

5 1 1
a

a   . 

 

22. Докажи дека вредноста на изразот   
5 4 3 2 2 3 4 52 2x x y x y x y xy y      , 

за 0x   и 0y   не може да биде негативна. 

Решение. Изразот ќе го запишеме во облик  
3 2 2 3 2 2 3 3 2 2

2 2 2 2

2 2

( 2 ) ( 2 ) ( )( 2 )

( )( )( 2 2 )

( )( )( ( 2 ) ( 2 )

x x xy y y x xy y x y x xy y

x y x xy y x xy xy y

x y x xy y x x y y x y
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2 2 2( ) ( )( 2 ).x y x xy y x y      

Од условот 0x   и 0y   секој од множителите во последниот израз е нене-

гативен, па дадениот израз не може да е негативен.  

 

23. Најди ги сите парови ( , )x y  реални броеви за кои 

2 4 3 2 216 4 68 0.x y xy xy x y      

Решение. Дадената равенка последователно е еквивалентна со 
2 4 3 2 2 2( 16 64 ) ( 4 4 ) 0x y xy y x y xy        

2 2 2( 8 ) ( 2 ) 0xy y x y     

Според тоа, 2 8 0xy y 
 
и 2 0x y  , па затоа (0,0),(4,2)  и ( 4, 2)  .  

 

24. Одреди ја најмалата вредност на изразот  

( 1)( 2)( 3)( 4) 10x x x x     .  

Решение. Изразот ќе го запишеме во облик 
2 2

2 2

2 2 2

2 2

[( 1)( 4)][( 2)( 3)] 10 ( 5 4)( 5 6) 10

[ ( 5 5) 1][ ( 5 5) 1] 10

( 5 5) 1 10

( 5 5) 9.

x x x x x x x x

x x x x

x x

x x

          

       

    

    

 

Од последното равенство е јасно дека изразот добива најмала вредност кога 
2 5 5 0x x    и најмалата вредност е 9 . Од 2 5 5 0x x    следува  

25 5
2 4

( ) 0x    , т.е. 5 55 5
2 2 2 2

( )( ) 0x x     , 

што значи дека дадениот израз најмалата вредност ја достигнува за  

55
2 2

x     и 55
2 2

x    .  

 

25. Одреди ги паровите ( , )x y  за кои функцијата  

2 2( , ) 3 2f x y x xy y x      

прима најмала вредност. Најди ја таа вредност. 

Решение. Изразот ( , )f x y  ќе го трансформираме во израз од кој ќе се види 

кога ( , )f x y  е најмал. 

2 2 2 2 23 31 1
4 4 2 4

( , ( ) ( 4 4) 1 ( ) ( 2) 1f x y x xy y x x x y x            .  

Од последното се гледа дека ( , )f x y  прима најмала вредност за 2 0x   и 

1
2

0x y  , т. е. ако е 2x    и 1y  . Минималната вредност на функцијата е 1 . 

 
26. Броевите ,a b и c  се такви што  

2 2( ) ( ) 2010a b c b a c     

и a b . Пресметај ја вредноста на изразот 
2 ( )c a b .  
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Решение. Бидејќи  
2

2

( ) 2010

( ) 2010

a b c

b a c

 

 
, 

имаме   
2 2( ) ( ) 0a b c b a c    . 

Но, од друга страна  
2 2 2 20 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )a b c b a c ab a b c a b a b ab bc ca            . 

Бидејќи 0a b  , добиваме 0ab bc ca   . Сега, ако го помножиме последното 

равенство со a c , добиваме  

2 2 2 2 2 2

0 0( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

a c a c ab bc ca ac a c b a c a c

a c ac ba bc a b c c a b

          

       
 

Според тоа,   

2 2( ) ( ) 2010c a b a b c    . 

 

 27. За реалните броеви ,a b   и c  се исполнети равенствата 2 2 2 1a b c    и 

3 3 3 1a b c   . Определи ја вредноста на изразот a b c  . 

 Решение. Од условот 2 2 2 1a b c   , добиваме дека ,a b   и c  се реални брое-

ви такви што 1 , , 1a b c   . Но, тогаш 2 3 2 3 2 3, ,a a b b c c   . Според тоа, равен-

ството  
2 2 2 3 3 3a b c a b c      

е исполнето само ако претходните три неравенства се равенства, т.е. 2 3,a a

2 3 2 3,b b c c  . Решенија на последните три равенки се 0a   или 1a  , 0b   

или 1b    и 0c    или 1c   соодветно. Но, од условот 2 2 2 1a b c    e јасно 

дека два од броевите се нула, а едниот е еднаков на 1. Во сите можни случаи е ис-

полнето 1a b c   .   

 

28. Разложи го на прости множители изразот 2 2( ) ( ) .ax by bx ay  
 
 

Решение. Имаме:  
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

( ) ( ) 2 2

( ) ( ) ( )( ).

ax by bx ay a x abxy b y b x abxy a y

a x y b x y a b x y

        

      
 

 

29. а) За реални броеви a  и  b  е исполнето равенството  
2( ) 1 ( 1)( 1)a b a b     . 

Дали за a  и b  е исполнето равенството  
2 2( 1) ( 1)a a b b   . 

б) За реалните броеви a  и b  е точно равенството  
2 2( 1) ( 1)a a b b   . 
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Дали за нив е исполнето и равенството  
2( ) 1 ( 1)( 1)a b a b     . 

Решение. а) Равенството 2( ) 1 ( 1)( 1)a b a b      ќе го запишеме во облик  

2 21 2 1a ab b ab a b        

2 2a ab b a b             (1) 

Случај 1. Ако a b , тогаш јасно е дека 2 2( 1) ( 1)a a b b   .  

Случај 2. Ако a b , равенството (1) ќе го помножиме со a b  
2 2( )( ) ( )( )a b a ab b a b a b       

од каде по елементарни трансформации се добива равенството  
2 2( 1) ( 1)a a b b   . 

б) Нека a  и b  се реални броеви такви што 2 2( 1) ( 1)a a b b   . Тогаш  

3 2 3 2a a b b    

3 3 2 2a b a b    
2 2( )( ) ( )( )a b a ab b a b a b            (2) 

Случај 1. Ако a b , тогаш 0a b  , па според тоа од (2) добиваме  

2 2a ab b a b     

кое е еквивалентно со  
2( ) 1 ( 1)( 1)a b a b     . 

Случај 2. Ако a b , тогаш 2 2( 1) ( 1)a a b b    е точно равенство. Ако a  е 

реален број за кој што е точно и равенството 2( ) 1 ( 1)( 1)a b a b     , тогаш a  е 

решение на равенката 2 24 1 ( 1)a a    . Решенија на последната равенка се 0a   

или 2
3

a  . Сега ако на пример 5
2

a b   и замениме во 2( ) 1 ( 1)( 1)a b a b      

добиваме 49
4

25 1  . Значи, од точноста на 2 2( 1) ( 1)a a b b    во општ случај не 

следува точноста на 2( ) 1 ( 1)( 1)a b a b     .  

 

30. Реалните броеви , ,x y z  ги задоволуваат равенствата  

2 2 2 2 2 2( 1) ( 1) ( 1)x y y z z x        . 

Ако ,x y  и z  се ненегативни, тогаш x y z  . Докажи! 

Решение. Од равенството  

2 2 2 2( 1) ( 1)x y y z      

Со алгебраски трансформации добиваме  
2 22 2x x y z    , 

па според тоа  

  2( ) ( )( )y x z x z x             (1) 

Аналогно, од другите две равенства добиваме  

  2( ) ( )( )z y x y x y             (2) 
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  2( ) ( )( )x z y z y z             (3) 

Ако претпоставиме дека x y , тогаш од ненегативноста на , ,x y z  и од 

равенството (1) добиваме z x . Сега пак, од равенството (3) добиваме y z .  

Според тоа, ако равенстваста (1), (2) и (3) ги помножиме, и во добиеното 

равенство скратиме, т.е. го  поделиме со ( )( )( )x y y z z x    добиваме  

( )( )( ) 8x y y z z x     . 

Но, последното равенство е во спротивност со ненегативноста на , ,x y z . Зна-

чи, x y , и не е тешко, на пример со замена во (2)  да се добие дека y z , т.е. 

x y z  .  

 

31. Докажи дека  
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )a b c x y z a x b y c z b x a y c y b z a z c x              

Решение. Имаме  
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2

2 2

( ) ( ) ( )

( ) ( )

a x b y c z b x a y c y b z a z c x

a x b y c z abxy acxz bcyz b x a y bxzy

c y b z bcyz a z c x acxz

a x b x c x a y b y c y a z b z c z

x a b c y a b c z

        

        

     

        

       2 2 2

2 2 2 2 2 2

( )

( )( ).

a b c

a b c x y z

 

    

, 

 

32. Обопшти ја претходната задача, т.е. докажи го Лагранжовиот идентитет:  
2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 2 1

2 2
1 3 3 1 1 1

( ... )( ... ) ( ... ) ( )

( ) ... ( )

n n n n

n n n n

a a a b b b a b a b a b a b a b

a b a b a b a b 

            

    
 

Упатство. Постапи аналогно како во претходната задача.  

 

33. Докажи го Кошиевото неравенство:  

2 2

1 1 1

| | .
n n n

k k k k
k k k

a b a b
  

  
 

Решение. Непосредна последица од Лагранжовиот идентитет и фактот дека  
2 2 2

1 2 2 1 1 3 3 1 1 1( ) 0, ( ) 0,..., ( ) 0n n n na b a b a b a b a b a b       . 

 

34. Ако 2 2

1 1

1
n n

k k
k k

a b
 

    , докажи дека 
1

1 1
n

k k
k

a b


   . 

Решение. Тврдењето на задачата непосредно следува од Кошиевото неравенство.  

 
35. Димитар на некој начин цифрите 1,2,3,4,5,6,7,8,9  ги распоредил на круж-

ница. Секои три последователни цифри, во насока на стрелките на часовникот, 

формираат трицифрен број. Сите такви броеви тој ги собрал. Кој збир го добил 

Димитар?  
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Решение. Секоја запишана цифра ќе се појави во три различни броја, еднаш 

како цифра на стотки, еднаш како цифра на десетки и еднаш како цифра на 

единици.Според тоа, цифрата n  во вкупниот збир ќе учествува со  

(1 10 100) 111n n   . 

Бидејќи вкупно има 9  такви броја, добиваме дека вкупниот збир ќе биде 
910

2
111(1 2 3 4 5 6 7 8 9) 111 111 45 4995             . 

 

36. Ако за позитивните реални броеви 1 2 2004 1 2 2004, , , , , , , , ,a a a b b b p q  важи 

2 2 2 2
1 2 2004a a a p    , 

2 2 2 2
1 2 2004b b b q    , 

1 1 2 2 2004 2004a b a b a b pq    , 

тогаш   

20041 2

1 2 2004

aa a p

b b b q
    . 

Докажи! 

Решение. Ако првото равенство го помножиме со 2q , второто со 2p  и третото 

со 2pq , се добиваат равенствата  

  

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 2004

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 2004

q a q a q a q p

p b p b p b p q

   

   
 

  2 2
1 1 2 2 2004 20042 2 2 2pqa b pqa b pqa b p q       

Со собирање на последните три равенства добиваме 
2 2 2

1 1 2 2 2004 2004( ) ( ) ( ) 0qa pb qa pb qa pb       , 

од каде заклучуваме дека  

1 1 2 2 2004 2004 0qa pb qa pb qa pb       , 

односно дека  

20041 2

1 2 2004

aa a p

b b b q
    , 

што требаше и да се докаже.  

 

37. Дадени се реалните броеви 1 2, , ..., na a a  и  1 2, , ..., nb b b . Ако 

1 2 ...k kS b b b    , 1,2,3...,k n , 

докажи дека  

  1 1 2 2 1 2 1 2 3 2 1 1... ( ) ( ) ... ( )n n n n n n na b a b a b a a S a a S a a S a S            .  

Решение. Од 1 1S b , 2 1 2S b b  , 3 1 2 3S b b b   ,… следува:  

1 1b S , 2 2 1b S S  , 3 3 2b S S  ,…., 1n n nb S S   . 

Понатаму имаме  

1 1 2 2 1 1 2 2 1 3 3 2 1

1 1 2 2 2 1 3 3 3 2 1

1 2 1 2 3 2 1 1

... ( ) ( ) ... ( )

...

( ) ( ) ... ( )

n n n n n

n n n n

n n n n n

a b a b a b a S a S S a S S a S S

a S a S a S a S a S a S a S

a a S a a S a a S a S
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38. Нека 1 2 ...na n    , за секој n . Ако за ma  и na   важи 2 m na a , то-

гаш 2m na   е полн квадрат. Докажи! 

Решение. Имаме  
( 1)

2
1 2 ...

n n
na n


     , n . 

Според тоа, равенството 2 m na a  го добива обликот 
( 1) ( 1)

2 2
2

m m n n 
 , т.е. 

2 ( 1) ( 1)m m n n   . 

 Значи,  

2

2 21 1
2 2 2

2 2 2 21
2

2 2 2 2 21 1
2 2

(2 )(2 1) (4 4 2 )

(2 2 2 4 2 )

(2 4 2 ) 2( 2 ) ( ) .

m n

n n

a m n m n m mn n m n

m m m mn n n n

m mn n m mn n m n





        

       

       

 

 

39. Нека n . Пресметај го збирот 
1

!.
n

k

k k


  Докажи дека овој збир е непарен 

број. 

Решение. Имаме  

2 1! 3 2! 4 3! ... [ ( 1)!] ( 1) ! (1! 2 ! ... !)

2 ! 3! ... ! ( 1)! [1! 2 ! 3! ... ( 1) ! !]

( 1) ! 1.

n n n n n

n n n n

n

              

            

  

 

Овој број е непарен бидејќи за секој природен број n  изразот  ( 1)!n  во себе го 

содржи множителот 2. 

 

40. Пресметај ги збировите: 

a) 2

1

(2 1)
n

k

k


      б) 3

1

(2 1)
n

k

k


    в) 2

1

( 1)
n

k

k k


  

г) 
1

( 1)( 2)
n

k

k k k


     д) 
2

2

1

( 1)
n

k

k

k


  

Решение. Ќе ги користиме познатите равенства 

( 1) ( 1)(2 1) ( 1)2 3 2

2 6 2
1 1 1

, , [ ]
n n n

n n n n n n n

k k k

k k k
   

  

     . . 

 

а) Имаме 2 2(2 1) 4 4 1k k k     па затоа  

2(4 1)2 2

3
1 1 1

(2 1) 4 4
n n n

n n

k k k

k k k n


  

       . 

б) Имаме: 3 3 2(2 1) 8 12 3 1k k k k     , па затоа  

3 3 2 2 2

1 1 1 1

(2 1) 8 12 3 (2 1)
n n n n

k k k k

k k k k n n n
   

          . 
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в) Од 2 3 2( 1) 2k k k k k     следува  

( 1)( 2)(3 5)2 3 2

12
1 1 1 1

( 1) 2
n n n n

n n n n

k k k k

k k k k k
  

   

        . 

г) Од 3 2( 1)( 2) 3 2k k k k k k      следува  

( 1)( 2)( 3)3 2

4
1 1 1 1

( 1)( 2) 3 2
n n n n

n n n n

k k k k

k k k k k k
  

   

         . 

 

д) Имаме  

2

2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

(4 1) 2

2
1

(4 1) ( 1)(2 1)

2 6

1 2 3 ... (2 ) [1 3 ... (2 1) ] [2 4 ... (2 ) ]

4

(2 1).

n
n n

k

n n n n n

n n n

k

n n





  

              

  

  

 


 

 

41. Докажи го равенството:  

1 1
4

1

3 [(2 1)3 1]
n

k n

k

k n



   , n . 

Решение. Имаме: 1
4

1 [(2 1)3 1]   , т.е. равенството е точно за 1n  .  

Нека претпоставиме дека равенството е точно за природниот број n . Тогаш за 

1n   добиваме  

1
1
4

1 1

11
4

3 3 ( 1)3 [(2 1)3 1] ( 1)3

1
[(2 1)3 1 4( 1)3 ] [(2 1)3 1],

4

n n
k k n n n

k k

n n n

k k n n n

n n n



 



       

       

 
 

што значи дека равенстото е точно и за 1n , па од принцпот на математичка 

индукција следува дека е точно за секој природен број.  

 
42. Докажи го равенството:  

1

2

1 ( 1)1

(1 )
1

n nn
n q nqk

q
k

kq
  




 ,  

за секои n  и 1q   

Упатство. Постапи аналогно како во претходната задача.  
 

43. Докажи го равенството:  

1
5

1

( 1)( 2)( 3) ( 1)( 2)( 3)( 4),
n

k

k k k k n n n n n


        n .  

Обопшти го горното равенство.  

Решение. За 1n   имаме  
1
5

1 (1 1)(1 2)(1 3)(1 4) 1 (1 1)(1 2)(1 3)           , 
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т.е. равенството е точно.  

Нека претпоставиме дека равенството  точно за некој природен број n . Тогаш 

за 1n  добиваме  

1

1 1

1
5

1
5

1
5

( 1)( 2)( 3) ( 1)( 2)( 3) ( 1)( 2)( 3)( 4)

( 1)( 2)( 3)( 4) ( 1)( 2)( 3)( 4)

( 1)( 2)( 3)( 4)( 1)

( 1)( 2)( 3)( 4)( 6),

n n

k k

k k k k k k k k n n n n

n n n n n n n n n

n n n n n

n n n n n



 

           

         

     

     

 

 

Па од принципот на математичка индукција следува дека равенството е точно за 

секој природен број.  

Обопштување на даденото равенство е равенството  

1
2

1

( 1)( 2)...( ) ( 1)( 2)...( 1)
n

m
k

k k k k m n n n n m




        ,  

Кое исо така може да се докаже со помош на индукција. Деталите ги оставаме на 

читателот за вежба.  

 

44. Докажи дека за секој природен број n  е исполнето равенството  

1
1
2

1 0

( 1 ) ( )( 1 )
n n

k k

k n k n k n k


 

        

Решение. Имаме:  

2( 1) ( 1)(2 1)2

2 6
1 1 1

( 1)(3 3 2 1) ( 1)( 2)

6 6

( 1 ) ( 1)
n n n

n n n n n

k k k

n n n n n n n

L k n k n k k
  

  

     

       

 

  
 

и  

2 2

2 2 2 2

1 1
21 1

2 2
0 0

1 1
( 1) ( 1) ( 1)(2 1) ( 1)(2 1)22 1 1
2 2 2 2 4 12

1 1

(6 ( 1) 6 3 3 2 3 1) (2 6 2) ( 3 2 ( 1)( 2)

12 12 6 6

( )( 1 ) ( ( 1) (2 1) )

.

n n

k k

n n
n n n n n n n n n nn

k k

n n n n n n n n n n n n n n n n

D n k n k n n n k k

k k

 

 

 
     

 

            

        

     

   

 

   

Конечно, L D , што и требаше да се докаже.  

 

45. Нека n  е природен број. Ако  

x y u v     и  2 2 2 2 ,x y u v    

докажи дека  

.n n n nx y u v    

Решение. Тврдењето е точно за 1n   и 2n  . Од првите две равенства доби-

ваме xy uv . Нека тврдењето е точно за 1n l  . Тогаш:  

1 1 1 1l l l lx y u v       
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1 1 1 1( )( ) ( )( )l l l lx y x y u v u v         

1 1 1 1 1 1( ) ( )l l l l l l l lx y xy x y u v uv u v             

,l l l lx y u v    

што значи дека тврдењето важи за n l , па од принципот на математичка индук-

ција следува дека важи за секој природен број n .  
 

46. Пресметај го збирот 1

1

.
n

k
n

k

S k x 



   

Решение. Имаме  
2 11 2 3 ... n

nS x x nx       

2 32 3 ... n
nxS x x x nx      

2 11 ... n n
n nS xS x x x nx        

1
1

(1 )
n nx

n x
x S nx


   ,  

2

1 (1 )

(1 )

n nx nx x
n

x
S

  


 , за 1x  . 

 

47. Ако 1 11 111 1111 ... 11...1n
n

S       ,  докажи  дека  10 11
9 9

(10 )
n

nS n   .  

Решение. Имаме:  
2 2 310 1 10 1 10 1 1

9 9 9 9

2 3 11
9

10 1 10 11 1
9 10 1 9 9

... (10 10 10 ... 10 )

(10 (1 10 10 10 ... 10 ) )

(10 ) (10 ).

n

n n

n
n

n

S n

n

n n

  



 


         

       

     

 

 

48.  Дадена е следната правоаголна таблица од броеви:  

1 11 111    ….   11 … 1 

2 22 222    ….   22 … 2 

3 33 333    ….   33 … 3 

4 44 444    ….   44 … 4 

5 55 555    ….   55 … 5 

6 66 666    ….   66 … 6 

7 77 777    ….   77 … 7 

8 88 888    ….   88 … 8 

9 99 999    ….        99 … 9 

(Во последната колона броевите имаат по n  цифри). 

а) Најди го збирот на броевите во секоја редица;  

б) Најди го збирот на броевите во секоја колона; 

в) Најди го збирот на броевите во таблицата; 

г) Спореди го збирот на збировите во колоните со збирот на збировите во 

редиците; 
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Решение. а) Збирот на броевите во првата редица е определен во претходната 

задача. Го означуваме со nS . Тогаш збировите на броевите во втората, третата, ... , 

деветата редица се: 2 nS , 3 nS , ... , 9 nS , соодветно. 

б) Ако со 9S  ( 9 45S  ) го означиме збирот на броевите во првата колона, то-

гаш збирот на броевите во втората, третата, ... , n -тата колона е: 911S , 9111S ,...,

9111...1

n

S , соодветно.  

в) Збирот на сите броеви во табелата е еднаков на збирот на броевите од сите 

редици, т. е. еднаков е на 92 ... 9n n n nS S S S S    . 

г) Збирот на збировите во колоните е 9 nS S . Збирот на збировите на редиците е 

исто така 9 nS S . 

 

49. Ја разгледуваме низата подредени парцијални низи природни бро -еви  

(1) , (2,3) , (4,5,6) , (7,8,9,10) , ... Најди го збирот на членовите на n -тата пар-

цијална низа. 

Решение. Во првите 1n  членови на парцијалните низи има  

( 1)

2
1 2 3 ... ( 1)

n n
n


       

почетни  членови од низата природни броеви. Затоа првиот член на n -тата парци-

јална низа почнува со 
( 1)

2
1

n n
 , а завршува со 

( 1)

2

n n
n


 . Значи, збирот на сите 

членови во n -тата парцијална низа е 
3( 1) ( 1) ( 1)

2 2 2 2
( 1) ( 2) ... ( )

n n n n n n n nn
           

 

 

 

2.  ДРОБНОРАЦИОНАЛНИ ИЗРАЗИ   
 

1. Пресметај ја вредноста на изразот 2( )x y , ако 2 2 1
x y
   и 1y x  . 

Решение. Од 2 2 21 2
y x

x y xy xy


     следува дека 2xy   . Сега,  

2 2 2 2 2 2 2( ) 2 2 4 ( ) 4 1 4 2 9x y x xy y x xy y xy x y xy                

 

2. Ако 1abc  , тогаш 
2 2 21 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) 4 ( )( )( )

a b c a b c
a b c a b c          . До-

кажи! 

Решение. Прв начин. Имаме  

2 2 2

2 2 2

2 2 21 1 1

2 2 21 1 1

2 2 21 1 1

( ) ( ) ( ) 4

2 2 4

2

a b c

a b c

a b c

L a b c

a b c

a b c

      

        

      

 

и ако земеме предвид дека 1abc   добиваме  
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2 2 2

1 1 1

1

2 2 21 1 1

( )( )( )

2

a b c

ab bc ca a b c
abc c a b bc ca ab

a b c

D a b c

abc

a b c

   

       

      

 

т.е. L D .  

Втор начин. Имаме: 

2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 21 1 1 1 1 1

2 2 2 21 1 1 1

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )( )( )

2 2 2 ( 1)( 1)( 1)

6 ( 1)( 1)( 1)

6 ( 1)( 1)

6

a b c a b c

abca b c

b z a c a b

a b c

a b c a b c

a b c a b c

a b c a b c

a b c b c a c a b a b a b c

a b c

 

         

            

        

           

    2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

1

6 1 6 1 1 4,

b c a c a b

a b c a b a c a b c b c

a b c

   

       

      

 

од каде следува бараниот идентитет.  

 

3. За природните броеви , , ,a b c d  се исполнети равенствата 

1
1

a b ab
c d cd




  . 

Докажи дека a c  и b d .   

Решение. Бидејќи , , ,a b c d , постои рационален број   таков што  

1
1

a b ab
c d cd




   . 

Тогаш a c , b d  и 1 ( 1)ab cd   . Ако во последните равенства замениме 

a c  и b d , добиваме  

2 1 0cd cd       

( 1) ( 1) 0cd       

( 1)( 1) 0cd    .  

Притоа можни се два случаи.  

 а) 1 0   , т.е. 1  . Тогаш a c , b d  (според равенствата a c , 

b d ). 

 б) Ако 1 0   , а 1 0cd    имаме  

( ) 1 0c d    

1ad   (бидејќи c a  ) 

Бидејќи ,a d , последното равенство е можно ако и само ако 1a d  . Но 

тогаш 1
1
d

c
 , односно 1bc  . Повторно, бидејќи ,b c , добиваме 1b c  .  

Значи, и во овој случај 1a b c d    .   

 

4. Ако  1xyz  , докажи дека  1 1 1
1 1 1

1
x xy y yz z zx     

   . 
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Решение. Првата дропка ја прошируваме со z , а втората со x z . На тој начин 

добиваме ист именител во сите три дропки, т. е. 
1 1 1 1

1 1 1 1

11
1 1 1 1

1.

xzz
x xy y yz z zx z xz xyz xz xzy xzyz z zx

xz z zxz
z xz xz z z zx z zx

           

 
       

    

    
. 

 

5. Ако ,a b  и c  се различни броеви, докажи дека 

2 2 2
( )( ) ( )( ) ( )( )

b c c a a b
a b a c b c b a c a c b a b b c c a

  
        

     .  

Решение. Го трансформираме првиот собирок на левата страна:  
1 1

( )( ) ( )( )
b c b a a c

a b a c a b a c c a a b
   

     
   . 

Слично постапуваме со останатите два собироци од левата страна и ги собираме 

добиените равенства, со што едокажан идентитетот. 

 

6. Докажи, дека ако ( )( )( ) 0a b a c b c    , тогаш  

2 2 2

( )( ) ( )( ) ( )( )
0a bc b ac c ab

a b a c b c a b a c b c
  

     
   . 

Решение. Првиот собирок можеме да го трансформираме на следниот начин:  
2 2 ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

a a b b a ca bc a bc ab ab a b
a b a c a b a c a b a c a c a b

     
       

    .  

  

Слично постапуваме со останатите два собироци, па добиените равенства ги 

собираме, со што го добиваме бараниот идентитет 
 

7. Од условот  2 1 0a a    определи ја вредноста на изразот 32 32.a a  

Решение. Имаме:  
2

1

2 2

2 2

1 0

1

2 1

1.

a a

a a

a a

a a







  

  

  

  

 

На ист начин добиваме:  
4 4 8 8 16 161, 1, 1a a a a a a            и 32 32 1.a a    

 

8. Скрати  ја дропката  
4 2

5 3 2

1

1

x x

x x x

 

  
. 

Решение. Имаме  
2 2 2 2 24 2 2

5 3 2 3 2 2 2 2

( 1) ( 1 )( 1 )1 1

1 ( 1)( 1) ( 1)( 1)( 1) ( 1)( 1)

x x x x x xx x x x

x x x x x x x x x x x

        

          
   .  

Заедничкиот множител, со кој ја скративме дропката е позитивен (Провери!). Во 

последниот именител едниот множител е ненегативен и не е делител на броите-

лот, а другиот е еднаков на нула за 1x  . Но, за 1x   броителот на дропката е 

различен од нула, па затоа последната дропка не може повеќе да се скрати.  
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9. Докажи дека дропката 
2 7

8

1

1

n n

n n

 

 
 може да се скрати за секој  природен број n . 

Решение. Имаме:  
2 7 2 2 3 2 3 4 4 5 6 5 6 7

2 2 2 2 4 2 5 2

2 2 4 5

1 1

(1 ) (1 ) (1 ) (1 ) (1 )

(1 )(1 ).

n n n n n n n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n n n n

n n n n n n

                

              

      

 

8 2 2 3 4 5 5 6 7 6 7 8

2 2 3 5 6

1 1

(1 )(1 ).

n n n n n n n n n n n n n n

n n n n n n

              

      
 

Значи, броителот и именителот имаат заеднички делител за секој природен 

број n . Тоа е бројот 21 .n n   

 

10. Да се упрости изразот  

2

3
3 3 3

a c ac ab
a b a c a ac bc ab


    

  . 

Колкава е неговата вредност за 1, 0, 2a b c   ? 

Решение. Ако 3 ,a b a c  , тогаш  

2

2

3 3
3 3 ( 3 ) ( 3 )3 3

3 3 3
3 ( 3 )( ) ( 3 )( )

1.

a c ac ab a c ac ab
a b a c a b a c a a b c a ba ac bc ab

a c ac ab a ac ac bc ac ab
a b a c a b a c a b a c

 
        

     
     

    

    
 

Бидејќи за 1, 0, 2a b c    важи 3 ,a b a c   добиваме дека вредноста на изразот 

идентички е еднаква на 1. 

 

11. Да се упрости изразот  

2

2
2 2 2

a c ac ab
a b a c a ac bc ab


    

  . 

Колкава е неговата вредност за  1a b   и 2c  ? 

Решение. Ако 2 ,a b a c  , тогаш  

2

2

2 2
2 2 ( 2 ) ( 2 )2 2

2 2 2
2 ( 2 )( ) ( 2 )( )

1.

a c ac ab a c ac ab
a b a c a b a c a a b c a ba ac bc ab

a c ac ab a ac ac bc ac ab
a b a c a b a c a b a c

 
        

     
     

    

    
 

Бидејќи за 1, 2a b c    важи 2 ,a b a c   добиваме дека вредноста на изразот 

идентички е еднаква на 1. 

 

12. Да се упрости изразот  

2 2

2 31
3 9 3 27 9 3

.a a
a a a a


  
   

 Решение. Од условот на задачата при 3, 3, 0a a a     имаме  

2 2

2 2

2 2 2

( 3) 2 ( 3)2 3 2 31 1
3 9 3( 3) 3( 3)( 3) 3 ( 3) 3 ( 3)( 3)3 27 9 3

3( 3)3 2 6 9 3 9 1
3 ( 3)( 3) 3 ( 3)( 3) 3 ( 3)( 3) ( 3)

.

a a a aa a a a
a a a a a a a a aa a a

aa a a a a a
a a a a a a a a a a a
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13. Да се упрости изразот  

2 2 3

4 81

4 16 4 16
.a

a a a a a a



  
   

Решение. Од условот на задачата при 4, 4, 0a a a     имаме  

2 2 3

2

4 8 4 81 1
4 ( 4) ( 4) ( 4)( 4)4 16 4 16

8 16 4 16 32 1
4 ( 4)( 4) 4( 4)

.

a a
a a a a a a aa a a a a a

a a a
a a a a

 
     

    
  

    

 
 

 

14. Определи го x од пропорцијата 
3 2( ) ( )2

3 4
[ ] :[( ) ] [ 1] :

a b a b

ab ab
a b a b ab x

 
      . 

Решение. Јасно, задачата има смисол за 0,  0a b  . Сега последователно 

добиваме  
3 2 3 2 2 2 2 22 23 3 3 3 2

3 4
:[ ] [ 1] :a a b b ab a b ab a ab b

ab ab
a ab b x           

3 3 2 22 2 2
3 4

:[ ] :a b a ab b
ab ab

a ab b x      

2 2 22 2

3 3 2 2

3( )( ) 3( )2 23 2
4 44( )( )

[ ] .
a ab b a b a bab a ab b

aba b a b a ab b
x a ab b

    

   
      

 

15. Да се упрости изразот:  

2

1

2
, 0.

n n n n

n n n n

a a a a

a a a a
a

 

 

  

  
   

Решение. Последователно имаме  
1 1

3 2 2

2 3 21 1
2

2

2 2

1
1 1

2 2 1 1 2

( 1) ( 1)( 1) 1 1

( 1)( 1) ( 1) 1 1 1
.

n n
n n n n n n n nn na a

n n n n n n n n n

n na a

n n n n n n n

n n n n n n n

a a
a a a a a a a a

a a a a a a a a a

a a a a a a a

a a a a a a a

 

 

  
     

        

    

      

    

    

 

 

16. а) Да се упрости изразот: 

                                       
2 2( )2 2

2 4
[ : ( )] [ 1].

y xy x y

x xy
A y x

 
     

б) Која крива во рамнината се добива за 1A  . 

в) Нацртај го нејзиниот график. 

Решение. а) Јасно 0,x y x    и притоа  

2 2

2

2

2

( )2 2

2 4

( ) ( ) 41
2 ( )( ) 4

( )1 1
2 4 8

[ : ( )] [ 1]

.

y xy x y

x xy

y y x x y xy

x y x y x xy

y x y x

x y x x x

A y x
 

  

 

 



   

  

   

 

б) За 1A  добиваме 
28

1
y x

x


 , т.е. 28y x x   и тоа е равенка на парабола.  

в) Нацртај го самостојно графикот на оваа парабола.  
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17. а) Да се упрости изразот: 
2 3 2 2 2

21 .
x yx

y xy y x y y x x y
B



  
    

б) Која крива се добива за 
3

1

x
B  ? 

Решение. Дадениот израз има смисла за , 0, 0x y x y     и притоа  

2 3 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 21 1
( ) ( )( ) ( )

( ) 2 ( ) 2 2

( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) 1
( )( ) ( )

.

x y x yx x
y y x y x y x y yx x yy xy y x y y x x y

x x y x x y x xy x x y xy y xy

xy x y x y xy x y x y xy x y x y

y x y

xy x y x y x x y

B
 

     

         

     



  

     

  

 

 

б) Ако 
3

1

x
B  , тогаш 

3

1 1
( )x x y x

  т.е. 2y x x    што значи дека во случајот 

се добива парабола.  

 

18. Да се упрости изразот: 
2 2 2 2

3 3 2 2

3 41

2
[( ) : ]a a ab b a b ab a b

a b a b a ba b a ab b
A    

    
    . 

Решение. Изразот има смисол за a b   и во овој случај имаме   
2 2 2 2

3 3 2 2

2 2

2 2 2

2 2

3 41

2

( )3 41

( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )3 41
( )( ) 4 ( )( ) 4

[( ) : ]

[( ) : ]

[( ) ]

a a ab b a b ab a b
a b a b a ba b a ab b

ab b aa a ab b a b
a b a b a ba b a ab b a b

a b ab b a a b ab b aa a b
a b a b a b a b a b a b a b a b a b

A

ab

   
    

  
     

   
        

   

   

        .

 

 

19. а) Да се пресмета: 1 1 1 1
2 5 4 5

: ( ) 
 

б) Да се упрости изразот: 
2

21
3 9 3 27

a
a a 

  , за 3a  , 3a   . 

Решение. Имаме  

а) 5 4 20 91 1 1 1 1 1 1 1 1
2 5 4 5 2 5 20 2 5 1 2 2

: ( ) : 4           . 

б) 
2

( 3)2 3 21 1
3 9 3( 3)( 3) 3( 3)( 3) 3(3 )3 27

aa a a
a a a a a aa

  
     
     . 

 

20. а) Да се пресмета: 1 1 1 1
4 6 2 3

: ( )   

б) Да се упрости изразот: 
2

2 2 4 4

( )b a ba

a b a b



 
 , за a b , a b  . 

Решение. а) Имаме  
3 2 61 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

4 6 2 3 4 6 6 4 6 5 4 5 20
: ( ) :           . 

б) Имаме 
2 2 2 2 23 2 2 2 3

2 2 4 4 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

( ) ( ) ( )2

( )( ) ( )( )

1
( )( )

                          .

b a b a a b b a ba a ab ba ab b

a b a b a b a b a b a b

a b a b
a b a b a ba b
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21. а) Да се пресмета: 1 1 1 1
2 5 4 5

: ( ) 
 

б) Да се упрости изразот: 
2

21
3 9 3 27

a
a a 

  , за 3a  , 3a   . 

Решение. Имаме  

а) 5 4 20 91 1 1 1 1 1 1 1 1
2 5 4 5 2 5 20 2 5 1 2 2

: ( ) : 4           . 

б) 
2

( 3)2 3 21 1
3 9 3( 3)( 3) 3( 3)( 3) 3(3 )3 27

aa a a
a a a a a aa

  
     
     . 

 

22. а) Да се пресмета: 1 1 1 1
4 6 2 3

: ( )   

б) Да се упрости изразот: 
2

2 2 4 4

( )b a ba

a b a b



 
 , за a b , a b  . 

Решение. а) Имаме  
3 2 61 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

4 6 2 3 4 6 6 4 6 5 4 5 20
: ( ) :           . 

б) Имаме 
2 2 2 2 23 2 2 2 3

2 2 4 4 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

( ) ( ) ( )2

( )( ) ( )( )

1
( )( )

                          .

b a b a a b b a ba a ab ba ab b

a b a b a b a b a b a b

a b a b
a b a b a ba b

      

     

 
  

  

  

 

 

23. а) Да се пресмета: 0,5 0,4 : (0,25 0,2)  .  

б) Да се скрати дропката: 
5 4 3 2

( 1)( 1)
a a a a
a a a
  
 

 за 1, 1, 0a a a    . 

Решение.  а) Имаме  

0,5 0,4 : (0,25 0,2) 0,5 0,4 : 0,05 0,5 0,40 : 0,05 0,5 8 8,5          

б) При 1, 1, 0a a a     важи  
4 2 2 2 25 4 3 2 ( 1) ( 1) ( 1)( 1) ( 1)( 1)( 1)

( 1)( 1) ( 1)( 1) ( 1)( 1) ( 1)( 1)
( 1)

a a a a a a a a a a aa a a a
a a a a a a a a a a a a

a a
         

       
     . 

 

24. Да се пресмета: 3,5 0,9 : (0,2 0,25)    

б) Да се скрати дропката: 
4 3 2

( 1)( 1)
a a a a

a a
  
 

 за 1a   . 

Решение. а) Имаме  

3,5 0,9 : (0,2 0,25) 3,5 0,9 : 0,45 3,5 0,90 : 0,45 3,5 2 1,5         .  

б) При 1a    добиваме  
3 24 3 2 ( 1) ( 1) ( 1)( 1) ( 1)( 1)( 1)

( 1)( 1) ( 1)( 1) ( 1)( 1) ( 1)( 1)
( 1)

a a a a a a a a a a aa a a a
a a a a a a a a

a a
         

       
     . 

 

25. а) Да се пресмета: 0,5 0,4 : (0,25 0,2)  .  

б) Да се скрати дропката: 
5 4 3 2

( 1)( 1)
a a a a
a a a
  
 

 за 1, 1, 0a a a    . 

Решение.  а) Имаме  

0,5 0,4 : (0,25 0,2) 0,5 0,4 : 0,05 0,5 0,40 : 0,05 0,5 8 8,5          

б) При 1, 1, 0a a a     важи  
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4 2 2 2 25 4 3 2 ( 1) ( 1) ( 1)( 1) ( 1)( 1)( 1)

( 1)( 1) ( 1)( 1) ( 1)( 1) ( 1)( 1)
( 1)

a a a a a a a a a a aa a a a
a a a a a a a a a a a a

a a
         

       
     . 

 

26. а) Да се пресмета: 3,5 0,9 : (0,2 0,25)    

б) Да се скрати дропката: 
4 3 2

( 1)( 1)
a a a a

a a
  
 

 за 1a   . 

Решение. а) Имаме  

3,5 0,9 : (0,2 0,25) 3,5 0,9 : 0,45 3,5 0,90 : 0,45 3,5 2 1,5         .  

б) При 1a    добиваме  
3 24 3 2 ( 1) ( 1) ( 1)( 1) ( 1)( 1)( 1)

( 1)( 1) ( 1)( 1) ( 1)( 1) ( 1)( 1)
( 1)

a a a a a a a a a a aa a a a
a a a a a a a a

a a
         

       
     . 

 

27. а) Да се упрости изразот 
2 3 4

2 1 2

1 1

1 1
( 1)

n

a a an n n

n an a
A    

 
  . 

б) Дали за некој природен број n , бројот A  е природен број? 

Решение. а) Имаме  
32 3 4

2 1 2

2

( 1)( )1 1 1
( ) 1 11 1

21 11 1
1

( 1) ( 1)

( 1)( 1) 1 .

n

n a na a an n n n
n n a nn an a

n n n n
n n n n

A

n n n n

     
   

   


   

       

 

б) Користејќи го резултатот под а), имаме дека A  е природен број ако и само 

ако 1
n

 е природен број, а тоа е можно за 1n  . Но, изразот A  не е дефиниран за 

1,n   па следствено, A  не може да биде природен број за ниту една вредност на 

природниот број n .  

 

28. Да се упрости следниов алгебарски израз:  
2 1 1

2

2 1 1
2

( ) ( )

( ) ( )

m n m

mn

n m n

nm

m n

n m





  

 
. 

Решение. Дадениот израз да го означиме со J .  
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

( 1) ( 1) ( 1)

( 1) ( 1)

( 1) ( 1)
( ) .

m n m n m n m n n m n n m

n m n m n m m n m m n

m n m n m n

m n m n m n

m n mn m n m n mn m

m n mn n m mn n

mn mn m nm m
nmn mn n

J
     

    

  

  

       

     

  

 

  

 

 
  

29. Да се упрости изразот  
12 6

3 2 2

28 4096

( 4 8 8)

x x

x x x

 

  
.  

Решение. Имаме 
12 6 6 2 3 2 3 2

2 2 2 2 2 2

128 4096 ( 64) ( 8) ( 8)

( 2) ( 2 4) ( 2) ( 2 4)

x x x x x

x x x x x x

      

      
 

3 2 3 2

2

4 8 8 ( 8) 4 ( 2) ( 2)( 2 4 4 )

( 2)( 2 4)

x x x x x x x x x x

x x x

            

   
. 
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Значи,  

   
2 2 2 2 2 212 6

3 2 2 2 2 2

( 2) ( 2 4) ( 2) ( 2 4) 2 2 228 4096

( 4 8 8) ( 2) ( 2 4)
( 2) ( 2 4) .

x x x x x xx x

x x x x x x
x x x

      

     
      

 

30.  Нека за броевите ,a b  и c  е точно равенството  

1 1 1 1
a b c a b c 
   . 

Да се покаже дека е исполнет барем еден од следниве три услови:  

a b  , a c  , b c  . 

Решение. Следната низа од равенства се еквивалентни меѓу себе:  

  1 1 1 1
a b c a b c 
    

  1ab bc ca
abc a b c
 

 
  

  ( )( )ab bc ca a b c abc      

  2 2 2 2 2 2a b a c abc ab abc b c abc ac bc abc          

  2 2( ) ( ) 0b a ac ab bc c a ac bc ca         

  [ ( ) ( )] [ ( ) ( )] 0b a a c b a c c a a c b a c         

  ( )[ ( ) ( )] 0a c b a b c a b      

  ( )( )( ) 0a b b c c a    .  

Од последното равенство непосредно се добива тврдењето од задачата.  

 

31. За ненеултите реални броеви , , ,a b c d  важи  

0a b c d     и 1 1 1 1 1 0
a b c d abcd
     . 

Да се определи вредноста на изразот ( )( )ab cd c d  .  

Решение. Условот 1 1 1 1 1 0
a b c d abcd
      можеме да го запишеме во облик  

1 1 1 1 1
a b c d abcd
      

односно  

1abc abd acd bcd     . 

Сега, од условот 0a b c d     имаме  

( )c d a b    , т.е. ( )a b c d    . 

Според тоа,  

1

( ) ( )

( ) ( )

( )( ).

abc abd acd bcd

ab c d cd a b

ab c d cd c d

c d ab cd

    

   

   

  

 

 

32. За позитивните броеви , ,x y z  е исполнето равенството  

2 22 22 2y yx xz z
y z x z x y
      . 

Докажи дека барем два од броевите , ,x y z  се еднакви меѓу себе.   

 Решение. Ако даденото равенство го помножиме со xyz  добиваме  
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3 3 3 3 3 3

3 3 3

3 3 3 3

3 3 3 3

2 2 2 2

2 2 2 2

0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )( )( ) ( )( )( )

( ( )( )

( )( )( ( ) (

x z y x z y x y z x y z

x z y y x z z y x

x z x x x y y z x z x y

z x x y x y x z

z x x y x xy y x y x z x xz z

x y z x x xy y x xz z

x y z x x y z y

     

     

       

     

         

       

      )( ))

( )( )( )( ).

z y z

x y y z z x x y z

 

     

 . 

Бидејќи , ,x y z  се позитивни броеви, важи 0x y z   , па затоа од последното 

равенство следува 0x y   или 0y z   или 0z x  , т.е. x y  или y z  или 

z x , што и требаше да се докаже.  

 
33. Да се упрости алгебарскиот рационален израз  

3 2 2 2 2 3

3 2 2 2

3 2 3

2 4 3

x x x y xy xy y y

x x y xy y
A

     

  
 . 

Решение. Да го разложиме броителот на множители: 
3 2 2 2 2 3

3 2 2 2 2 2 2 3

2 2

2

3 2 3

2 2 2

( 1 ) 2 ( 1 ) ( 1 )

( ) ( 1 )

x x x y xy xy y y

x x x y x y xy xy xy y y

x x y xy x y y x y

x y x y

      

         

        

   

 

Да се обидеме сега да го разложиме именителот на множители од кои што едниот 

множител е x y :  

3 2 2 2 3 2 2 2 2 2

2 2

2 2

2 4 3 2 2 3 3

2 ( ) ( ) 3 ( )

( )(2 3 )

x x y xy y x x y x y x y xy y

x x y xy x y y x y

x y x xy y

        

     

   

 

Полиномот 2 22 3x xy y   го разложуваме на множители 

2 2 2 22 3 2 2 3 3 2 ( ) 3 ( ) ( )(2 3 )x xy y x xy xy y x x y y x y x y x y             . 

 Конечно, добиваме  
2

2

( ) ( 1) 1

2 3( ) (2 3 )

x y x y x y

x yx y x y
A

    

 
  . 

 

34. За позитивните реални броеви x  и y  тоно е равенството 2 2 6x y xy  . 

Пресметај ја вредноста на изразот 
x y

x y




. 

Решение. Ако на двете страни од равенството 2 2m   додадеме 3,4,...m   

добиваме 
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2 22 8x xy y xy    т.е. 2( ) 8x y xy  . 

Ако на двете страни на истото равенство додадеме 2xy  добиваме  

2 22 4x xy y xy   , т.е. 2( ) 4x y xy  . 

Според тоа  
2

2

( ) 82

4( )
( ) 2

x y x y xy

x y xyx y

 

 
   . 

Конечно, 2
x y

x y




  . 

 

35. Упрости го изразот  
2 1 1

2

2 1 1
2

( ) ( )

( ) ( )

x y x

xy

y x y

yx

x y

y x





 

 
. 

 Решение. Ќе направиме трансформација и на броителот и на именителот на 

зададениот израз. Имаме:  
2 2 2 21 1 ( 1) ( 1)2 1 1

2 2 2

2 2 2 2 21 1 1 1 ( 1) ( 1)
2

2 2

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

2

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

x y xx y xy x y xyx y x x y x

x x x y xy y y x

y x y y x yx y xy x y xyy x y
yx y y x yx x y

x x y xxy xy xy xy

x y xy x x

y y x yxy xy xy xy

x

x y

y x

    



    



   



   

  

  

 



2

( ) .
x y

x y

y x yy y

x yx x
yy







 

 

  

36. Ако за реалните броеви a , b  и c  важи 2 2 2( )a b a b c    , a b c   и 

b c , докажи дека 
2 2

2 2

( )

( )

a a c a c
b cb b c

  
 

 . 

Решение. Од условот на задачата имаме  
2 2 2( ) ( )( 2 )a a b c b a c a b c        ,     

2 2 2( ) ( )(2 )b a b c a b c a b c        . 

Ако последните равенства ги замениме во левата страна на равенството што треба 

да се добие, имаме 
2 2 2

2 2 2

( ) ( )( 2 ) ( ) ( )( 2 ) 2( )( )

( )(2 ) 2( )( )( ) ( )(2 ) ( )

a a c a c a b c a c a c a b c a c a c a b c a c
b c a b c b c b c a b c b cb b c b c a b c b c

               
              

    . 

 

37. Нека , ,a b c  и , ,x y z  се дадени реални броеви, 0abc  , 0xyz  , 

1
yx z

a b c
    и 0a b c

x y z
   . Докажи дека 

22 2

2 2 2
1

yx z

a b c
   . 

Решение. Ако воведеме смени x
a

u , 
y

b
v , z

c
w , тогаш точни се  равен-

ствата  1u v w    и 1 1 1 0
u v w
   . Од второто равенство 1 1 1 0

u v w
   , добиваме 

дека 0vw uw uv
uvw
    , од каде имаме 0uv vw wu    .  
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Ако равенството 1u v w    го квадрираме, добиваме 2 2( ) 1u v w   , т.е. 

2 2 2 2 2 2 1u v w uv vw uw       .  

Ако го искористиме условот 0uv vw wu   , добиваме 

2 2 2 2 2 2 2( ) 1u v w u v w uv vw uw         . 

т.е. 2 2 2 1u v w   . Ако се вратиме на старите променливи, ја добиваме точноста 

на бараното равенство   
22 2

2 2 2
1

yx z

a b c
   . 

 

38. Нека ,x y  и z  се броеви за кои што  

2x y z   , 
2 2 2x y z a    и xyz b . 

Збирот  
1 1 1

1 1 1xy z yz x zx y
S

     
    

изрази го преку a  и b .  

Решение. Од равенството  2x y z    добиваме  

2

2

2

x y z

y z x

z x y

  

  

  

 

Но, тогаш  

1 2 1 1 ( 1)( 1)

1 2 1 1 ( 1)( 1)

1 2 1 1 ( 1)( 1)

yz x yz y z yz y z y z

xz y xz x z xz x z z x

xy z xy x y xy x y x y

             

             

             

 

Сега, 

2 2 2 2 4( ) ( )
2

2

1 1 1 1 1 1
1 1 1 ( 1)( 1) ( 1)( 1) ( 1)( 1)

1 1 1 3

( 1)( 1)( 1) ( ) ( ) 1

3 2 3 2
2 21

( ) 1

.
ax y z x y z

xy z yz x zx y x y y z z x

z x y x y z

x y z xyz xy yz zx x y z

x y z

b ab
xyz x y z

S

    

           

       

         

    
  

    

     

 

  

 

 

 39. Да се определат вредностите на изразот  
2 2 2( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

a b c b c a c a b

a c b c b a c a c b a b

     

     
  , 

за оние ,a b  и c  за кои тој е определен.  

 Решение. За A a b c    изразот го добива обликот  
2 2 2

2 2 2

( 2 ) ( 2 ) ( 2 )

( )( ) ( )( ) ( )( )

( 2 ) ( ) ( 2 ) ( ) ( 2 ) ( )

( )( )( )

4
( )( )( )

A c A a A b

a c b c b a c a c b a b

A c b a A a c b A b a c

a b b c c a

L
a b b c c a

M
  

     

       

  

  

  





 

За L  имаме  
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2

2 2 2 2

[( ) ( ) ( )] 2 [ ( ) ( ) ( )]

4[ ( ) ( ) ( )] 0 2 0 4 4

L A b a a c c b A c b a a c b b a c

c b a a c b b a c A A N N

            

           
 

а за N  имаме  

2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2

2

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( )( )

( )[ ( ) ( )]

( )( )( )

N c b a a c b b a c

c b a a c a b b a b c

c b a a c b c a b b a

c b a c a b a b ab a b

a b ac bc ab c

a b c b c a b c

a b b c c a

     

     

     

      

    

    

   

 

Според тоа 4( )( )( )L a b b c c a    , односно  

4( )( )( )4
( )( )( ) ( )( )( )

4
a b b c c aL

a b b c c a a b b c c a
M

  

     
   . 

 

40. Ако a b , b c и c a , тогаш  

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

x b x c x c x a x a x b

a b a c b c b a c a c b

     

     
   

не зависи од x . Докажи! 

Решение. Имаме  

2

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )

( )( )( )

( ) [( )( ) ( )( ) ( )( )] ( ) ( ) (

x b x c x c x a x a x b

a b a c b c b a c a c b

x b x c b c x c x a c a x a x b a b

a b b c a c

x b c c a a b x b c b c c a c a a b a b bc b c ca c a ab a

     

     

          

  

                   

  




)

( )( )( )

( ) ( ) [( ) ( )] ( )( ) ( )( )

( )( )( ) ( )( )( )

( )[ ( ) ( )] ( )( )( )

( )( )( ) ( )( )( )
1

b

a b b c a c

bc b c ac c a ab a c c b b c bc ab a c ab ac

a b b c a c a b b c a c

b c b c a a a c a b b c a c

a b b c a c a b b c a c

  

           

     

      

     

 

  

 

 

41. Нека , ,x y z  се реални броеви такви што 1xyz  . Ако  

1
x

a x  , 1
y

b y   и 1
z

c z  , 

пресметај ја вредноста на изразит  
2 2 2a b c abc   . . 

Решение. Имаме:  

1 xyz

x x
a x x x yz      , 

1 xyz

y y
b y y y zx      , 

1 xyz

z z
c z z z xy      . 

Според тоа,  
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2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 3 3 3

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2,

2 2,

2 2,

( )( )( )

2 .

a x xyz y z x y z

b y xyz x z y z x

c z xyz x y z x y

zbc x yz y zx z xy

xyz x y z x y y z x z xyz xy z x yz

x y y z x z x y z

     

     

     

   

      

      

 , 

Значи,  
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

(2 )

4.

a b c abc x y z y z x z x y

x y y z x z x y z

            

      



 

  
42. Докажи дека:  

1 1 1 1
( )( ) ( )( ) ( )( )x x y x z y y z y x z z x z y xyz     

   . 

Решение. Имаме 

     
   

   

      
   

 

2 2 2 2 2 2

2

2

1 1 1 1 1 1
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )

x x y x z y y z y x z z x z y x x y z x y y z x y z z x y z

yz y z xz z x xy x y

xyz x y y z z x

y z yz xz x z x y xy

xyz x y y z z x

z x y x y z x y xy x y

xyz x y y z z x

x y zx zy z xy

x

           

    

  

    

  

      

  

    

     

 

 

 

 
   

 
   

   
   

( ( ) ( ))

1

yz x y y z z x

x y x y z z y z

xyz x y y z z x

x y y z z x

xyzxyz x y y z z x

  

   

  

  

  

 

 

 

 

43. За реалниот број x , 1x   е исполнето равенството  

1 1
x x

x x   . 

Пресметај го збирот 1
x

x  .  

Решение. Ќе воведеме смена x a . Тогаш 1a   и 2x a , при што равен-

ството го добива обликот  

2

2 1 1
aa

a a   . 

Според тоа 
1 1 1( )( )
a a a

a a a    . 
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Бидејќи 1a  , имаме 1 1
a

a   , па според тоа 1 1
a

a   . Сега со квадрирање на 

последното равенство и добиваме  

 
2

2` 12 1
a

a    , т.е. 
2

2` 1 3
a

a    

Значи, 1 3
x

x   .  

  

44. Нека , , , , ,a b c d e f  се дадени броеви, при што 0ace  . Ако вредностите на 

изразите | | | |ax b cx d    и | |ex f  се еднакви за секое x , тогаш ad bc . 

Докажи!   

Решение. Нека 
f

e
x   . Тогаш | | | ( ) | 0

f

e
ex f e f     , па затоа   

| ( ) | | ( ) | 0
f f

e e
a b c d      , 

од каде следува  

( ) 0
f

e
a b    и ( ) 0

f

e
c d   . 

Според тоа, 
fb d

a e c
  , т.е. ad bc .  

   

45. Докажи дека  

1
(3 2)(3 1) 3 1

1

n
n

k k n
k

  


 . 

Решение. Имаме  
3 1 3 21 1 1 1 1

(3 2)(3 1) 3 (3 2)(3 1) (3 2)(3 1) 3 3 2 3 1
( ) ( )k k

k k k k k k k k
 

       
    , 

па затоа  

1 1 1 1 1 1
(3 2)(3 1) 3 3 2 3 1 3 3 1 3 1

1 1

( ) (1 )
n n

n
k k k k n n

k k
     

 

      . 

 

46. Докажи дека  

1 1 1 1
( 1)( 2)( 3) 3 6 ( 1)( 2)( 3)

1

( )
n

k k k k n n n
k

     


  . 

Решение. Имаме:  
31 1 1 1 1

( 1)( 2)( 3) 3 ( 1)( 2)( 3) ( 1)( 2)( 3) 3 ( 1)( 2) ( 1)( 2)( 3)
( ) ( )k k

k k k k k k k k k k k k k k k k k k


             
   

 
па затоа  

1 1 1 1 1 1 1
( 1)( 2)( 3) 3 ( 1)( 2) ( 1)( 2)( 3) 3 6 ( 1)( 2)( 3)

1 1

( ) ( )
n n

k k k k k k k k k k n n n
k k

          
 

     . 

 

47. Пресметај го збирот    

1
(2 1)(2 1)(2 3)

1

n

k k k
k

  



.

 

Решение. Имаме  
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2 3 (2 1)1 1 1 1 1
(2 1)(2 1)(2 3) 4 (2 1)(2 1)(2 3) 4 (2 1)(2 1) (2 1)(2 3)

( )
k k

k k k k k k k k k k

  

         
    

па затоа  

1 1 1 1
(2 1)(2 1)(2 3) 4 (2 1)(2 1) (2 1)(2 3)

1 1

1 1 1 1 1 1
4 13 3 5 3 5 (2 1)(2 1) (2 1)(2 3)

(2 1)(2 3) 3 ( 2)1 1 1 1
4 3 (2 1)(2 3) 4 3(2 1)(2 3) 3(2 1)(2 3)

( )

( ... )

( ) .

n n

k k k k k k k
k k

n n n n

n n n n

n n n n n n

      
 

      

   

     

 

     

    

 

 

 

48. Докажи дека   

1 1
! !

1

1
n

k
k n

k





   

Решение. Ако искористиме дека 1 1 1
! ( 1)! !

k
k k k



   добиваме  

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
! 0! 1! 1! 2! ( 2)! ( 1)! ( 1)! ! !

1

( ) ( ) ... ( ) ( ) 1
n

k
k n n n n n

k


  



           . 

 

49. Ако n  е непарен природен број, тогаш од равенството 1 1 1 1
x y z x y z 
    

следува равенството 1 1 1 1
n n n n n nx y z x y z 
   . Докажи! 

Решение. Равенството  1 1 1 1
x y z x y z 
  

 

е еквивалентно со равенството 

( )( )( )

( )
0

x y x z y z

xyz x y z

  

 
 , а равенството 1 1 1 1

n n n n n nx y z x y z 
  

 

е еквивалентно со равен-

ството 
( )( )( )

( )
0

n n n n n n

n n n n n n

x y x z y z

x y z x y z

  

 
 . Бидејќи n  е непарен природен број, броителот на 

левата страна на последното равенство може да се разложи на множители, при 

што еден множител е ( )( )( )x y x z y z   , а тој е еднаков на нула, што значи дека 

од равенството 1 1 1 1
x y z x y z 
   следува равенството 

( )( )( )

( )
0

n n n n n n

n n n n n n

x y x z y z

x y z x y z

  

 
 . 

 

50. Докажи дека, за секој природен број n  важи  

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 1 3 2 3 2 3 3 2 1 1 3 5 2 1

... (1 ... )
n n n n n n    

              

Решение. Имаме  
(2 1) 1 (2 3) 3 (2 3) 3 (2 1) 11

2 1 (2 1) 3 (2 3) 3 (2 3) 1 (2 1)

1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 2 1 3 2 3 2 3 3 2 1 1

1 2 2 2 1 1 1 1
2 3 5 2 1 3 5 2 1

[ ... ]

[ ... ]

(2 ... ) (1 ... ) .

n n n n

n n n n n

n n n n n

n n n n

L

D

       

       

   

 

    

        

          

 

 

51. Ако n  е  природен број, тогаш   
3 2

3 2

1 12
31

2

n
k n n

k n n
k

  

 


   . Докажи!     
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Решение. Ако искористиме дека  
2 2( 1) ( 1) 1 1k k k k      

 
добиваме  

3 2

3 2

2 2

2 2

2 2

2

1 1 1
11 1

2 2 2

( 1) ( 1) 12 1 7 13 11 2
3 4 1 1 3 7 ( 2) ( 2) 1 1

1 12 2
( 1) 3 3

( ... )( ... )

.

n n n
k k k k

kk k k
k k k

n nn n n n
n n n n n n

n n n n
n n n n

   
  

  

      
       

   
 

 

        

   

  

 

 

52. Ако n  е  природен број и 1a    докажи дека 

12 2

1 2 2 2
1

1 10

k n

k n

n

a
a ak






 

     . 

Решение. Дадениот идентитет лесно се докажува со помош на математичка 

индукција. Деталите ги оставаме на читателот за вежба.  

 

53. Докажи дека  

2 1 2 1
2

00

(1 )

n
kn

k

kk

x x
 



    

Решение. Левата страна ја означуваме со L , а десната страна со D .Тогаш   
2 1

2 1

2 1 2

2 4 2

2 2 4 2

4 4 2 2

(1 ) (1 )(1 )(1 )(1 ) (1 )

(1 )(1 )(1 ) (1 )

(1 )(1 )...(1 ) 1

n

n

n n

x L x x x x x

x x x x

x x x x







      

    

     

 

т.е.  
221

1
, 1

n
x

x
L x


   

За десната страна ако ја искористиме формулата  
11 1
1

... 1
kk k x
x

x x x
 


     , 

за 2 1nk    добиваме  
221

1
, 1

n
x

x
D x


  . 

Забелешка. Задачата може да се реши и со помош на математичка индукција. 

Деталите ги оставаме на читателот за вежба.  

 

54. Докажи дека 
12 2

2 2

1
1

1 11

k n

k n

n
x x x

x
x xk





 

  , за 1x  . 

 

Решение. Левата страна ја означуваме со L  и ја множиме со 
2(1 )

n

x . Тогаш  
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2 2 1

2 1

12

2 2 4 2 1 2 4 2.3 2 2

2 4 2 1 5 7 2 1 2 1

1
1

(1 ) (1 ... ) (1 ... ) ...

(1 ... ... ... )

.

n n n n

n n n

n
x

x

L x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x

x

 

 





  




            

           

 

 

Забелешка. Задачата може да се реши и со помош на математичка индукција. 

Деталите ги оставаме на читателот за вежба.  

 

55. Докажи  дека   

24 3
2 (2 1)( )

1

0,
n

n k k
k k n k

k

n 
 



 
. 

 

Решение. Со nS  го означуваме дадениот збир. Лесно се докажува дека 

24 3 1 1 1
2 (2 1)( ) 2 1 2

n k k
k k n k k k n k
 
   

   .  

Користејќи го ова равенство докажи дека 1 .n nS S   Бидејќи 1 0S  , примени 

го принципот на математичка индукција. 

 

56. Докажи дека 
12 2

2 2

1
1

1 11

.
k n

k n

n
x x x

x
x xi





 

  за 1x  .  

Решение. Имаме:  
2 1

2 1

1

12

2 2 4 2 1 2 4 2.4 2 2

2 4 2 1 5 7 2 1 2 1

2 3 2 1

1
1

(1 ) (1 ... ) (1 ... ) ...

(1 ... ... ... )

(1 ... )

n n n n

n n n

n

n
x

x

x L x x x x x x x x x

x x x x x x x x x

x x x x x

x

 

 







  






            

           

     



 

па затоа L D .  

Забелешка. Задачата може да се реши и со помош на математичка индукција. 

Деталите ги оставаме на читателот за вежба.  

 

57. Докажи дека  
2 2 2 1 1 1

2 3 4 5 6 7 1997 1998 1999 667 668 1999
1 ... ...

     
        . 

 Решение. За 1n   забележуваме дека важи  

32 1 2 1 1 1 1
( 1) ( 1) 1 1 1 1n n n n n n n n n n       

       . 

Тогаш 

2 2 2
2 3 4 5 6 7 1997 1998 1999

3 3 31 1 1 1 1 1 1 1 1
2 3 4 3 5 6 7 6 1997 1998 1999 1998

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 3 4 666 667 1998 1999 2 3 666

1 1 1
667 668 1999

1 ...

1 ( ) ( ) ( )

1 1

.
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58. Пресметај  
2 4 8 2

1 1 1 1 1
2 2 2 2 2

(1 )(1 )(1 )(1 ) (1 )
n

       . 

Решение. Нека  

2 4 8 2

1 1 1 1 1
2 2 2 2 2

(1 )(1 )(1 )(1 ) (1 )
nna         , 

тогаш 
12

1 1
2

2

(1 ) 1
nna


   , од каде 
12

1

2

2(1 )
nna


  .  

Забелешка. Решението на задачата всушност следува од решението на задача 

46, каде е разгледуван поопшт случај.  

 

59. Да се најде збирот на сите трицифрени броеви што може да се формираат 

од цифрите 1, 2, 3  и 4.   

 Решение. Од цифрите 1, 2, 3 и 4 може да се формираат 
34 64  трицифрени 

броеви. Секоја цифра на последното место се јавува ист број пати, т.е. секоја од 

цифрите 1, 2, 3, 4 како последна се јавува во 14 трицифрени броеви. Затоа, збирот 

на едниците е:  

16(1 2 3 4) 160    , 

а збирот на десетките и стотките ќе биде 1600 и 16000 соодветно. Според тоа, 

збирот на сите трицифрени броеви ќе биде  

160 1600 16000 17760   . 

 

60. Природните броеви се групирани на следниов начин:  

{(1,2),(3)} ,{(4,5,6),(7,8)} ,{(9,10,11,12),(13,14,15)} ,

{(16,17,18,19,20),(21,22,23,24)} ,… 

Докажи дека групирањето на броевите во секоја од големите загради е извршено 

така што збировите на броевите во малите загради се еднакви.   

Решение. Да забележиме дека првиот број во првата мала заграда од k -тата 

голема заграда е 2k , а последниот е 2k k ; значи, во првата мала заграда има 

1k   број, а во втората k  броеви. Според тоа, за збировите 1S  и 2S  на броевите 

во првата и втората мала заграда соодветно ќе имаме:  
2 2 2 2

1

( 1) ( 1)(2 1)2

2 2

( 1) ... ( ) ( 1) (1 2 3 ... )

( 1)
k k k k k

S k k k k k k k

k k
  

            

   
 

2 2 2
2

2 2

( 1) ( 1)(2 1)2

2 2

( 1) ( 2) ... ( 2 )

[( ) ... ( )] (1 2 ... )

( ) .

k

k k k k k

S k k k k k k

k k k k k

k k k
  

        

         

   
 

Следствено, 1 2S S  

 

 61. Нека , ,a b c  се реални броеви такви што  

2 2 2 3 3 3a b c a b c a b c        . 

Дали  
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1 1 1( )( 2)
a b c

a b c     , 

е цел број.  

Решение. Изразот, чија вредност треба да ја пресметаме ќе го запишеме во 

облик  
1 1 1( )( 2) ( 2)bc ac ab
a b c abc

a b c a b c          . 

Доволно е а ги пресметаме вредностите на ab bc ca   и abc .  

Нека a b c s   . Тогаш, од условот на задачата  

2 2 2

3 3 3

a b c s

a b c s

  

  

. 

Бидејќи,  

2 2 2 2 2( ) 2( ) 2( )s a b c a b c ab bc ca s ab bc ca             , 

добиваме,  

  1
2

( 1)ab bc ca s s    .        (1) 

Понатаму, од равенството  
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 3 3 3

2 2 2 2 2 2

( )( )s a b c a b c

a b b a c a a c b c c b a b c

a b b a c a a c b c c b s

    

        

      

,  

и претходно воведените ознаки имаме  
2 2 2 2 2 2 ( 1)a b b a c a a c b c c b s s       . 

Сега, од равенството  

1
2

2 2 2 2 2 2

( 1) ( )( )

3

( 1) 3

s s s ab bc ca a b c

a b b a c a a c b c c b abc

s s abc

     

      

  

 

имаме  

  
( 1)( 2)1 1

3 2 6
( ( 1) ( 1))

s s s
abc s s s s s

 
     .     (2) 

 Конечно, од (1) и (2) имаме  
1
2

1
6

( 1)1 1 1

( 1)( 2)
( )( 2) ( 2) ( 2) 3

s sbc ac ab
a b c abc s s s

a b c a b c s
 

 
            . 

 

 

 

3.  ИРАЦИОНАЛНИ ИЗРАЗИ   
 

1. а) Упрости го изразот  

1 1( ) : (1 )a b
a ba a b a a b

y 
   

   . 

б) За , 1a x b   скицирај го графикот на функцијата ( )y y x . 

Решение. а) Со рационализација на именителите во дропките од првата за-

града имаме: 
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1 1( ) : (1 ) ( ) :

( )

a a b a a b a b a ba b
a b a a b a a ba a b a a b a b

a a b a a b a b a b a b a b a b

b b b ba b a b a b a b

y       
        

         

     

    

     

 

б) За , 1a x b   имаме 1

1
1xy x   . Графикот на оваа функција е горната 

половина од параболата 2 1y x  .  

 

2. Докажи го Лагранжовиот  идентитет  

2 2

2 2

a a b a a ba b       , 

за 0, 0a b  , 2a b , и примени го во изразот  

3 2 2a a , за 0a  . 

 Решение. Нека 
2 2

2 2

a a b a a bD      . Тогаш  

2 2 22 2 2 2 ( )2

2 2 2 2 2
2 2

a a ba a b a a b a a b a a bD a
               

Бидејќи 2a b , 
2 2 2( )a b a b   . Според тоа, 2D a b  . Бидејќи 0,a   

0b   и 2a b , следува дека a b , па и 0a b  . Според тоа, D a b  , 

со што идентитетот е докажан.  

За 0a  , дадениот израз 3 2 2a a , со лагранжовиот идентитет се трансфор-

мира во изразот 2a a , т.е.   

3 2 2 (1 2)a a a   . 

 

3. Упрости го изразот 

3 2 2

3 2 2

3 ( 1) 4 2

3 ( 1) 4 2

n n n n

n n n n

    

    
 

Решение. Бидејќи  
3 3 2 23 2 2 2 ( 1) 2( 1) ( 1) ( 2)n n n n n n n n n n             , 

броителот лесно го трансформираме во облик 

( 1) 2(( 1) 2 ( 1) 2 )n n n n n n       . 

Слично се докажува дека именителот е еднаков на 

( 1) 2(( 1) 2 ( 1) 2 )n n n n n n       . 

Заради тоа, добиваме  

3 2 2

3 2 2

( 1) 2(( 1) 2 ( 1) 2 ) ( 1) 23 ( 1) 4 2

( 1) 2(( 1) 2 ( 1) 2 ) ( 1) 23 ( 1) 4 2

n n n n n n n nn n n n

n n n n n n n nn n n n

            

            
  . 

 

4. Ако 0a   и 0b  , докажи дека: 
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2 2 2 2 2 22( )( ) .a b a a b b a b a b       
 

Решение. Имаме:  

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2

2( ) ( ) 2( ) 2( ) 2

2( ) ( )

[ ( )] ,

a b a a b b a b a b a b ab

a b a b a b a b

a b a b

         

      

   

 

па од неравенството a b  2 2a b  и последното равенство со квадрирање го 

добиваме равенството (1).  

 

5. а) Да се упрости изразот:  

1 1 1
2 2 2

1 1
2 2

2 2
1

2 1 1

( ) :a a a
a

a a a

y  


  

    

б) за 1a x   да се скицира графикот на функцијата  ( )y y x  

Решение. а) Имаме: 
1 1 1
2 2 2

1 1
2 2

2 2

2 22 2
1 12 1 1

2 1 1

(2 )( 1) (2 )( 1)2 2 1 1

( 1)( 1)( 1) ( 1) ( 1)

2 2 2 2 21 1 2
1 1( 1)( 1)

( ) : ( ) :

[ ]

.

a a aa a a
a aa a a

a a a

a a a aa a a a

a a a aa a a

a a a a a a a

a aa a a a

y   
   

  

       

   

      

  

   

    

    

 

б) За 1a x   ја добиваме функцијата 2
x

y    и тоа е хипербола.  

 

6. Докажи дека ако  

2 2( 1)( 1) 1x x y y     , 

тогаш 0x y  . 

Решение. Го множиме равенството  

2 2( 1)( 1) 1x x y y      

со 2 1 0x x    и добиваме  

2 2 2 2( 1)( 1)( 1) 1x x x x y y x x         , 

односно  

2 21 1y y x x               (1) 

Слично, ако го помножиме даденото равенство со 
2 1y y   добиваме  

2 21 1x x y y        ̀        (2) 

Со собирање на (1) и (2) добиваме  

2 2 2 21 1 1 1y x y x x x y y            , 

а оттука следува дека 2( ) 0x y  , односно 0x y  . 
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7. Ако 0a   и 0b  , докажи дека 

3 3 33 3 3 3 3 2 2 233( )( ) ( ) .a b a a b b a b a ab b          

Решение. Имаме  

3 3 33 3 3 3 3 3 2 3 33

2 2 2 2 4 2 23 3

3( ) ( ) 3 ( ) 3( ) 3

3 ( ) ( ) 3 ( ) ( ) 3

a b a a b b a b a b a b ab

a b a ab b a b a ab b ab

         

        
 

2 2 2 2 4 2 23 3

2 2 2

32 2 2 33

3 ( ) ( ) 3 ( ) ( )

( ) ( )

( ( ) )

a b a ab b a b a ab b

a b a ab b

a b a ab b

        

    

    

 

Равенството го добиваме од точноста на следното равенството: 

 

8. Ако 3 3 3ax by cz   и 1 1 1 1
x y z
   , докажи дека 

2 2 23 3 3 3a b c ax by cz     . 

 Решение. Да ставиме 
2 2 23A ax by cz   . Имајќи ги предвид дадените 

равенства, добиваме: 

  
3 3 3

2 2 2 3 33 1 1 13 3 ( )
a x b y c z

x y z x y z
A ax by cz ax x a          . 

Аналогно, 3A y b  и 3A z c . Понатаму, 3 A
x

a  , 3 A
y

b  , 3 A
z

c  , а оттука сле-

дува  

  2 2 23 3 3 31 1 1( )A A A
x y z x y z

a b c A A ax by cz            . 

 

9. Ако 3 3 3 0a b c   , тогаш 3( ) 27a b c abc   . Докажи! 

Решение. Од даденото равенство, последователно добиваме  
3 3 3a b c    

3 33 3 3( ) ( )a b c     

3 32 23 3a b a b b a c       

3 3 3 3 3 3 33 ( ) 3a b c a b a b a b c       

3 33 3 3( ) (3 )a b c a b c    
3( ) 27a b c abc    

  

 10. За 1x   и 0x  , докажи дека вредноста на изразот  

4 3

4

1

2 1 3 2 2 ( 12) 6 8

2 1 3 2 2x x

x

x x x





      

   
 

не зависи од x . 

 Решение. Изразот е дефиниран за 0, 1x x  . За 0, 1x x   важи 
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3 2 2 333 ( 12) 6 8 ( ) 3( ) 2 3( )2 2 2x x x x x x x             и  

( 1)

1 1

x xx x

x x
x



 
  . 

Користејќи и дека 23 2 2 ( 2 1)     имаме: 

4 3

4

1

2 1 3 2 2 ( 12) 6 8 ( 2 1)( 2 1) 2 1

12 1 3 2 2 ( 2 1)( 2 1)
1.

x x

x

x x x x x

xx



           

      
    

 

 11. Ако , , , , ,m n p a b c  се позитивни реални броеви за кои важи  

: : :m a n b p c  , 

тогаш  
1/2 1/2 1/2 1/2( ) ( ) ( ) [( )( )]ma nb pc m n p a b c       . 

Докажи! 

Решение. Имаме  

 

( )

( )( )

pm n m
a b c a

m m m
a a a

pn
b c

ma nb pc a b c a b c

a b c a b c m b c a b c

m b c a b c m n p a b c

m n p a b c

           

            

           

    

 

 

12. Дадени се реалните броеви , , 0a b c  за кои важи b c , a b c   и 

2( )a b a b c    . Докажи дека  

2

2

( )

( )

a a c a c

b cb b c

  

 
 . 

 Решение. Имаме : 

 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )( 2 )a a b c b a b c b a c a b c              

и 

 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )(2 )b a b c a a b c a b c a b c            . 

Ако ги искористиме овие две трансформации, добиваме: 
2 2( ) ( )( 2 ) ( )

( )(2 2 2 )

a a c a c a b c a c

a c a b c

       

   
 

и 
2 2( ) ( )(2 ) ( )

( )(2 2 2 ).

b b c b c a b c b c

b c a b c

       

   
. 

Од последните две равенства, бидејќи b c , a b c  ,  имаме  
2

2

( ) ( )(2 2 2 )

( )(2 2 2 )( )

a a c a c a b c a c

b c a b c b cb b c

     

    
  . 
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13. Дадени се реалните броеви , , , 0a b c d   за кои важи  

( )( )ac bd a b c d    . 

Докажи дека ad bc . 

Решение. Ако ( )( )ac bd a b c d      со квадрирање, добиваме  

2 ac bd ad bc  . 

Со негово квадрирање добиваме  
2 24 ( ) 2 ( )acbd ad adbc bc   , 

односно  
2 2( ) 2 ( ) 0ad adbc bc   . 

Тогаш, од 2( ) 0ad bc   следува ad bc , што требаше да се докаже.  

 

14. Определи го множеството вредности на изразот ( )( )( )x y y z z x    ако 

,x y  и z  се реални броеви за кои  

x y z x y z     . 

  Решение. Даденото равенство можеме да го запишеме во облик  

x y z y x z     . 

Ако квадрираме, добиваме  
2 2( ) ( )x y z y x z      

2 2y x y z x z   . 

Ако повторно квадрираме добиваме  

( )y x y z xz    

2 ( ) 0xy y xz yz     

( ) ( ) 0

( )( ) 0 .

y x y z x y

x y y z

   

  
  

Сега е јасно дека вредноста на изразот е еднаков на  

( )( )( ) 0( ) 0x y y z z x z x      . 

 

15. Нека a  е фиксен природен број. Да се определат сите природни броеви 

за кои  

1 1 1 1
12 2 3 3 4 ( 1) 1

... a n a

n n a n a

 

      
     . 

Решение. Равенството 1 1 1
( 1) 1k k k k 

   е точно за било кој природен број k . 

Според тоа, левата страна на равенката можеме да ја запишеме во облик  
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

12 2 3 3 4 ( 1) 2 2 3 1 1 1 1
... 1 ... 1 n

n n n n n n n n       
                 

Според тоа, равенството го добива обликот  

1 1

a n an
n a n a

 

   
 , 

која може да се трансформира во облик  
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a n a n   . 

Бидејќи n a , добиваме дека единствено решение на последната равенка е n a .  

 

16. Пресметај ја вредноста на изразот  

7 48 5 24 3 8      

Решение. Имаме  

2 2 27 48 5 24 3 8 (2 3) ( 3 2) ( 2 1)) 1              

 

17. Докажи дека бројот  

6
( 8 5 16 5 1) 5 1      

е цел број и пресметај го. 

Решение. Бидејќи, 
6 368 5 16 ( 5 1) 5 1     , тоа значи дека бараниот 

број е 

2 5 1 5 1 4     .  

 

18. Ако  A  и B  се  ненегативни изрази и A B ,  покажи дека  

2 2

2 2
A A B A A BA B      

 
и 

2 2

2 2
A A B A A BA B      

 
Решение. Во точноста на дадените идентитети можеме да се увериме со 

квадрирање на двете страни на идентитетите. Деталите ги оставаме на читателот 

за вежба. 

 
19. Докажи дека  

5 21 8 55 7 33 6 35.      
 Решение. Даденото равенство следува непосредно од задача 18. Деталите ги 

оставаме на читателот за вежба.  

 

20. Ако 2a  , докажи дека   

2 2

4

2 44 4 aa a
a a a

a a      . 

Решение. Исполнети се условите од задача 45. Значи, треба директно да ги 

примениме формулите од таа задача. (Стави A a  и  
2 4a

B
a


  ). 

 

21. Докажи:  

а) Ако  1 2x  , тогаш 2 1 2 1 2x x x x      . 

б) Ако 2x  , тогаш 2 1 2 1 2 1x x x x x       . 

Решение. Дадените равенства следуваат непосредно од задача 18, за A x  и 

4 4B x  . Деталите ги оставаме на читателот за вежба.  
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22. Нека  0, 0a b  и 0c  . Докажи дека:  

а) Ако a b c  , тогаш  

2 2 2 .a b c ac bc a b c ac bc a b            
б) Ако a b c  , тогаш  

2 2 2 .a b c ac bc a b c ac bc c           

Решение. Дадените равенства следуваат непосредно од задача 18, за  

A a b c    и 4( )B ac bc  . 

Деталите ги оставаме на читателот за вежба.  

 

23. Докажи дека 8 2 10 2 5 8 2 10 2 5 2( 5 1)       . 

Решение. Даденото равенство следува непосредно од задача 18. Деталите ги 

оставаме на читателот за вежба.  

 

24. Докажи дека 

2 3 2 3

2 2 3 2 2 3
2 

   
  . 

Решение. Даденото равенство следува непосредно од задача 18., применета за 

2 3  и 2 3.  Деталите ги оставаме на читателот за вежба.  

 

25. Упрости го изразот   

2 3 5 13 48   . 

Упатство. Со последователна примена на равенствата од задача 18 се добива 

2 6 . Деталите ги оставаме начитателот за вежба.  

 

26. Да се докаже дека  

3 3
20 14 2 20 14 2 4    . 

Решение. Имаме  
3 2 2 3 320 14 2 8 12 12 2 2 2 2 3 2 ( 2) 3 2 2 ( 2) (2 2)                

Слично,  
320 14 2 (2 2)   . 

На крајот,   

3 3
20 14 2 20 14 2 (2 2) (2 2) 4       

 
 

27.  Докажи дека  

3 3
2 5 2 5 1    . 

Решение. Прв начин.  Нека 3 3
2 5 2 5x     . Ако ги степенуваме двете 

страни на ова равенство на трети степен добиваме: 

3 3 3 33 2 5 2 5 3( 2 5 2 5) 2 5 2 5x              
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односно 3 4 3x x  , а од тука добиваме 2( 1)( 4) 0x x x    . Бидејќи равенката 

2 4 0x x    нема реални решенија, следува дека 1x  . 

 Втор начин. Имаме  

3 3 3 35 5 5 51 1 1 13 3
2 2 2 2 2 2 2 2

2 5 2 5 ( ) ( ) ( ) ( ) 1            . 

 

28. Пресметај ја вредноста на изразот 
3

3

11

1
( )x x x

x xx




 , ако 

2 23

2

a a b

a
x   . 

Решение. Имаме  

2 3 23 3 3

3 3 3

( ) ( 1 )1 1 11 1

1 1 1

3 3 3

( ) ( ) ( )

1 (1 ).

x x xx x x x x

x xx x x x x x x

x x x x x

     

  
  

   

 

Според тоа, бараната вредност на изразот е еднаква на  

2 2 2 23 3

2 2 2
(1 ) (1 )a a b a a b b

a a a
x x        . 

Деталите ги оставаме на читателот за вежба.  

 

29. Рационализирај го именителот во дропката  
4 4 4

1

2 4 8 2  
. 

Решение. Нека 4 2 .x  Тогаш  дропката го добива видот  
3 3 4 3

2 3 4 2 3 4 2 3 4 4 4 4

4 3 4 44 4

4 44 4

1 11 1 1

1 ( 1)(1 ) 1 ( 1)

2 8 2 82 2
2(2 1) 2

2 ( 2 1)
.

x x x x x x
xx x x x x x x x x x x x x x x x

  

           

 




      

  

 

 

30. Докажи дека     

2 21
21

22
| |

1 ( )

(1 ).
x

x

x x
x

x





 

 
Решение. Имаме  

2

2 2 4 2 4 2 4 2 221 1 2 1 2 1 2 4
2 2 4 2 4 2 21 1 2 1 2 (1 )

2 (1 ) 22 2 2 2
| |

21 ( ) 1

(1 )
x x x x x x x x

x x x x x x

x xx x x x x
x

x
x

       

     



 

      , 

што и требашеда се докаже.

 

 

31. Рационализирај ја допката:  

а) 1

2 5 2 2 10  
        б) 1

a b a a ab  
.  

Решение. а) Имаме:  

2 22 2

( 5 2)( 2 1)1 1 1

2 5 2 2 10 2 5 2(2 5) (2 5)(1 2) (2 5)( 5 2)(1 2)( 2 1)

( 5 2)( 2 1) ( 5 2)( 2 1)

(5 4)(2 1)
( 5 2 )( 2 1 )

( 5 2)( 2 1).
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б) Имаме:  

2 2 22 2

( )(1 )1 1 1

( ) ( )(1 ) ( )( )(1 )(1 )

( )(1 ) ( )(1 )

( )(1 )( )(1 )
.

a b a

a b a a ab a b a a b a b a a b a b a a

a b a a b a

a b aa b a

 

           

   

  

  

 

 

 

32. Рационализирај ја дропката  
33 3

1
.

9 6 4 
 

Решение. Имаме:  
3 33 3

2 2 3 33 33 3 3 333 33 3

3 2 3 2 331 1

9 6 4 3 2 ( 3) ( 2)3 3 2 2
3 2 

     
     .  

 

33. Дкажи дека  

3 1 9 5 33
3 1 9 5 3

 

 
 . 

Решение. Ако воведеме ознака 3 a , доволно е да го докажеме равенството  
3

3

31 5
1 5

( )a a
a a

 
 

 . 

Ако искористиме дека 2 3a  , тогаш последователно добиваме  
3 3 2 3 3 3 3

3 3 2 3 3 3 3

( 1)31 3 3 1 9 1 2 10 5
1 ( 1) 3 3 1 9 1 2 10 5

( )
aa a a a a a a a

a a a a a a a a a

        
         

     . 

 

34. Докажи дека   
3 3 1 2 43 3 3

9 9 9
2 1    .  

Решение. Слично како и во претходната задача, ако воведеме ознака 3 2 a , 

треба да го докажеме равенството 
2

3

3 1

9
1 a aa    , односно равенството  

2 3(1 ) 9( 1)a a a    . 

Ако тргнеме од левата страна на ова равенството и искористиме дека 3 2a   и 

4 2a a , добиваме:  
2 3 2 2 2

2 4 2 3 2

2 2

2 2

(1 ) (1 ) (1 )

(1 2 2 2 )(1 )

(1 2 3 4 2 )(1 )

3( 1)(1 ) 9( 1).

a a a a a a

a a a a a a a

a a a a a

a a a a

      

       

      

     

 

 

35. Докажи дека  
4 4

4 4

45 1 3 2 5

5 1 3 5
( ) 

 
  

Упатство. Стави 4 5a   и потоа користејќи дека 4 5a   аналогно како во 

претходните две задачи докажи го равенството  
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41 3 2
1 3

( )a a
a a
 
 

 . 

 

36. Докажи го равенството  
35 5 5(1 3 9) 5(2 27)    . 

Упатство. Стави 5 3a   и потоа користејќи дека 5 3a   аналогно како во 

претходните две задачи докажи го равенството  
2 3 3(1 ) 5(2 )a a a    .

 
 

37. Рационализирај го именителот во дропката 
1

n na b
 ( n  е природен број). 

Решение. Ако воведеме ознаки n a x  и n b y , добиваме na x   и  nb y . 

Според тоа:  

n nx y a b   
1 2 1( )( ... )

n n nn n nn na b a a b b      . 

Конечно 

1 2 11 ...
n n nn n n

n n

a a b b

a ba b

    



. 

 

38. Нека
24 4 1

2 1 2 1
( ) n n

n n
f n  

  
 , n . Пресметај ја вредноста на изразот  

(1) (2) (40)f f f   . 

Решение. Нека 2 1n a   и 2 1n b  . Тогаш 4n a b   и 24 1n ab  .   

2
3 3

4 4 1

2 1 2 1

( ) ( )n n a b ab a b ab a b

a bn n a b a b a b

a b

a b

      

     


   


. 

Оттука, 
3 3( ) ( ) (2 1) 2 1 (2 1) 2 1

2

a b n n n na a b b

a b a b

     

 
  . 

Тогаш: 
1
2

1
2

(1) (2) (40) ((3 3 1) (5 5 3 3) (81 81 79 79))

(81 81 1) 364.

f f f         

  
 

 

39. Пресметај го збирот     

1

1

1

n

k a k a k    
 .

 
Решение. Имаме: 

 
2 2

1 11

1 ( 1)( 1 ) 11 1 1

1

( 1)
1 1

1 .

n n n
a k a k a k a k

a k a k a k a k a k a k a k a kk k k

n n
a k a k

a k a k
k k

a k a k a n a
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40. Пресметај го збирот 
1 1 1 1

2 1 1 2 3 2 2 3 4 3 3 4 1999 1998 1998 1999
...

   
    . 

Решение. За секој природен број n  важи 

( 1) 1 ( 1) 11 1 1 1
( 1)( 1) 1 ( 1) 1 ( 1) 1 1

.
n n n n n n n n

n nn n n n n n n n n n n n n n

     

         
      

Тогаш збирот е еднаков на: 

 

1 1 1 1

2 1 1 2 3 2 2 3 4 3 3 4 1999 1998 1998 1999

1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 3 3 4 1998 1999 1999

...

... 1 .

   
    

          
 

 

41. Докажи го равенството 

2 3 2 2 3 2 2 2 3 2 2 2 3 1             . 

Обопшти ја задачата. 

Решение. Имаме:  

2
2

2
2

22

2 3 2 2 3 2 2 2 3 2 2 2 3

2 3 2 2 3 2 2 2 3

2 3 2 2 3 2 2 3

2 3 2 2 3 2 3 2 3

2 3 1

            

        

       

        

  

 

  Точно е обопштувањето: За природниот број n  точно е следното равенство: 

2 3 2 2 3 2 2 2 3 ... 2 2 ... 2 3

2 2 2 ... 2 3 1

              

      

 

(во последните два множители има по n  двојки). 

 

42. Докажи  дека  
3 7 5 2 .( 2 1)

4 2 3 3
x

 

 
  

 е  природен број, и најди го.  

Решение. Имаме:  
33 33 3

2 2

3 3

7 5 2 ( 2 1) (7 5 2) (2 2 6 3 2 1)7 5 2 .( 2 1)

4 2 3 3 ( 3) 2 3 1 3 ( 3 1) 3

(5 2 7) (5 2 7) 50 49

13 1 3
1.

x
        

      

   

 

  

  

 

 

43. Дали  
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847 8473 3
27 27

6 6x    

 
 е природен број?  

Во случај на потврден одговор најди го. 

Решение. Ако степенуваме на трет степен добиваме  

3 2847 847 847 847 847 8473 3
27 27 27 27 27 27

6 6 3 (6 ) (6 ) 3 (6 )(6 )x            

 
847 847 847 847 8473 3 3 3
27 27 27 27 27

12 3 (6 )(6 ) ( 6 6 ) 12 3 36 x               

Ако го средиме последниот израз добиваме  
3 5 12 0.x x    

Единствено реално решение на оваа равенка е 3x  , што значи дека  

847 8473 3
27 27

6 6 3x      .  
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III  ЛИНЕАРНИ РАВЕНКИ И ПРИМЕНА  

 
1.  ЛИНЕАРНИ РАВЕНКИ  И НЕРАЕНКИ  

 

1. Дали се еквивалентни следните равенки  

а) 2 9 0x     и  
2 9

3
0x

x



     б) 2 9 0x     и  2 2( 9) 0x   ,  

в) 2 9 0x     и  2( 9) 0x x  ,   г) 2 9 0x     и  2( 9)2 0xx   ? 

Решение. а) Не. Решението 3x   на првата равенка не е решение на втората 

равенка.  

б) Не. Втората равенка има двократни корени, а првата нема. 

в) Не. За втората равенка 3x    не е решение, а е решение на првата равенка.  

г) Да.  

 

2. Дали се еквивалентни следните равенки  

а) 
2 1 1 0

x x
x      и 2 0x      б) 3x x x x    и  3x x  

в) 3x x x x     и  3x x x x   ? 

Решение. а) Не. Левата страна на првата равенка не е дефинирана за 0x  .  

б) Не. Првата равенка не е дефинирана во 1 , кој е решение на втората 

равенка.  

в) Да.  

 

3. Дали се еквивалентни следните равенки  

а) 21 1x x     и  21 1x x     б) 21 1x x     и  21 1x x    

в) 2x     и  2( 2)x        г) 2 1x x x     и  2 21x x x   ?  

Решение. а) Не, 0x   е решение на втората равека, но првата равенка не е 

дефинирана во  0x  .  

б) Да.      

в) Не. Првата равенка нема решение во множествот реални броеви, а втората 

равенка има решение 4x  .  

г) Не. Решение на втората равенка е бројот 1 , кој не е решение на првата 

равенка.   

 

4. Реши ги равенките: 
11 2

3 7 4
[ (4 ) 7] 2xx x     , 

Решение. Дадената равенка ја запишуваме во нормален облик и добиваме: 
17 11 2

3 7 4
( 7) 2xx      

 3 991
3 14

2x    

3 99 84x    

3 15x  . 

Од последната равенка која е еквивалентна со дадената наоѓаме 5x  . 

 Значи, 5x   е решение и на дадената равенка. 
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5. Реши ја равенката: 

2

2 1 2 1 8
2 1 2 1 1 4

x x
x x x

 
  
  . 

Решение. Дадената равенка има смисол за оние вредности на непознатата x , 

за кои заедничкиот именител на членовите на равенката е различен од нула, т.е. за 

вредности на x  за кои (2 1)(2 1) 0x x   . Оттука наоѓаме 1
2

x   и 1
2

x   . Ако 

помножиме со 
24 1 0x    добиваме  

2 2(2 1) (2 1) 8x x    , 

2 24 4 1 4 4 1 8x x x x      , 

8 8x  , 

1x  . 

Решението 1x   го задоволува условот 1
2

x    за кој дадената равенка има 

смисол. 

 

6. Реши ја равенката: 
2 5 2
2 ( 2)

2 x
x x x

 

  , 

Решение. Дадената равенка ја запишуваме во обликот: 

   2 5 2
2 ( 2)

2 x
x x x

 

  .          (2) 

Последната равенка има смисол за ( 2) 0x x   т.е. 0x   и 2x  . Ако (2) ја 

помножиме со  2x x   ја добиваме равенката 

   2 ( 2) (2 5) 2x x x x            (3) 

чие решение е 2x  . Равенката (1) нема смисол за 2x  , па затоа 2x   е решение 

на равенката (3), но не е решение на (1). Значи, дадената равенка нема решение. 

 

7. Реши ја равенката: 
2 2(6 1) (3 4)(3 4) 1,5(18 4) 25 72x x x x        . 

Решение. Дадената равенка е еквивалентна на равенката 
2 2 236 12 1 (9 16) 27 6 25 72x x x x        , 

т.е. на равенката 12 36x  . Значи, 36
12

3x   . 

 

8. Реши ја равенката | 1| 1998 1a x x   , каде a  е параметар.  

Решение. Ако 1 0x  , тогаш | 1| 1x x    и равенката го добива видот 

(1 ) 1998 1a x x   , па решението е 1
1998

a
a

x 


 . Бидејќи 1
1998

1a
a




  за 1998a   , 

следува дека за секој 1998a    решение на дадената равенка е 1
1998

a
a

x 


 . 

Слично, ако 1 0x  , тогаш | 1| 1x x   ,па решението на равенката е 1
1998
a

a
x 


  

за 1998a  . Конечно, за 1998 1998a    равенката има едно решение 1
1998

a
a

x 


 , 

а за 1998a   таа има две решенија 1
1998

a
a

x 


  или 1
1998
a

a
x 


 .  
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9. Реши ја равенката 
3 5 3 1 2 7
3 3 1 3
ax a x

ax x a a x
  

    
          (1) 

каде a  е параметар. 

Решение. Дадената равенка е еквивалентна на равенката 
3 5 3 1 2 7

( 1)( 3) 1 3
ax a x

a x a x
  

   
  . 

Последната равенка има смисол ако 1 0a   и 3 0x  , т.е 1a   и 3x   . Оваа 

равенка ја множиме со ( 1)( 3)a x   и добиваме: 

  (4 1) 2 1a x a    .         (2) 

Ако 4 1 0a  , тогаш 2 1
4 1

a
a

x  


  е решение на равенката (2). За да биде 

решение и на почетната равенка потребно е да 3x   , т.е. 2 1
4 1

3a
a

 


   од каде 

добиваме 2
5

a   . Значи, при 1
4

a   , 2
5

a    и 1a   дадената равенка има 

решение 2 1
4 1

a
a

x  


 . 

Ако 4 1 0a  , тогаш равенката (2) нема решение, па затоа и равенката (1) 

нема решение. 

 

10. Реши ја равенката 

       
3 52

3 1 1 3 1
x

a x a x a x x


    
  , 

каде a  е параметар. 

Решение. Равенката има смисол ако 0a  , 1a  , 3x   и 1x   . Ако помно-

жиме со ( 1)( 3)( 1)a a x x    ја добиваме равенката 

   (4 1) 2 7a x a   .         (1) 

Ќе разгледаме два случаи: 

i) За 4 1 0a  , т.е. 1
4

a   равенката (1) го добива обликот 15
2

0 x  , што не е 

можно. Значи во овој случај равенката (1) па затоа и дадената равенка немаат ре-

шение. 

ii) За 4 1 0a  , т.е. 1
4

a   равенката (1) има решение 2 7
4 1
a
a

x 


 . За да 

најденото решение е решение и на дадената равенка потребно е 3x   и 1x   , 

бидејќи во овие случаи дадената равенка нема смисол. 

За 3x   добиваме 2 7
4 1

3a
a



 , т.е. 1a  . Од 1x    следува 2 7
4 1

1a
a



   па е 

1a   . Значи, за 0a  , 1
4

a  , 1a   и 1a    дадената равенка има решение 

2 7
4 1
a
a

x 


 . 

Конечно 

- за 0a   или 1a   равенката нема смисол, 

- за 1
4

0, 1, 1,a    равенката има единствено решение 2 7
4 1
a
a

x 


  и 

- за 1
4

a   и 1a    равенката нема решение. 

 

11. Реши ја равенката 
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1 b
x a x
 , каде a  и b  се параметри. 

Решение. Равенката има смисол за 0x   и x a . Ако помножиме со ( )x a x  

добиваме a x bx  , т.е. 

   (1 )b x a  .          (1) 

Ако 1 0b   т.е. 1b   , тогаш решение на (1) е 
1
a
b

x


 . За да биде решение и 

на дадената равенка треба истовремено да се исполнети условите: 

1
0a

b
  т.е. 0a   и 

1
a
b

a


  т.е. 0b  . 

Значи ако 1b   , 0b   и 0a  , тогаш 
1
a
b

x


  е решение на дадената равенка. 

Ако 1 0b   т.е. 1b    равенката добива облик 0 x a  . Од овде следува: 

- ако 0a  , тогаш 0 0x a    што не е можно т.е. равенката (1), а со тоа и 

почетната равенка нема решение. 

- ако 0a  , тогаш 0 0x   т.е. секој реален број x  е решение на (1). За да x  

биде решение и на дадената равенка треба да е 0x   и x a . Значи секој 

0x   е решение на дадената равенка. 

Конечно 

- ако 1b   , 0b   и 0a  , тогаш равенката има едно решение 
1
a
b

x


 , 

- ако 1b    и 0a  , тогаш равенката нема решение, 

- ако 1b    и 0a  , тогаш решение на равенката е секој 0x  . 

 

12. Дадена е равенката | | 15 6 | 2 |x a x    , каде a  е параметар. 

а) Докажи дека за секоја вредност на параметарот a  равенката има точно два 

различни корени 1x  и 2x . 

б) Докажи дека 1 2| | 6x x   и определи ги вредностите за a , за кои што 

1 2| | 6x x  . 

Решение. а) За 2x    дадената равенка е еквивалентна на равенката 

| | 6 27x a x    , која има решение само ако 6 27 0x   , т.е. 9
2

x   . Ги раз-

гледуваме случаите кога x a  и x a  и добиваме дека кога 2x    дадената 

равенка има единствен корен 

27 9
7 2

1 27 9
5 2

,

,

a

a

a
x

a





  
 

  

 

Аналогно кога 2x    равенката има единствен корен 

3 1
5 2

2 3 1
7 2

,

,

a

a

a
x

a





 
 



 

б) Од а) следува дека  
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9156 12
235

9 1
1 2 2 2

204 12 1
35 2

,

| | 6,

,

a

a

a

x x a

a





  



    




 

Останува да забележиме дека  

156 12
35

6a  , за 9
2

a    

и  

204 12
35

6a  , за 1
2

a  . 

Значи 1 2| | 6x x   и равенството 1 2| | 6x x   е исполнето кога 9 1
2 2

[ , ]a  . 

 

13. Определи ги решенијата на равенката  

2 | | | 1|x x a   , 

во зависност од параметарот a .  

Решение. Бидејќи  

, 0,
| |

, 0,

x x
x

x x


 

 
   и   

1, 1,
| 1|

( 1), 1,

x x
x

x x

 
  

  
, 

добиваме  

2 ( 1), 0 1 3 , 0

2 | | | 1 | 2 ( 1), 0 1, 1, 0 1,

2 ( 1), 1 , 3 1, 1 .

x x x x x

x x x x x x x

x x x x x

      
 

           
      

 

Почетната равенка е еквивалентна со севкупноста равенки  

1 3 , 0,

1 , 0 1,

3 1 , 1 ,

x a x

x a x

x a x

  

   


   

. 

Ќе разгледаме неколку случаи.  

а) Ако 1a   тогаш ниту една од делумните равенки нема решение, па според 

тоа и почетната равенка нема решение (на своите дефинициони области 1 3 ,x  

1,3 1x x   примаат вредности не помали од 1 ).  

б) Ако 1 2a  , тогаш решенија на почетната равенка се 1
3
ax   кое е 

решение на делумната равенка 1 3x a  , и 1x a   кое е решение на делумната 

равенка 1x a  . Во овој случај делумната равенка 3 1x a   определена на 

(1, )  нема решение.  

в) Ако 2a  , тогаш решенија на почетната равенка се 1
3
ax   кое е решение 

на делумната равенка 1 3x a   и 1
3

ax   кое е решение на делумната равенка 

3 1x a  . Делумната равенка 1x a   определена за 0 1x   нема решение.  

 

14. Определи ги решенијата на равенката  

| 3 | | 1| 4x a x    , 
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во зависност од параметарот a . 

Решение. Од дефинцијата на апсолутна вредност имаме  

3, 3
| 3 |

( 3), 3

x x
x

x x

  
  

   
   и  

1, 1
| 1|

( 1), 1

x x
x

x x

 
  

  
 

Според тоа,  

( 1) 3 , 3,

| 3 | | 1 | (1 ) 3 , 3 1,

(1 ) 3 , 1 .

x a a x

x a x x a a x

x a a x

    


         
    

 

Значи, дадената равенка е еквивалентна со севкупноста на равенките: 

( 1) 7 , 3,

( 1) 1, 3 1,

(1 ) 1 , 1 .

x a a x

x a a x

x a a x

    


     

    

. 

Ќе разгледаме неколку случаи:  

а) 1a  . Решение на почетната равенка е [1, )x  .  

б) 1a   . Решение на почетната равенка е [ 3,1]x  .  

в) ( , 1) (1, )a     .Решение на почетната равенка е 1x  , т.е. решението 

на равенката (1 ) 1x a a   . Останатите две делумни равенки немаат решенија.  

г) ( 1,1)a  . Решение на почетната равенка е 1x  , што е решение на равенка-

та (1 ) 1x a a    и 7
1
a

a
x 


 , што е решение на равенката ( 1) 7x a a   .  

 

15. Реши ја равенката 2| ( 2) 1| 7x    

Решение. За да е дефиниран квадратниот корен треба да е 2 0x  , 2x  , па 

затоа 2( 2) 2x x    и равенката го добива обликот  

| 2 1| | 1| 7x x      

Oд последната равенка следува 1 7x   или 1 7x   . Решенијата на последните 

равенки се 8x   и 6 2x    . Значи единствено решение на почетната равенка е 

8x  . 

 

16. Равенката 1 2 3 201
4

...x x x
x x x
      , реши ја  во множеството природни 

броеви.  

Решение. Равенката можеме да ја запишеме во облик  
3 201

4
(1 2 3 ... ( 3) ( 2) ( 1)) x

x
x x x           . 

Бидејќи решение бараме во множеството природни броеви, збирот   

1 2 3 ... ( 3) ( 2) ( 1)x x x         , 

можеме да го запишеме во облик  
( 1)

2
1 2 3 ... ( 3) ( 2) ( 1)

x x
x x x


          , 

па според тоа равенката ќе ја запишеме во облик  
( 1) 3 201

2 4

x x x
x

  . 

Значи, 4 4 6 40x x   , од каде добиваме 18x  . 
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17. Реши ја равенката  

2 2 2( 2) ( 3) (5 ) 3.x x x       

Решение. Од својствата на апсолутната вредност следува  

2 2 2

10 , 3,

4 3 , 3 2,
( 2) ( 3) (5 )

, 2 5,

10, 5.

x x

x x
x x x

x x

x x

  


   
      

  
  

 

Според тоа решенија на равенката се 
1

3
x   и 13x  . 

 

18. Во множеството прирдони броеви реши ја равенката:  

1 1 1
1 2 2 3 ( 1)

1 3 ... (2 1)

...
110

x x

x

  

   

  
 .  

Решение. Последователно добиваме  

1 1 1
1 2 2 3 ( 1)

2

1
1

2

1 1
1

1 3 ... (2 1)

...

1

110

110

110

( 1) 110

x x

x

x
x

x

x

x

x x

  



 


   

  









 

 

од каде наоѓаме 10x  .  

 

19. Реши ја равенката 3 3 31 2 0.x a x a x a         

Решение. Со смената 1t x a    равенката се сведува на 

3 3 31 1 0t t t      3 3 31 1.t t t      

Ако двете страни ги кубираме и новодобиената равенка со средување повторно 

ја кубираме добиваме 
3 3 3 3 .t t t t t t      Од последната равенка 0t  , т.е. 

1x a   . 

 

20. Да се реши равенката  

. 

Решение. Бидејќи , добиваме  

 

равенката го добива обликот  

. 

 Слично,  

, 

а равенката го добива обликот  

1 1 ( 1) 1 ( 2) 1 ( 3)( 5)x x x x x x        

0x 

2 2 21 ( 3)( 5) 1 8 15 8 16 ( 4) | 4 | 4x x x x x x x x x               

1 1 ( 1) 1 ( 2)( 4)x x x x x      

2 2 21 ( 2)( 4) 1 6 8 6 9 ( 3) | 3 | 3x x x x x x x x x               
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. 

 Но,  

, 

па равенката го добива обликот  

 

 

 

,  

а бидејќи , последната равенка го добива обликот  

, 

која нема решение во . Според тоа, и почетната равенка нема решение во  

 

21. За позитивните реалните броеви , ,x y z  се исполнети равенствата  

8x y xy   , 15y z zy   , 35x z xz   . 

Пресметај ја вредноста на изразот x y z xyz   .  

Решение. Ако на секое од равенствата додадеме 1, добиваме  

1 9

1 16

1 36

xy x y

yz y z

zx x z

   

   

   

. 

Значи, за , ,x y z  се исполнети равенствата  

  

( 1)( 1) 9

( 1)( 1) 16

( 1)( 1) 36

x y

y z

z x

  

  

  

,          (1) 

од каде добиваме  

2 2[( 1)( 1)( 1)] 72x y z    . 

Сега,  

( 1)( 1)( 1) 72x y z     

па од (1) имаме  

9( 1) 72z   , 16( 1) 72x  , 36( 1) 72y   ,  

т.е.  
9
2

1 8, 1 , 1 2z x y      . 

Според тоа 7
2

, 1, 7x y z    од каде добиваме  

7 7 56
2 2 2

1 7 1 7 8 8 28 36x y z xyz              . 

 

22. Да се реши системот равенки:   

3 3 1
5 5 5

7 9 1
10 10 2

x y

x y

  


 

. 

Решение. Со еквивалентни трансформации на дадениот систем добиваме  

1 1 ( 1)( 3)x x x x    

2 21 ( 1)( 3) 4 4 ( 2) | 2 | 2x x x x x x x           

1 ( 2)x x x  

21 2x x x  

2( 1)x x 

| 1|x x 

0x 

1x x 
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3 3 1
5 5 5

7 9 1
10 10 2

x y

x y

  


 

  

9 9 3
10 10 10

7 9 5
10 10 10

x y

x y

  


 

   

16 8 1
10 10 2

3 31 1 1
5 5 10 10 6

;x x

y y

  

      
 

 

23. Да се реши системот равенки:  

34
5 5

3 9 3
5 10 10

1

.

x y

x y

  


 

 

Решение. Со последователни еквивалелнтни трансформации добиваме  

34
5 5

3 9 3
5 10 10

1x y

x y

  


 



9 312
10 10 2

6 9 3
10 10 10

x y

x y

  


 



18 3 3 15 3 18
10 2 10 10 10 10

3 54 1
5 5 5 3

1;

1

x x

y y

      

      
 

 

24. Реши го системот:  

2 3 1

1 3 1

1 2 1

1 2 3

1 2 3 1

... 1

... 2

... 3

... ... ... ... ...

... 1

...

n n

n n

n n

n

n

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x n

x x x x n









   


   

    





     


   

 

каде n . 

Решение. Ако ги собереме сите равенки од системот добиваме  

1 2 1( 1)( ... ) 1 2 ....n nn x x x x n         , 

 т.е.  
( 1)

1 2 1 2( 1)
...

n n
n n n

x x x x


 
     . 

Ако од последната равенка ја одземеме i -тата равенка на системот се добива  

( 1)

2( 1)
; 1,2,...,

n n
i n

x i i n



   . 

 

25. Реши го системот равенки 

| | | 1 | 1

2 3

x y

x y

  


 
 

 а) аналитички,         б) графички 

Решение. а) Ако 0, 1x y   го добиваме си-

стемот 

1 1

2 3

x y

x y

  


 
 

чие решение е (1,1). Ако 0, 1x y  , го доби-

ваме системот  

y

x

b)
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1 1

2 3

x y

x y

  


 
, 

а овој систем нема решение во оваа област. Ако 0, 1x y   го добиваме системот 

1 1

2 3

x y

x y

   


 
, 

чие решение е 51
3 3

( , ) . Ако 0, 1x y   го добиваме системот  

1 1

2 3

x y

x y

   


 
, 

а овој систем нема решение во оваа област. 

 

26. За кои вредности на a, системот равенки 

( 1) 2 5

1

a x y

x ay

  


  
 

има единствено решение? 

Решение. За да дадениот систем има единствено решение потребно и доволно 

е детерминантата на системот да е различна од нула, т.е.    

1 2
0

1

a

a


  

односно 
2 2 0,a a    од каде што 2a    и 1a  . Значи, \{ 2,1}a  . 

 

27. За кои вредности на a, системот равенки 

5

2 ( 1) 2

ax y

x a y

 


  
 

 има единствено решение. 

Одговор. \{ 1,2}a  .   

 

 28. Определи ги сите целобројни вредности на параметарот m , така што реше-

нијата на системот  

2 3

3 4

mx y

x my

 


 
, 

да ги задоволуваат условите 0, 0x y  .   

Решение. Можеме да искористиме било кој од методите за определување на 

решенија на систем од две равенки со две непознати. На пример, ако ги опре-

делиме детерминантите на системот и на променливите, добиваме: 

  22
6

3

m
m

m


    , 

3 2
3 8

4
x m

m


    , 

3
4 9

3 4
y

m
m    .   

Бидејќи 2 6 0m   , решенија на системот се  

2

3 8

6

x m

m
x

 
 

  , 
2

4 9

6

y m

m
y

 
 

  . 

Од условите 0, 0x y  , го добиваме системот неравенки 
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2

2

3 8

6

4 9

6

0

0

m

m

m

m









 






 

Бидејќи 2 6 0m   , последниот систем е еквивалентен со системот  

3 8 0

4 9 0

m

m

 


 
 

Од првата равенка на системот добиваме 8
3

m   , а од втората равенка на сис-

темот добиваме 9
4

m   . Целобројни вредности на m  кои ги задоволуваат нера-

венките 8 9
3 4

m    се 0, 1, 2m     . 

 

29. Најди ги сите цели позитивни решенија на неравенката  
9 7 2

2 7
( ) 36x xx    .          (1) 

Решение. Дадената неравенка е еквивалентна на неравенката 51 459х   од 

каде наоѓаме 459
51

9x   . Според тоа, решение на (1) е секој реален број од ин-

тервалот ( , 9) . Значи цели позитивни решенија на (1) се : 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 и 8. 

 

30. Реши ја неравенката 

| 3 | | 1| | 3 | 16x x x x       .        (1) 

Решение. Ги одредуваме вредностите за кои се анулираат изразите под знакот 

на апсолутна вредност. Имаме 3x   , 1x   и 3x   и овие вредности ја делат 

бројната оска на интервалите ( , 3)  , [ 3,1) , [1,3)  и [3, ) . Дадената неравенка 

ќе ја решиме на секој од интервалите. 

i) Ако ( , 3)x   , тогаш (1) преминува во следната неравенка  

3 1 3 16x x x x         

чие решение е 15
4

x   . Но ( , 3)x   , па затоа  

15 15
4 4

( , 3) ( , ) ( , )x         . 

ii) Ако [ 3,1)x  , тогаш (1) го добива обликот  

3 1 3 16x x x x        

чие решение е 9
2

x   . Но, [ 3,1)x  , па 9
2

[ 3,1) ( , )x      , т.е. во овој 

случај дадената неравенка нема решение. 

iii) Ако [1,3)x , тогаш (1) го прима обликот 0 11x   која нема решение во 

множеството реални броеви, па и во интервалот [1,3). 

iv) Ако [3, )x   тогаш (1) го добива обликот  

3 1 3 16x x x x        

чие решение е 17
2

x  . Значи во овој случај решение на дадената неравенка е  

17 17
2 2

[3, ) ( , ) ( , )x      . 

Конечно, решение на дадената неравенка е е секој реален број од множеството  
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15 17
4 2

( , ) ( , )    . 

 

31. Да се определи вредноста на параметарот a  за кој системот  

2

5

(| | | | 2) 1

y ax

x y

 


  

 

има точно три решенија. 

 Решение. Втората равенка е еквивалентна 

со севкупноста на равенките 

| | | | 1

| | | | 3

x y

x y

 


   
Графикот на првата од последните две равен-

ки е симетричен во однос на координатните 

оски. Нејзиниот график во првиот квадрант е 

дел од правата 1x y  , што се наоѓа меѓу 

координатните оски. Тоа е отсечката со крајни 

точки (0,1)  и (1,0) .  

Заради симетријата нејзиниот график е 

квадрат со темиња (0,1) , (1,0) , (0, 1) , ( 1,0)

.  

Аналогно графикот на втората равенка од севкупноста равенки е квадрат со 

темиња (0,3) , (3,0) , (0, 3) , ( 3,0) . 

Графикот на втората равенка е права која минува низ точката (0,5) . Сега е 

очигледно (види цртеж) дека системот има точно три решенија, ако правата 

минува низ една од точките (1,0)  или ( 1,0) . Во тој случај за a  добиваме 5a    

или  5a  . 

Нејзината равенка е 5 5y x    или 5 5y x  .  

Во сите останати случаи системот има ниедно, едно, две или четири решенија.  
 

32. Реши ја неравенката 2 2
1 3

.x
x


  

Решение. Имаме  
2 6 3 2 2 8-52

1 3 3( 1) 1
0    0    0x x x x

x x x-
   
 
       

Количник на два броја е позитивен ако и двата се со ист знак, па затоа од 

последната неравенка добиваме  

8 5 0

1 0

x

x

 


 
 или 

8 5 0

1 0

x

x

 


 
  

т.е.  

8
5

1x   или 
8
5

1x

x






 

Но, бидејќи не постои x  кој е помал од 1 и поголем од 8
5

 добиваме дека решение 

на дадената неравенка е интервалот 8
5

(1, ).  
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33. Да се реши системот неравенки:      

2

1 0

3

x

y x

x y




  
  

 

Решение. Од втората неравенка имаме 1y x   и како 2x   добиваме дека 

1 2 1 1y x     . Од досега изнесеното и од третата неравенка имаме 

3 1 2 3x y     , па затоа 3x y   т.е. 3y x   и ако замениме во втората 

неравенка наоѓаме 4 2 0x   т.е. 2x  , па затоа 2x   и сега 1y  . Конечно, 

единствено решение на дадениот систем неравенки е точката (2,1)M .  

 

34. Да се реши системот неравенки:  

2

4

y x

x

x y





  

 

Решение. Од првата и втората неравенка следува 2y x  . Сега, од претходно 

изнесеното и од третата неравенка имаме 4 2 2 4x y     , што значи 4x y   

т.е. 4y x  . Ако замениме во првата неравенка наоѓаме 4 x x   па затоа 2 x , 

што заедно со втората неравенка дава 2x  . Конечно, 4 2y x    т.е. 

единствено решение на системот неравенки е точката (2,2)M .  

 

35. Реши ја равенката  
| |

| | 1
x

x
x x   . 

Решение. За 0x   десната страна не е дефинирана, па заради тоа  0x   не е 

решение на равенката. За 0x   равенката се сведува на 2 1 1x   , која нема 

решение. За 0x   добиваме 2 1 1x    , па значи единствено решение на ра-

венката е 2.x    

 

 

 

2.  ПРИМЕНА НА ЛИНЕАРНИ РАВЕНКИ  И НЕРАВЕНКИ  
 

 1. Ученик ги отчукува по ред природните броеви од 1  до 1000 . Која цифра 

стои на 1992 -то место?  

Решение. Со отчукување на едноцифрените и двоцифрените броеви, учникот 

отчукал 9 1 90 2 189     цифри. Значи, остануваат уште 1992 189 1803   цифри, 

а 1803:3 601 , т.е. учникот ги отчукал првите 601  трицифрени броеви. Според 

тоа, 1992 -та цифра е третата цифра на 601 -от трицифрен број, т.е. 700 . 

Следствено, бараната цифра е 0 .  

 

2. Збирот на цифрите на еден трицифрен број е 10. Цифрата на десетките е 

еднаква на збирот од цифрата на стотките и цифрата на единиците. Ако цифрата 
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на единиците и цифрата на десетките си ги разменат местата се добива трицифрен 

број, којшто е за 9 помал од првобитниот број. Најди го тој број.  

Решение. Ако x  е цифрата на единиците, y  цифрата на десетките и z -

цифрата на стотките на бараниот трицифрен број, тогаш тој може да се запише во 

облик 10 100x y z  . Бидејќи збирот на цифрите на бараниот број е 10 , имаме: 

  10x y z   .          (1) 

 Од друга страна, цифрата на десетките е еднаква со збирот од цифрата на 

единиците и цифрата на стотките, т.е.  

  y x z  .            (2) 

 Кога цифрата на единиците и цифрата на десетките во дадениот трицифрен 

број ќе си ги променат своите места, се добива трицифрен број 10 100y x z  , 

којшто е за 9  помал од првобитниот 10 100x y z  , па имаме  

  10 100 9 10 100y x z x y z      .      (3) 

 Решавајќи го системот составен од равенките (1), (2) и (3) добивме 4, 5x y   

и 1z  , па бараниот број е 154 .  

 

3. Четирицифрен број е полн квадрат, при што ако од неговите цифри се одзе-

ме иста цифра, се добива број кој е пак полн квадрат. Определи ги сите такви 

природни броеви. 

Решение. Нека бараниот број е 2abcd A , па од условот имаме  

2( )( )( )( )a k b k c k d k B     . 

Ако ги одземеме последните две равенства, добиваме 
2 21000 100 10 1000 1000 100 100 10 10a b c d a k b k c k d k A B             , 

односно 2 21111k A B  , ако разложиме, имаме  

11 101 ( )( )k A B A B     . 

Бидејќи, 2A  и 2B  се четирицифрени броеви, заклучуваме дека 32 99A   и 

32 99B  , од каде 64 198A B    и 0 67A B   . Како A B  и A B  се со 

иста парност, заклучуваме дека 101A B   и 11A B k   , при што 1,3,5k  . За 

1k  , 23136 56abcd    и за 3k  , 24489 67abcd   . 

 

4. Да се најде двоцифрен број таков што: цифрата на единиците е за два пого-

лема од цифрата на десетките, а производот на бараниот број и збирот на неговите 

цифри е 144. 

Решение. Ако со y  ја означиме цифрата на единиците, а со x  цифрата на 

десетките, тогаш бараниот број е 10x y . Од условот на задачата имаме  

2

(10 )( ) 144

y x

x y x y

 


  
 

Од првата равенка заменуваме во втората и ја добиваме равенката  

(11 2)(2 2) 144x x    

која е еквивалентна на равенката  
211 13 70 0x x   . 
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Решенијата на последната равенка се 35
1 11

x    и 2 2x  . Но, x  е цифра, па затоа 

2x   и 4y  , што значи дека бараниот број е 24.  

 

5. Најди ги сите трицифрени броеви A , за кои аритметичката средина на 

броевите добиени со пермутација на цифрите на бројот A , е еднаква на бројот A . 

Решение. Нека A abc  е дадениот број кој ги исполнува условите од зада-

чата. Броеви добиени со пермутација на цифрите на бројот A   се acb , bac , bca , 

cab , cba . Тогаш  

6abc acb bac bca cab cba abc       

од каде што добиваме  

222( ) 6(100 10 )a b c a b c     , 

или 7 3 4a b c  . Последната равенка може да се решава во множеството 

{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} , заменувајќи последователно 1a  , 2a  ,..., 9a   и реша-

вајќи ги добиените равенки.  

 Постапката може да се скрати ако равенката 7 3 4a b c   ја запишеме во 

обликот  

7( ) 4( )a b c b   . 

Тогаш според признаците за деливост имаме  

a b c   или 
4

7

a b

c b

 


 
 или 

4

7

b a

b c

 


 
 . 

Во вториот систем  

4

7

a b

c b

 


 
 

е исполнето неравенството 0 2b  , а во третиот систем  

4

7

b a

b c

 


   
е исполнето е неравенството 7 9b  . Сите решенија на задачата се  

111, 222 , 333 , 444 , 555 , 666 , 777 , 888 , 999 , 407 , 518 , 629 , 370 , 481, 592 . 

 

6. Најди трицифрен број со различни цифри, којшто е пет пати помал од зби-

рот на другите трицифрени броеви запишани со истите цифри. Одредете ги сите 

решенија! 

Решение. Од  

5xyz xzy yxz yzx zxy zyx     , 

т.е.  

6xyz xyz xzy yxz yzx zxy zyx      , 

добиваме  

6(100 10 ) 222( )x y z x y z      

7 3 4x y z   

7( ) 3( )x z y x   .  

 Според тоа 7 | ( )y z  и бидејќи z  и y  се едноцифрени броеви, добиваме  
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( , ) {(8,1),(1,8),(9,2),(2,9)}y z  . 

Со замена во последната равенка ги добиваме броевите 481,518,592  и 629.     

 

 7. Еден двоцифрен број го има следното својство: ако го собереме со бројот 

што ги има истите цифри но во обратен редослед се добива полн квадрат.  

 Да се најдат сите такви двоцифрени броеви.   

 Решение. Ако x  е цифрата на единиците, а y  цифрата на десетките на бара-

ниот двоцифрен број, тогаш според условот на задачата ќе имаме  

  2(10 ) (10 )y x x y m    ,  

т.е.  

  211( )x y m  .          (1) 

Според тоа, 11  е делител на m ; ако 11m k , добиваме  

 

  211x y k  .          (2) 

Од 1 9x   и  1 9y  , следува дека 2 18x y   , што значи дека  

  11x y  .          (3) 

 Од (3) следува дека бараните броеви се: 29,38,47,56,65,74,83  и 92 .   

 

8. Во еден трицифрен број средната цифра е трипати помала од збирот на дру-

гите две, а збирот на последните две цифри е двапати помал од првата цифра. Ако 

си ги заменат местата цифрите на десетките и единиците, се добива број за 18 

помал од дадениот. Кој е тој број? 

Решение. Со ,x y  и z  да ги означиме цифрите на единиците, десетките и 

стотките, соодветно на бараниот трицифрен број. Според условите на задачата  

3

2( )

100 10 100 10 18

y x z

x y z

x y z x z y

 


 
      

 

Од каде што добиваме 8, 3x y   и 1z  . Значи, бараниот број е 831.  

 

9. Ако од една страница на една книга се отфрлат по три букви од секој ред и 

потоа се извадат два такви реда, бројот на сите букви ќе се намали за 145. Ако пак 

додадеме на секој ред по четири букви и допишеме три такви реда, тогаш бројот 

на сите букви ќе се зголеми за 224. Колку редови има на таа страница и по колку 

букви има во секој ред? 

 Решение. Нека на таа страница има x  редови, а во секој ред по y  букви. Од 

првиот услов на задачата ја наоѓаме равенката  

  3 2( 3) 145x y            (1) 

а од вториот, равенката  

  4 3( 4) 224x y   .         (2) 

Решавајќи го системот равенки, составен од равенките (1) и (2), добиваме 

29x  , 32y  . Значи, на споменатата страница од книгата има 29 реда, а во секој 

ред по 32 букви.   
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10. Таткото сега има 35  години, а синот има 7  години. По колку години тат-

кото ќе биде двапати постар од синот? 

 Решение. Да го означиме со x  бројот на годините што треба да поминат за 

таткото да биде двапати постар од синот. По изминувањето на x  години, бројот 

на годините на таткото, 35 x , ќе биде двапати поголем од бројот на годините на 

синот, 7 x , па имаме  

35 2(7 )x x   , 

од каде што добиваме 21x  .  

Значи, таткото ќе биде двапати постар од синот по 21  година.  

 

11. Возраста на едно лице во 1984 година била еднаква на збирот на цифрите 

од годината  на неговото раѓање. Колку години има лицето?  

Решение. Лицето има најмногу 9 9 9 9 36     години, што значи дека е 

родено во XX -от век, т.е. првите две цифри на годината на неговото раѓање се 1  

и 9 . Нека x  е цифрата на десетките, а y  цифрата на единиците од годината на 

раѓањето; Според условот од задачата имаме  

1 9 1984 (1000 900 10 )x y x y        ,  

т.е. 

11 2 74x y  . 

Бидејќи 0 , 9x y  , од равенката добиваме 6x  , 4y  , односно лицето е родено 

1964  година и сега има 1 9 6 4 20     години.  

 

12. Возраста на едно лице во 1991 година е еднаква на збирот на цифрите од 

годината на неговото раѓање. Колку години има лицето?  

 Решение. Лицето има најмногу 9 9 9 9 36     години, што значи дека е 

родено во XX -от век, т.е. во 19xy  година. Според условот на задачата, имаме  

1 9 1991 (1000 900 10 )x y x y        , 

т.е.  

11 2 81x y  , 

од каде што добиваме 7, 2x y  . Следствено, лицето е родено во 1972  година и 

сега има 1 9 7 2 19     година.  

 

13. Двајца пријатели Душан и Никола се сретнале после многу години. Душан 

изјавил дека има три сина. Никола запрашал по колку години имаат. “Производот 

од нивните години е 36 , а збирот е еднаков на бројот на автобусот што момен-

тално поминува покрај нас”-одговорил Душан. Врз основа на овие податоци 

Никола не можел да ја одреди нивната старост. “Само најстариот од нив е смеѓ 

како мене” додал Душан. Додавајќи ја ова информација Никола  ги пресметал 

годините на децата? (Годините се изразени со природни броеви).   

Решение. Производот на три природни броја може да биде еднаков на 36  

само во следните случаи: 1 1 36  , 1 2 18  , 1 3 12  ,1 4 9  , 1 6 6  , 2 2 9  , 2 3 6  , 

3 3 6  . За секој од овие случаи збирот е еднаков на: 38, 21, 16, 14, 13, 13, 11, 10  

соодветно. Бидејќи Никола не можел врз основа на бројот на автобусот да ги 

одреди годините, следува дека бројот на автобусот е 13 . Кога Душан додал дека 
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најстариот син е смеѓ, Никола од комбинациите 1,6,6  и 2,2,9  ја одбрал втората, 

зашто тука се знае кој син е најстар.    

 

14. Неколку луѓе треба да ископаат еден канал. Ако започнат со работа исто-

времено, тогаш ќе го ископаат каналот за 24 часа. Меѓутоа тие на работа доаѓале 

еден по друг во еднакви временски интервали, а потоа секој работел до завршу-

вањето на работата. Колку време работел работникот кој прв дошол на работа ако 

тој работел 5 пати подолго од работникот кој последен дошол на работа?   

Решение. Со z  да го означиме бројот на сите работници, x  бројот на часови 

што ги поминал на работа работникот што последен дошол на работа и со y  

бројот на часовите на временскиот интервал на доаѓање на двата работника кои 

еден по друг дошле на работа. Тогаш за копање на каналот се потрошени вкупно 

( ) ( 2 ) ... ( ( 1) )x x y x y x z y         

работни часа, што по услов на задачата се еднакви на 24z , т.е.  

( ) ( 2 ) ... [ ( 1) ] 24x x y x y x z y z          

Со оглед на тоа дека сумата на низа од првите 1z   природни броја е 
( 1)

2

z z
 се до-

бива  
( 1)

2
24

z zy
xz z


   

т.е.  

  2 ( 1) 48x y z   .          (1) 

Знаејќи дека првиот работник поминал на работа пет пати подолго време од 

последниот, мора да важи и равенството  

  ( 1) 5x y z x   .          (2) 

Од (1) и (2)  се добива дека 6 48x  , т.е. 8x  .  

Според тоа, првиот работник работел 40 часа.  

 

15. Базен се полни со две цевки за 6 часа. Првата цевка може да го наполни 

базенот за 5 часа помалку од другата. За колку часа може да го наполни базенот  

втората цевка? 

Решение. Нека a  и b  се времињата за кои ќе се наполни базенот со првата, 

односно со втората цевка, одделно. Од условот на задачата имаме 1 1 1
6a b

   и 

5b a  . Со решавање на овој систем добиваме 2b   или 15b  , а бидејќи 

5 5b a   , мора 15b  .  

 

16. Во 20 часот биле запалени две еднакво долги свеќи. По извесно време све-

ќите биле изгаснати и притоа е констатирано дека остатокот од првата свеќа е 4 

пати поголем од остатокот на втората свеќа. Пресметај во колку часот се изгас-

нати свеќите, ако се знае дека првата свеќа изгорува за 5 часа, а втората за 4 часа. 

Решение. Нека со a  ја означиме должината на свеќите.. Тогаш, за x  часови од 

првата свеќа ќе изгори 
5
a x , а од втората 

4
a x . Значи останало од првата свеќа 

5
aa x , а од втората 

4
aa x .   Според условот на задачата следува дека остатокот 

од првата свеќа е 4 пати поголем од остатокот на втората свеќа, имаме: 
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5 4
4( )a aa x a x    . 

По решавањето на равенката се гледа дека должината на свеќата не влијае на 

решението. Се добива 3 45minx h , што значи дека свеќите се изгаснати во 23 

часот и 45 минути. 

 

17. Два работника со постојано темпо на работа можат да завршат една работа 

за 30 дена. По 6 дена заедничка работа, првиот работник се откажува, а вториот ја 

завршува работата за 40 дена од денот на откажувањето на првиот работник. За 

колку дена би ја завршил првиот работник истата работа ако тој остане сам по 6 

дена заедничка работа?  

Решение. Нека првиот работник сам ја завршува целата работа за а  дена, а 

вториот за b  дена. Тогаш 1
a

x   е делот од работата што првиот работник ја завр-

шува за еден ден, а 1
b

y   е делот од работата што вториот работник ја завршува 

за еден ден. Бидејќи целата работа двајцата работници ја завршуваат за 30 дена, 

добиваме дека  

   30 30 1x y  .          (1) 

Од друга страна, бидејќи по 6 дена заедничка работа, вториот работник работи 

уште 40  дена за да ја доврши работата, добиваме дека  

   6 6 40 1x y y   .         (2) 

Решавајќи го системот линеарни равенки (1) и (2), се добива дека  

   1
75

x  , 1
50

y  ,         (3)  

т.е. првиот работник сам целата работа ја завршува за 75 дена, а вториот за 50.  

 Со z  да го означиме бројот на денови потребни првиот работник да ја доврши 

работата по 6 дена заедничка работа. Тогаш  

   6 6 1x y zx   ,          (4) 

Заменувајќи ги вредностите на x  и y  од (3) во (4) се добива 60z  . Значи, на 

првиот работник би му биле потребни 60 дена додатна работа за да ја заврши 

работата по 6 дена заедничка работа.  

 

 18. Една работа, работниците A  и B  заедно ја сработуваат за c  часови, истата 

работа работниците B  и C  ја сработуваат за a  часови а A  и C  ја сработуваат за 

b  часови. За колку часови секој од нив ја сработува работата сам? 

 Решение. Нека работникот A  работата ја сработува сам за x  часови, 

работникот B  работата сам ја сработува за y  часови а работникот C  за z  

часови. Од условот на задачата добиваме  

1 1 1

1 1 1

1 1 1

x y c

y z a

x z b

  



 

  


. 

 Трите равенки од системот ќе ги собереме, при што добиваме  

  1 1 1 1 1 1 1
2

( )
x y z a b c
     .         (1) 

 Од првата равенка на системот и (1) имаме  
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1 1 1 1 1 1
2

( )
c z a b c
    , 

од каде добиваме  
2abc

ac bc ab
z

 
 . 

Аналогно добиваме 2abc
ac ab bc

x
 

  и 2abc
bc ab ac

y
 

 .  Според тоа, работниците ,A B  и 

C  секој сам ќе ја сработат работата за 2abc
ac ab bc 

,  2abc
bc ab ac 

 и 2abc
ac bc ab 

 часови, со-

одветно. 

 

19. Некој човек, секој ден, прво трошел по 100 денари, а потоа заработувал по 
1
3

 од парите кои му останале. По три дена тој утврдил дека почетната сума пари 

се зголемила за два пати.  

Колку пари имал човекот на почетокот? 

Решение. Нека човекот на почетокот имал x  денари. На крајот од првиот ден 

имал  
100 4
3 3

100 ( 100)xx x     денари. 

На крајот од вториот ден имал  
4 4
3 3

( ( 100) 100)x   денари. 

На крајот од третиот ден имал  
4 4 4
3 3 3

( ( ( 100) 100) 100)x    денари. 

Според тоа:  
4 4 4
3 3 3

( ( ( 100) 100) 100) 2x x    . 

Решението на ова равенка е 1480x   денари.  

 

20. Некоја стока, која чини 455 денари, е платена со монети од 5 денари и 

банкноти од 10 и 50 денари, при што вкупно се дадени 23 монети и банкноти. 

Бројот на монетите од 5 денари е помал од бројот на банкнотите од 10 денари. Со 

колку монети од 5 денари и банкноти од 10 и 50 денари е платена стоката? 

Решение. Го означуваме бројот на монети од 5 денари со x  , а броевите на 

банкноте со 10 и 50 денари со y  и z  соодветно.  

За избрано z , најмала можна сума што може да се плати со расположивите 

банкноти и монети е 50 (23 ) 5 45 115z z z     . Ако 8z   оваа сума ќе ја 

надмине сумата од 455 денари, па значи, 7z  . Слично, за избрано z , најголема 

сума што може да се плати е 50 10(23 )z z   односно 40 230z  . Ако 5z   оваа 

сума ќе биде помала од 455 денари, па, значи, 6z  .  

 Нека 7z  . Од условите на задачата го добиваме системот: 

5 10 105

16

x y

x y

 


 
 

чие што решение 11x  , 5y   не ги задоволува условите од задачата, бидејќи е 

познато дека x y .  

 Нека 6z  . Од условите на задачата го добиваме системот: 
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5 10 155

17

x y

x y

 


 
 

чиешто мрешение е 3, 14x y  . Ова решение ги задволува сите услови на 

задачата.  

Значи, стоката е платена со 3 монети од 5 денари, 14 банкноте од 10 денари и 

6  банкноте од 50  денари.  

 

21. Морска вода содржи 5%  сол (тежински). Колку килограми обична вода 

треба да се дотури на 40 килограми морска вода, за да во новодобиената вода да 

има 2%  сол?  

Решение. Морската вода содржи 5%  сол; значи, во 100 килограми вода има 5 

килограми сол. Ако со x  го означиме количеството сол (во килограми) што се 

наоѓа во 40 килограми морска вода, ќе имаме  

x

100 kgr.   m.v.             5 kgr.  sol

 40 kgr.   m.v.              kgr.  sol
 

100 200x   

2x   

Значи, во 40 килограми морска вода има 2 килограми сол.  

Да го означиме со y  количеството обична вода (во килограми), што треба да 

се додаде на 40 килограми морска вода, за новодобиената вода да содржи 2%  сол. 

Како и во претходната дискусија, имаме  

y

100      kgr.   m.v.             2  kgr.  sol

40 +   kgr.   m.v.             2  kgr.  sol
 

2(40 ) 200y   

60y   

килограми морска вода. 

 

22. Во 8 kg  смеса има 65 %  алкохол и 35 %  вода. Колку вода треба да се до-

даде за да има во разредената смеса 45 %  вода? 

Решение. Бидејќи 1%  од смешата е 80 gr , во смешата има 2800  грама вода и 

5200  грама алкохол. Нека x  е количеството вода, во грамови, што треба да се до-

даде. Тогаш 2800 x  треба да е 45%  од 8000 x , т.е. 2800 0,45(8000 )x x   , 

од каде што се добива 1454,(54)x  .  

Значи, за да се добие смеса со 45 %
 
 вода треба да се додадат 1454,54  грама 

вода.  

 

23. Во три садови има вода. Ако една половина од водата во првиот сад се 

прелие во вториот, потоа една третина од водата во вториот сад се прелие во 

третиот сад и најпосле една четвртина од водата во третиот сад се прелие во 

првиот, тогаш во секој сад ке има по 6 литри вода. По колку литри вода имало во 

секој сад на почетокот? 

Решение. Нека на почетокот во првиот сад имало x  литри вода, во вториот y  

литри, а во третиот z  литри.  
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По првото преливање, во првиот сад останале 
2 2
x xx    литри, во вториот 

2
xy   литри, а во третиот z  литри. По второто прелевање, во првиот сад има 

2
x  

литри, во вториот  
1 1

2 3 2 3
( ) (2 )x xy y y x      литри, 

а во третиот  
1 1
3 2 6
( ) (6 2 )xz y z y x      литри. 

По третото прелевање, во првиот сад има  
1 1 1

2 4 6 24
(6 2 ) (6 2 13 )x z y x z y x        литри, 

во вториот 1
3
(2 )y x  литри, а во третиот  

1 1 1 1
6 4 6 8

(6 2 ) (6 2 ) (6 2 )z y x z y x z y x          литри. 

Од условот на задачата, го добиваме системот  
1
24

(6 2 13 ) 6z y x   , 1
3
(2 ) 6y x  , 1

8
(6 2 ) 6z y x   . 

Решение на системот е 8x  , 5y  , 5z  . 

 

24. Во златарска работилница треба да се направи 9 кг смеса во која златото и 

среброто ќе бидат во однос 7:11. На залиха има две смеси. Во првата количествата 

злато и сребро се наоѓаат во однос  4 : 5, а во втората во однос 2 : 5. По колку 

треба да се земе од секоја смеса, за да се добие новата смеса во зададениот однос? 

Решение. Нека во новата смеса има a  kg  злато и b kg  сребро. Од системот  

: 7 :11

9

a b

a b




 
 

 се добива дека 3,5a   и 5,5b  . Нека од првата смеса се земени x kg , а до 

втората y kg . Тогаш во новата смеса ќе има 4 2
9 7

( )x y kg  злато и 5 5
9 7

( )kgx y  

сребро, т.е. 

4 2
9 7

5 5
9 7

3,5

5,5

x y

x y

  


 

, 

од каде се добива дека 5,85x   и 3,15y  . 

 

25. Во златарската работилница треба да се направи 5 kg  смеса во која одно-

сот на количествата на злато и сребро е 22 : 41 . Во залиха има две смеси. Во 

едната количествата злато и сребро се наоѓаат во однос 4 :5 , а во втората 2 :5 . 

Колку треба да се земе од секоја смеса за да се добие бараната смеса? 

Решение. Во новата смеса од 5 kg  треба да има 22
63

5  kg  злато. Да земеме x

kg  од првата и y kg  од втората смеса. Количеството злато што треба да се добие 

на овој начин е 4 2
9 7

x y   .  

Според условите на задачата го добиваме системот  
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4 2 22
9 7 63

5

5

x y

x y

     


 

 

чиешто решение е 2x   и 3y  .  

Според тоа, треба да земеме 2 kg  од првата и 3 kg  од втората смеса.  

 

26. Легура на цинк и сребро со маса 3,5  килограми содржи 75%  сребро. Кога 

оваа легура ќе се стопи и ќе се измеша со друга легура од истите елементи, се 

добива трета легура со маса 10,5  килограми, која има 84 % сребро. Колкав е 

процентот на сребро во втората легура? 

Решение. Во првата легура имало 3,5 0,75 kg=2,625 kg  сребро. Во третата 

легура имало 10,5 0,84 kg 8,82 kg  сребро. На првата легура и се додадени 

(10,5 3,5)kg 7kg   легура, која имала (8,82 2,66)kg 6,16 kg   сребро. Значи, 

во втората легура имало 
6,195100

7
88%


  сребро.  

 

27. На располагање ни се смеса AB  составена од супстанциите A  и B  во 

однос 2 :3 , смеса BC , составена од супстанциите B  и C  во однос 1: 2  и смеса 

CA , составена во однос 1:1 . По колку грама од секоја од смесите треба да се 

земат за да се добие 24 g  смеса во која односот на супстанциите ,A B  и C  е 

1:1:1 ? 

Решение. Да земеме x  грама од првата смеса, y грама од втората смеса и 

24 x y   грама од третата смеса.Во добиената смеса треба да има по 8  грама од 

секоја од супстанциите. Од друга страна, во добиената смеса има 
2 1
5 2

(24 )x x y    грама од супстанцијата A  и 3 1
5 3

x y  грама од супстанцата B . 

Решавајќи го системот равенки  

2 1
5 2

3 1
5 3

(24 ) 8

8

x x y

x y

    


 

, 

добиваме 10, 6x y  , а оттаму и 8z  .  

Значи, потребни се 10 g  од првата, 6 g  од втората и 8 g  од третата смеса.  

 

28. Од две парчиња легура со тежина 6 kg  и 3 kg  со различни проценти на 

бакар, отсечено е по едно парче со иста тежина. Секое од отсечените парчиња е 

слеано со остатокот на другото парче. По тоа спојување, процентот на бакар во 

двете легури се изедначува. Колку тежат отсечените парчиња?  

Решение. Да ја означиме со А  легурата чија тежина е 6 kg , а со B  легурата 

чија тежина е 3 kg . Нека во 1 kg  од легурата A  има kgu  бакар, а во 1 kg  од ле-

гурата B  има kgv  бакар. Од условите на задачата имаме u v . Нека тежината 

на отсечените парчиња од легурите A  и B  е kgx . По спојувањето на отсечените 

парчиња со остатоците на другите парчиња, во 1 kg  од легурата A  ќе има 
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(6 )

6
kg

x u xv 
 бакар, а во 1 kg  од легурата B  ќе има 

(3 )

3
kg

x v xu 
 бакар. Бидејќи 

процентот на бакар во двете легури по спојувањето е ист, имаме  
(6 ) (3 )

6 3

x u xv x v xu   
 . 

Од последната равенка се добива ( )(9 18) 0u v x   , од каде имаме 2x  , бидејќи 

u v .   

 

29. Предната гума на еден велосипед се излижува по изминати 250 km , а зад-

ната по изминати 150 km . По колку изминати километри треба да ги замениме 

местата на гумите за да се излижат истовремено?  

Решение. Ако по kmx  треба да ги промениме местата на гумите, тогаш 

според условот на задачата ќе имаме  

250 150
1x x  , 

од каде што се добива 93,75 kmx  .  

 

30. Два автомобили тргнале од едно исто место но во спротивна насока. Во 

моментот кога нивното растојание било 18 km , едниот автомобил поминал 3 km  

помалку од двојниот пат на другиот. Да се одреди патот на двата автомобили што 

го поминале до тој момент.  

Решение. Нека x  и y  се патиштата што ги поминале автомобилите. Од 

условот на задачата: 9x y   и 2 3x y  . Решение на овој сѕстем равенки е 

11x  , 7y  . Значи, едниот автомобил поминал 11 km , а другиот 7 km .  

 

31. Еден возач патувал од местото A  до местото B , оддалечено 800 km  едно 

од друго. Наместо да вози со планираната брзина од 80 km/h , на првата половина 

од својот пат, возачот бил принуден да вози со брзина (80 ) km/hm . Ако на 

втората половина од својот пат возачот вози со брзина (80 ) km/hm , дали ќе 

стигне на време во B ? 

Решение. Нека 1t  е времето со кое возачот ја поминал првата половина, а 2t  

времето со кое ја поминал втората половина на патот. Тогаш  

1400 (80 )m t    и  2400 (80 )m t  . 

Бидејќи 80 80m m   , следува дека 1 2t t .  

Собирајќи ги горните равенства, се добива  

1 2 1 2 1 2800 (80 ) (80 ) 80( ) ( )m t m t t t m t t        , 

Од што следува дека 1 280( ) 800t t  , т.е. 1 2 10ht t  .  

Кога возачот би возел со планираната брзина, би стигнал во B  за 800
80

10 h . 

Значи, возачот ќе задоцни.  

 

32. Пресметај ги брзината и должината на возот кој за 8  секунди поминува 

покрај неподвижен набљудувач, а за 12  секунди го поминува перонот долг 480  

метри. 
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Решение. Нека v  е брзината на возот изразена во /m s , а s  е неговата 

должина во метри. Тогаш од условот на задачата имаме:  

8
sv    и 480

32
sv  . 

Од тука добиваме 160 ms   и 20 /v m s ( 72 km/h ).  

 

33. Речен брод за 11 часа, без прекин поминал 168 km  по течението, а 48 km  

спротивно од течението на реката. Друг пат, за истото време поминал 144 km по, а 

60 km  спротивно од течението на реката. Колкава е брзината на бродот, а колкава 

на реката? 

Решение. Нека x  е брзината на бродот а y  брзината на реката. Од условите 

на задачата се добива следниот систем од две равенки со две непознати:  

168 48

60144

11

11

x y x y

x y x y

 

 

  



 


 

Овој систем се трансформира во системот  

2 2

2 2

168( ) 48( ) 11( )

144( ) 60( ) 11( )

x y x y x y

x y x y x y

     


    

, 

од каде што со одземање на втората равенка од првата се добива дека  

24( ) 12( ) 0x y x y    , т.е. 3x y . 

Со замена во една од равенките, добиваме 168 48
4 2

11
y y
  , а со решавање на таа ра-

венка имаме 6y  . Според тоа, брзината на бродот е 18 km/h , а на реката е 

6 km/h .  

 

34. Возот влегол во тунел за 15  секунди. До излегувањето од тунелот на 

последниот вагон поминале уште 30  секунди. Колку е долг возот и со која брзина 

се движел, ако тунелот е долг 300m . 

Решение. Брзината на возот е 10m/s , а неговата должина е 150 m .  

 

35. По патеката покрај стрмна пруга се движи пешак (по надолнина)  со брзина 

од 6 km/h . Тој забележал дека возот што доаѓа од спротивен правец минува крај 

него за 12,6  секунди. Со истиот воз, со кој по угорнина се движел со брзина од 

3,6  km/h  се разминувал 15  секунди. Колку е долг возот и колкава му е бр-

зината?  

Решение. Нека брзината на возот е m / secx , а неговата должина е my . Од 

условите на задачата го добиваме следниот систем равенки: 

12,6 6 12,6

15 3,6 15

x y

x y

  


  
 

од каде добиваме 15x  , 210y  . Значи, брзината на возот е 15 m / sec 54 km/h , 

а неговата должина е 210 m .  
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36. Автомобил се движел од градот A  кон градот B  со брзина 60 km/h  на 

нагорнините, 72 km/h  на рамните делови и 90 km/h  на надолнините и целиот пат 

го изминал за 5  часа. За да се врати назад, движејќи се со истите брзини на 

автомобилот му биле потребни 4  часа.  

Колкаво е растојанието од A  до B .  

Решение. Нека kmg  од патот A  до B  се состои од нагорнини, kmr  се сос-

тои од рамни делови и kmd  се состои од надолнини. Тогаш, според условите на 

задачата, добиваме: 

  
60 72 90

5
g dr              (1) 

Движејќи се наназад, оние делови кои биле нагорнини стануваат надолнини и 

обратно, па затоа имаме: 

  
90 72 60

4
g dr   .            (2) 

Од сумирањето на (1) и (2) добиваме 
36

9
g r d 

 , односно 324g r d   .  

 Значи, растојанието од A  до B  е 324 km .  

 

37. Од местото A  кон местото B  тргнал патнички воз, а од местото B   кон 

местото A , во исто време, тргнал брз воз. По извесно време тие се сретнале. Ако 

двата воза би биле патнички би се сретнале по y  часа, а ако двата би биле брзи би 

се сретнале по 3  часа. Да се определат брзините на возовите, ако тие се движат со 

константни брзини, а растојанието помеѓу местата A  и B  е 2400 km .  

 Решение. Нека km/hpv  е брзината на патничкиот воз, а km/hbv  е брзината на 

брзиот воз. Ако двата воза би се движеле со сопствената брзина, тогаш тие би се 

сретнале по 2400

p bv v
 часа. Ако двата воза се движат со брзината на патничкиот воз 

тие би се сретнале за  2400
2 pv

, а ако би се движеле со брзината на брзиот воз би се 

сретнале за 2400
2 bv

.  

 Според тоа,  

2400 2400
2

2400 2400
2

3

5

p b b

p p b

v v v

v v v





  



 


.          (1) 

Со елементарни трансформации состемот може да се запише во облик  

1
( ) 400

1
( ) 240

b p

b p b

b p

b p p

v v

v v v

v v

v v v














 


. 

Ако втората равенка ја поделиме со првата равенка ќе добиеме 5
3

b

p

v

v
 , односно 

5
3b pv v . Ако замениме во првата равенка на системот (1), имаме  
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8 10
3 3

2400 2400 3
p pv v
  , 

од каде сега лесно се добива 60km/hpv  , а потоа од (2) и 100km/hbv  .  

 

38. Две илјади домина се исправени во редица на еднакво (и мало) растојание 

едно од друго. Потоа, домината се нумерираат од 1  до 2000 . Пред доминото со 

реден број 1  се редат на ист начин уште неколку домина, а на другиот крај k  пати 

повеќе ( 8k  ). Едновремено и со еднаква сила крајните домина се поттурнуваат 

кон средината.  

Колку домина се наредени, ако на крајот останало доминото со реден број 

1984 ? 

Решение. Нека x  е бројот на домината поставени пред доминото со реден број 

1, тогаш  

16 1983kx x    
од каде што добиваме  

( 1) 1967k x  . 

Бидејќи 1967 7 281  , а броевите 7  и 281  се прости, добиваме 1 281k   , 7x  , 

зошто по услов 8k  . Според тоа, наредени се вкупно  

( 1) 2000 283 7 2000 3981k x       

домино.  

 

39. Три уморни патници пристигнале во еден ан и побарале да јадат. Анџијата 

немал ништо друго да им понуди освен печени компири. Додека компирите се 

печеле патниците заспале. После некое време, откако компирите биле готови, 

првиот патник се разбудил, изел 1
3

 од компирите и продолжил да спие, без да ги 

разбуди останатите патници. Потоа вториот патник се разбудил, изел 1
3

 од 

преостанатите компири и легнал да спие. На крајот и третиот патник се разбудил 

и изел 1
3

 од преостанатите компири и се вратил да спие. Анџијата сето ова 

внимателно го набљудувал и кога ги преброил преостанатите компири видел дека 

се 8.  

Колку компири испекол анџијата? 

Решение. Прв начин. Ако со x  го означиме бројот на компирите што им ги 

испекол анџијата, тогаш после постапката на првиот патник останале 1
3

x x  

компири. Вториот патник изел 1 1
3 3
( )x x  компири, после што останале 

1 1 1
3 3 3

( )x x x x    компири, од кои третиот патник изел 1 1 1 1
3 3 3 3
( ( )x x x x   . 

Според тоа, анџијата изброил 1 1 1 1 1 1 1
3 3 3 3 3 3 3

( ) ( ( )x x x x x x x x      
 
компири. Од 

досега изнесеното ја добиваме равенката  
1 1 1 1 1 1 1
3 3 3 3 3 3 3

( ) ( ( ) 8x x x x x x x x        , 

чие решение е 27x   што не е тешко да се добие.  

 Значи, анџијата испекол 27 компири.  
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 Втор начин. Очигледно третиот патник затекнал 12 компири, бидејќи земал 1
3

 

од нив, а останале 2
3

, т.е 8. На сличен начин заклучуваме дека вториот патник 

затекнал 18 компири, бидејќи зел 1
3

 од нив, а останале 2
3

, т.е. 12. Првиот патник 

оставил 18 компири што е 2
3

 од компирите што ги затекнал. Значи, тој затекнал 

27 компири.  

 

40. Тројца патници седнале да јадат. Првиот извадил 3 сомуни, а вториот 4 

сомуни. Ги поделиле седумте сомуни на три еднакви делови и ги изеле. Третиот 

патник извадил 7 гроша и им рекол: ,,Јас немав сомуни, но еве ви давам 7 гроша, а 

вие поделете си ги правилно“.  

Колку гроша му припаѓаат на првиот, а колку на вториот патник?  

Решение. Секој патник изел 7
3

 од сомуните. Третиот патник ги платил своите 

7
3

 со 7 гроша-значи секоја третина сомун ја платил по 1 грош.  

Првиот патник донел 3 сомуни, т.е. 9
3

, а изел 7
3

, што значи на третиот патник 

му дал 2
3

. Слично, вториот патник донел 12
3

, а изел 7
3

, што значи на третиот 

патник му дал 5
3

 од сомуните. Конечно, првиот патник треба да добие 2 гроша, а 

вториот патник 5 гроша.  

 

41. Една продавница треба да добие 1100 бомбониери. Во складот за снабду-

вање постојат пакети од по 70, 40 и 25 бомбониери. Цената на превозот за еден 

пакет е еднаква на 20, 10 и 7 денари соодветно. Какви пакети и во колкави 

количества продавницата треба да порача, за да превозните трошоци бидат 

најмали? (Пакетите не смеат да се отвараат во складот.) 

Решение. Прв начин. Цената на превозот на една бомбониера од првиот вид 

пакети е 20 2
70 7

  ден., од вториот вид е 10 1
40 4

  ден., а од третиот вид е 7
25

 ден. 

Најефтин е превозот на бомбониерите од вториот вид, потоа од третиот, а најскап 

е од првиот. Бидејќи, 1100 : 40 27,5  следи дека може да се порачаат најмногу 27 

пакети од по 40 бонбониери. Но, тогаш остануваат 1100 27 40 20    бомбониери, 

што не прават цел пакет од ниеден вид. Значи, треба да се порачаат помалку од 27 

пакети од вториот вид. Ако се порачаат 26 пакети од вториот вид, тогаш 

остануваат уште 1100 26 40 60    бомбониери, што пак не прави цел пакет или 

цел број пакети од ниеден вид. Ако се порачаат 25 пакети од вториот вид, тогаш 

остануваат уште 1100 25 40 100    бомбониери кои прават 4 пакети од по 25 

бомбониери. Значи, за да биде најефтин превозот треба да се порачаат 25 пакети 

од вториот вид и 4 пакети од третиот вид. 

Втор начин. Нека x  е бројот на пакети што треба да се порачаат од првиот 

вид, y  бројот на пакети од вториот вид и z  бројот на пакети од третиот вид. 

Тогаш,  

70 40 25 1100x y z    

и вредноста на изразот 20 10 7A x y z    треба да е најмала. При тоа x , y  и z  се 

цели броеви такви што 0 15x  , 0 27y   и 0 44z  . Со замена на  
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1100 70 40

25

x y
z

 
  

во изразот A , се добива 62
5 5

308A x y   . Бидејќи, вредноста на изразот A  е 

цел број, следи дека треба 5 | x  и 5 | y . Значи, вредноста на A  е најмала, ако за x  

се земе најмалата дозволена вредност делива со 5, а за y  се земе најголемата 

дозволена вредност делива со 5, односно вредноста на A  е најмала ако 0x   и 

25y  . Тогаш,  

1100 70 0 40 25
25

4z      . 

Значи, за да биде најефтин превозот треба да се порачаат 25 пакети од вториот 

вид и 4 пакети од третиот вид. 

 

42. Во една кошница се наоѓаат црвени, бели и жолти цветови. Бројот на жол-

тите цветови не е помал од бројот на белите цветови и не е поголем од третината 

на црвените цветови. Вкупниот број на бели и жолти цветови не е помал од 55. 

Најди го најмалиот број на црвени цветови. 

Решение. Нека во кошницата има a -жолти, b -бели и c -црвени цветови. Од 

условот на задачата следува дека  

a b ,            (1)  
1
3

a c             (2)  

и  

55a b  .           (3)  

Од (1) и (3) добиваме дека 2 55a  , од каде 28a  , затоа што a . Тогаш, од 

(2) се добива 3 3 28 84c a    . Значи, најмалиот број на црвени цветови е 84. 

 

43. Марија правела тест по математика, кој содржел задачи по алгебра, 

геометрија и логика. По проверката на резултатите,  Марија точно решила  од 

задачите по алгебра,  од задачите по гометрија, и  од задачите по логика. 

Исто така, точно решила  од задачите по алгебра и логика , и  од зада-

чите по геометрија и логика.  

Кој е процентот на задачи кои точно ги решила Марија од целиот тест?  

Решение. Нека  , ,a g l  се броевите на задачи кои Марија точно ги решила, а 

, ,A G L  е вкупниот број на задачи по алгебра, геометрија и логика  соодветно.  

Од условите на задачата имаме  

0,5a A , 0,7g G , 0,8l L , 0,62( )a l A L    и 0,74( )g l G L   . 

Со замена во четвртата равенка, добиваме 0,5 0,8 0,62 0,62A L A L   , односно 

1,5A L . Со замена во петтата равенка добиваме 0,7 0,8 0,74 0,74G L G L   , 

односно 1,5G L . Сега,  

  0,5 0,7 0,8 0,75 1,05 0,8 2,6a g l A G L L L L L           

и  

1,5 1,5 4A G L L L l L       . 

Според тоа, процентот на точно решени задачи е    

2,6

4
0,65

a g l L

A G L L

 

 
   , 

т.е. 65%.  

50%

70% 80%

62% 74%
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IV  ТЕОРИЈА НА БРОЕВИ   

 
1.  ВОВЕДНИ ЗАДАЧИ   

 
1. Од првите 10000 природни броеви колку се такви што завршуваат на 1 и 

можат да се запишат во видот 5 8m n ? 

Решение. Бидејќи 5m  завршува на 5, треба 8n  да завршува на 6. Имаме 

1 2 3 4 58 8, 8 64, 8 512, 8 4096, 8 10000     . 

Значи 4n   па од   

5 8 10000m n   5 5904m  . 

Бидејќи  

1 2 3 45 5, 5 25, 5 125, 5 625,      

5 65 3125, 5 15625 5904    1,2,3,4,5}m  .  

Според тоа, постојат 5 броја помали од 10 000, кои завршуваат на 1 и можат да 

се запишат во видот 5 8m n  . Тоа се:  

1 4 2 4 3 4 4 44101 5 8 , 4121 5 8 , 4221 5 8 , 4721 5 8           и  5 47211 5 8  . 

 

2. За кои цифри a  и b  ( 0a  ) бројот 9( 5 )( 1) 4ab ab ab    е полн квадрат.  

Решение. За било кои цифри a  и b  ( 0a  ) бројот 9( 5 )( 1) 4ab ab ab    

можеме да го запишеме во облик  

2 2

9( 5 )( 1) 4 9(10 5 )( 1) 4 9(9 5)( 1) 4

81 126 49 (9 7)

ab ab ab ab ab ab ab ab

ab ab ab

             

       
 

Значи, за било кои цифри a  и b  ( 0a  ), бројот 9( 5 )( 1) 4ab ab ab    е полн 

квадрат.  

 

3. Нека , ,a b c  се цели броеви за кои што 1ab bc ca   . Докажи дека 

2 2 2(1 )(1 )(1 )a b c    е полн квадрат.  

Решение. На равенството 1ab bc ca    ќе додадеме 2a , при што добиваме  

2 21a ab bc ca a      
2( )( ) 1a b a c a     

На потполно аналоген начин се добива 
2( )( ) 1b c b a b     

2( )( ) 1c a c b c    . 

Сега јасно е дека  

2 2 2 2(1 )(1 )(1 ) [( )( )( )]a b c a b b c c a      
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4. Определи ги сите петцифрени броеви abcde , такви што , ,ab bc cd  и de  се 

полни квадрати.  

Решение. Единствени двоцифрени броеви што се полни квадрати се 

16,25,36,49,64  и 81 . Тие почнуваат со цифрите 1, 2, 3, 4, 6 и 8, а завршуваат со 

цифрите 1, 4, 5 и 6. Значи цифрите , ,b c d  може да бидат само цифрите 1, 4 и 6. 

Броевите bc  и cd  се полни квадрати, а тоа е можно само ако 16bc   и 64cd  . 

Според тоа 1ab a  од каде добиваме 8a  , и 4de e  од каде пак добиваме 9e  . 

Конечно, бараниот број е 81649, и тој е единствен со бараното својство.  

 

5. Нека , ,a b c се цели броеви за кои  

1 1 1 0
a b c
   . 

Докажи дека 2 2 2a b c   е полн квадрат на цел број. 

Решение. Од условот на задачата , , 0a b c   , па според тоа  

0bc ac ab
abc
   . 

Според тоа, , ,a b c  се цели броеви за кои 0ab bc ca   . Сега,  

2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 0 2( ) ( )a b c a b c a b c ab bc ca a b c               
. 

 

 6. За броевите ,a b  и c , броевите a b c   и ab bc ca
a b c
 
 

 се цели броеви. Дали 

2 2 2a b c
a b c
 
 

 е цел број.  

Решение. Рационалниот израз ќе го запишеме во облик  

   

22 2 2 2 2 2

2

( ) 2( )1 2 2 2 2 2

( )
2 2

a b c ab bc caa b c a b c ab bc ca ab bc ca
a b c a b c a b c

a b c ab bc ca ab bc ca
a b c a b c a b c

a b c

             
     

     
     

 

     

 

Сега е јасно дека 
2 2 2a b c
a b c
 
 

 исто така  цел број. 

 

7. Дали може бројот 1  да се претстави во вид на збир: 

а) 
1 2 3 4 5 6

1 1 1 1 1 1
n n n n n n
     , 

б) 
1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 1 1 1 1 1 1 1 1
n n n n n n n n n
        ,  

каде 1 2 3 4 5 6 7 8 9, , , , , , , ,n n n n n n n n n  се различни непарни природни броеви? 

Решение. а) Вредноста на изразот 
1 2 3 4 5 6

1 1 1 1 1 1
n n n n n n
      е најголема за нај-

малите можни допуштени вредности на 1 2 3 4 5 6, , , , ,n n n n n n . Најмали допуштени 

вредности на 1 2 3 4 5 6, , , , ,n n n n n n  се: 1 2 3 4 5 63, 5, 7, 9, 11, 13n n n n n n      . 

 При тоа имаме  

1 2 3 4 5 6

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
3 5 7 9 11 13

0,34 0,20 0,15 0,12 0,10 0,08 0,99 1.

n n n n n n
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Ако 1 2 3 4 5 6, , , , ,n n n n n n  се било кои други вредности различни од избраните, тогаш 

збирот на реципрочните вредности е помал од збирот 1 1 1 1 1 1
3 5 7 9 11 13
     , па спо-

ред тоа и е помал од 1.  

Значи, не постојат вредности за 1 2 3 4 5 6, , , , ,n n n n n n  за кои 

1 2 3 4 5 6

1 1 1 1 1 1 1
n n n n n n
      . 

б) Такво претставување е можно. Едно такво претставување, т.е. разложување 

е  
1 1 1 1 1 1 1 1 1
3 5 7 9 11 15 35 45 231

1         . 

 

 

 

2.  ДЕЛИВОСТ  

 
1. Еден природен број е делив со 9 ако и само ако збирот на неговите цифри е 

број делив со 9. Докажи! 

Решение. Знаеме дека секој природен број n  може да се запише во облик  

1 2
1 2 1 010 10 ... 10 10k k

k kn a a a a a
      , 

каде што 0a  е цифрата на единиците, 1a  е цифрата на десетките, 2a  е цифрата на 

стотките итн. Имаме  

0 1 1 2

0 1 1 1

... 9 99 ... 99...9

( ... ) 9( 11 ... 11...1 )

k k
k

k k
k

n a a a a a a

a a a a a a

       

       
 

Бидејќи вториот собирок е секогаш делив со 9, добиваме дека природниот број n  

е делив со 9 ако и само ако  првиот собирок, т.е. збирот на неговите цифри е делив 

со 9. Со тоа е докажано тврдењето на задачата.  

 

2. Во равенството 25! 15 511 10 043 330 85 984 00 000x y z  определи ги 

цифрите  ,x y  и z за да тоа е точно.  

Решение. По дефиниција 25! 1 2 3 4 5 25        . Ако овој број го разложиме 

на прости множители (направиме негова канонична факторизација), се добива: 
22 10 6 3 2 6 16 10 3 225! 2 3 5 7 11 13 17 23 10 2 3 7 11 13 17 23                 

значи 25! завршува на 6 нули, па следува дека 0z  . 

 Бројот 25! е делив со 9, следува дека 61 x y   е делив со 9. Значи 

  2x y    или  11x y            (1) 

(бидејќи x  и y  се едноцифрени броеви). 

Бројот 25! е делив со 11. Критериумот за деливост со 11 гласи: бројот 

5 4 3 2 1 0na a a a a a a  е делив со 11 ако бројот 0 2 4 1 3 5( ) ( )a a a a a a        е 

делив со 11. Следува дека (34 ) (27 ) 7x y x y       е делив со 11. Значи  

  7x y   или  4x y           (2) 

(бидејќи x  и y  се едноцифрени броеви). 
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Од (1) и (2) ги формираме следниве системи равенки: 

2 2 11 11

7 4 7 4

x y x y x y x y

x y x y x y x y

          
   
            

 

Целобројни решенија се добиваат само кај вториот и третиот систем, а само во 

третиот систем тие се ненегативни. Притоа 2x  , 9y  . 

 

3. Нека a  и b  се природни броеви. Докажи дека 2 2a ab b   е делител на 

бројот 
6 6( )a b a  .  

 Решение. Ќе ги искористиме идентитетите  

  
6 6 3 3 3 3( )( )A B A B A B     и 

3 3 2 2( )( )A B A B A AB B     .  

Навистина, добиваме  
6 6 3 3 3 3

2 2

2 2

2 2 2 2

( ) [( ) ][( ) ]

[( ) ][( ) ( ) ][( ) ]

[( ) ( ) ]

(2 )( )(3 3 ).

a b a a b a a b a

a b a a b a a b a a b a

a b a b a a

b a b a ab b a ab b

      

        

    

     

 

 Според тоа, 
2 2 6 6( ) | ( )a ab b a b a    .  

 

4. За кои вредности на n , бројот 
3 3 3( 2) ( 2)n n n     не е делив со 18.  

Решение. Користејќи ги идентитетите  

3 3 2 2 3( ) 3 3A B A A B AB B     , 

бројот 
3 3 3( 2) ( 2)n n n     можеме да го претставиме во облик  

  

3 3 3 3 2 3 3 2

3 2

( 2) ( 2) 6 12 8 6 12 8

3 24 3 ( 8).

n n n n n n n n n n

n n n n

            

   
 

Значи, за било кој n , 
23 | 3 ( 8)n n  . Според тоа, доволно е да се определат 

природните броеви n  такви што 
26 | ( 8)n n  .  

Ако n  е непарен, тогаш тој е од облик 2 1n k   за некој природен број k . Но 

тогаш  

2 2 2( 8) (2 1)(4 4 9) (2 1)[2(2 2 4) 1]n n k k k k k k          , 

односно 
2( 8)n n   е непарен. Според тоа, тој не е делив со 2 па според тоа ниту со 

6.  

Значи, за да 
3 3 3( 2) ( 2)n n n     е делив со 18 потребно е n  да е парен број.  

Ако 3 | n , тогаш 
23 | ( 8)n n  . Ако n  не е делив со 3, тогаш тој е од облик 

3 1n m  . Во двата последни случаи  

2 2 28 9 6 9 3(3 2 3)n m m m m       , 

односно 
23 | ( 8)n n  .  
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Од претходната дискусија е јасно дека за да 
3 3 3( 2) ( 2)n n n     е делив со 

18 доволно е n  да е парен број, а не е делив со 18 кога n  е непарен број.  

 

5. Докажи дека квадратот на секој непарен природен број може да се запише во 

обликот 8 1p   каде што p  е ненегативен цел број.  

Решение. Пред се, секој непарен природен број може да се запише во облик 

2 1n , каде што n  е ненегативен цел број. Имаме  

  
2 2(2 1) 4 4 1 4 ( 1) 1n n n n n       ,       (1) 

Понатаму, производ на два последователни цели броеви е парен број. Според тоа, 

производот ( 1)n n  во (1) може да се напише во обликот 2p , каде што p  е 

ненегативен цел број, па имаме  

2(2 1) 4 2 1 8 1n p p      , 

што и требаше да се докаже.  

 

6. Докажи дека за секој n  бројот 7n n  е делив со 7.  

   Решение. Доволно е да докажеме дека ако 1,2,3,4,5,6,7n  , тогаш бројот 

7n n  е делив со 7 (Зошто?). Имаме: 

71 1 0  ,       72 2 126 7 18    ,   73 3 2184 7 312     

74 4 16380 7 2340      75 5 78120 7 11160     76 6 279930 7 39990     

7 67 7 7(7 1)   .  

 

7. Докажи дека производот на сите природни броеви од 101  до 200  е делив со 

1002 , но не е делив со 1012 .   

Решение. Имаме:  
100(1 2 3 ...100) (101102 ... 200) (13 5 ...199) 2 (1 2 3 ...100)

1 2 3 ...100 1 2 3 ...100

100

101 102 103 ... 200

2 (1 3 5 ... 199)

                 

       
     

     

 

Значи, производот 101 102 103 ... 200     е делив со 1002  но не е делив со 1012 , заш-

то сите множители во заградата се непарни броеви.  

 

8. Дали може бројот 1986 да се претстави како разлика од квадрати на два цели 

броја?  

Решение. Одговорот е не. Образложението е како што следува:  

1) 2m k , 2n t . Тогаш 
2 2 2 24( )m n k t   , т.е. 4  е делител на 2 2m n , а 

4  не е делител на 1986.  

2) 2 1m k  , 2 1n t  . Тогаш 
2 2 2 24( )m n k t k t     , т.е. 4  е делител на 

2 2m n , а 4  не е делител на 1986.  

3) 2m k , 2 1n t   или 2 1,m k  2n t . Тогаш 
2 2m n  е непарен број, а 

1986 е парен број.  
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9. Нека ,x y  и z  се природни броеви такви што 
3 3 3x y z   е делив со 7. 

Докажи дека производот xyz  е делив со 7.  

Решение. Нека n  е произволен природен број. Тогаш n  може да се запише во 

облик 7n k r  , каде што {0,1,2,3,4,5,6}r . Бројот 
3 3(7 )n k r   при делење со 

7 дава ист остаток како и бројот 3r  при делење со 7. Броевите 
3 3 3 3 3 30 ,1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,  

36  при делење со 7 даваат остатоци 0,1,1, 6,1, 6, 6  соодветно. Оттука добиваме 

дека бројот 
3 3 3x y z   при делење со 7 дава остаток кој е остаток при делење на 

збирот на три броја кои припаѓаат на множеството {0,1,6}  со 7. Но, за да биде 

збирот на три броеви од множеството {0,1,6}  делив со 7, мора барем еден од нив 

да е 0, а тоа значи дека барем еден од броевите , ,x y z  да биде делив со 7. 

Следствено, производот xyz  е делив со 7.  

 

10. Докажи дека за секој цел број m  и 
4 3 211

24 4 24 4
m m m mA     е цел број.    

Решение. Дадениот израз да го запишеме на следниот начин:  

  

3 2 3 2 2

24 24

2 2 2

24 24

( 1)( 2)( 3)

24

( 6 11 6) ( 3 2 3 9 6)

[ ( 3 2) 3( 3 2)] ( 3 2)( 3)

m m

m m

m m m m

A m m m m m m m m

m m m m m m m m

  

          

          



 

Значи, за да докажеме дека A  е цел број, треба да докажеме дека производот 

( 1)( 2)( 3)n m m m m     е делив со 24 . Производ од два последователни броја е 

делив со 2; од четири последователни броеви еден е делив со 4; значи, бројот n  е 

делив со 8. Производ од три последователни броја е делив со 3, па, значи, n  е 

делив со 3. Броевите 3 и 8 се заемно прости, што значи дека n  е делив и со бројот 

3 8 24  .  

 

11. Броевите 2 a  и 35 b  се деливи со 11. Докажи дека бројот a b  е делив 

со 11.  

 Решение. Бројот a b  можеме да го запишеме во облик  

2 2 2 (35 ) 33a b a b a b          . 

Бидејќи 11| 2,11| 35a b 
 
и 11| 33 ,  добиваме дека 11 е делител на бројот  

2 (35 ) 33a b a b      . 

 

12. За кои вредности на природниот број n  збирот  

2 2 2 2( 1) ( 2) ( 3)n n n n       

е делив со 10.  

Решение. Дадениот збир е еднаков на 
2 24 12 14 (2 3) 5n n n      и очигледно 

е дека е делив со 2 за секој природен број n . Овој збир е делив со 5 ако и само ако 

5 1n k  , {0,1,2,3,...}k .  
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13. Да се докаже дека производот на четири последователни природни  броеви  

е:  

а) делив со 24, 

б) не квадрат на природен број. 

Решение. а) Нека , 1, 2, 3n n n n    се четири последователни природни бро-

еви. Тогаш нивниот производ е ( 1)( 2)( 3)n n n n   , во кој  два од броевите се 

парни, при што еден од е делив со четири, а најмалку еден е делив со 3. Според 

тоа, производот ( 1)( 2)( 3)n n n n  
 
е делив со производот 2 3 4   т.е. со 24.  

б) Производот ( 1)( 2)( 3)n n n n    го запишуваме во видот 

  

2 2

2 2 2 2 2

( 1)( 2)( 3) [ ( 3)][( 2)( 1)] ( 3 )( 3 2)

( 3 ) 2( 3 ) 1 1 ( 3 1) 1

n n n n n n n n n n n n

n n n n n n

          

         
 

од каде заклучуваме дека не е квадрат на природен број за секој природен број n . 

 

14. Да се определат сите природни броеви n  за кои вредноста на дропката 

24
3 4n

 е исто така природен број.  

Решение. Дропката 24
3 4n

 е природен број ако и само ако (3 4) | 24n , т.е. ако и 

само ако  

3 4 {1,2,3,4,6,8,12,24}n  . 

Но, тогаш  

3 {5,6,7,8,10,12,16,28}n  

и од тоа што n  е природен број добиваме дека 3n  може да биде само 6 или 12, па 

затоа 2n   или 4n  .  
 

15. Најди ги сите целобројни вредности на бројот a , за кои изразот 2 5
2

a
a



 е цел 

број.  

Решение. Имаме  
2( 2) 92 5 2 4 9 9

2 2 2 2
2

aa a
a a a a

   
   

    , 

па затоа изразот 2 5
2

a
a



 е цел број ако и само ако ( 2) | 9a  , од што следува дека 

2 { 1, 3, 9}a      , т.е. { 11, 5, 3, 1,1,7}a     . 

 

16. Ако x  е природен број, тогаш еден од броевите 2 5
9
x  или 2

15
x  не е цел 

број. Докажи!  

Решение. Да претпоставиме дека за x  природен број, 2 5
9
xm   и 2

15
xn   се 

цели броеви. Тогаш, од првото равенство имаме дека 2 9 5x m  , а од второто 

равенство 15 2x n  , односно 2 30 4x n  . Со изедначување на десните страни 

се добива  

9 5 30 4m n      1 30 9n m     1 3 (10 3 )n m   . 

Последното равенство не е можно за ниту цели броеви m  и n , затоа што десната 

страна е делива со 3, а левата не. 

 Значи, барем еден од броевите 2 5
9
x  или 2

15
x  не е цел број.  
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17. Дадена е низата броеви 1,1,2,3,7,22,155,...  во која секој член, почнувајќи 

од третиот, е еднаков на производот од претходните два члена зголемен за 1. До-

кажи дека ниту член на низата не е делив со 4. 

Решение. Лесно се воочува дека по секои два непарни членови на низата, сле-

дува парен член, по него два непарни, па пак парен итн. Доволно е да докажеме 

дека ниту еден од парните членови не е делив со 4. За таа цел избираме пет 

последователни членови на низата: , , , ,a b c d e  од кои ,b e  се парни; , ,a c d  се 

непарни. Тогаш: 

1c ab  ,  1d bc  , 
21 ( 1)( 1) 1 ( ) 2e cd ab bc ab c b a c          . 

Бидејќи b  е парен број, следува 
24 | ab c . Производот ( )b a c  е исто така делив 

со 4, бидејќи b  е парен и збирот a c  е парен број. Значи, првите два собироци 

се деливи со 4, а третиот не, па оттука заклучуваме дека e  не е делив со 4.  

 

18. Најди ги сите цели броеви n  за кои бројот 3 28 2n n n   е делив со 2 1n  .  

Решение. Од равенството 3 2 28 2 ( 1)( 8) ( 8)n n n n n n        следува дека 

2( 1) | ( 8)n n  . Очигледно 8n    е едно решение. Нека 8 0n  . Од 

2( 1) | ( 8)n n   следува дека 2 1 | 8 |n n   , т.е. 2 1 8n n     или 2 1 8n n   . 

Првиот случај не е можен бидејќи 2 9 0n n   , за секој nZ , а од вториот 

следува дека 2 7 0n n   , од што добиваме дека n  е некој од броевите 

2, 1,0,1,2,3  . Со непосредна проверка се добива дека само броевите 0 и 2 го 

имаат бараното својство. Конечно решенија на задачата се 8,0,2 .   

 

19. Збирот на цифрите на еден четирицифрен број е 27. Докажи дека збирот на 

дадениот број и бројот запишан со истите цифри, но во обратен редослед е делив 

со 27.  

Решение. Нека abcd  е четирицифрен број со бараното својство, т.е. таков да 

27a b c d    . Имаме  

1001( ) 110( )

110( ) 110( ) 891( )

110( ) 891( )

110 27 27 33( ) 27[110 33( )],

S abcd dcba a d b c

a d b c a d

a b c d a d

a d a d

     

     

     

       

 

што значи дека 27 | S , што и требаше да се докаже.  

 

20. Ако n  е непарен природен број тогаш 48 е делител на бројот 

3 23 3n n n   . Докажи! 

Доказ. Прв начин. Имаме:  

3 2 2 23 3 ( 3) ( 3) ( 3)( 1) ( 1)( 1)( 3)n n n n n n n n n n n               

Бидејќи броевите 1, 1, 3n n n   се парни (според условот  n  е непарен) и еден од 

броевите 1, 1n n  е делив со 4, заклучуваме дека дадениот број е делив со 16. 

Ако n  е делив со 3, тогаш и 3n  е делив со 3. Ако n  не е делив со 3, тогаш при 
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делење со 3 дава остаток 1 или 1  па еден од броевите 1n  и 1n  е делив со 3. 

Оттука, заклучуваме дека дадениот број се дели со 3 16 48  . 

Втор начин. Бројот n  е непарен, па може да се запише во облик 2 1,n k   за 

некој природен број k . Ако го вметнеме ова во дадениот израз добиваме: 

     
3 2 3 2(2 1) 3(2 1) (2 1) 3 8 8 8 ( 1) 8 ( 1)( 1(.k k k k k k k k k k              

Еден од факторите 1, , 1k k k  е делив со 3 и барем еден од 1, , 1k k k   е парен. 

Затоа производот  8 ( 1)( 1).k k k  е делив со 8 3 2 48   . 

 

21. Докажи дека за секој природен број n  изразот 19 7n n  е делив со 30. 

Решение. Да означиме 19 7A n n  . Со разложување добиваме 

19 7 7 12 7 6 6

7 4 2 2 4 2

2

( 1) ( 1)( 1)

( 1)( 1)( 1)( 1)( 1)

( 1) ( 1)( 1) , .

A n n n n n n n

n n n n n n n n

n n n n B B

      

       

     

 

При тоа имаме: 

а) Бидејќи n и 1n се последователни природни броеви, еден од нив е парен, 

па 19 7n n  е делив со 2  за секој n . 

б) Еден од трите  броја  1,n n  и 1n  е делив со 3, па 19 7n n  е делив со 3 за 

секој n .  

в) Ако 5 ,n k k  , n  е  делив со 5, ако 
25 1, , 1n k k n     е делив со 5, 

ако 
25 2, , 1n k k n     е делив со 5. Според тоа 19 7n n  е делив со 5 за 

секој n .  

Бидејќи 2, 3 и 5 се попарно заемно прости, добиваме дека 
19 730 | n n  за секој 

n .  

     

22. Докажи дека бројот 1 2 19852 2 ... 2A      е делив со 31.  

Решение. Имаме: 
2 3 4 5 6 7 8 9 10

1981 1982 1983 1984 1985

2 3 4 6 2 3 4

1981 2 3 4

6 11 1981

(2 2 2 2 2 ) (2 2 2 2 2 ) ...

( 2 2 2 2 2 )

2( 1 2 2 2 2 ) 2 ( 1 2 2 2 2 ) ...

2 ( 1 2 2 2 2 )

31(2 2 2 ... 2 )

A            

    

           

    

    

 

од каде што следува дека бројот A  е делив со 31.  

 

23. Докажи дека 2003 200337 | (333 555 ) .  

Решение. Од  тоа што 37 | 333  и 37 |555  следува 200337 | 333  и 200337 |555 , па 

затоа 2003 200337 | (333 555 ) .  
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24. Докажи дека бројот 5555 22222222 5555  е делив со 7.  

 Решение. Имаме: 
5555 2222 5555 5555 2222 2222 5555 2222

5554 5553 5553 5554

2221 2220 2220 2221

2222 3333 2222 1

2222 5555 (2222 4 ) (5555 4 ) (4 4 )

(2222 4)(2222 2222 4 ... 2222 4 4 )

(5555 4)(5555 5555 4 ... 5555 4 4 )

4 (4 1) 7 7 4 (64A B

      

        

        

     111

2222 1110 1109

1)

7 7 4 (64 1)(64 64 ... 64 1)

7 7 7 7( )

A B

A B C A B C

 

       

       

 

25. Да се докаже дека 19 е делител на бројот  

2 1 2 2 2 15 2 3 2k k k k
kA         

Решение. Доказот ќе го спроведеме со индукција по k . За 1k   имаме  

3 3 3 3
1 5 2 3 2 8 (125 27) 8 19 8A           , 

што значи дека 1A  е делив со 19. Нека тврдењето е точно за k , т.е. 19kA m . Тог-

аш  
2( 1) 1 ( 1) 2 ( 1) 2 2( 1) 1

1

2 1 2 2 2 1

2 2 1 2 2 1

2 2 1

1 2 1

5 2 3 2

25 2 5 2 3 4 3 2

50(19 3 2 ) 12 3 2

50 19 38 3 2

19(50 2 3 2 )

k k k k
k

k k k k

k k k k

k k

k k

A

m

m

m

       


   

   

 

 

   

       

    

    

   

 

Следствено, бројот kA  е делив со 19 за секој природен број k . 

 

26. Докажи дека 1 2584|(8 8 8 )n n n   , за секој n .   

Решение. Имаме  
1 2 2 18 8 8 8 (1 8 8 ) 73 8 584 8n n n n n n            

и бидејќи 18 1n  , за секој n  следува дека 1 2584 | (8 8 8 )n n n   , за секој 

n .  
 

27. Докажи дека за секој n  бројот 2 23 2 3 2n n n n     е делив со 10.  

Решение. Имаме  
2 2 2 2

1

3 2 3 2 3 3 3 (2 2 2 )

10 3 5 2 10(3 2 ),

n n n n n n n n

n n n n

 



      

     
 

и бидејќи 13 2n n   од последното равенство следува дека 10 е делител на 

2 23 2 3 2n n n n    .  

 

28. Дадена е низата броеви 49, 4489, 444889, ... (секој нареден член на низата се 

добива од претходниот со допишување на бројот 48 во неговата средина).   
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Докажи дека секој член на низата е полн квадрат.   

Решение. Нека претпоставиме дека бројот 444...488...89A  , има n -четворки 

и ( 1)n -на осумки,  т.е.  

1

444...488...89
nn

A


 .  Според тоа,  бројот A  можеме да го 

запишеме во облик  

4 111...1 10 8 111...1 1n

n n

A       .        (1) 

Бројот 111...1

n

 можеме да го запишеме во облик  

1 1 2 10 1 10 1
10 1 9

111...1 10 10 ... 10 10 1
n nn n

n

   


         

па според тоа,  бројот A  можеме да го запишеме во облик  

2 28 210 14 4 4 1
9 9 9 9 9 3

(10 1)10 (10 1) 1 10 10 ( )
nn n n n nA           . 

Јасно е дека бројот 2 10 1n   е делив со 3,  бидејќи збирот на неговите цифри е 

еднаков на 3.  

 

29. Докажи дека разликата на броевите 

2000пати1

111...111  и 

1000 2

222...222

pati

 е полн квадрат. 

Решение. Бројот 

1000 2

222...222

pati

 можеме да го запишеме во облик  

1000 2 1000 1 1000 1

222...222 1...111 1...111

  

 

pati pati pati

, 

а бројот 

2000 1

111...111

pati

 можеме да го запишеме во облик  

2000 1 1000 11000 0 1000 1

111...111 111...111 000...000 111...111

   

 

pati pati pati pati

. 

Сега разликата ќе го добие обликот 

1000 2 2000 1 1000 11000 0 1000 1

1000

1000 1 1000 1

1000

222...222 111...111 111...111 000...000 111...111

111...111 10 111...111

111...111

    

 



   

  



pati pati pati pati pati

pati pati

pati

1000

1000 10001
9

1 1000 9

1000 1000 210 11
9 3

2

1000 3

(10 1) 999...999 (10 1)

(10 1)(10 1) ( )

( 333...333 )







    

   



pati

pati
 

 

30. Докажи дека за секој природен број n  важи 7 | (8 14 1)n n  .  

Решение. Ако го искористиме равенството  
1 21 ( 1)( ... 1)n n na a a a a         
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во чија точност можеме да се убедиме со непосредна проверка, добиваме  
1 2 1 28 1 (8 1)(8 8 ... 8 1) 7(8 8 ... 8 1),n n n n n                

па затоа за секој природен број n  важи 7 | (8 1)n   и уште 7 |14n . Од последните 

две тврдења следува дека 7 | (8 14 1)n n  .  

 

31. Ако , ,a b c  се природни броеви такви да 2 2 2a b c  , тогаш еден од 

броевите , ,a b c  е делив со 5. Докажи!  

Решение. Нека претпоставиме дека ниту еден од броевите ,a b  не е делив со 5, 

т.е. дека тоа се броеви од облик 5 1m  или 5 2n . Тогаш 2a  и 2b  се од облик 

5 1k   или 5 4k  . Ако 2a  е од облик 5 1k  , а 2b  е од облик 5 4n , тогаш 

2 2 2 5( 1)c a b k n     , што значи 25 | c , па затоа 5 | c . Ако 2a  и 2b  се од об-

лик 5 1k  , тогаш 2 2a b  е од облик 5 2p  , што не е можно, бидејќи 2c  мора да 

е од облик 5 1p   или 5 4p  . Слично, ако 2a  и 2b   се од облик 5 4k  , тогаш 

2 2a b  е од облик 5 3p  , што повторно не е можно. Значи, не е можно сите три 

броја , ,a b c  да не се деливи со 5.  

 

32. Нека ,m n  и p  се непарни броеви. Докажи дека 
( 1)

1

pn
m

k

k




  е делив со n . 

Решение. Да забележиме дека за било кој непарен број s  и било кои броеви a  

и b  важи  

1 2 3 2 2 1( )( .... )s s s s s s sa b a b a a b a b ab b            .    (1) 

Бројот на собироци на во 
( 1)

1

pn
m

k

k




  е парен број. Тогаш збирот можеме да го 

запишеме на следниот начин  
1
2
( 1)( 1)

1 1

( (( 1) 1) )

pp nn
m m p m

k k

k k n k



 

      . 

Бидејќи  е непарен број, (( 1) 1)m p mk n k     е делив со ( 1) 1pn  , за 

1
2

1,2,..., ( 1)pk n  . Од друга страна, од непарноста на p , според (1) добиваме 

дека 1 1n n    е делител на ( 1) 1pn  . Од произволноста на k  , добиваме дека 

1
2
( 1) ( 1)

1 1

| ( (( 1) 1) )

p pn n
m p m m

k k

n k n k k

 

 

      , што требаше и да се докаже.   

 

33. Нека n  е природен број. Докажи дека може да избереме најмалку 12n n    

броеви од множеството {1,2,3,...,2 }n
 така да за секои два избрани броеви x  и y , 

бројот x y  не е делител на xy .  

m
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Решение. Ќе ги избереме непарните броеви 1,3,5,...,2 1n   од даденото мно-

жество,и сите степени на на бројот 2,4,8,...,2n
  од истото множество. Можни се 

три случаи.  

Случај 1. Ако  и , тогаш  е 

парен број а  е непарен број. Според тоа, 

|x y xy   .  

Случај 2. Ако  и , , тогаш , а 

. Бројот  има непарен делител, а  нема непарен делител. Според 

тоа |x y xy  .  

Случај 3. Ако  и , тогаш  е непарен број. 

Бројот  е непарен број, а најголемиот непарен делител на 

 е . Според тоа |x y xy  .  

Значи, од множеството {1,2,3,...,2 }n
 може да се изберат 12n n   елементи 

1,3,5,...,2 1n  , 2,4,8,...,2n
 за кои е исполнет условот од задачата.  

 

34. Најди ги сите цели броеви m  за кои дропката 
3 1

1
m
m



 е исто така цел број.  

Решение. Имаме 
3 21 2

1 1
1m

m m
m m

 
    , па ( 1) | 2m . Од овде се добива дека 

1 { 2, 1,1,2}m    , односно { 1,0,2,3}m  .  

 

35. Нека се 1 21 ... kd d d n      сите делитедли на природниот број 1n  . 

Докажи дека 1 2 ... kd d d k n    . 

Решение. Ако d  е делител на природниот број n , тогаш и n
d

 е исто така 

делител на n . Воведуваме ознака 1 2 ... kS d d d    . Бидејќи 1n   јасно е дека 

постои делител id , таков што 
i

n
i d

d  . Од друга страна  

2 2
i i

n n
i id d

d d n    . 

Сега, 

1 2
1 1

2 2( ... ) ( ) 2 2
i

k k
n

k i d
i i

S d d d d n k n
 

         . 

Според тоа S k n  односно 1 2 ... kd d d k n     што и требаше да се докаже.  

 

36. Да се определат сите природни броеви кои не може да се претстават во 

облик  

  1
1

a a
b b




 ,             (1) 

каде a  и b  се природни броеви.  

2 1x a  2 1y b  (2 1) (2 1) 2( 1)x y a b a b       

(2 1)(2 1) 2(2 ) 1xy a b ab a b      

2
k

x  2
m

y  k m 2 2 2 (2 1)
k m k m k

x y


    

2
k m

xy


 x y xy

2
k

x  2 1y b  2 2 1 2 1
k

x y b b     

1
2(2 ) 1

k
x y b


   

2 (2 1)
k

xy b  2 1b 
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Решение. Нека N  е природен број за кој постојат природни броеви a  и b  

такви што 1
1

a a
b b

N 


  . Тогаш  

( )(2 1)1 1 1
1 1 1 ( 1)

2 1 1 ( )( )
a b ba a a b a b

b b b b b b b b
N a b

   
   

           . 

Бидејќи 2N   е природен број и | (2 1)b b  и ( 1) | (2 1)b b  , добиваме дека 

(2 1) | ( 2)b N  . Броеви 2N   кои немаат непарни делител поголеми од 1 се 

2 1N     и 2 2kN   , каде 0,k k  , т.е. 1N   и 2 2kN   , каде 0,k   

k . Според тоа природните броеви од прегтходниот облик не може да се 

претстават во обликот (1). Од друга страна ако N  не е од облик 1N   или 

2 2kN   , за некој k ,  и 2 1b  е делител на 2N   за некој b , тогаш за 
2

2 1
N
b

m 


  и ( 1)a b mb b    имаме  

( 1) ( 1) 11
1 1

2
2 1

1 ( 1) 1 2 (2 1)

2 (2 1) 2 2 .

b mb b b mb ba a
b b b b

N
b

m b mb m b

b N N

    
 




  

       

      

. 

 

37. Да се определат сите природни броеви n , такви што 
1 15 3n n   е делител 

на 5 3n n .  

Решение. За било кој природен број n , имаме  

1 1 1 15(5 3 ) 5 (3 2)3 5 3 2 3 5 3n n n n n n n n n             . 

Според тоа 
1 1

5 3

5 3
5

n n

n n 




 , за секој n . Од друга страна, на сличен начин имаме 

1 1 13(5 3 ) 3 5 3 5 3n n n n n n        , па според тоа 
1 1

5 3

5 3
3

n n

n n 




 .  

Бидејќи 
1 1

5 3

5 3

n n

n n 




  и 

1 1

5 3

5 3
3 5

n n

n n 




   се добива 

1 1

5 3

5 3
4

n n

n n 




 . Последната 

равенка е еквивалентна со 
1 15 3n n  , од каде добиваме 1n  .  

 

38. Докажи дека за секој природен број n , барем еден од броевите 
3 33 2n n  и 

3 33 2n n  е делив со 35.  

Решение. Ќе разгледаме два случаи, кога n  е парен и кога n  е непарен број.  

Нека n  е непарен број. Тогаш  
3 3 3 3

1 2 3 2 4 3 2 1

3 2 (3 ) (2 ) 27 8

(27 8)(27 27 8 27 8 27 8 ... 27 8 8 )

n n n n n n

n n n n n n     

    

           
, 

од каде добиваме   
3 335 27 8 | 27 8 3 2n n n n     . 

Нека n  е парен број. Тогаш тој е од облик 2n k , па според тоа  

1
3 3 6 6 6 6 1

0

3 2 3 2 (3 ) (2 ) 729 64 (726 64) 729 64
k

n n k k k k k k k i i

i


 



          . 
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Сега тврдењето следува од фактот дека 729 64 19 35   .  

 

39. Определи го најмалиот природен број x , за кој  

x a b c d e f      , 

каде , , , , ,a b c d e f  се попарно различни природни броеви.  

Решение. Нека , , , , ,a b c d e f  се по парови различни природни броеви за кои  

a b c d e f x      . 

Тогаш  

2 1 2 3 4 5 6 21x x x a b c d e f               , 

од каде обиваме дека 1x  . За броевите 2, 4, 5, 1, 3, 7a b c e f       имаме  

11 2 4 5 1 3 7      . 

Значи, бараниот број е 11x  .  
 

40. Нека a  и b  се природни броеви такви што 3 | a b . Докажи дека 
3 3a b  е 

делив со 9.  

 Решение. Ако a  и b  се природни броеви, тогаш разликата 
3 3a b  можеме да 

ја запишеме во облик  
3 3 2 2 2 2 2( )( ) ( )( 2 3 ) ( )[( ) 3 ]a b a b a ab b a b a ab b ab a b a b ab              . 

Бидејќи 3 | a b  и 3 | 3ab , добиваме 23 | ( ) 3a b ab  , па според тоа 

2 3 39 3 3 | ( )[( ) 3 ]a b a b ab a b       . 

 

41. Докажи дека 
3 3 4a b   не е куб на цел број за било кои природни броеви 

a  и b .  

Решение. Ќе ги разгледаме остатоците кои ги дава 
3 3 4a b   при делење со 9.  

Куб на природен број при делење со 9  дава остатоци  (провери сам). Зарадди 

тоа, наместо 
3a  и 

3b  во збирот 
3 3 4a b   доволно е да ги  разгледаме нивните 

остатоци при делење со 9. При тоа можни се следните случаи: 

1  0 0 4 4   ;  при делење со 9 дава остаток 4 

2  0 1 4 5   ;   при делење со 9 дава остаток 5 

3  0 8 4 12   ;  при делење со 9 дава остаток 3 

4  1 1 4 6   ;   при делење со 9 дава остаток 6 

5  1 8 4 13   ;  при делење со 9 дава остаток 4 

6  8 8 4 22   ;  при делење со 9 дава остаток 2.  

Бидејќи 2,3,4,5,6  не може да се добијата како остатоци на точен куб при 

делење со 9, 
3 3 4a b   не е точен куб на цел број. Да забележиме дека заради 

симетрија на 
3 3 4a b   во однос на a  и b  доволно е што се разгледани прет-

ходните шест случаи.  
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42. За целите броеви ,a b  и c  е точно равенството  

  
2 2a b c  .          (1) 

Докажи дека 6 е делител на abc .  

Решение. Нека за целите броеви ,a b  и c  е исполнето равенството (1). Според 

тоа, тоа еден од нив е парен, или сите три се парни. Во останатите случаи од двете 

страни на равенството се добиваат броеви со различна парност, па равенството (1) 

не би било точно.  

Бидејќи барем еден од броевите ,a b  и c  е парен, нивниот производ abc  е 

парен број, односно  делив со 2. Сега ќе разгледаме два случаи. 

Случај 1. Ако еден од броевите a  или c  е делив со 3, тогаш и производот abc  е 

делив со 3.  

Случај 2. Ако броевите a  и c  не се деливи со 3, тогаш нивните квадрати 
2a  и 

2c  при делење со 3 имаат еднакви остатоци. Според тоа  

2 2b c a   

е број делив со 3. Во овој случај  abc  е делив со 3.  

Значи, во секој случај abc  е број делив со 3.  

Конечно, abc  е број делив со 2 и 3 па тој е делив со 6.  

 

43. Нека a  е цел број. Докажи дека 
5 3 7

5 3 15
a a a   е цел број.  

Решение. Јасно е дека  
5 3 5 37 3 5 7

5 3 15 15
a a a a a a    . 

Сега, доволно е да докажеме дека 5 33 | 3 5 7a a a   и 5 35 | 3 5 7a a a  , за било кој 

цел број a .  

Деливост со 3. Ако 3 | a , тогаш јасно е дека 2 2 5 33 | (3 5 7) 3 5 7a a a a a a     . 

Ако 3 | a , тогаш остатокот од делењето на a  со 3 е 1 или 1 . Но тогаш остатокот 

од делењето на 
4a  и 

2a  со 3 е еднаков на 1. Во тој случај остатокот од делењето 

на 
4 23 5 7a a   со 3 е еднаков на остатокот од делењето на 3 5 7   со 3. Бидејќи 

3 |15 3 5 7   , добиваме дека 4 23 | 3 5 7a a   односно 

4 2 5 33 | (3 5 7) 3 5 7a a a a a a     . 

Значи, за секој цел број a , 5 33 | 3 5 7a a a  .  

Деливост со 5.Ако 5 | a , тогаш јасно е дека 4 2 5 35 | (3 5 7) 3 5 7a a a a a a     . 

Ако 5 | a , тогаш остатокот од делењето на a  со 5 е еден од броевите од мно-

жеството { 2, 1,1,2}  .  

Случаите кога остатокот е 2 и 2  ќе ги разгледаме заедно, како и случаите 

кога остатоци се 1 и 1 .  

 Ако остаток е 2 , тогаш при делење со 
4a  со 5 се добива остаток 1, а при 

делење на 
2a  со 5 се добива остаток 4. Сега остатокот при делење на 
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4 23 5 7a a   со 5 е еднаков на остатокот од делењето на 3 1 5 4 7     со 5. Биде-

јќи 3 1 5 4 7 30 6 5       , добиваме дека во овие случаи  

4 2 5 35 | (3 5 7) 3 5 7a a a a a a     . 

Ако остатокот е 1 , тогаш при делење на 
4a  со 5 остатокот е 1, а исто така 

остатокот од делењето на 
2a  со 5 е еднаков на 1. Остатокот од делењето на 

4 23 5 7a a   со 5 е еднаков на остатокот од делењето на 3 5 7   со 5. Бидејќи 

3 5 7 15 3 5     , т.е. 5 | 3 5 7  , добиваме дека во овој случај  

4 2 5 35 | (3 5 7) 3 5 7a a a a a a     . 

Значи, за секој цел број a , 5 35 | 3 5 7a a a  .  

 

44. Докажи дека за секој n ,  

3 349 | 2 7 8n n   . 

Решение. Да забележиме дека за секој природен број n  е исполнето  
3( 1) 3 3 3 3 3 3 3

3 1 3

[2 7( 1) 8] [2 7 8] 7 2 7 7 (2 1)

7[(2 ) 1] 7 (2 1) 49 .

n n n n

n

n n

A A

    



           

      
 (*) 

каде 3 3 1 3(2 ) (2 ) ... 2 1n nA      .  

Сега тврдењето следува од принципот на математичка индукција.  

 Тврдењето е точно за 1n  . Навистина 

31 3 62 7 8 2 15 64 15 49         , 

т.е. 31 349 | 2 7 8    .  

Нека претпоставиме дека тврдењето е точно за n k , т.е. 3 349 | 2 7 8k k   . 

Од равенството (*) имаме 3( 1) 3 3 349 | [2 7( 1) 8] [2 7 8]k kk k        , па затоа  

3( 1) 3 3 3 3 3

3( 1) 3

49 | [2 7( 1) 8] [2 7 8] [2 7 8]

2 7( 1) 8

k k k

k

k k k

k

   

 

         

   
. 

Значи, тврдењето е точно и за 1n k  .  

Сега, од принципот за математичка индукција следува дека 3 349 | 2 7 8n n    

за секој n .  

 

45. Целите броеви ,x y   и z  се такви што  

  ( )( )( )x y y z z x x y z      .            (*) 

Докажи дека 3 е делител на x y z  .  

Решение. Ќе покажеме дека броевите ,x y   и z  имаат еднакви остатоци при 

делење со 3. Тогаш според условот од задачата x y z   ќе биде делив со 3.  

Нека претпоставиме дека ,x y   и z  даваат различни остатоци при делење со 3. 

Тогаш ( )( )( )x y y z z x    не е делив со 3 а x y z   е делив со 3, што противречи 

на (*).  
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Од добиената противречност следува дека два од броевите ,x y   и z  имаат ист 

остаток при делење со 3. Сега, производот ( )( )( )x y y z z x    е број делив со 3, а 

заради (*) и x y z   е делив со 3.  

 

 

 

3.  ПРОСТИ БРОЕВИ   
 

1. Нека a  е произволен природен број. Докажи дека 1ax   е сложен број за 

барем еден природен број x .  

Решение. За произволен природен број a  земаме 2x a   и добиваме  

2 21 ( 2) 1 2 1 ( 1)ax a a a a a         , што е сложен број.  

 

2. Нека n  е природен број. Докажи дека бројот 3 28 12 6 63n n n    е сложен.  

Решение. Со средување на изразот добиваме  
3 2 3 2 3 3

2

8 12 6 63 (8 12 6 1) (63 1) (2 1) 4

(2 3)((2 1) 4(2 1) 16)

n n n n n n n

n n n

           

     
 

2

2

(2 3)((2 1) 4(2 1) 4 12)

(2 3)((2 3) 12),

n n n

n n

      

   
 

па дадениот број е производ на два природни броја поголеми од 1, односно тој е 

сложен број.  

 

3. Докажи дека бројот 2 20032003 2  сложен.  

Решение. Од равенството (3 1)(3 1) 3(3 ) 1k m km k m       следува дека 

производ на два броја од облик 3 1k   е од истиот облик. Затоа  

2003 2 1001 10012 (2 ) 2 2 (3 1 1) 2(3 1) 6 2p p          , pN . 

Понатаму,  
2 2 2 2

2

2003 (2001 2) (3 667 2) 9 667 12 667 4

3(3 667 4 667 1) 1 3 1, .m m

         

        N
 

Според тоа,  
2 20032003 2 6 2 3 1 3(2 1)p m p m         

и бидејќи 2 20032003 2 3  , заклучуваме дека 2 20032003 2  е сложен број.  

 

4. Определи го најмалиот природен број, на кој производот на цифрите е ед-

наков на 75600.  

Решение. Го разложуваме бројот 75600 на прости множители и добиваме 
4 3 275600 2 3 5 7    . Сите прости делители на 75600 се едноцифрени броеви, па 

значи постои број таков што производот на неговите цифри е еднаков на 75600.   

Бараниот број ги содржи цифрите 5,6, и 7, бидејќи со множење на кој било од 

броевите 2, 3, 5, 7 со 5 или 7 се добива број поголем од 9. Производот 4 32 3  може-
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ме да го запишеме со најмногу 7 цифри ( 2 2 2 2 3 3 3      ), а со најмалку 3 цифри (

6 8 9  ). Бидеји се бара најмалиот природен број, заклучуваме дека тој се запи-

шува со цифрите 6,8,9,5,5,7 , а тоа е бројот 556789.     

 

5. Определи го најголемиот делител на 1001001001 кој што е помал од 10000. 

Решение. Да забележеме дека: 
6 6 2 4 21001001001 1001 10 1001 1001 (10 1) 1001 (10 1) (10 10 1)

1001 101 9901 7 11 13 101 9901

           

       
 

Бројот 9901 е прост. Лесно се проверува дека тој е најголемиот делител на 

1001001001 помал од 10000. 

 

6. Определи ги сите прирдни броеви n  за кои броевите  

3 4,4 5,5 3n n n    

се прости. 

Решение. Да забележиме 3 4 4 5 5 3 12 12n n n n        е парен број. Затоа 

мора барем еден од броевите 3 4,4 5,5 3n n n    да е парен. Бидејќи единствен 

прост парен број е 2, мора барем еден од броевите да е 2. Јасно 4 5n  не може да 

е 2, па затоа тоа мора еден од броевите 3 4n  или 5 3n . Ако 3 4 2n   тогаш 

2n  , па броевите се 2, 3 и 7 кои се прости броеви. Ако 5 3 2n   тогаш 1n   и 

тогаш бревите се 1, 1   и 2. Но, тие не се сите прости рбоеви.  

Конечно, само за 2n   броевите 3 4, 4 5, 5 3n n n    се прости. 

 

7. Нека m  и n  се природни броеви такви што 
2 2m n
mn
  . Докажи дека m n .  

Решение. Нека ,m n  се такви што 
2 2m n
mn

k  , за некој k . Тогаш  

2 2m n kmn  .           (*) 

За секој прост делител p  на n  имаме 
2|p n  и |p kmn . Значи, 

2 2|p kmn n m  . 

Ако p  е прост број делител на 2m , тој е делител и на m . Значи, секој прост 

делител на n  е прост делител и на m .  

Заради симетрија на m  и n , заклучуваме дека секој прост делител q  на m  е 

прост делител и на n .  

Бидејќи m  и n  имаат исти прости делители и за нив е исполнето (*), 

заклучуваме дека m n .  

 

8. Нека , ,a b c  се природни броеви такви што 2 2 2a b c   е делив со 6 и 

ab bc ca   е делив со 3. Докажи дека 3 3 3a b c   е делив со 6.  

Решение. Од тоа што 3| ( )ab bc ca   следува 6 | (2 2 2 )ab bc ca   и бидејќи  

2 2 26 | ( )a b c   добиваме дека 2 2 26 | ( 2 2 2 )a b c ab bc ca     , односно  

26 | ( )a b c  . Квадрат на природен број е делив со простите броеви 2 и 3 ако и 

само ако самиот број е делив со 2 и 3, па затоа 6 | ( )a b c  . Според тоа, меѓу 
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броевите , ,a b c  еден е парен или сите три се парни, што значи дека 6 | 3abc . 

Конечно, од досега изнесеното следува дека 6 е делител на бројот  
2 2 2 3 3 33 ( )( )abc a b c a b c ab bc ca a b c           , 

што и требаше да се докаже.  

 

9. Нека p  е прост број различен од 3 и нека a  и b  се цели броеви такви да 

| ( )p a b  и 2 3 3| ( )p a b . Докажи дека 2 | ( )p a b  или 3 3 3| ( )p a b  

Решение. Да претпоставиме дека 2 | ( )p a b . Тогаш доволно е да се докаже 

дека 3 3 3| ( )p a b . Од | ( )p a b  следува 2 3| ( )p a b  и како  

2 3 3 3| ( ) ( ) 3 ( )p a b a b ab a b     , 

добиваме 2 | 3 ( )p ab a b . Понатаму, бидејќи 2 | ( )p a b , следува дека   | 3p ab  и 

како p  е прост број различен од 3 следува дека  |p a  или |p b . Но, | ( )p a b , па 

затоа |p a  и |p b , од што следува дека 3 3|p a  и 3 3|p b , односно 3 3 3| ( )p a b .  

 

10. Дали може бројот a b c d    да биде прост, ако , , ,a b c d  и важи 

ab cd ? 

Решение. Од ab cd  имаме 
ab
c

d c m n    , 1a ma , 1b nb , 1 1, , ,m n a b  . 

Сега:  

1 1
1 1

ma nbab
c mn

d a b   , 

па затоа  

1 1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1

( ) ( )

( ) ( )

( )( ).

a b c d ma mb mn a b

ma mn nb ab

m a n b a n

a n m b

      

   

   

  

 

Бидејќи 1, 1, , 1a b m n  следува 1 2a n  , 1 2m b  , па затоа 1 1( )( )a n m b   е сло-

жен број т.е. a b c d     не може да биде прост број.   

 

11. Определи трицифрен број кој помножен со 7 дава куб од природен број.  

Решение. Нека бараниот број е a . Од условот на задачата следува дека 

37a n , n . Значи, 7 е делител на 3n . Бидејќи 7 е прост број, следува дека 7 е 

делител на n . Нека 7n k . Тогаш 2 3 37 49a k k  . Ако 3k  , тогаш a  има 

повеќе од 3 цифри. Ако 1k  , тогаш a  има две цифри. Значи 2k   и 392a  .     

 

12. Производот на бројот 21 со некој четицифрен број  x  е куб на некој цел 

број y . Определи го бројот x .  

Решение. Од условот на задачата имаме 
321x y , од каде што следува дека 21 

е делител на y , т.е. 21y z . Заменувајќи во 
321x y , добиваме 3441x z . Бројот 
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x  е четирицифрен, па z  може да биде или 1 или 2, зашто за 3z   имаме 

441 27 11907x    . За 1z   имаме 441x  , а за 2z   имаме 3528x  . Значи, 

3528x  , и притоа 321 168x  . 

 

13. Половината од еден природен број е полн квадрат, третината е полн куб, а 

петтината е полн петти степен. Определи го најмалиот таков приорден број. 

Решение. Бараниот природен број n  е делив со 2, 3 и 5 и заради минималноста 

нема други прости делители. Значи, q . Од условот на задачата, постојат природни 

броеви , ,a b c  такви што  

1 2

2
2 3 5n a       

1 3

3
2 3 5n b       

1 5

5
2 3 5n c    . 

Сега, јасно е дека   е најмал непарен број делив со p  и 5,   е најмал природен 

број делив со 2 и 5 кој при делење со 5 има остаток 1 и   е најмал природен број 

кој е делив со 2 и 3 и при делење со 5 има остаток 1. Според тоа 15, 10     и 

6   и 15 10 62 3 5 30233088000000n   .  

 

14. Најди ги сите природни броеви n  такви да бројот 2 1a n n    е делив со 

13.  

Решение. Бидејќи  
2 2 21 12 13 4 3 12 13

( 4) 3( 4) 13 ( 4)( 3) 13,

a n n n n n n n

n n n n n

           

        
 

добиваме дека бројот a  се дели со 13 ако и само ако ( 4)( 3)n n   се дели со 13. 

Но, 13 е прост број, па затоа ( 4)( 3)n n   се дели со 13 ако и само ако 4n   или 

3n   се дели со 13. Конечно, решението на задачата  се броевите од облик 

9 13 ,n k k    и 3 13 ,n m m   .  

 

15. Докажи дека за секој сложен број n , 4n  , бројот 2n  е делител на произ-

водот 1 2 3 ... ( 1)n     .  

Решение. Бидејќи 4n   е сложен број, тој може да се запише во облик n ab , 

каде 2 a b   и притоа 2b  . Од n ab  следува  

1 ( ) 1 ( ) ( 1)( 1) 2 0n a b ab a b a b            , 

па затоа 1n a b   . Ќе разгледаме два случаја:  

1) 2a b   и тогаш 2 1b a b n    . Според тоа, 2 2n b b    е делител на 

1 ... ... 2b b    , кој е делител на 1 2 3 ... ( 1)n     .  

2) a b , при што се можни два случаја:  

а) 2a   и тогаш 2ab  е делител на 1 2 ... ... ... ( )a b a b        , кој е делител на 

1 2 3 ... ( 1)n     .  

б) 2a  . Ако 4b  , тогаш 2 2 2n b   е делител на бројот  

1 2 ... ( 1)( 2)b b b     , 

кој е делител на 1 2 3 ... ( 1)n     . Ако 4b  , тогаш 2 16n   е делител на 

1 2 ... ( 1) 1 2 3 4 5 6 7n           . Ако 3b  , тогаш 2 12n   е делител на 

1 2 ... ( 1) 1 2 3 4 5n         .  
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16. Ако a  и b  се прости броеви поголеми од 3, докажи дека вредноста на из-

разот 
( )( )

12

a b a b 
 е цел број. 

Решение. Броевите a  и b  се прости и се поголеми од 3, па затоа тие се не-

парни, од што следува дека нивниот збир и нивната разлика се броеви деливи со 2, 

па затоа  

4 | ( )( )a b a b  .        (1)  

Бидејќи a  и b  се прости броеви, тие се од облик 6 1k  . Можни се следниве 

случаи:  

- ако 6 1a k   и 6 1b m  , тогаш 6( )a b k m   ,  

- ако 6 1a k   и 6 1b m  , тогаш 6( )a b k m   ,  

- ако 6 1a k   и 6 1b m  , тогаш 6( )a b k m   , и 

- ако 6 1a k   и 6 1b m  , тогаш 6( )a b k m   .  

Значи, во секој случај 6 | ( )( )a b a b  , што значи  

3| ( )( )a b a b  .        (2)  

Конечно, од (1) и (2) добиваме дека 12 | ( )( )a b a b  , што значи дека вреднос-

та на изразот 
( )( )

12

a b a b 
 е цел број.  

 

17. Нека ,a b  и c  се природни броеви такви што b a  е прост број и 

23 ( )c c a b ab   . Докажи дека 8 1c  е полн квадрат.   

Решение. Ќе воведеме ознаки b a p   и b a q  . За производот ab  важи 

равенството  
2 2 2 2( ) ( )

4 4

a b a b q p
ab

   
  , 

и ако замениме во  
23 ( )c c a b ab    

добиваме  
2 2

2
4

3
q p

c cq


  ,  

2 2 212 4c cq q p   ,  

2 2 24 12p q cq c   ,  

2 ( 2 )( 6 )p q c q c   .  

Од неравенството 2 6q c q c   , бидејќи p  е прост број, добиваме дека 

22 1, 6q c q c p    . Ако од второто равенство го одземеме првото равенство, 

добиваме 28 1c p  . Значи, 28 1c p  , што и требаше да се докаже.  

 

18. Дали постојат прости броеви p  и q  такви што 3 5 67p q  .  

Решение. Бидејќи броевите 3 и 5 се непарни броеви такви што NZD(3,5) 1 , 

и 67 е непарен број, добиваме дека еден од броевите p  и q  мора да е парен. Во 
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спротивно бројот од левата страна би бил парен а од десната непарен. Единствен 

парен прост број е 2. Заради тоа, имаме два можни случаи.  

Случај 1. 2p  . Тогаш равенката го добива обликот 5 61q   која нема 

решение во множеството прости броеви.  

Случај 2. 2q  . Тогаш равенката го добива обликот 3 57p  , од каде 

добиваме 19p  . Значи единствено решение на равенката е  19, 2p q  .  

 

19. Најди три прости броја такви да нивниот производ е петпати поголем од 

нивниот збир.  

Решение. Нека , ,a b c  се бараните прости броеви. Тогаш точно е равенството 

5( )abc a b c   . Десната страна на последното равенство е делива со 5, па затоа 

и левата мора да е делива со 5. Од условот на задачата следува дека еден од 

броевите е еднаков на 5. Нека 5c  . Тогаш 5 5( 5)abc a b   , од каде наоѓаме 

5ab a b   , т.е. ( 1) 5a b b   , па затоа 5
1

b
b

a 


 . Сега последователно имаме  

1 6 6
1 1

1b
b b

a  
 

   . 

Бројот a  ќе биде природен број ако и само ако 6
1b

 е природен број, т.е. 1| 6b , 

од каде следува {2,3,4,7}b . Но, b  е прост број, па затоа случајот 4b   отпаѓа, а 

исто така при 3b   се добива 4a  , што не е можно бидејќи a  е прост број. За 

2b   добиваме 7a  , а за 7b   добиваме 2a  .  

Конечно, бараните броеви се 2, 5 и 7.  

 

20. Најди ги сите прости броеви p  и природни броеви n  за кои важи 1
2010

n
p
 ?  

Решение. Од условот на задачата имаме дека 2010n p  , односно 

2 3 5 67n p     . Од овде вредноста на бројот p  може да биде 2 , 3 , 5 , 67 . Па, 

конечно за 2p  , 1005n  , за 3p  , 670n  , за 5p  , 402n  , за 67p  , 30n  .  

 

21. Докажи дека за секој прост број p  бројот 2014 1p   е сложен.  

Решение. Прв начин. За 2p   имаме  

2014 2014 4 503 2 5031 2 1 (2 ) 2 1 16 4 1p          , 

и тоа е сложен број, бидејќи цифрата на единиците на бројот 50316  е 6, па затоа 

цифрата на единиците на бројот 50316 4  е 4, т.е. цифрата на единиците на бројот 

50316 4 1   е 5, што значи дека тој се дели со 5.  

Ако 2p  , тогаш тој е непарен број, па затоа 2014p  е непарен број, т.е. 

2014 1p   е парен број поголем од 2, што значи дека е сложен.  

Втор начин. За 2p   имаме  

2014 2 1007 1007 2 2 1006 2 1005 2 1004 22 1 (2 ) 1 (2 1)((2 ) (2 ) (2 ) ... 2 1)          , 

т.е. 2 2014(2 1) | (2 1)  .  

Доказот за 2p   е аналоген како и во првиот начин.  
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22. Најди ги сите парови прости броеви p  и ,q  такви што 3 5 2( ) .p q p q    

Решение. Нека ниту еден од броевите ,p q  не е делив со 3. Ако остатоците од 

делењето на p  и q  со 3 се совпаѓаат, тогаш левата страна на  

3 5 2( )p q p q             (1) 

е делива со 3, а десната страна не е делива со 3. Ако остатоците од делењето на p  

и q  не се совпаѓаат, тогаш десната страна на (1) е делива со 3, а левата не е 

делива со 3.  

Нека сега p  е делив со 3. Тогаш 3p  . Од равенството  

3 5 2( ) 0p q p q     

следува 3 5p q  и  5 27q  , што не е можно. Нека q  е делив со 3. Тогаш, 3q   и 

3 2243 ( 3)p p   , па затоа 2( 6) 252p p p   . Според тоа, | 252p , од што 

следува 2, 3p   или 7. Со непосредна проверка наоѓаме 7p  , т.е. ( , ) (7,3)p q  . 

 

23. Најди ги сите прости броеви p  за кои бројот 7 1p   е квадрат на природен 

број.  

Решение. Нека 27 1p n  , nN , заради што 7 ( 1)( 1)p n n   . Бидејќи сите 

природни делители на бројот 7p  се 1 , 7 , p  и 7p , тоа значи 1 1n   или 

1 7n   или 1 1n   или 1 7n  , односно {2,8,0,6}n .  

Со непосредна  проверка се добива дека единствено решение е 6n  , односно 

5p  .  

 

24. Најди прости броеви , ,p q r  такви да 3 3p q r  . 

Решение. Со примена на формулите за скратено множење наоѓаме  
3 3 2 2( )( )p q r q r q qr r       

и условот дека p  е прост број следува дека е можен еден од следниве два случаи:  

1) 1q r   и 2 2q qr r p    и притоа бидејќи 2 и 3 се единствените два 

последователни прости броеви добиваме  

2,r   3q   и 3 3 3 33 2 27 8 19p q r       . 

2) q r p   и 2 2 1q qr r   , што не е можно бидејќи за секои прости броеви 

q  и r  важи 2 2 1q qr r   .  

 

25. За кои природни броеви p  броевите p , 2p   и 2 2p   се прости.  

Решение. Јасно, 2p  . Ако 3p  , тогаш 2 5p   и 2 2 11p    се исто така 

прости броеви. Нека 3p  . Тогаш p  е од облик 6 1k   или 6 1k  .  

1) Ако 6 1p k  , тогаш 2 6 1p k    може да е прост број, но  

2 22 3(12 4 1)p k k     

е сложен број.  
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2) Ако 6 1p k  , тогаш 2 22 3(12 4 1)p k k     и 2 3(2 1)p k    се сложени 

броеви.  

Конечно, 3p   е единствениот прост број за кој и броевите 2 5p   и 

2 2 11p    се исто така прости броеви.  

 

26. Најди ги сите прости броеви p , q  и r  такви да (264 4 ) 2008p q r  .  

Решение. Дадената равенка е еквивалентна на 4 (66 ) 2008p q r  , т.е. на ра-

венката (66 ) 2 251p q r   . Бројот 251 е прост, а 66 2q r  , па затоа 2p   и 

66 251q r  . Ако 2q  , тодаш бројот 251 66 2r     119 7 17    не е прост. За 

3q   имаме 251 198 53r     и тоа е прост број, а ако 4q  , тогаш 

66 66 4 264 251q     . Конечно, решението на задачата е 2, 3, 53p q r   .  

 

27. Најди ги сите броеви p , q  и r , такви што p  и r  се прости, q  е позитивен 

цел број и ја задоволуваат равенката: 
2 2 2 2( ) 2 2p q r p q r     . 

Решение. Дадената равенка е еквивалентна на равенката  
22 ( ) ( )r p q p q   . 

Бидејќи r  е прост, следува дека r  е делител на p q , па 2r  е делител на десната 

страна од последното равенство, од каде следува дека r  е делител на 2( )p q . 

Ако 2r  , тогаш r  е делител на p q , па мора r  да е делител и на p  и на q , но 

бидејќи p  е прост, тоа е можно само ако p r  и q sr . По средување добиваме  

22(1 ) ( 1)s s   , 

од каде  
2 4 1 0s s   . 

Последното равенство нема целобројни решенија, па во овој случај равенката 

нема решение. Ако 2r  , тогаш p  и q  се со иста парност, случајот кога 2p   е 

невозможен исто како случајот p r  од претходно, па мора да бидат непарни. 

Нека 2a   е прост делител на p q , тогаш мора a  да е делител и на p q , па 

мора да е делител и на p  и на q , што е можно само ако p a  и q sa , во овој 

случај добиваме  
24(1 ) ( 1)s a s   , 

од каде  

   2 2 4 4 0as a s a     . 

Решенија на последната равенка се  

2 22 4 4 4 2 2 2 1a a a a a a a
a a

         . 

Ако бројот 2 1a   е цел, тогаш е непарен, па 22 1 4 4 1a b b    , од каде 

2 ( 1)a b b  , па не може да е прост. Од досега изнесеното следува дека p q  и 

p q  мора да се степени на 2 , т.e. 2kp q   и 2 22 kp q   , од каде 
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2 22 2 2k kp    и 2 22 2 2k kq    и бидејќи p  и q  се непарни, мора 1k  , но то-

гаш 1p q  , што не е можно. Следува дека равенката нема решенија кои се 

прости броеви. 

 

28. Природните броеви a  и b  се такви што a b , 1a  , 1b   и 
2 1b a   е 

делител на 
2 1a b  . Докажи дека 

2 1b a   има барем два различни прости де-

лители.  

Решение. Нека претпоставиме дека a  и b  се броеви кои го исполнуваат 

условот на задачата. Од равенството  
2 2 2 2 2 2 2( 1) [( 1) ][( 1) ] ( 1)( 1)b a b a b a b a b a            , 

добиваме  

  2 2 2 2( 1) | [( 1) ]b a b a    .        (1)  

Заради равенството  
2 2 2 2 2 2( 1) ( 1) [( 1) ] [ ( 1)]b b b a a b         , 

од (1) и условот на задачата 2 2( 1) | ( 1)b a a b    , добиваме  

  2 2 2 2( 1) | [( 1) ( 1)] ( 1)( 1)b a b b b b b b         .      (2) 

 За секој природен број b  се точни равенствата  

  NZD( , 1) 1b b  , 2NZD( , 1) 1b b b   , 2NZD( 1, 1) 1b b b    .    (3) 

Јасно е дека се точни неравенствата  

  

2

2

2 2

1

1 1

1 1

b b a

b b a

b b b a

  

   

    

        (4) 

при што точноста на третото неравенство е последица од неравенството b a . 

Нека претпоставиме дека 2 1p b a    е прост број. Заради (3) добиваме |p b   

или | ( 1)p b  или 2| ( 1)p b b  , кое не е можно заради (4). Според тоа 
2 1b a   

не е прост број.  

 

29. Определи ги сите природни броеви n , за кои постои природен број k  

таков што  

а) k  има барем n  различни прости делители;  

б) постојат n  различни позитивни делители на k , 1 2 31, , ,..., nx x x x  чиј збир е 

еднаков на k .  

Решение. Ако n  е решение на задачата, ќе покажеме дека и 1n  е решение на 

задачата.   

Нека претпоставиме дека n  е решение на задачата. Значи постои природен 

број k  кој има барем n  различни прости делители и постојат n  различни дели-

тели на k , 1 2 31, , ,..., nx x x x  такви што  

2 31 ... nx x x k     . 
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За природниот број 1n  ќе го разгледаме природниот број ( 1)k k  . Бидејќи k  

има n  различни прости делители и NZD( , 1) 1k k   , добиваме дека ( 1)k k   има 

барем 1n  прост делител. Тоа се n -те делители на k  и еден делител на 1k   ако 

тој е сложен број или 1k   ако е прост број.  

Од друга страна ќе ги разгледаме броевите  

1 2 2 3 3 11, ( 1) , ( 1) ,..., ( 1) ,n n ny y k x y k x y k x y k        , 

за кои е јасно дека се делители на ( 1)k k   кои не се еднакви меѓу себе, и уште 

повеќе  

1 2 3 1 2 3

2 3

... 1 ( 1) ( 1) ... ( 1)

( 1)(1 ... ) ( 1).

n n n

n

y y y y y k x k x k x k

k x x x k k

             

       
 

Не е тешко да се провери дека 6n   е најмалиот таков број. Доволно е да се 

земе 1806 1807k   . Негови делители се  

1 2 3 4 5 62, 3, 7, 43, 13, 139p p p p p p      , 

а збирот неговите делители  
1, 14 13 1807, 21 43 1807, 6 43 1807, 42 1807,1806        

е еднаков на 1806 1807 .  

 

30. Нека a  е природен број поголем од 1. Докажи дека бројот  

(2 1)(3 1)...( 1)n n n an    

е делив со секој прост број помал од бројот a , за секој природен број n .  

Решение. Нека p  е прост број таков што p a . Ќе разгледаме два случаи.  

а)  Ако |p n , тогаш | [ (2 1)(3 1)...( 1)]p n n n an   .  

б) Нека |p n . Тогаш броевите 2 1,3 1,..., ( 1) 1n n p n     при делење со p  

имаат остатоци 1 2, ,..., pr r r  соодветно. Нека претпоставиме дека , {1,2,..., }i j p   

такви што i j  и i jr r . Според тоа постојат природни броеви ib  и jb  такви што 

1 i iin pb r    и  1, од каде добиваме ( ) ( )i ji j n p b b   . 

Заради  |p n , добиваме | ( )p i j . Од друга страна 1i p  , 1j p  , па од 

i j  имаме 1 | |i j p   . Од последното неравенство добиваме | ( )p i j . Заради 

добиената противречност имаме i jr r  за i j , , {1,2,..., }i j p . Според принци-

пот на Дирихле постои природен број k , 1 k p  , така 0kr  . Според тоа 

| [( 1) 1]p k n  , т.е. | (2 1)(3 1)...( 1)[( 1) 1]...[( 1) 1]p n n n kn k n p n       , односно  

  | (2 1)(3 1)...( 1)[( 1) 1]...[( 1) 1]...[( 1) 1]( 1)p n n n kn k n p n a n an          . 

 

31. Природните броеви , , , ,a b c d e  и f  се такви што нивниот збир S  е делител 

на броевите abc def  и ab bc ca de ef fd     . Докажи дека S  е сложен број.  

Решение. Ќе го разгледаме полиномот  

( ) ( )( )( ) ( )( )( )f x x a x b x c x d x e x f        , 

кој е полином со целобројни коефициенти. Јасно е дека f  може да се запише во вид  

2( ) ( )f x Sx ab bc ca de ef fd x abc def         , 
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каде S a b c d e f      . Но, | ( )S abc def  и | ( )S ab bc ca de ef fd     , па 

добиваме дека | ( )S f k , за секој k . Според тоа,  

| ( ) ( )( )( )S f d d a d b d c    . 

Јасно, S  не може да е прост број, тогаш тој е делител на некој од броевите 

, ,d a d b d c   , па според тоа S d a   или S d b   или S d c  . Но тоа не е 

можно, бидејќи , ,S d a S d b S d c      . Според тоа, S  е сложен број.   

 

32. Најди го најмалиот природен број x  кој ги задоволува равенствата  

  x ab a b cd c d      ,        (*) 

каде , , ,a b c d  се природни заемно прости броеви.  

Решение. Бидејќи , , ,a b c d  се природни заемно прости броеви, добиваме дека 

и бараниот број x е природен број. Ако во (*) одземеме 1 , добиваме  

1 1 1

1 ( 1)( 1) ( 1)( 1)

x ab a b cd c d

x a b c d

        

      
 

Од тоа што b  и d  се природни броеви, имаме 1 2d    и 1 2b  .  
Ако претпоставиме дека 1x p   е прост број, тогаш 1 1 1a c    , т.е. 

2a c  . Но тоа не е можно заради претпоставката дека a c . Значи, 1x   е 

сложен број. Најмал сложен број е 4. Ако 1 4x  , тогаш од тоа што , , ,a b c d  се 

различни имаме  

1 2, 1 2, 1 1, 1 4a b c d        . 

Но тогаш 3a d   што повторно е во противречност со условот на задачата. 

Затоа, 1x   не е помал од следниот сложен број, т.е. не е помал од бројот 6. За 

бројот 6 имаме  

6 1 6 2 3 (2 1)(5 1) (4 1)(1 1)          , 

т.е. 2, 5, 4, 1a b c d    .  

Бараниот број е 6 1 7x    .  

 

33. Природните броеви ,a b  и c  се решение на равенката  

2 2 22 8a b bc c   . 

Докажи дека a  е сложен број!  

Решение. Равенството од задачата ќе го запишеме во еквивалентен облик  
2 2 28 2a c b bc   . 

Изразот од десната страна на последното равенство ќе го запишеме во облик  
2 2 2 28 2 8 4 2 4 (2 ) (2 ) (4 )(2 )c b bc c bc b bc c c b b c b c b c b             . 

Значи, добивме 2 (4 )(2 )a c b c b   . За било кои природни броеви b  и c , имаме 

2 2 0c b  , од каде непосредно се добива 

  4 2c b c b   , т.е. 4 2c b c b   .        (*) 

Ќе претпоставиме дека бројот a  е прост. Тогаш 
2a  како производ на два мно-

жители може да се претстави на еден од следните три начини 
2 21 , 1,a a a a   . 



                                          Теорија на броеви      

  129  

Заради (*), бидејќи a  е прост број имаме 
24c b a  , 2 1c b  . Ако последните 

две равенки ги собереме, добиваме  
26 1c a  . 

Од последната равенка имаме 23 | 1a  .  

 Од друга страна, ако 3a k , тогаш  

2 2 21 9 1 3(3 ) 1a k k     , 

а ако 3 1a k  , тогаш  

2 21 3(3 2 ) 2a k k    . 

Значи, за било кој природен број a , 23 | 1a  . Од добиената контрадикција, доби-

ваме дека a  не е прост број.  

Природни броеви кои се решение на равенката постојат. Такви се 9,a   7b   

и 5c  .  

 

34. За природните броеви , ,a b c  и d  е исполнето равенството  

2 2 2 2a b c d   . 

Докажи дека a b c d    е сложен број.  

Решение. Ако го искористиме равенството 
2 2 2 2a b c d   , добиваме  

  

2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

( ) 2( )

2( )

2( ).

a b c d a b c d ab ac ad bc bd cd

a b a b ab ac ad bc bd cd

a b ab ac ad bc bd cd

            

         

       

 

Значи 2( )a b c d    е парен број, па според тоа и a b c d    е парен, односно 

тој е сложен.  

 

35. Да се определат сите вредности n , n , такви што 1nn   и 2(2 ) 1nn   се 

истовремено прости.   

Решение. Ако 1n  , тогаш 1 2nn    и 2(2 ) 1 5nn   . Значи, за 1n   и двата 

броја се прости.   

Секој природен број 1n   може да се запише во облик 2kn p , каде p  е 

непарен број.  

Нека n  е природен број таков што 1nn   и 2(2 ) 1nn   се прости броеви. Ќе 

докажеме дека тој е од облик 2kn   за некој k . Нека претпоставиме 

спротивно, т.е. дека 2kn p  каде p  е непарен број поголем од 1. Тогаш  

2 2 2 2 ( 1)1 (2 ) 1 [(2 ) ] 1 ((2 ) 1)((2 ) ... 1)
k k k kn k p k p k k pn p p p p          , 

при што 
2(2 ) 1 1

kk p    и 
2 ( 1)(2 ) ... 1 1

kk pp     . Значи, 1nn   не е прост број.  

Значи, бараните броеви n  се од облик 2mn   за m . За броевите од овој 

облик имаме  
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2 21 (2 ) 1 (2 ) 1
m mn m mn       

12 2 2 2 1(2 ) 1 (2 2 ) 1 (2 ) 1
m mn m mn

       .  

Еден од броевите m   и 1m  е непарен, односно тој има непарен делител. Значи  

1nn   и 2(2 ) 1nn   ќе бидат прости само ако 0m   или 1m  . Случајот 0m   е 

разгледан на почеток на решението на задачата, а за случајот 1m   имаме 

1 5nn    и 2(2 ) 1 257nn    кои се прости броеви, односно постојат два такви 

природни броеви 1n   и 2n  .   

 

36. Определи ги сите по парпви различни прости броеви , ,p q r   и s  такви што 

нивниот збир е прост број, а 2p qs   и 2p qr   се квадрати на природни броеви.    

Решение. Збир на четири непарни прости броеви е парен број. Заради условот 

на задачата, добиваме дека еден од броевите , ,p q r   и s  мора да е еднаков на 2.  

Ќе разгледаме два случаи.  

Случај 1. 2p  . Тогаш еден од броевите , ,q r s  е еднаков на 2. Сега, еден од 

броевите 2p qs   и 2p qr  е од облик  

2 2(2 1) 2(2 1) 4 4 1 4 2 4 3k l k k l A          . 

Квадрат на природен број при делење со 4 дава остаток 1. Во овој случај такви 

прости броеви не постојат.  

Случај 2. 2p  . Нека 2 2p qs a  , од каде добиваме ( 2)( 2)qs a a   . Ако 

2 1a  , 2a qs  , тогаш 3a   и 5qs   што не е можно бидејќи q  и s  се прос-

ти броеви. Значи, 2a q  , 2a s    или обратно, односно q  и s  се разликуваат 

за . Потполно аналогно q  и r  се разликуваат за 4, односно 4, 4s q r q     

или 4, 4s q r q    .   

Но од броевите 4, , 4q q q   еден е делив со 3 од каде добиваме 4 3q   т.е. 

7q  . Другите два прости броја се 3 и 11.  

 Конечно, решенија на задачата се  

2, 7, 3, 11p q r s      и 2, 7, 3, 11p q s r    . 

 

37. Да се определат сите прости броеви ,p q  и r  за кои е исполнето равен-

ството  

( )rp q p q   . 

Решение. Од условот на задачата имаме |p q p q  . Според тоа   

| ( ) 2p q p q p q q     . 

Бидејќи q  е прост број, делители на бројот 2q  се 1,2, ,2q q . Според тоа, можни се 

четири случаи.  

Случај 1. Ако 1p q  , тогаш  

1p q p q     

и за секој прост број r  важи 1 ( )r rp q p q    .  

4
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Случај 2. Ако p q q  , тогаш 2p q , па p  има две прости делители, т.е. не е 

прост број.  

Случај 3. Аналогно како и во вториот случај, ако 2p q q  , тогаш 3p q , т.е. 

p  не е прост број.  

Случај 4. Ако 2p q  , тогаш равенството го добива обликот 2 2rq q   , 

т.е. 12 1rq   . Ќе ги определиме сите прости броеви r  за кои 12 1r   е прост 

број.  

 Ако r  е непарен број поголем од 3, тогаш тој е од облик 2 1r k   за 1k  . Но 

тогаш  
1 2 22 1 2 1 (2 ) 1 (2 1)(2 1)r k k k kq          , 

т.е. q  не е прост број.  

Ако 2r  , тогаш 1q  , т.е. q  не е прост број.  

Ако 3r  , тогаш 3q    и 5p  .  

 Според тоа, единствено решение на равенката е 3r  , 3q    и 5p  .  

 

 

 

 

4.  НАЈГОЛЕМ ЗАЕДНИЧКИ ДЕЛИТЕЛ И  

 НАЈМАЛ ЗАЕДНИЧКИ СОДРЖАТЕЛ   

 
1. Производот на два природни броја 34560, а нивниот најголем заеднички 

делител е 24. Определи ги сите парови природни броеви кои го задоволуваат тоа 

својство.  

Решение. Со a  и b  да ги означиме бараните броеви. Од условот следува  

NZD( , ) 24a b  , па затоа 24a m  и 24b n , каде m  и n  се заемно прости брое-

ви. Понатаму, 34560ab  , па затоа 34560 24 24m n  , т.е. 60mn  . Значи, бројот 

60 треба да го запишеме како производ на два заемно прости броеви. Сега имаме  

60 1 60 3 20 4 15 5 12        . 

Бараните броеви се: 24 и 1440, 72 и 480, 96 и 360, 120 и 288.  

 

2. За кои природни броеви m  и n  важи  

NZD( , ) 8m n   и NZS( , ) 168m n  ? 

Решение. Нека 8 , 8m a n b  , при што ,a bN  и NZD( , ) 1a b  . Но,  

NZD( , )NZS( , )mn m n m n  

и ако замениме во последното равенство добиваме 8 8 8 168a b   , т.е. 21ab  , од 

каде наоѓаме дека ( , ) {(1,21),(3,7)}a b  . Конечно, за m  и n  ги имаме следниве 

решенија: 

8 8 1 8, 8 8 21 168m a n b        , т.е. ( , ) {(8,168),(168,8)}m n   и 

8 8 3 24, 8 8 7 56m a n b        , т.е. ( , ) {(24,56),(56,24)}m n  .  

 

3. Докажи, ако NZD( , ) 1x z   и NZD( , ) 1y z  , тогаш NZD( , ) 1xy z  .  



Р. Малчески, А. Малчески, К. Аневска, М. Главче, Д. Треневски 

 

 132 

Решение. Од NZD( , ) 1x z   следува дека постојат броеви a  и 1c  такви што 

1 1xa zc  . Слично, од NZD( , ) 1y z   следува дека постојат броеви b  и 2c  такви 

што 2 1by zc  . Понатаму, од равенствата 1 1xa zc   и 2 1by zc   добиваме  

2 1 2 1 1 21 ( )( ) ( )by zc xa zc xy ab z xac byc zc c        . 

Според тоа, за броевите xy  и z  постојат броеви  

ab   и 2 1 1 2xac byc zc c    , 

такви што 1xy z   , па затоа NZD( , ) 1xy z  .  

 

4. Нека ,x y  и z  се природни броеви такви што NZD( , , ) 1x y z   и 
xy

x y
z


 . До-

кажи дека x y  е точен квадрат.  

Решение. Нека NZD( , ) NZD( , )x y x x y k   . Значи, постојат цели броеви a  

и b  такви што ,x ka x y kb    и NZD( , ) 1a b  . Сега  

( )y x kb ka kb k a b       и 2 ( )xy k a a b  . 

Заменувајќи за z :  
2 ( ) ( )xy k a a b ka a b

x y kb b
z

 


   . 

Бидејќи NZD( , ) 1a b   и z  е природен број добиваме |b k . Но, од тоа што  

NZD( , , ) 1x y z   следува k b , бидејќи за k bm  важи | ,m x  | ,m y  |m z , т.е. 

1m  . Според тоа, 2x y k  , што и требаше да се докаже.  

 

5. Докажи дека не постојат два позитивни природни броеви такви што нивни-

от збир е 1995, а производот е делив со 1995.  

Решение. Да претпоставиме дека постојат два такви броја и нека тоа се x  и 

y . Според условите од задачата, имаме: 

1995x y   и 1995xy k , 

каде k  е позитивен природен број. Ако го изразиме од првото равенство и го 

замениме во второто, добиваме: 

2 1995( )x x k  , 

односно  
2 3 5 7 19( )x x k     . 

Значи, 2x  е делив со 3, од каде добиваме дека и x  е делив со 3. Аналогно заклу-

чуваме дека x  е делив со 5, 7 и 19. Значи, x  е делив со 3, 5, 7 и 19, што значи, 

дека е делив и со нивниот заеднички содржател, односно со 1995 . Од послед-

ното, бидејќи x  е природен број, добиваме дека 1995x  , од каде што добиваме 

дека 0y  . Последниот заклучок противречи на претпоставката, па значи не 

постојат природни броеви со бараните својства.  

 

6. Броевите m  и n  се заемно прости. Определи го бројот со кој дропката 
3

5 2
n m
n m



 може да се скрати.  
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Решение. Нека претпоставиме дека k , 1k   е бројот со кој може да се скрати 

дропката . Според тоа, постојат природни броеви p  и s , такви што NZD( , ) 1p s   

и 3n m kp  , 5 2n m ks  . Ако го решиме системот  

3

5 2

n m kp

n m ks

 


 
,  

по n  и m  ќе добиеме 
(2 )

11

k p s
n


  и 

(3 5 )

11

k s p
m


 . Броевите m  и n  се заемно 

прости, па според тоа 11k  . Навистина, ако претпоставиме дека 11k  , тогаш за 

било кој делител d  на k  поголем од 1 и различен од 11 имаме  

NZD( , ) 1m n d  . 

Но, тоа е во спротивност со претпоставката NZD( , ) 1m n  .  

Значи, 11k  . 

 

7. Збирот на 20 природни броеви е 2002. Најди ја најголемата вредност што мо-

же да ја прими нивниот најголем заеднички делител.    

Решение. Нека 1 2 20, ,...,a a a  се природни броеви за кои  

1 2 20... 2002a a a    . 

Ако 1 2 20NZD( , ,..., )d a a a , тогаш i ia dk , 1,2,...,20i   каде , 1,2,...,20ik i  . 

Значи   

1 2 20( ... ) 2002d k k k    . 

Бидејќи 1 2 20s k k k     (збир на дваесет природни броеви) и d  се природни 

броеви за кои 2 7 11 13s d      и 20s  , најмала вредност која може да ја прими 

бројот 1 2 20s k k k     е 2 11 20. 
 
Според тоа најголема вредност на d  е 91 

Низата броеви  

1 2 3 19 2091, 91, 91,..., 91, 273a a a a a      

ги има бараните својства.  

 

8. Определи го најмалиот природен број, кој поделен со секој од броевите 2, 3, 

4, 5, 6 и 7 дава остаток 1.   

 Решение. Ако n  е бараниот број, тогаш 1n  е најмалиот број кој се дели со 2, 

3, 4, 5, 6 и 7, т.е. 1n  е најмалиот заеднички содржател на 2, 3, 4, 5, 6 и 7. Според 

тоа, 2 2 3 5 7 1 421n         

 

9. Определи го најмалиот природен број кој поделен со 2 дава остаток 1, поде-

лен со 3 дава остаток 2, поделен со 4 дава остаток 3 и поделен со 5 дава остаток 4.  

Решение. Нека бараниот број е x . Тогаш имаме  

1 2 3 42 1 3 2 4 3 5 4x x x x x        . 

За бројот 1x   ќе имаме  

1 2 3 41 2( 1) 3( 1) 4( 1) 5( 1)x x x x x         , 

што значи дека 1x   е делив со 2, 3, 4 и 5. Значи, бројот 1x   е најмалиот 

заеднички содржател на броевите 2, 3, 4 и 5, т.е. 1 60x  , од каде добиваме 

59x  .   
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10. Одреди ги сите парови природни броеви за кои разликата меѓу нивниот 

најмал заеднички содрѓател и најголем заеднички делител е 15. 

Решение. Нека x  и y  е парот природни броеви за кои бараната разликае 15. 

Нека NZD( , )d x y  и NZS( , )s x y . Тогаш, постојат природни броеви a  и b  та-

ка што x da , y db , NZD( , ) 1a b   и s dab . Од условот на задачата имаме 

дека 15s d  , каде ако замениме s dab  се добива  

15 ( 1) 15 {1,3,5,15}dab d d ab d       . 

1) За 1d  , имаме 

1 15 16 1, 16 1, 16ab ab a b x y          , 

2) За 3d  , имаме  

1 5 6 1, 6 2, 3 3, 18 6, 9ab ab a b a b x y x y             ili ili , 

3) За 5d  , имаме 1 3 4 1, 4 5, 20ab ab a b x y          , 

4) За 15d  , имаме 1 1 2 1, 2 15, 30ab ab a b x y          . 

Значи, бараните парови природни броеви се: 1 и 16, 3 и 18, 6 и 9, 5 и 20, 15 и 

30. 

 

11. Нека a  и b  се позитивни цели броеви. Докажи дека 2 2a b  е делив со ab  

ако и само ако a b .  

Решение. Ако a b , тогаш 
2 2 2 2 2 2| 2ab a a a a a b     .  

Обратно, нека претпоставиме дека 
2 2|ab a b . Ако NZD( , ) 1a b d  , тогаш 

постојат единствени природни броеви 1 1,a b  такви што 1 1NZD( , ) 1a b   и 1a a d , 

1b b d . Релацијата 
2 2|ab a b  се редуцира во релацијата 2 2

1 1 1 1|a b a b . Заради тоа, 

ќе претпоставиме дека NZD( , ) 1a b  . Од 
2 2|ab a b  и од претходната претпо-

ставка имаме 
2 2|a a b  и 

2 2|b a b . Значи, 
2|a b , т.е. |a b , и 

2|b a , т.е. |b a .  

 Од |a b  и |b a  добиваме a b .    

 

12. Нека a  и b  се природни броеви. Докажи дека  

( , ) [ , ]n n n na b a b a b    

(со ( , )a b  е означен NZD , )a b( , а со [ , ]a b  е означен NZS , )a b( ). 

 Решение. Ќе воведеме ознаки ( , )d a b  и [ , ]s a b . Имаме: s a  и s b  и 

ab ds . Притоа  
2

2 2

2

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )( )
0

n n n n n n n n n n n n

n n

n n n n n n n n n n n n

n n

n n n n n nn n n n n n n

n n

n n n n

n

s d s a bn n n n s d s s a s b

s s

sd s s a s b ab s s a s b

s s

b s a s s aa b s s a s b

s s

s a s b

s

d s a b
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Неравенството  0n n n nd s a b     можеме да го запишеме во облик  

( , ) [ , ]n n n na b a b a b   , 

што и требаше да се докаже.  

 

13. За најголемиот заеднички делител d  и најмалиот заеднички содржател v  

на природните броеви m  и n  е исполнето равенството 3 3m n v d   . Докажи 

дека m  е делител на n . 

Решение. Постојат единствени 'm  и 'n , такви што NZD( ', ') 1m n   и 'm m d , 

'n n d , каде NZD , )d m n ( . Тогаш ' 'v m n d , при што равенството 

3 3m n v d    го добива обликот  

3 ' ' 3 ' 'm d n d m n d d   , т.е. (3 ' ') (3 ' ' 1)m n d m n d   . 

Но 1d  , па според тоа 3 ' ' 3 ' ' 1m n m n   , а последното равенство можеме да го 

запишеме во облик  

(3 ' 1)( ' 1) 0m n   . 

Бидејќи 3 ' 1 0m   , последното равенство е исполнето ако и само ако ' 1 0n   , 

т.е. ' 1n  . Тогаш ' 1 | 'n n d d d m d m     , што требаше да се докаже.  

 

14. Ако од два последователни природни броја поголемиот е полн квадрат, 

тогаш нивниот производ се дели со 12. Докажи!  

Решение. Нека p  и 1p   се последователни природни броеви такви да 

21p n  . Тогаш 2 1 ( 1)( 1)p n n n     , па затоа  

2 3( 1) ( 1) ( 1) ( 1)p p n n n n n      . 

Броевите 1, , 1n n n   се последователни природни броеви, па затоа еден од нив е 

делив со 3. Ако n  е парен број, тогаш 2n  се дели со 4, а ако n  е непарен број, 

тогаш ( 1)( 1)n n   се дели со 4. Но, броевите 3 и 4 се заемно прости, па затоа 

( 1)p p   се дели со 3 4 12  , што и требаше да се докаже.  

 

15. Најди го најмалиот природен број кој има својство да се намали 57 пати ако 

му ја избришеме првата цифра од лево. 

Решение. Со a  да ја означиме првата цифра на бараниот број, а со b  бројот 

кој го формираат останатите цифри. Тогаш 10 57k a b b  , kN , односно 

10 56k a b , т.е. 10 8 7k a b  . Левата страна на последната равенка е делива со 7 и 

бидејќи NZD(7,10 ) 1k   добиваме 7a  . За да бројот 10k  биде делив со 8, но 

притоа да е истовремено и најмал потребно е 3k  . Тогаш 125b  , па затоа 

бараниот број е 7125 57 125  .  

 

16. Претстави го NZD(252,180)  во облик 252 180x y , каде x  и y  се цели 

броеви.  

Решение. Од Евклидовиот алгоритам добиваме  

252 1 180 72, 180 2 72 36, 72 2 36         

па затоа NZD(252,180) 36 . Сега   
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36 180 ( 2) 72 180 ( 2)(252 ( 1) 180) ( 2) 252 3 180               . 

 

17. Ако NZD( , ) 1a b  , тогаш NZD( , ) 1a b a b    или 2. Докажи!  

Решение. Ако NZD( , )a b a b d   . Тогаш a b dx   и a b dy  . Според тоа, 

2 ( )a d x y   и 2 ( )b d x y  , па затоа d  е заеднички делител на броевите 2a  и 

2b . Но, NZD(2 ,2 ) 2NZD( , ) 2a b a b  , па затоа | 2d , што и требаше да се докаже.  

 

18. Определи NZD(2 3, 7)n n  , каде n  е природен број.  

Решение. Нека NZD(2 3, 7)n n d   . Од тоа што  

| [2( 7) (2 3)] 11d n n     

следува 1d   или 11d  . Нека  

11n q r  , 0 10r  . 

Ако 11d  , тогаш од 11| (11 7)q r   следува 4r  . Но, тогаш  

2 3 2(11 4) 3 11(2 1)n q q      , 

и следствено се дели со 11. Според тоа, ако n  е од видот 11 4q , тогаш 11d  , а 

ако 11n q r  , 4r  , тогаш 1d  .  

 

19. Најди го најголемиот заеднички делител на броевите  
2 5 11 2 2 ... 2 n    , n . 

Решение. Имаме  
2 5 1 2 5 1

5 5 5 5 1 5 2 5

5 1 5 2 5

1 2 2 ... 2 (2 1)(1 2 2 ... 2 )

2 1 (2 ) 1 (2 1)[(2 ) (2 ) ... 2 1]

31 [(2 ) (2 ) ... 2 1]

n n
n

n n n n

n n

a  

 

 

          

         

     

 

и бидејќи  
2 3 4

1 1 2 2 2 2 31a       ,  

заклучуваме дека најголемиот заеднички делител на броевите ,na n  е 31.  

 

20. Природните броеви ,x y  и z  се по парови заемно прости и ја задоволуваат 

релацијата 2 2 2x y z  . Докажи дека 5|x, 5|y или 5|z.  

Решение. Бидејќи секој природен број n  може да се запише во облик 5 ,k  

5 1k   или 5 2k   добиваме дека бројот 2n  може да се запише во облик 5k  или 

5 1k  . Нека претпоставиме дека ниту еден од броевите x  и y  не е делив со 5. 

Тогаш бројот 2 2 2z x y   може да се запише во облик 5 2q , кога и двата 2x  и 

2y  се од облик 5 1k   или и двата се од облик 5 1k  , што не е можно, или бројот 

2 2 2z x y   може да се запише во облик 5q  кога еден од броевите 2x  и 2y  е од 

облик 5 1k  , а другиот е од облик 5 1k  , што значи дека бројот z  е делив со 5.  

 

21. Докажи дека за било кој n , дропката 21 4
14 3

n
n



 не може да се скрати.  
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Решение. Од својствата на најголемиот заеднички делител на два природни 

броеви, NZD( , ) NZD( , ) NZD( , )a b a b a a b b    , имаме  

NZD(21 4,14 3) NZD(21 4 (14 3),14 3) NZD(7 1,14 3)

NZD(14 3,7 1) NZD(14 3 2(7 1),7 1)

NZD(1,7 1) 1 .

n n n n n n n

n n n n n

n

         

       

  

 

Бидејќи 21 4n  и  14 3n  се заемно прости, дропката не може да скрати.  

 

22. Нека 1 1a  , 2 1a   и 1 1n n na a a   , за n . Докажи дека за секои 

,n k  броевите 2n nka a   и 3 1n nka a   се заемно прости.  

Решение. Воведуваме ознака 2n n nb ka a  , n . Од дефиницијата на na  и 

nb  имаме  

1 2 1 1

2 1 1

3 1 1

( ) ( )

( )

.

n n n n n n

n n n n

n n n

b b ka a ka a

k a a a a

ka a b

   

  

  

    

   

  

 

Од последното равенство имаме 

  1 1n n nb b b   .           (1) 

Ако 1NZD( , )n nd b b , тогаш од последното равенство добиваме 1| nd b   и | nd b , 

па според тоа од (1) имаме 1| nd b  . Од | nd b  и 1| nd b   добиваме дека 

1 2| ( )n n nd b b b   . Повторувајќи ја оваа постапка конечен број пати, добиваме 

дека | , 1,2,...,id b i n . Од друга страна имаме  

2 4 2 3 1b ka a k     и 1 3 1 2 1b ka a k    . 

Бидејќи 2 1| , |d b d b  добиваме  

2 10 NZD( , ) NZD(3 1,2 1) NZD(3 1 2 1,2 1)

NZD( ,2 1) NZD( ,2 1 2 ) NZD( ,1) 1.

d b b k k k k k

k k k k k k

         

      
 

Според тоа, 1d   и nb  и 1nb   се заемно прости, што и требаше да се докаже.  

 

23. Определи го најмалиот природен број кој при делење со 4, 6, 8, 10 и 12 дава 

остатоци 2, 3, 6, 8  и 10 соодветно.  
Решение. Нека n  е бараниот природен број. Постојат природни броеви 

1 2 3 4 5, , , ,q q q q q , такви што  

  1 2 1 1 14 2, 6 4, 8 6, 10 8, 12 10n q n q n q n q n q           

Но, тогаш  

1 1

2 2

3 3

4 4

5 5

2 4 4 4( 1)

2 6 6 6( 1)

2 8 8 8( 1)

2 10 10 10( 1)

2 12 12 12( 1)

n q q

n q q

n q q

n q q

n q q

    

    

    

    

    

 

Значи, броевите 4, 6, 8, 10 и 12  се делители на бројот 2n , од каде добиваме 

NZS | 2n(4,6,8,10,12) , т.е. 120 | 2n .  
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Најмалиот природен број n  за кој  120 | 2n  ја задоволува равенката 

2 120n  .  
Не е тешко да се провери дека бараниот број е 118n  .  

 
24. Определи го најмалиот природен број кој при делење со 

, 1, 2,....,n n n n m    

дава остатоци  
, 1, 2,...,r r r r m    

соодветно.  

Решение. Нека a  е бараниот природен број. Од условот на задачата постојат 

природни броеви 0 1 2, , ,..., mq q q q  такви што  

0

1

1

1

( 1) 1

( 2) 2

.............................

( )

a nq r

a n q r

a n q r

a n m q r m

 

   

   

   

 

Од последните равенства, имаме 

0

1 1

2 2

( 1)

( 1) 1 ( 1)( 1)

( 2) 2 ( 2)( 1)

.............................................................................

( ) ( )( 1)m m

a n r nq r n r n q

a n r n q r n r n q

a n r n q r n r n q

a n r n m q r m n r n m q

       

          

          

          

 

Значи, a n r   е број кој е делив со , 1, 2,....,n n n n m   . Најмалиот таков број е  

NZS , 1, 2,..., [ ,, 1, 2,..., ]n n n n m n n n n m     ( ) = . 

Бројот a  ќе го определиме од равенката  

[ ,, 1, 2,..., ]a n r n n n n m       

Значи, бараниот број е  

[ ,, 1, 2,..., ]a n n n n m n r      . 

 

25. Нека a  и b  се решенија на равенката 2 1 0x px   , каде p  е непарен 

број. Тогаш за секој ненегативен цел број n  броевите 
n na b  и 

1 1n na b   се 

цели и заемно прости.  

Решение. Според Виетовите врски имаме a b p    и 1ab   . Тврдењето на 

задачата ќе го докажеме со помош на математичка индукција. За 0n   имаме 

0 0 2a b   и 1 1a b p   , и бидејќи p  непарен број NZD( ,2) 1p  , т.е. 
0 0a b  

и 
1 1a b  се цели и заемно прости.  

Нека претпоставиме дека n  е природен број таков што 
n na b  и 

1 1n na b   

се цели и се заемно прости. Не е тешко да се провери точноста на равенството  
2 2 1 1( )( ) ( )n n n n n na b a b a b ab a b         . 

Тогаш  
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2 2 1 1( ) ( )n n n n n na b p a b a b         , 

и зараи индуктивната претпоставка, добиваме дека 
2 2n na b   е цел број. Нека 

претпоставиме дека 2 2 1 1NZD( , ) 1n n n na b a b d       . Тогаш од равенството  

2 2 1 1( )n n n n n na b a b p a b         

добиваме 1 1NZD( , ) 1n n n nm a b a b d      , што е во спротивност со индук-

тивната претпоставка. Значи, 2 2 1 1NZD( , ) 1n n n na b a b       што и требаше да 

се докаже.  

Според принципот на математичка индукција, 
n na b  и 

1 1n na b   се цели 

заемно прости.  
 

26. Нека а  и b  се природни броеви такви што a b . Докажи дека меѓу b  

последователни природни броеви постојат два чиј производ е делив со ab .  

Решение. Нека 1 2 3{ , , ,..., }bx x x x  е множество од било кои b  последователни 

природни броеви. Барем еден од нив е делив со b . Бидејќи a b  барем еден од 

нив е делив со a . Нека претпоставиме дека ix  е елив со b , а jx  е делив со a .  

Ќе разгледаме два случаи.  

Случај 1. i j . Во овој случај јасно е дека | j iab x x .  

Случај 2. i j . Нека NZD( , )d a b  и NZS( , )s a b . Јасно, ds ab  и | is x . Ќе 

покажеме дека барем еден од броевите ix d  или ix d  припаѓа на множеството 

1 2 3{ , , ,..., }bx x x x . Нека претпоставиме дека 1 2 3, { , , ,..., }i i bx d x d x x x x   . Тогаш 

1ix d x   и i bx d x  , од каде добиваме  

  1 12 2 1i i b bd x d x d x x x x b            .      (1) 

Ако d b , тогаш од дефиницијата на бројот d , постои природен број , 2k k  , 

така што b kd . Но тогаш од (1) имаме  

2 2d b kd d   , 

т.е. 2 2k  . Заради добиената контрадикција d b . Бидејќи a b d   и |d a , 

конечно добиваме контрадикција со почетната претпоставка.  

Ако 1 2 3{ , , ,..., }i bx d x x x x  , тогаш | ( )i iab ds x x d  .  

Ако 1 2 3{ , , ,..., }i bx d x x x x  , тогаш | ( )i iab ds x x d  . m  

 

27. Докажи дека за природните броеви ,k m   и n  е точно неравенството  

2( , )( , )( , ) ( , , )k m m n n k k m n           (*) 

(со ( , )a b  е означен најголемиот заеднички делител на природните броеви a   и b , 

а со ( , , )a b c  е означен најголемиот заеднички делител на природните броеви ,a b
 
 

и c ).    

Решение. Ќе ги споредиме степените на секој прост број p  кој се јавува на 

десната и левата страна на неравенството.  
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Нека p  е прост број, а неговите степени во , ,k m n  се ,   и   соодветно. 

Заради потполна симетрија можеме да сметаме дека      . Тогаш на десната 

страна на неравенството, степенот на p  е 2 . Од друга страна, на левата страна 

p  има степен 2 3 2     , па од произволноста на p  се добива точноста на 

(*).  

 

28. Низата природни броеви 1( )n na 
  е таква што NZD( , ) NZD( , )i ja a i j  за 

i j . Докажи дека ia i  за секој i .   

Решение. Од условот на задачата, бидејќи 2i i  добиваме  

2NZD( , ) NZD( ,2 )i ia a i i i  . 

Од произволноста на i  добиваме дека | ii a , за секој i . Ќе претпоставиме 

дека ia i  за некој i . Повторно од условот на задачата и од тоа што | ii a  

добиваме  

NZD( , ) NZD( , )
ii a ia a a i i  . 

Но, бидејќи |
ii aa a , имаме NZD( , )

ii a ia a a i  , што не е можно. Заради добие-

ната контрадикција важи ia i . Од | ii a  следува ia i  за секој i .  

 

29. Нека a  и b  се заемно прости броеви, при што a b
a b



 е природен број. До-

кажи дека барем еден од броевите 1ab  и 4 1ab  е полн квадрат.   

Решение. Прв начин. Нека a b
a b

m


 . Тогаш  

1
1

a m
b m




 . 

Бидејќи a  и b  се заемно прости, постои k  таков што 1m ka   и 

1m kb  . Ако последните две равенства ги помножиме, добиваме 2 21m k ab  , 

односно 2 2 1m k ab  .  

Бидејќи k  е заеднички делител на 1m  и 1m , важи | ( 1) ( 1) 2k m m    . 

Според тоа, 1k   или 2k  . Ако 1k  , тогаш 2 1m ab  , а ако 2k  , тогаш 

2 4 1m ab  , што и требаше да се докаже. 

Втор начин. Бидејќи 21a b b
a b a b

 

   добиваме дека a b
a b



 е природен број ако и 

само ако | 2a b b . Но, NZD( , ) NZD( , )b a b a b  , па затоа a b
a b



 ако и само ако 

| 2a b . Сега имаме две можности.  

а) 1a b  . Тогаш 24 1 4( 1) 1 (2 1)ab b b b      . 

б) 2a b  . Тогаш 21 ( 2) 1 ( 1)ab b b b      . 

 

30. Да се најдат сите природни броеви ,m n  и l  такви што 2( , )m n m n  , 

2( , )n l n l   и 2( , )l m l m   (со ( , )a b  е означен најголемиот заеднички делител 

на природните броеви a  и b ).    
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Упатство. Нека NZD( , , )d m n l . Постојат единствени природни броеви 

, ,a b c  такви што , ,m da n db l dc   . Нека ( , ), ( , ), ( , )mn nl lmd a b d b c d c a   . 

Од условот на задачата имаме  
2

2

2 .

mn

nl

lm

a b dd

b c dd

c a dd

 

 

 

  

Собирајќи ги овие равенства добиваме  

  2 2 22( ) ( )mn nl lma b c d d d d              (*) 

Ќе докажеме дека NZD( , ) 1d a b c   . Навистина, ако претпоставиме дека  

NZD( , ) 1d a b c k    , тогаш тој е заеднички делител на d , на a b c   и на 

, ,a b c . Бидејќи | , ,d a b b c c a   ,  добиваме дека | , ,k a b b c c a   . Тоа значи   

| ( ) ( )

| ( ) ( )

| ( _ ) ( )

k a b c a b c

k a b c b c a

k a b c c a b

    

    

   

  

Тогаш | , ,d dk m n l   што противречи на изборот на .  

Сега, од равенството (*) добиваме дека | 2d . Според тоа 1d   или 2d  .  

На читателот за вежба му оставаме да ја дореши задачата.  

 

 

 

5.  ДИОФАНТОВИ РАВЕНКИ   
 

1. Најди го најмалиот петцифрен природен број кој при делење со 17 дава 

остаток 5, а при делење со 24 дава остаток 3.  

Решение. Нека n  е бараниот број. Тогаш 17 5n x  , односно 24 3n y  , 

каде ,x y . Значи 17 5 24 3x y   , т.е. 17 24 2x y  . Ќе ја решиме последната 

Диофантова равенка. Користејќи го Ојлеровиот метод наоѓаме   
24 2 17 7 2 7 2

17 17 17

y y y y
x y

   
     

и бидејќи  x  добиваме 
7 2

17

y
a


  , т.е. 7 2 17y a  , па затоа  

17 2 3 2
7 7

2a ay a    . 

Понатаму, y , па затоа 3 2
7

a b   , т.е. 3 2 7a b  , што значи  

7 2 2
3 3

2b ba b     

и бидејќи a  добиваме 2
3

b c   , т.е. 3 2b c  , c , па затоа  

7 4 17 10 24 14 408 243a c y c x c n c           . 

Конечно, од 10000 408 24 208   , добиваме 24c   и  

408 24 243 10035n     . 

 

2. Реши ја Диофантовата равенка  

d
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а) 3 7 1988x y  ,    б) 3 15 1235x y  .  

Решение. а) Едно од можните решенија е 0 00, 284x y  . Сите решенија на 

дадената равенка се дадени со: 7 , 284 3 ,x t y t t    .  

б) Равенката нема решение бидејќи NZD(3,15) 3  и 3 | 1235 .  

 

3. Најди ги сите трицифрени броеви кои го имаат следново својство: ако пред 

дадениот број се запише цифрата на единиците на бројот, се добива четирицифрен 

број кој е за 246 поголем од производот на дадениот број и бројот 23.  

Решение. Нека x abc  е бараниот број. Од условот на задачата имаме 

246 23cabc abc   . Но, 000 1000cabc c abc c x    , па затоа  

1000 246 23c x x   , 

од каде добиваме 1000 246 5 2
22 11

45 11c cx c      Бидејќи 5 2c  се дели со 11 само 

за 7c   од последната равенка следува 307x  .  

 

4. Најди ги сите целобројни решенија на равенката  

2 2 2 1 0x xy x y     . 

Решение. Ќе ја трансформираме равенката изразувајќи ја непознатата y  преку 

непознатата x : 

2 2 2 1 0x xy x y     , 

2(2 1) 2 1y x x x    , 

2 22 1
2 1 2 1

1x x x
x x

y  
 

   .  

Последната равенка има смисла, бидејќи 2 1 0x   за секој x . Според тоа, 

доволно е да ги определиме сите целобројни вредности на 
2

2 1
x
x

, кога x . Да 

забележиме дека NZD( 1, ) NZD( 1, ) 12x x x+ x   , од каде што добиваме дека 

2NZD( ,2 1) 1x x  . Според тоа, 
2

2 1
x
x

 е цел број ако и само ако 2 1 1x   . Од 

последната равенка имаме 0x   при што 1y  , и 1x    при што 0y  . Значи, 

решенија на равенката се ( , ) {(0,1),( 1,0)}x y   . 

 

5. Нека a  и b  се заемно прости броеви. Докажи дека равенката  

ax by ab   

нема решение во множеството природни броеви.  

Решение. Нека ( , )x y  е решение на равенката во множеството природни 

броеви. Од равенството ( )a b x by   добиваме |a by . Бидејќи NZD( , ) 1a b  , 

добиваме |a y . Значи, постои n  таков што y na . Слично, од равенството 

( )b a y ax   добиваме |b ax . Повторно, од NZD( , ) 1a b   добиваме |b x . Според 

тоа, постои m  таков што x bm .  

Но тогаш abm abn ab   и затоа 1m n  . Значи, m  и n  се природни броеви 

кои се решенија на равенката 1u v   во множеството , што не е можно. 
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Заради добиената противречност, дадената равенка нема решенија во .    

 

6. Во множеството ненегативни цели броеви реши ја равенката 
2 4 3 2x x y y y y     . 

Решение. Дадената равенка е еквивалентна со равенката  

2 2( 1) ( 1)( )x x y y y    . 

За 0y  , добиваме 0x  . За 1y  , равенката ( 1) 4x x   нема цели корени. За 

2y  , равенката ( 1) 5 6x x    има позитивен корен 5x  . За 3y  , важат нера-

венствата  

2 2 2 2 2 21 1
2 2 2 2 2 2

( )( ) ( 1)( ) ( )( 1)
y y y y

y y y y y y y           , 

па од  

2 2 2 21 1
2 2 2 2 2 2

( )( ) ( 1) ( )( 1)
y y y y

y y x x y y          , 

следи дека 
2 21

2 2 2

y y
y x y     . Бидејќи, од броевите 

2 1
2 2

y
y    и 

2

2

y
y  , еден 

е природен, а другиот е од обликот 1
2

( )n  , n , последната неравенка нема 

решение во множеството на ненегативни цели броеви. Значи, единствени реше-

нија се (0, 0)  и (5, 2) .  

 

7. Најди ги сите прости броеви p  за кои бројот 7 1p   е квадрат на природен 

број. 

Решение. Нека 27 1p n  , n N . Следи дека, 7 ( 1)( 1)p n n   , па бидејќи 

сите природни делители на бројот 7 p  се 1, 7, p  и 7 p , тоа значи 1 1n   или 

1 7n   или 1 1n   или 1 7n  . Следи дека, {2, 8, 0, 6}n , па со проверка се 

добива дека единствено решение е 6n  , односно 5p  .  

 

8. Во множеството природни броеви реши ја равенката  

2 23( ) 2 88x y xy   . 

Решение. Дадената равенка е еквивалентна со равенката  
2 22( ) ( ) 88x y x y    . 

Бидејќи првиот собирок и збирот се парни броеви следува дека и вториот собирок 

е парен бро, па затоа x  и y  се со иста парност.  

Ако 2x a , 2y b , тогаш равенката го добива обликот  

2 22( ) ( ) 22a b a b    . 

Од 22( ) 22a b   следува 3a b  , па затоа можни се следниве случаи 1,a   

1; 1, 2b a b    или 2, 1a b  . Лесно се гледа дека тоа не се решенија на 

последната равенка.  
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Ако 2 1, 2 1x a y b    , тогаш равенката го добива обликот  

2 22( 1) ( ) 22a b a b     , 

при што 4a b  . Сега, можни се следниве случаи:  

1, 1;a b   1,a   2; 1, 3;b a b   2, 1; 2, 2; 3, 1a b a b a b      . 

Решенија на последната равенка се 1, 3a b   и 3, 1a b  , па затоа решенија на 

почетната равенка се 1, 5x y   и 5, 1x y  .  

 

9. Во множеството цели броеви реши ја равенката  
2 22 2 13a ab b   . 

Решение. Равенката ќе ја запишеме во облик 2 2( ) 13a b b   . Бидејќи a b  

и b  се цели броеви, добиваме дека 3 3a b    . Навистина, ако 4a b   или 

4a b   , тогаш 2 2 2( ) 16 16 13a b b b      . Значи, треба да ги разгледаме 

седумте случаи: 

3a b   , 2a b   , 1a b    и 0a b  . 

Ако 1a b    или 0a b  , тогаш равенката го добива обликот 2 12b   или 

2 13b  .  Последните две равенки немаат решение во множеството на цели броеви .   

Ќе ги разгледаме четирите преостанати случаи.   

а) 3a b   . Тогаш 2 4b  , односно 2b   или 2b   .  За 2b   решение на 

почетната равенка е 5, 2a b   . За 2b    решение на почетната равенка е 

1, 2a b    .   

б) 3a b  . Тогаш 2 4b  , односно 2b   или 2b   .  За 2b   решение на 

почетната равенка е 1, 2a b  . За 2b    решение на почетната равенка е 

5, 2a b   .  

в) 2a b   . Тогаш 2 9b  , односно 3b    или 3b  .  За 3b    решение на 

почетната равенка е  1a  , 3b   .  За 3b  , решение на почетната равенка е 

5a   , 3b  .   

г) 2a b  . Тогаш 2 9b  , односно 3b    или 3b  .  За 3b    решение на 

почетната равенка е  5a  , 3b   .  За 3b  , решение на почетната равенка е 

1a   , 3b   .   

Конечно, решенија на равенката се  

( , ) {( 5,2),( 1, 2),(1,2),(5, 2),(1, 3),( 5,3), (5, 3),( 1,3)}a b          . 

  

10. Равенката 1 1 1
x y p
  , каде 1p   е даден прост број, да се реши во мно-

жеството природни броеви. 

Решение. Равенката може да ја запишеме во облик  

px py xy         2 2xy px py p p        

2( ) ( )x y p p y p p        2( )( )x p y p p   .  

Бидејќи p  е прост број, од последната равенка можни се следните случаи:  

 1) 21,x p y p p    ,   2) ,x p p y p p      и       3) 2 , 1x p p y p    . 
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Од 1) 21,x p y p p    , од 2) 2 , 2x p y p  , и од 3) 2 , 1x p p y p    . Не е 

тешко да се провери дека добиените решенија се решенија и на почетната равенка. 

 

11. Нека , ,p q r  се природни броеви помали од 100  за кои 2 2 2p q r  . Со до-

пишување на една иста цифра ( 0 ) од левата страна на , ,p q r  се добиени 

броевите , ,a b c  соодветно. Да се најдат , ,p q r  ако  2 2 2a b c  .  

Решение. Ако броевите , ,p q r  се едноцифрени, тогаш 10a k p  , 

10b k q  , 10c k r  , каде што 1 9k  . Од 2 2 2a b c   и 2 2 2p q r  , сле-

дува дека 5k p q r   . Со квадрирање на ова равенка добиваме  

2 2 2 225 10 10 2k p q kp kq pq r      , т.е. 225 10 10 2 0k kp kq pq    , 

што не е можно. Значи,  , ,p q r  не можат да бидат едноцифрени. До иста контра-

дикција доаѓаме и ако претпоставиме дека , ,p q r  се двоцифрени.  

 Ако p  и q  се едноцифрени а r  е двоцифрен, тогаш  

10a k p  , 10b k q  , 100c k r  , за 1 9k  . 

Од  2 2 2a b c   и 2 2 2p q r  , следува  

29800 200 20 20k rk pk qk   , т.е. 4900 100k r p q   , 

што не е можно, бидејќи p  и q  се едноцифрени броеви.  

Ако p  е едноцифрен а q  и r  се двоцифрени, тогаш 10a k p  , 100b k q  , 

100c k r  . Од 2 2 2a b c   и 2 2 2p q r  , следува дека 5 10 10k p q r   . Зна-

чи p  мора да е делив со 5 , т.е. 5p  , бидејќи p  е едноцифрен. Според тоа  

2 2 225 ( )( )p r q r q r q      . 

Бидејќи , 10q r  , не може 5q r   или 1q r  , што значи 25q r   и 1r q  , 

т.е. 13, 12r q  .  

Ако q  е едноцифрен, а p  и r  двоцифрени, тогаш, исто како погоре, се добива 

дека 5, 13, 12q r p   .  

Значи, бараните броеви се:  

5, 12, 13p q r    или 12, 5, 13p q r   . 

 

 12. Да се определат сите парови цели броеви x  и y  кои што се решенија на 

равенката  
2 2 2 2( 1993) 1993x y x y     . 

 Решение. Имаме  

 2 2 2 2( 1993) 1993x y x y     , 

 1993 1993 0xy x x    

 2( 1993)( 1993) 1993x y    

Имајќи во предвид дека 1993  е прост број, а x  и y  се цели броеви од последната 

равенка се добиваат следните шест системи линеарни равенки:  



Р. Малчески, А. Малчески, К. Аневска, М. Главче, Д. Треневски 

 

 146 

2

1993 1

1993 1993

x

y

 


 

,     
21993 1993

1993 1

x

y

  


 

 ,  
1993 1993

1993 1993

x

y

 


 
 

2

1993 1

1993 1993

x

y

  


  

,    
21993 1993

1993 1

x

y

   


  

 , 
1993 1993

1993 1993

x

y

  


  
.  

чии што решенија се паровите:  

( 1992,3970056) ,  (3970056, 1992) ,    (0,0) ,  

(1994, 3974042) ,  ( 3974042, 1994)  ,    ( 3986,3986) .  

 

13. Најди природен број n  кој кога ќе се зголеми за 5 или ќе се намали за 11 е 

квадрат на некој број.  

Решение. Нека n  е бараниот број. Имаме 25n a   и 211n b  , од каде до-

биваме  
2 2 16a b  , т.е. ( )( ) 16a b a b   . 

Од последната равенка ги добиваме системите равенки:  

8

2

a b

a b

 


 
  

16

1

a b

a b

 


 
   

4

4

a b

a b

 


 
. 

Од првиот систем имаме 5, 3a b  , па е 20n  . Вториот систем нема решенија 

во множеството природни броеви, а од третиот систем добиваме 4, 0a b  , па е 

11n  .  

 

14. Дали постојат цели броеви x  и y  такви да 2 22012x y  ? Одговорот да 

се образложи и ако постојат да се најдат сите парови такви броеви.  

Решение. Дадената равенка можеме да ја запишеме во видот 2 22012 y x  , 

т.е.  

( )( ) 2012y x y x   . 

Понатаму, ( )( ) 2 2 503y x y x     , од каде ги добиваме системите равенки: 

1006

2

y x

y x

 


 
, чие решение е парот ( 502,504) ,  

1006

2

y x

y x

  


  
, чие решение е парот (502, 504) ,  

2

1006

y x

y x

  


  
, чие решение е парот ( 502, 504)  ,  

2

1006

y x

y x

 


 
, чие решение е парот (502,504) ,  

 
503

4

y x

y x

 


 
 и сличните комбинации немаат решение во  

 
2012

1

y x

y x

 


 
 и сличните комбинации немаат решение во .  
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15. Во множеството на целите броеви реши ја равенката  

  

1997

...x x x x y



    

koreni

.          (1) 

Решение. Од (1)  имаме 0x  , 0y  . Ако дадената равенка ја квадрираме, па 

од десната страна го префрлиме x  и постапката ја повториме 1995  пати, тогаш 

добиваме равенка во облик 

  x x m  ,  0m .        (2) 

Со квадрирање на последната равенка наоѓаме  
2x x m  . 

Од ,x m  од (2) ќе следува дека 2
0,x k k  .  

Ќе разгледаме два случаи.  

Ако 0k  , тогаш од 0x   и од (1) добиваме 0y  .  

Нека 0k  . Тогаш од (2) добиваме 2 2k k m  . Но, за 0k   важи 

2 2 2( 1)k k k k    , 

од што следува 2 2 2( 1)k m k   , т.е. квадрат на природен број се наоѓа меѓу 

квадратите на два последователни природни броја што е противречност.  

Значи, единствено решение на дадената равенка е 0, 0x y  .  

 

16. Во множеството цели броеви реши ја равенката  
2 2 2 23( )x y u v   . 

Решение. Четворката (0,0,0,0)  е едно решение на равенката. Ако постои уште 

едно решение, тогаш би постоело и решение за кое збирот 2 2x y  е најмал. 

Бидејќи, квадратите на целите броеви при делење со 3 даваат остатоци 0 и 1, 

следи дека збирот 2 2x y  може да е делив со 3 само ако x  и y  се деливи со 3, па 

тогаш 13x x , 13y y , односно  

2 2 2 2
1 13( )u v x y   , 

па од  
2 2 2 2 2 21

3
( )u v x y x y     , 

следи дека добивме решение со помал збир на квадратите на првите две 

координати. Значи, е динствено решение на дадената равенка е (0, 0, 0, 0) .  

 

17. Определи ги сите вредности на природниот број n  за кои системот 

2

310

x y n

x y n

  


 

 

има решение во множеството природни броеви. 

Решение. Ако од втората равенка ја одземеме првата равенка добиваме  
29 ( 1)x n n  . 
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Бидејќи бараме решенија во множеството природни броеви имаме  
29 | ( 1)n n . 

Според тоа, можни се два случаи. 

Случај 1. 3 | n
 
. Тогаш  

2 (3 1)x k k   и 2 2 29 (3 1) (10 3 )y k k k k k     . 

Бидејќи y  е природен број, можни вредности за k  се 1, 2 и 3. Во тој случај 

3,6,9n  . 

Случај 2. Нека 3 | n  и 9| ( 1)n .  Тогаш постои природен број m  така што 

9 1n m  , па  

2(9 1)x m m   и 2 2 2(9 1) (9 1) (9 1) (1 )y m m m m m       , 

односно за ниту природен број m , y  не може да биде природен број. 

 Значи, единствени вредности за n   за кои системот има решенија во множест-

вото природни броеви се 3, 6 и 9. 

 

18. Во множеството природни броеви реши го системот равенки  

13

23

ab c

a bc

 


 
. 

Решение. Ако двете равенки ги собереме, добиваме  

( ) ( ) 36ab c a bc     

( 1) ( 1) 36a b c b     

( )( 1) 36a c b    

Ако, пак, двете равенки ги одземеме, добиваме  

( ) ( ) 10ab c a bc     

( ) ( ) 10bc c a ab     

( 1) ( 1) 10c b a b     

( 1)( ) 10b c a   .  

Според тоа, 1b  и 1b  се делители на 36  и 10  соодветно. Но  

36 2 18 3 12 4 9 6 6        , 

а 10 1 10 2 5    . Не е тешко да се види дека можни вредности за b  се 2, 3, 11 , и 

други нема. 

Ако 2b  , тогаш го добиваме системот   

2 13

2 23

a c

a c

 


 
 

кој има решение 1a  , 11c  . 

Ако 3b  , тогаш го добиваме системот   

3 13

3 23

a c

a c

 


 
 

кој има решение 2, 7a c  . 

 Ако 11b  , тогаш го добиваме системот   

 Тогаш системот го добива обликот  
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11 13

11 23

a c

a c

 


   
Решение на овој систем е 1, 2a c  .  

Значи, бараните решенија ( , , )a b c  се (1,2,11),(2,3,7)  и (1,11,2) .   

 

19. Нека a  и b  се различни цели броеви за кои равенката ( )( ) 1x a x b     

има целеброен корен r . Докажи дека 2a b r  . 

Решение. Нека , ,a b r  се цели броевитакви што r  е корен на дадената равенка. 

Имаме ( )( ) 1r a r b    . Сега, ,r a r b   се цели броеви чиј производ е 1 . Ова 

е можно само во случај кога едниот множител е 1, а вториот множител 1 . Значи 

можни се два случаи и тоа:  

1

1

r a

r b

 


  
 и 

1

1

r a

r b

  


 
. 

Собирајќи ги равенките во двата системи, се добива 2 0r a b   , односно 

2a b r  , што и требаше да се докаже. 

 

20. Определи ги сите цели броеви a  и b  такви што 

2 27 14 5 5 5a b a ab b    . 

Решение. Равенката можеме да ја запишеме како квадратна равенка по b , при 

што  
2 25 (5 14) 5 7 0b a b a a     . 

Нејзини решенија се  
2 2 214 5 (5 14) 20(5 7 ) 14 5 196 75

1/2 10 10

a a a a a ab
         . 

За да решенијата се реални доволно е 2196 75 0a  , т.е. 
2 196

75
a  . Значи  

14 14

5 3 5 3
a   . 

Но, a  е цел број, па можни вредности за a  се { 1,0,1}a  . Со замена на a  во 1/2b , 

добиваме  

1)  1a        1 3b  , 2b   

2)  0a       1b  , 2 0b   

3)  0a       1 2b  , 2b  .  

Значи, бараните решенија се ( , ) {( 1, 3),(0,0),(1,2)}a b    .  

 

21. Дали постојат прости броеви p  и q , такви што равенката  

  
2 20x qx pq             (1) 

има барем еден целоброен корен? 

Решение. Броевите p  и q  не може и двата да се непарни. Во спротивен 

случај, бројот од левата страна е парен а бројот од десната страна на равенството е 

непарен, за било кој цел број x . Значи, еден од броевите p  и q  е парен. Значи 

2p   или 2q  . Двата случаи ќе ги разгледаме одвоено.  
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а) 2q  . Равенката го добива обликот 
2 2 20 2x x p   . Јасно, x  треба да е 

парен број. Нека 2x k  за некој Zk  е корен на равенката (1). Тогаш таа го 

добива обликот  
22 2 10k k p   , од каде гледаме дека и p  е парен. Според тоа, 

(1) го добива обликот  
2 2 16 0x x    

за која е очигледно дека нема реални корени, па нема ниту целобројни корени.  

б) 2p  . Равенката го добива обликот 
2 24 2 0x qx q    . Таа има целоброј-

ни решенија ако и само ако нејзината дискриминанта е полн квадрат  

2 28 96q q m   . 

Последната равенка може да се запише во облик  

( 4)( 4) 112q m q m      

Бидејќи 4q m   и 4q m   се со иста парност и 112 7 16  , доволно е да се 

разгледаат следните можности: 

4 56

4 2

q m

q m

  


  
, 

4 28

4 4

q m

q m

  


  
, 

4 14

4 8

q m

q m

  


  
. 

Не е тешко да се види, бидејќи q  е прост број, дека само третиот систем има ре-

шение 7q   кој е прост број.  

Значи, единствено решение е 2p  , 7q  .   

 

22. Дали постојат природни броеви , ,a b c  кои го задоволуваат условот  

( )( )( ) 340a b b c c a    . 

Решение. Бидејќи , ,a b c  се природни броеви имаме 2, 2a b b c     и 

2c a  . Понатаму, од дадената равенка имаме  

( )( )( ) 2 2 5 17a b b c c a       .  

Ќе докажеме дека не може a b  и b c  да бидат парни, а c a  непарен. Имено, 

ако 2a b m   и 2b c n   добиваме 2 2 2a c m n b    . Во овој случај 

( )( )( )a b b c c a    се дели со 8, а 340 не е делив со 8. Значи, само еден множител 

може да биде парен, што значи дека на пример 4,a b   5b c   и 17c a  . 

Меѓутоа, овој систем равенки дава решение 8,a   4,b    9c  , што не е можно 

бидејќи b  треба да е природен број.  

 

23. Определи ги сите парови природни броеви  такви што  е прост 

број и  е квадрат на природен број.  

Решение. Нека  е прост број таков што  и нека , каде 

. Ако во  замениме  добиваме . Последната 

равенка ќе ја помножиме со 4 и истата можеме да ја запишеме во облик  

 

.  

Но,  

 

( , )a b a b

ab

p a b p 
2

ab k

, ,a b k
2

ab k a b p  2
( )b p b k 

2 2 2
(2 ) 4b p k p  

2
(2 2 )(2 ) 2 )b p k b p k p    

2 2 2 2b p k b p k    
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и од тоа што  е прост број, добиваме дека  

и . 

Собирајќи ги последните две равенки добиваме , т.е. 
1 2

2
( )

p
b


 , па 

според тоа  
1 2

2
( )

p
a b p


   . 

Конечно, ако P   е множеството непарни прости броеви, тогаш бараните паро-

ви природни броеви се  
1 12 2

2 2
( , ) (( ) , ( ) )

p p
a b

 
 , p P . 

 

24. Определи ги целите броеви x  и y  такви што 2 3 10x y y  .  

Решение. Равенката ќе ја запишеме во облик 2 2 10
y

x y  ,  бидејќи не постои 

решение од облик ( ,0)x . Ако ( , )x y  е решение на равенката, тогаш |10y . Делители 

на 10 во множеството на целите броеви се { 1,1, 2,2, 5,5, 10,10}    .  

- Ако 1y   равенката го добива обликот 2 11x  , која нема решение во 

множеството на целите броеви. 

- Ако 1y    равенката го добива обликот 2 9x   , која нема решение во 

множеството цели броеви.  

- Ако 2y    равенката го добива обликот 2 1x   , која нема решение во 

множеството цели броеви. 

- Ако 2y   равенката го добива обликот 2 9x  . Нејзини решенија во Z  се 

3x   и 3x   . 

- Ако 5y    равенката го добива обликот 2 23x  , која нема решение во 

множеството цели броеви.  

- Ако 5y   равенката го добива обликот 2 27x  , која нема решение во 

множеството цели броеви.  

- Ако 10y   равенката го добива обликот 2 101x  , која нема решение во 

множеството цели броеви.  

- Ако 10y    равенката го добива обликот 2 99x  , која нема решение во 

множеството цели броеви.  

Значи, единствени решенија во множеството на целите броеви на дадената 

равенка се (3,2)  и ( 3,2) .  

 

25. Во множеството природни броеви реши ја равенката 25 9a ab b  . 

Решение. Десната страна на равенката е секогаш позитивна, а левата може да 

се запише во облик (5 )a b . Според тоа 5b  , односно {1, 2, 3, 4}b . Секоја од 

овие можности ќе ја разгледаме одделно. 

- Ако 1b  , тогаш равенката го добива обликот 4 9a  , која нема решение во 

.  

p

2
2 2b p k p   2 2 1b p k  

2
4 2 1b p p  
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- Ако 2b  , тогаш равенката го добива обликот 3 36a  , чие решение е 

12a  , а решението на почетната равенка е 12,a   2b  . 

- Ако 3b  , тогаш равенката го добива обликот 2 81a  , која нема решение 

во . Во овој случај почетната равенка нема решение во .  

- Ако 4b  , тогаш равенката го добива обликот 144a  . Решението на 

почетната равенка е 144a  , 4b  .  

Значи, равенката има две решенија и тоа 12, 2a b   и 144a  , 4b  . 

 

26. Во множеството природни броеви реши ја равенката  

4 ( 1) ( 1)n n m m   . 

Решение. Дадената равенка е еквивалентна на равенката  
2 2(2 1) 1n m m    .        (1) 

Но, бидејќи за секој mN  важи  

2 2 2 21 2 1 ( 1)m m m m m m        ,  

добиваме дека бројот 2 1m m   не може да биде полн квадрат, што значи дека 

равенката (1), а со тоа и дадената равенка нема решенија.  

 

27. Докажи дека не постојат цели броеви , ,a b c  такви да 2 2 8 6a b c   .  

Решение. Дадениот услов ќе го запишеме во обликот 2 2 8 6a b c   . Според 

тоа, збирот 2 2a b  е парен број, па затоа или броевите a  и b  се и двата парни 

или се и двата непарни. Ако a  и b  се и двата парни, тогаш 2 2a b  се дели со 4, 

но 8 6c  не се дели со 4. Значи, a  и b  може да бидат само непарни броеви. Но, 

тогаш броевите  
2 21 (2 1) 1 4 ( 1)a k k k       и 2 21 (2 1) 1 4 ( 1)b p p p       

се деливи со 8, па затоа левата страна на 2 2 2 8 4a b c     се дели со 8, а десната 

не се дели со 8. Конечно, a  и b  се со иста парност, но не се ниту парни ниту 

непарни, што е противречност. Оттука следува дека не постојат цели броеви a  и 

b  такви да 2 2 8 6a b c   .  
 

28. Во множеството природни броеви реши ја равенката  
1 1 1 1

3x y xy
   . 

Решение. Нека земеме дека y x . Тогаш  

2 1 21 1 1 1 2 1 2
3

x x
x y xy y xy xy xy y

        , 

па затоа 6y  . Со непосредна проверка добиваме дека за 1y  , 2y   и 3y   

равенката нема решение. За 4y   добиваме 9x  , а за 5y   добиваме 6x  . 

Конечно, заради симетрија добиваме дека решенија на дадената равенка се: 

( , ) {(4,9),(5,6),(6,5),(9,4)}x y  .  

 

29. Во множеството природни броеви реши ја равенката y x yx y  .  
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Решение. Според условот yx  и x yy   се природни броеви, па затоа 0x y  , 

т.е. x y . Ако x y , тогаш 0 1xx x  , т.е. 1x y  .  

Ако е x y , тогаш од дадената равенка следува  

1:y x yx y y   .  

Но, 1 0x y   , па затоа 1x yy    е природен број, што значи дека yx  е делив со 

y , односно |y x , т.е. x ky . Понатаму,  

( 1) 1( ) ( )y ky y y k k yky y y y      

од каде наоѓаме 1kky y  , т.е. 2kk y  . Левата страна од последната равенка е 

поголема од 1, па затоа за степеновиот показател на дсната страна важи 2 0k   . 

Можни се следниве случаи:  

- 3k   и тогаш 3 2 23 , 3 9y y x ky     ;  

- 4k   и тогаш 4 2 24 y y  , па затоа 2y   и , 8x ky  ; и  

- 5k   и тогаш ако 2y   добиваме 2 22k ky k   , а ако 2y   добиваме 

2 1ky k   , што значи дека во овој случај равенката нема решение.  

Конечно, решенија на дадената равенка се (1,1); (8,2); (9,3) .  

 

30. Мерните броеви на страните на правоаголен триаголник се природни бро-

еви и притоа 2 3P L , каде P  е плоштината и L  е периметарот на триаголникот. 

Најди ги сите такви триаголници.  

Решение. Нека c  е хипотенузата и a  и b , a b , се катетите на триаголникот. 

Од условот 2 3P L  следува  

3( )ab a b c   , 

односно  

3 3 3c ab a b   , 

а од Питагоровата теорема добиваме  
2 2 2 2 2 2 2 2 29 9 ( 3 3 ) 9 9 6 6 18a b ab a b a b a b a b ab ab          , 

односно  

( 6 6 18) 0ab ab a b    . 

Но, 0ab  , па затоа од последната равенка следува 6 6 18 0ab a b    , односно 

( 6) 6 18b a a   , од каде добиваме   

6 18 18
6 6

6a
a a

b 
 

   . 

Бидејќи a  и b  се природни броеви, заклучуваме дека 6a   може да биде 

3, 2, 1,1,2,3,6,9    или 18, односно a  може да биде 3, 4, 5, 7, 8, 9, 12, 15 или 24. 

Но, тогаш b  може да биде 0, 3, 12,24,15,12,9,8   или 7. Од 0 a b   и c  е приро-

ден број добиваме дека задачата има три решенија:  

 

31. Реши ја равенката ! ! !.x y z   

Решение. Јасно е дека x z  и .y z  Нека ! !x y , тогаш во равенката 

! ! !x z y   десната страна е делива со !y  но левата не е, што не е можно. 
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Аналогно се покажува дека не е можно ! !y x . Единствена можност е  ! !x y , па 

равенката се сведува на 2 ! !.x z  Од овде добиваме 2 ( 1)( 2)... .x x z    Бидејќи 

x  и y  се ненегативни цели броеви, исполнет е условот 1.x   Земајќи 0x   или 

1, лесно заклучуваме дека решенија на равенката се: (0,0,2) , (0,1,2) , (1,0,2) , 

(1,1,2) . 

 

32. Најди ги целобројните решенија на системот равенки 
3 3 3 3, 3.x y z x y z       

Решение. Од дадените равенки добиваме 
3 3 3 3 3( ) ( ) 3 3 24.x y z x y z         

Ако степенуваме на трети степен и ја средиме левата страна добиваме 

( )( )( ) 8.x y x z y z     

Бидејќи , ,x y x z y z    се  цели броеви,  тие се делители на бројот 8 . Значи, 

3x y z    мора да биде еден од броевите 1, 2, 4, 8.     Со директна проверка 

добиваме дека целобројни решенија на дадениот систем се следните подредени 

тројки цели броеви (1,1,1) , ( 5,4,4) , (4, 5,4) , (4,4, 5) . 

 

33. Дали постојат природни броеви a  и b  такви што  

2 23 8a b  . 

 Решение. Равенката ќе ја запишеме во облик  
2 28 3a b  . 

Јасно е дека 23 | 3b  и остатокот од делењето на 8 со 3 е еднаков на 2. Значи, 

остатокот од делењето на 28 3b  со 3 е еднаков на 2.  

Остатокот од делењето на 2a  со 3 може да е еднаков на 0 или 1. Бидејќи 0 2  

и 1 2 , равенката нема решение.  

 

34. Определи ги сите цели броеви n , за кои постојат природни броеви x  и y  

кои се решенија на равенката  
2 2x nxy y  . 

Решение. Нека претпоставиме дека 0x  и 0y  се решенија на равенката и нека 

0 0NZD , )=x y d( . Тогаш постојат 1x  и 1y  такви што 1 1NZD , )=1x y(  и 0 1x dx , 

0 1y dy , при што равенката го добива обликот  

  2 2
1 1 1 1x nx y y  .           (1) 

 Од (1) имаме  
2
1 1 1 1( )x y y nx  , 2

1 1 1 1( )y x x ny  . 

и бидејќи 1 1NZD , )=1x y( , добиваме 1 1 1x y  . Сега ако замениме во (1), 

добиваме  
2 21 1 1 1n    , 

односно 0n  .  
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Значи, ако x  и y  се решенија на равенката, тогаш 0n  .  

Обратно, за 0n   равенката го добива обликот  

2 2x y , 

и нејзини решенија во множеството природни броеви се x y k  , k .  

 

35. Определи го збирот на природните броеви , , ,x y z u , ако тие се решение на 

системот 

x y zv

z v xy

 


 
. 

 Решение. Нека , , ,x y z u  се природни броеви кои што се решение на системот. 

Ако ги собереме двете равенки, добиваме  
x y z u xy zu      

1 1 2xy x y zu z u         

  ( 1)( 1) ( 1)( 1) 2x y z u               (1) 

Значи, , , ,x y z u  се решение на равенката (1). Сега, јасно е дека се можни два 

случаи.  
Случај 1. Секој собирок од десната страна на (1) да е еднаков на 1 , т.е. 

( 1)( 1) 1x y    и ( 1)( 1) 1z u   . Бидејќи , , ,x y z u  се природни броеви, тоа е 

можно само ако  

1 1 1 1 1x y z u        . 

Тогаш 2x y z u    , од каде добиваме 8x y z u    . 

Случај 2. Еден од собироците на десната страна на (1) да е 0  а другиот 2 . Без 

ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека ( 1)( 1) 0z u    и 

( 1)( 1) 2x y   . Во тој случај 1 0z    или 1 0u   . Повторно, без ограничување 

на општоста (доволно е да се разгледа едниот случај) ќе претпоставиме дека 

1 0z   , т.е. 1z  .  

Понатаму, 1 1x  , 1 2y    или обратно. Исто, без ограничување на општо-

ста, ќе претпоставиме дека 1 1, 1 2x y    , т.е. 2, 3x y  .  

Ако замениме во почетниот сѕстем, обиваме 5u  . Конечно,  

1 2 3 5 11x y z u        . 

 

36. Определи ја најголемата вредност на природниот број k , за која равенката  

2 kx nxy y   

има барем едно решение во множеството природни броеви.  

Решение. Нека t  е произволно зададен природен број. Ако избереме 

x y t  , равенката го добива обликот  

2 2 kt nt t  . 

Лесно се добива дека 
2 1kn t   .  

 Обратно, ако за t  избереме 
2 1kn t   , равенката го добива обликот a  

2 2k kx xyt xy y   . 
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Очигледно е дека едно нејзино решение е x y t  . 

Значи, за секој природен број k , равенката има решение 

x y t  , 
2 1kn t   , t . 

Ако 3k  , решенијата се во множеството природни броеви. Според тоа, не 

постои најголем природен број k  за кој равенката има решение во множеството 

природни броеви.  

 
37. Да се опреелат сите решенија на равенката  

2 3x y z xyz    

во множеството природни броеви, ако z  е најголемиот заеднички делител на x  и 

y .  

Решение. Бидејќи ( , )z x yNZD , постојат природни броеви a  и b  кои што се 

взаемно прости и x az , y bz . Дадената диофантова равенка го добива обликот  

2 2 2a b z z abz   . 

Од последната равенка очигледно е дека |z a , па затоа постои c  таков што 

a cz . Послената равенка го добива обликот  

2 2 3cz b z z bcz   , 

Од каде добиваме 
2

2 1

b z

bz
c 


 . Ќе разгледаме три случаи.  

)i Ако 1z  , тогаш 
2 1 2

1 1
1b

b b
c b

 
    , од каде добиваме 1| 2b . Еинствени 

вредности за b  се 2b   и 3b  . Сега, 5c   па во овој случај  

2 5x az cz   , 2y bz   

2 5x az cz   , 3y bz  . 

Значи, решенија на равенката во овој случај се ( , ) (5,2)x y   и ( , ) (5,3)x y  .  

 )ii Ако 2z  , тогаш добиваме 
2 2

4 1
b

b
c 


 . Ако последното равенство го помно-

жиме со 16, добиваме  
216 32 33

4 1 4 1
16 4 1b

b b
c b

 
    . 

Бидејќи 33
4 1b

 е природен број, добиваме 4 1| 33b . Постојат само два такви 

броеви и тоа  1b   и 3b  . Во двата случаи 1c  . Сега  

2 4x az cz   , 2y bz   

2 4x az cz   , 6y bz  , 

па во овој случај решенија на последната равенка се ( , ) (4,2)x y    и ( , ) (4,6)x y  .  

)iii Нека 3z  . Ако равенството 
2

2 1

b z

bz
c 


  го помножиме со 2z , добиваме  

2 2 3 3

2 2

2

1 1

z b z b z

bz bz
z c b 

 
   . 

Бидејќи 
3

2 1

b z

bz




 е природен број, добиваме дека 

3 2 1b z bz   . Но тогаш имаме  
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2 1 1
1 1

z z
z z

b z 
 

   , 

па според тоа b z . Од последното неравенство лесно се добива точноста на 

следните неравенства 
2 2 2 1b z z b zb     , t.e. 

2

2 1
1z b

zb




 . 

Заради добиената контрадикција, во овој случај равенката нема решение.  

Конечно, решенија на последната равенка се подредените парови ( , )x y  кои се 

еднакви на (5,2) , (5,3) (4,2)   и (4,6) .  

 
38. Даден е системот  

2

x y z u

xy zu

  



 . 

Определи ја најголемата вредност на m  таков што x
y

m  , за секое позитивно 

целобројно решение ( , , , )x y z u  на системот за кое x y .  

Решение. Во множеството на природни броеви ќе ги најдеме решенијата на 

дадениот систем. 

Ако првата равенка ја квадрираме и од неа ја одземеме двојната вредност на 

втората равенка, добиваме  
2 2 2 22x xy y z u    , т.е. 2 2 2( )x y z u   . 

Според тоа, ( , , )z u x y  е Питагорова тројка. Познато е дека секоја Питагорова 

тројка има облик  
2 2( )z y a b  ,  2u tab ,   2 2( )x y t a b   , , ,t a b . 

Но, од равенката на системот x y z u   , добиваме  

2( )x t a ab  ,  2( )y t ab b  , 2 2( )z t a b  ,  2u tab . 

Ставајќи a
b

k  , имаме  

2 22 2

2 2

(( ) )( ) 2
1 1( ) ( 1)

2 2
1 1

2

3 1 3 2 ( 1) 3 2 2.

a a
b b

a
b

bt a abx k k
y k kt ab b b

k k

k

k k

 
  

 

     

        

 

Равенство важи за 1 2k   , односно 1 2k   . Бидејќи [1 2, )k    до-

биваме ( ,3 2]x
y

m     , т.е. 3 2m   .    

 

39.Четирицифрениот број a  не ја содржи цифрата 9 и е квадрат на природен 

број. Ако секоја негова цифра ја наголемиме за 1 се добива природен број кој 

повторно е полн квадрат.  

Најди ги сите четирицифрени броеви кои го имаат тоа својство.  

Решение. Нека a  е четирицифрен број таков што 2a x , за некој природен 

број x . Бројот што се добива со наголемување на неговите цифри за 1 е 

1111a . Според условот на задачата, постои y  така што  
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21111a y  . 

Јасно, y x  и не е тешко да се добие равенката 2 2 1111y x  , т.е.  

( )( ) 11 101y x y x    . 

Случај 1. Имаме  

. 

Ако двете равенки ги собереме добиваме , т.е. . Но тогаш со 

замена во една од равенките добиваме . Квадратите на  и   

не се четирицифрени броеви, па според тоа во овој случај немаме решение.  

Случај 2. Имаме  

. 

Повторно, ако двете равенки од системот ги собереме, добиваме , т.е. 

. Исто, со замена во една од равенките на системот добиваме . Бројот 

 го исполнува условот од задачата.  

Значи, постои само еден четирицифрен број кој го исполнува условот од зада-

чата, и тоа е .  

 

40. Нека , ,a b c  се природни броеви такви што ( 1)( 1)( 1) 3a b c abc    , a  е 

прост број помал од 5 и 6b c  . Пресметај ја вредноста на 2a b c  .   

Решение. Бидејќи a  е прост број помал од 5, за a  има две можни вредности и 

тоа 2a    или 3a  .  

Равенството ( 1)( 1)( 1) 3a b c abc     ќе го запишеме во облик  

1 1 1(1 )(1 )(1 ) 3
a b c

    .                 (1) 

Двата случаи за a  ќе ги разгледаме одвоено.  

Случај 1. 2a  . Во овој случај равенството (1) го добива обликот  

  1 1(1 )(1 ) 2
b c

   .                 (2) 

Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека b c . Но тогаш  

21 1 12 (1 )(1 ) (1 )
b c c

     . 

Бидејќи c   е природен број, можни вредности за c  се 1c    или 2c  .  

 а) Ако 1c  , тогаш со замена во (2) добиваме 11 1
b

  , т.е. 1 0
b
 , што не е 

можно.  

 б) Ако 2c  , тогаш равенката го добива обликот 1 4
3

1
b

  , од каде добиваме 

3b   . Но за 2c   и 3b   не е исполнет условот 6b c  .  

Случај 2. 3a  . Во овој случај со замена во (1) добиваме  

 91 1
4

(1 )(1 )
b c

   .                   (3) 

 Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека b c . Но тогаш  

29 1 1 1
4

(1 )(1 ) (1 )
b c c

     . 

Од последното неравенство добиваме 1c    или 2c  .  

1

1111

y x

y x

 


 

2 1112y  556y 

555x  556y  555x 

11

101

y x

y x

 


 

2 112y 

56y  45x 

2
45 2025a  

2025
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а) За 2c   со замена во (3) се добива 2b   и 4 6b c   .   

б) За 1c  , со замена во (3) се добива 8b  . Сега за 4, 8, 1a b c    имаме  

2 18a b c   . 

 

41. Да се најдат сите парови ( , )x y  природни броеви такви што nx y a   и 

2 2 mx y a  , за некои природни броеви ,a m   и n .     

Решение. Нека , , , ,x y z m n  се природни броеви такви што важи nx y a   и 

2 2 mx y a  . Со квадрирање на првата равенка добиваме  

2 2 2 2 2n m ma x y xy a xy a      . 

Значи, ma  е делител на 2na . Заради равенството 2( 1) 2m n ma a xy    добиваме 

дека | 2ma xy .  

Од друга страна 2 2 mx y a  , па затоа 2 2 | 2x y xy  и 2 22xy x y  . Од нера-

венството меѓу аритметичка и геометриска средина добиваме  
2 22 2xy x y xy   , 

па добиваме 2 22xy x y  , т.е. x y . Значи, 2 nx a  и 22 mx a ,  

2 2

2 2

2

2

4

2 2

2

2 .

n

n

m n

n m

x a

x a

a a

a 



 





  

Сега е јасно дека 2x    и 12nx  .  

 Значи, бараните решенија се 12kx y   , k .  

 

 

 

 

6.  КОНГРУЕНЦИИ  
 

1. Докажи дека квадрат на цел број е конгруентен со 0 или 1 по модул 4.  

Решение. Нека m  е цел број. Тогаш (mod4)m i , за 0,1,2,3i  , па затоа 

2 2 (mod4)m i , за 0,1,2,3i  . Но,  

20 0(mod4) , 21 1(mod4) , 22 0(mod4)  и 23 1(mod4) , 

па затоа за секој цел број m  важи 2 0 или 1(mod4)m  .  

 

2. Најди го остатокот при делењето на бројот:  

а) 100 100(5 55)  со 24,     б) 10 77(3 2)  со 9,  

в) 17 21(17 116)  со 8.  
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Решение. а) Од 25 1(mod24)  добиваме дека 1005 1(mod24) . Според тоа, 

1005 55 56 8(mod24)   . Понатаму 28 16(mod24) , па затоа за секој природен 

број k  важи 28 16 16(mod24)k k  . Конечно,  

100 100 100 2 50(5 55) 8 8 16(mod24)    , 

што значи дека остатокот од делењето на бројот 100 100(5 55)  со 24 е 16.  

б) Од 23 0(mod9) , следува дека 103 2 2(mod9)  . Понатаму, од 

72 2(mod9)  следува 10 77 11(3 2) 2 5(mod9)   .  

в) Од 17 1(mod8)  следува 1717 1(mod8) . Од друга страна 116 4(mod8) , 

па затоа  
1717 116 5(mod8)  . 

Понатаму, 25 1(mod8) , па затоа  

17 21 21 20(17 116) 5 5 5 1 5 5(mod8)       . 

 

3. Да се докаже дека 2001 20013 4  е делив со 13.  

Решение. Од  
33 1(mod13) и 

34 1(mod13)   следува дека 

2001 2001 3 667 3 667 667 6673 4 (3 ) (4 ) 1 ( 1) 0(mod13).        

 

4. Докажи дека бројот 101 9513 13  се дели со 7.  

Решение. Имаме 13 1(mod7)  , па затоа  

10113 1(mod7)   и 9513 1(mod7)  , 

од што следува дека 101 9513 13 1 ( 1) 0(mod7)      .  

 

5. Нека d  е природен број различен од 2, 5 и 13. Докажи дека во множеството 

{2,5,13, }d  може да се изберат два различни броја a  и b  така да 1ab  не е 

квадрат на цел број.  

Решение. Нека претпоставиме дека за секои a , {2,5,13, }b d , a b , бројот 

1ab  е потполн квадрат. Специјално, нека  

2 2 22 1 , 5 1 ,13 1d x d y d z      ,  

за некои цели броеви , ,x y z . Тогаш бројот x  мора да биде непарен и  

22 1 2(mod 8)d x   , 

па затоа и бројот d  е непарен. Но, тоа значи дека y  и z  се парни броеви: 

2 , 2y a z b  , ,a b . Сега од 2 2 8z y d   следува  

( )( ) ( )( ) 2a b a b b a b a d      , 

што значи дека броевите a  и b  се со иста парност, што е противречност, бидејќи 

d  е непарен.  
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6. Дадени се броевите 5,52,525,5252,52525,.... . Одреди го најмалиот меѓу нив 

кој е делив со 99.  

Решение. Нека 1S  е збирот на цифрите на непарните места, а 2S  е збирот на 

цифрите на парните места во произволен број Na  од дадената низа. Број е делив 

со11 ако 1 211| S S . Број е делив со 9 ако 1 29 | S S  .  

1) Нека бројот на цифри N  е парен. Тогаш збирот на цифрите на бројот Na   е 

еднаков на 7
2
N , а 3

1 2 2
NS S  . За да бројот Na  биде делив со 99 мора 1 29 | S S  

и 1 211| S S . Овој услов го исполнуваат сите броеви N  за кои 99 | N , т.е. 

99N k . Најмалиот k  за кој ова е исполнето е 2k  . Најмал ваков Na  ќе има 

2 99 198   цифри. ( 198N  ).  

2) Нека N  е непарен. Тогаш  

7( 1) 7 3
1 2 2 2

5
N NS S
      и 

3( 1) 3 7
1 2 2 2

5
N NS S
     . 

Притоа  

1 29 | S S   7 3
2

9 | N   9 | (7 3)N   5(mod9)N  . 

Освен тоа,  

1 211| S S 3 7
2

11| N  11| (3 7)N   11| 4(3 7)N   

        11| ( 6)N   5(mod 11)N   

Најмалиот непарен број N  таков што 6(mod 9)N   и 5(mod 11)N   е 159 .  

 

7. Докажи дека бројот 2001 не може да биде збир на кубови на два природни 

броја.  

Решение. Лесно се докажува дека за секој природен број n  точни се конгру-

енциите  3 0 (mod 7)n   или 3 1(mod 7)n   . Затоа збирот 3 3m n  при делење со 

7 дава остатоци 0, 1, 2  . Но, 2001 1(mod 7)  , па затоа еден од кубовите во 

збирот мора да е делив со 7. Нека тоа е 7m k  и како треба 3(7 ) 2001k   

добиваме дека 1k  , па затоа 7m  . Меѓутоа, од 3 37 2001n   следува 

3 1658n  , што не е можно бидејќи 1658 не е куб. Тоа го докажува тврдењето на 

задачата.  

 

8. Најди го најмалиот збир на цифрите на број од облик 23 1n n  , n .  

Решение. За 1n   бројот е 5. За 8n   го добиваме бројот 201, кој има збир на 

цифри 3. Ќе докажеме дека ова е бараниот минимален збир на цифрите. Имаме  
2 23 1 2 ( 1) 1 1(mod 2)n n n n n        

што значи дека сите броеви од дадениот вид се непарни. Затоа не е можно 

броевите да имаат збир на цифри 1, како и да бидат од облик 2 10m . Според тоа, 

треба да се испита дали равенката  
23 1 10 1mn n     

има решение во множеството природни броеви. Со идентична трансформација 

добиваме  
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(3 1) 10 1 10 2 5m m m mn n     . 

Бидејќи броевите n  и 3 1n   се заемно прости и 3 1n n   можни се два случаи: 

1, 3 1 10mn n    или 2 , 3 1 5m mn n   . Првиот случај не е можен, додека за 

вториот добиваме 3 2 1 5m m   . За 1m   и 2m   не добиваме равенство (

3 2 1 5, 3 4 1 25      ), па затоа ја имаме следва оценка  

2 2 2 3 2 15 5 5 24 5 3 2 2 3 2 3 2 1m m m m m m               , 

па дадената равенка нема решенија во множеството природни броеви. Бидејќи ги 

исклучивме 1 и 2, заклучуваме дека најмалиот збир на цифрите е еднаков на 3.  
 

9. Нека , 1b n   се природни броеви и за секој k , 1k   постои природен 

број ka  таков што n
kb a  е делив со k . Докажи дека 

nb A  за некој природен 

број A .  

Решение. Нека каноничното претставување на бројот b  е 1 2
1 2 ... s

sb p p p
  

  

каде што 1 2, ,..., sp p p  се различни прости броеви. Доволно е да докажеме дека 

сите степени , 1,2,...,i i s   се деливи со n . Во тој случај 
1 2

1 2 ...
s

n n n
sA p p p

  

 . 

Бидејќи за секој k  постои ka   така што | ( )n
kk b a  таков природен број по-

стои и за 
2k b . Значи, постои природен број ka  таков што 2 | ( )n

kb b a . Бидејќи 

1 22 2 22
1 2 ... s

sb p p p
  

 , за секој 1,2,...,i s  имаме 
2

| ( )i n
kip b a


  и 

2 i i
i ip p
 

 .  

Според тоа,  

0(mod )in
k ia b p


   и  

1
0(mod )in

k ia b p
 

  . 

Значи, највисок степен на ip  кој го дели n
ka  е i . Значи, |i kp a  и is

ip  е најголем 

степен на ip  кој го дели ka . Според тоа i ins
i ip p


 , од каде добиваме дека 

i ins   . Значи, | in  , 1,2,...,i s ,  па заради тоа избираме 
1 2

1 2 ...
s

n n n
sA p p p

  

 . 

 

10. Да се определат сите парови на природни броеви ( , )m n  такви што  

3NZD(( 1) ,( 1) ) 1m mn n n n     . 

Решение. Нека  n  и m  се природни броеви такви што  

3NZD(( 1) ,( 1) ) 1m mn n n n d      . 

 Според тоа,  

  
3

| ( 1) ,

| ( 1) .

m

m

d n n

d n n

 

 
          (1) 

Бидејќи NZD( , 1) 1n n  , добиваме дека | 1d n . Уште повеќе NZD( , 1) 1d n  . 

Навистина, ако 1p   е таков што |p d  и | 1p n , тогаш | ( 1)mp n  и  

| ( 1)mp n n   , од каде добиваме дека | ( 1) ( 1)m mp n n n n      . Според тоа  
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1 NZD( , 1) NZD( , 1) 1p n n n n       . 

Од (1) добиваме дека  

  3 3 3| ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) [( 1) 1]m m m m md n n n n n n n n              .  (2) 

Бидејќи NZD( ,( 1) ) 1md n   од (2) добиваме 3| ( 1) 1d n  , односно  

  3( 1) 1 (mod )n d  .          (3) 

Од дефинцијата на d  имаме  

  ( 1) (mod )mn n d  .          (4) 

Ќе разгледаме три случаи.  

Случај 1. 3m k . Тогаш  

3 3( 1) ( 1) [( 1) ] 1 1 (mod )m k k kn n n n d        .  

1 2 (mod )n d  ,  

3 32 ( 1) 1 (mod )n d   .  

Бидејќи 7 0 (mod )d  имаме 7d  .  

Случај 2. 3 1m k  . Од (3) и (4) добиваме  

3 3( 1) ( 1) ( 1) [( 1) ] ( 1) 1 ( 1) ( 1) (mod )m k k kn n n n n n n n d            . 

Но, тогаш 1 0(mod )d , што значи |1d . Последното противречи на претпостав-

ката за d .  

Случај 3. 3 2m k  . Повторно од (3) и (4) имаме 

3 2 3 2 2 2( 1) ( 1) ( 1) [( 1) ] ( 1) 1 ( 1) ( 1) (mod )m k k kn n n n n n n n d            , 

т.е. 2 2 1(mod )n n n d   , односно  

  2 1(mod )n n d   .         (5) 

Од друга страна од 2( 1) (mod )n n d   и добиваме  

  3( 1) ( 1) 1 (mod )n n n d    .        (6) 

Тогаш од (5) и (6) имаме 2 0 (mod )d , односно 2d  . Но тоа не е можно, би-

дејќи |d n  или | 1d n  и би добиле контрадикција со (1).  

Не е тешко да се провери дека за 7 1n l   и 3m k  се добива 1d  . Конечно, 

решенија на задачата се ( , ) (3 ,7 1)m n k l  .  

 

11. Нека  е множеството цели броеви. Докажи дека за било кои цели броеви 

A  и B , постои цел број C  таков што  

2
1 { | }M x Ax B x     и 2

2 {2 2 | }M x x C x     

се дисјунктни множества.  

Решение. Целиот број A  може да биде парен или непарен. Двата случаи ќе ги 

разгледаме посебно.  

а) Ако A  е непарен, тогаш ( )x x A  е секогаш парен број. Тогаш  

( ) (mod 2)x x A B B   . 

Заради тоа, доволно е да се избере 1C B  . Во тој случај  
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22 2 2 ( 1) 1 1 (mod 2)x x C x x B B        . 

Од претходното, множествата  
2

1 { | }M x Ax B x     и 2
2 {2 2 | }M x x C x     

се заемно дисјунктни.  

б) Ако A  е парен број, тогаш 
2x Ax B   можеме да го запишеме во облик  

22 2

2 4
( )A Ax Ax B x B      . 

За било кој цел број x , 
2

2
( ) 0 (mod 4)Ax   или 

2

2
( ) 1 (mod 4)Ax  , од каде 

добиваме  
2 22

2 4 4
( ) (mod 4)A A Ax B B     , 

или  
2 22

2 4 4
( ) 1 (mod 4)A A Ax B B       

За броевите од 2M , бидејќи 2 ( 1)x x  за било кој цел број x  е делив со 4 , 

имаме  
22 2 (mod 4)x x C C   . 

Сега, за да 1 2M M   доволно е да избереме 
2

4
2AC B   .  

 

12. Нека , , ,a b c d  се природни броеви такви што 1 1a b c d p      , каде p  

е прост број и (mod2)a c . Докажи дека | ! ! ! !p a b c d .    

 Решение. Од условите на задачата следува  

( 1) ( 1) (mod )p a a p          ( 1) ( 1) (mod )p c c p      

( 2) ( 2) (mod )p a a p         ( 2) ( 2) (mod )p c c p      

...............................................      ...............................................  

( 1) ( 1) (mod )p p p p         ( 1) ( 1) (mod )p p p p     .  

Сега е јасно дека  
1( 1)! ( 1) ( 1)( 2)....( 1) (mod )p ap a a a p p         

1( 1)! ( 1) ( 1)( 2)....( 1) (mod )p cp c c c p p        . 

и   
1!( 1)! ( 1) ( 1)! (mod )p aa p a p p       

1!( 1)! ( 1) ( 1)! (mod )p cc p c p p      . 

Оттука  
1!( 1)! !( 1)! ( 1) ( 1)![( 1) 1](mod )p a a ca p a c p c p p            . 

Бидејќи (mod2)a c  добиваме дека a c  не е парен број. Според тоа 

1 1( 1) ( 1)![( 1) 1] ( 1) ( 1)![ 1 1] 0 (mod )p a a c p ap p p              , 

од каде следува !( 1)! !( 1)! 0(mod )a p a c p c p      . Но,  

!( 1)! !( 1)! ! ! ! !a p a c p c a b c d        , 

па затоа  
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! ! ! ! 0(mod )a b c d p  , 

односно | ! ! ! !p a b c d .  

 

13. Во квадратна таблица (шема) со димензии 10 10 запишани се броевите 

{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}  на следниот начин  

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

9 0 1 2 3 4 5 6 7 8

8 9 0 1 2 3 4 5 6 7

7 8 9 0 1 2 3 4 5 6

6 7 8 9 0 1 2 3 4 5

5 6 7 8 9 0 1 2 3 4

4 5 6 7 8 9 0 1 2 3

3 4 5 6 7 8 9 0 1 2

2 3 4 5 6 7 8 9 0 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0

 

Заокружени се десет броеви, во секоја редица и во секоја колона по еден број. 

Докажи дека меѓу нив има барем два еднакви.  

Решение. Нека 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10, , , , , , , , ,a a a a a a a a a a  се избраните броеви. Со ib  и 

ic  ќе ги означиме броевите кои се први во редицата и колоната во која се наоѓа ia , 

за 1,2,3,...,10i  . Бидејќи од секоја редица и колона е избран по еден број, тогаш  

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10{ , , , , , , , , , } {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}b b b b b b b b b b   

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10{ , , , , , , , , , } {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}c c c c c c c c c c   

Тогаш  

  
1 1 2 2 10 10 1 2 10 1 2 10( ) ( ) ... ( ) ( ... ) ( ... )

2(1 2 3 4 ... 9) 90 0(mod 10)

b c b c b c b b b c c c             

       
 

Да забележиме дека (mod 10)i i ia b c  , 1,2,3,...,10i  . Според тоа  

1 2 10 1 1 2 2 10 10... ( ) ( ) ... ( ) 0 (mod 10)a a a b c b c b c           . 

Ако броевите 1 2 10, ,...,a a a  се различни меѓу себе, тогаш  

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10{ , , , , , , , , , } {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}a a a a a a a a a a   

и  

1 2 10... 1 2 3 4 5 6 7 8 9 45 5 (mod 10)a a a              . 

Заради добиената контрадикција, постојат i j , , {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}i j  такви 

што i ja a .  

 

14. а) Одреди ги сите природни броеви n  такви што 7 е делител на 2 1n  .  

б) Докажи дека 7 не е делител на 2 1n   за било кој природен број n .  

Решение. а) Ќе разгледаме три случаи 

1 3n k . Тогаш  

3 32 1 2 1 (2 ) 1 8 1 (8 1) 7n k k k A          , 
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каде 
1 2 28 8 ... 8 8 1k kA        . Во овој случај 7 | 2 1n  .  

2 3 1n k  . Од особините на конгуенции  

 32 1 (mod7)  

 3 1 32 1 2 1 2 (2 ) 1 1 (mod 7)n k k        

 2 1 1 (mod 7)n    

Во овој случај 7 | 2 1n  .  

3 3 2n k  . Слично  

 32 1 (mod7)  

 3 22 1 2 1 3 (mod 7)n k     

Значи, 7 | 2 1n   само за 3n k , k .  

б) Од својствата на конгруенции имаме  
3

3 1

3 2

2 1 8 1 2 (mod 7)

2 1 2 8 1 3 (mod 7)

2 1 4 8 1 5 (mod 7)

k k

k k

k k





   

    

    

 

Секој природен број има еден од облиците 3 ,3 1,3 2k k k   па според тоа 7 | 2 1n   

за било кој n .  

 

15. Определи го остатокот од делењето на бројот 
105 1053 4  со бројот 11.  

  Решение. Јасно е дека  
33 5 (mod 11) ,    23 2 (mod11)  , 

па од својствата на конгруенции следува 53 10 (mod 11)  , т.е. 53 1 (mod 11) . 

Слично,  
34 2 (mod 11)  ,   24 5 (mod11) , 

и затоа 54 1 (mod 11) . Сега 

105 5 21 213 (3 ) 1 1 (mod 11)    

105 5 21 214 (4 ) 1 1 (mod 11)   , 

и од својствата на конгруенциите добиваме  
105 1053 4 2 (mod 11)  . 

 

16. Дали за секој парен природен број n , бројот 20 16 3 1n n n    е делив со 

323.  

Решение. Бројот 323 можеме да го запишеме во облик 323 17 19  . Бидејќи n  

е парен природен број, од особините на конгруенции имаме  

20 3 (mod 17) ,     16 1 (mod 17)   

20 3 (mod 17)n n ,     16 1 (mod 17)n  .  
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Од последните две конгруенции добиваме  

  17 | 20 16 3 1n n n   .         (1) 

Слично, од тоа што n  е парен природен број, од особините на конгруенции имаме  

20 1 (mod 19) ,     16 3 (mod 19)   

20 1 (mod 19)n  ,    16 3 (mod 19)n n .  

Значи,  

  19 | 20 16 3 1n n n   ,         (2) 

Бидејќи NZD(17,19) 1 , од (1) и (2) имаме 323 17 19 | 20 16 3 1n n n     .  

 

17. Да се определи најмалиот природен број 4n  , таков што од n  различни 

цели броеви може да се изберат четири различни цели броеви , ,a b c  и d  такви 

што 20 | a b c d   .  

Решение. Нека S  е множество во кое нема четири различни елементи , ,a b c  и 

d  такви што 20 | a b c d   . Според тоа, не може да постојат четири различни 

елементи , ,a b c  и d , такви што (mod20)a c  и (mod 20)b d . Навистина, ако 

такви броеви постојат, тогаш од особините на конгруенции добиваме  

 (mod 20)a b c d   , т.е.  0 (mod 20)a b c d    ,  

т.е. 20 | a b c d   . Значи, нема четири различни елементи , ,a b c  и d , такви што 

a b  и c d  имаат исти остатоци при делење со 20 .  

Сега, ако бројот на различни остатоци на елементите од S  при делење со 20  е 

k , тогаш множеството S  не може да има повеќе од 2k   елементи. Навистина, 

ако 1 2, ,..., kr r r  се сите различни остатоци на елементите од S , и ако S  има 3k   

елементи, тогаш можни остатоци се 1 2 1 1 2, ,..., , , ,kr r r r r r , па S  ќе го исполнува 

условот од задачата, што е спротивно на нашата претпоставка.  

Нека избереме k  елементи од S  со различни остатоци по модул 20 . Тогаш 

бројот на  збирови  на два различни остатоци е еднаков на 
( 1)

2

k k
. Ако 7k  , 

тогаш  
( 1) 7(7 1)

2 2
21 20

k k 
   , 

па значи има две суми a b  и c d  кои се исти по модул 20 (според принципот 

на Дирихле). Значи k  не може да е поголем од 6 и S  не може да има повеќе од 8 

елементи. Еден таков пример е {0,20,40,1,2,4,7,12}S  .  

Конечно, множество со 9n   елементи секогаш има 4  различни елементи 

, , ,a b c d  такви што 20 | .a b c d  
  

  

18. Докажи дека простиот број p  е делител на бесконечно многу броеви од 

видот 2n n .  

Решение. Ако 2p  , тогаш за 2n k  броевите од видот 
22 2k k  се деливи 

со 2p  .  
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Нека претпоставиме дека p  е непарен прост број. Бидејќи NZD(2, ) 1p   

според малата теорема на Ферма, добиваме дека  
12 1 (mod )p p  . 

Тогаш за било кој природен број m  имаме 1(2 ) 1 (mod )p m m p  , односно  

  ( 1)2 1 (mod )m p p  .          (1) 

Нека m  е природен број таков што 1 (mod )m p  . Тогаш  

  ( 1) 1( 1) 1 (mod )m p p p            (2) 

Од (1) и (2) добиваме дека  
( 1)2 ( 1) 0 (mod )m p m p p    . 

Броеви m  кои го исполнуваат условот 1 (mod )m p   има бесконечно многу. 

Бидејќи 1 (mod )m p   добиваме дека | ( 1)p m , односно дека 1m pk   за 

некој природен број k . Обратно, секој број од облик 1m pk   го исполнува 

условот 1 (mod )m p  .  

Множеството { ( 1)( 1) | }n pk p k     е бесконечно множество на природни 

броеви за кои е исполнет условот | (2 )np n .  

 

19. Нека е 2p   прост број. Докажи дека секој делител на бројот 2 1p   е од 

облик 2 1kp  , за некој природен број k .  

Решение. Нека q  е прост делител на бројот 2 1p  , односно 2 1 (mod )p q . 

Со d  ќе го означиме најмалиот природен број, таков што 2 1 (mod )d q . Тогаш 

|d p (Докажи!) и бидејќи p  е прост број добиваме 1d   или d p . Но, бидејќи  

2 1 (mod )d q  добиваме d p .  

Од друга страна, според малата теорема на Ферма, имаме 12 1 (mod )q q  , од 

каде што добиваме дека | 1p d q  . Бидејќи q  е непарен број, добиваме дека

1q   е делив со 2 . Според тоа 2 | 1p q  , па постои k  така што 1 2q pk  , 

т.е. 2 1q kp  .  

Производ на неколку броеви од облик 2 1kp   е број од ист облик. Секој 

делител на природен број е производ на неколку негови прости делители (некои 

од нив може и да се еднакви меѓу себе). Според тоа, секој делител на бројот 

2 1p   е од облик 2 1kp  , што и требаше да се докаже.  

 
20. Нека p  и q  се различни прости броеви. Докажи дека   

1 1 1 (mod )q pp q pq   . 

Решение. Бидејќи p  и q  се различни прости броеви, според малата теорема 

на Ферма имаме  
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1

1

1 (mod )

1 (mod )

q

p

p p

q p








 

односно 1| 1qq p    и 1| 1pp q   , па затоа 1 1| 1q pq p q    и  1 1| 1p qp q p   . 

Бидејќи NZD( , ) 1p q   добиваме дека 1 1| 1q ppq p q   . Значи, 

1 1 1 (mod )q pp q pq   . 

 

21. Нека p  е непарен прост број и a  е цел број кој не е делив со p . Докажи 

дека еден и само еден од броевите  

1 2 3 ... ( 1) 1pA a        

и   
1 2 3 ... ( 1) 1pB a        

е делив со p .  

Решение. Ако |p A  и |p B  , тогаш | 2p B A  . Значи, 1p   или 2p   што 

не е можно бидејќи 3p  . Од друга страна  

  
( 1)

21 2 3 ... ( 1) 1 2 3 ... ( 1) 2 1( 1)( 1) ( ) 1 ( ) 1
p p

p p p pAB a a a a


                 .  

Според малата теорема на Ферма важи   
1 1 (mod )pa p   

и од теоремите за конгруенции имаме  
1( ) 1 1 (mod )p p pa p   . 

Значи, |p AB  а заради првиот дел од доказот имаме |p A  или |p B .  

 

22. Нека a  е цел број кој не е делив со простиот број p . Докажи дека  

| ( 1)!pp a p a  . 

Решение. Бидејќи ( , ) 1a p   и p  е прост број, според малата теорема на Ферма 

важи   
1 1 (mod )pa p  , 

т.е.  

   (mod )pa a p  .          (1) 

Од друга страна, според теоремата на Вилсон, имаме  

( 1)! 1 (mod )p p   , 

а според особините на конгруенции  

  ( 1)! (mod )a p a p   .         (2) 

 Повторно, од својствата на конгруенциите, (1) и (2)  имаме  

( 1)! (mod )pa p a a a p     , 

т.е.  

( 1)! 0 (mod )pa p a p   . 

Значи, | ( 1)!pp a p a  .   
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23. Определи ги сите прости броеви p  такви што 
2 25 1 (mod )p p  . 

Решение. Ако p  е прост број таков што 
2 25 1 (mod ),p p   тогаш  

2

5 1 (mod )p p  , 

односно   

  
2

5 1 0 (mod )p p  .         (1) 

Од друга страна, според теоремата на Фермат  

 5 5 (mod )p p  

2

5 5 5 (mod )p p p   

2

5 1 6 (mod )p p            (2) 

Од (1) и (2) добиваме дека 6 0 (mod )p . Единствени прости броеви за кои е 

точна последната конгруенција се 2p   и 3p  .  

а) За 2p   имаме 45 1 626 0 (mod 4)   .  

б) За 3p   имаме 95 1 1953126 9 217014 0 (mod 9)     .  

Значи, постои еден единствен прост број за кој е исполнет условот од задачата.  

 

24. Нека n  е природен број кој не е делив со 17. Докажи дека барем еден од 

броевите 
8 1n   и 

8 1n   е делив со 17.   

Решение. Бидејќи NZD( ,17) 1n   и 17 е прост број, според теоремата на Ферма 

важи   
17 1

16

1 (mod 17)

1 (mod 17)

n

n

 


 

Значи, 1617 | 1n  , т.е. 8 817 | ( 1)( 1)n n   и бидејќи 17 е прост број добиваме 

817 | 1n   или 817 | 1n  .  

 

25. Збирот на природните броеви ,a b  и c  е делив со 30. Докажи дека и збирот 

на петите степени е делив со 30.  

Решение. Бидејќи 5 е прост број, за било кој цел број x  според малата теорема 

на Ферма е исполнето 5 (mod 5)x x .  

Слично, бидејќи 3 е прост број, од малата теорема на Ферма и особините на 

конгруенции имаме 3 (mod 3)x x , т.е. 5 3 (mod 3)x x x  .  

За простиот број 2  имаме 2 (mod 3)x x , па затоа 4 2 (mod 2)x x x  , 

односно 5 2 (mod 2)x x x  .  

Сега бидејќи 2, 3 и 5 се прости броеви, за било кој цел број x  е иполнето    

5 (mod 2 3 5)x x   . 

Значи,  
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5 (mod 30)a a , 5 (mod 30)b b  и 5 (mod 30)c c . 

Сега, од условот на задачата 0 (mod30)a b c    и од особините на конгруенции, 

имаме  
5 5 5 0 (mod30)a b c a b c      , 

што и требаше да се докаже. 

  

26. Нека p  е прост број. Докажи дека за секој a  важи  

( 1)! 1 (mod )pa a p   . 

Решение. Ќе разгледаме два случаи. 

а) |p a . Во овој случај  

( 1)! 1 ( 1)! 0 (mod )p pa a a a p      . 

б) |p a . Во овој случај, според малата теорема на Ферма имаме  

1 1 (mod )pa p  . 

Од особините на конгруенции  

1 ( 2)! ( 2)!( ) 1 1 (mod )p p pa p    , т.е. ( 1)! 1 (mod )pa a p   . 

 

27.  Докажи дека за секој природен број n  и секој прост број p , бројот  

1
( 1)

1

1
p

n p

k

k






   

е делив со p .  

Решение. Бидејќи p  е прост број, за секој {1,2,3,..., 1}k p   точно е ра-

венството ( , ) 1k p  . Сега, од малата теорема на Ферма имаме  

1 1 (mod )pk p  , за 1,2,3,..., 1k p  . 

Од својствата на конгруенции следува  

  ( 1) 1( ) 1 1 (mod )n p p n nk k p    , за 1,2,3,..., 1k p   

  
1

( 1)

1

1 (mod )
p

n p

k

k p p






   ,  

  
1

( 1)

1

1 0 (mod )
p

n p

k

k p p






   ,   

што и требаше да се докаже.  

 

28. Нека p  е прост број.  

а) Докажи дека  
1 1 1 11 2 3 ... ( 1) 1 (mod )p p p pp p          . 

б) Докажи дека  

1 2 3 ... ( 1) 0 (mod )p p p pp p     
 

Решение. а) Бидејќи p  е прост број, за 1,2,..., 1k p   имаме NZD( , ) 1k p  . 

Според малата теорема на Ферма добиваме   
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1 1 (mod )pk p  , 1,2,3,...., 1k p  . 

Сега  

1 1
1

1 1

1 1 1 (mod )
p p

p

k k

k p p
 



 

      . 

б) Бидејќи p  е прост број, за 1,2,3,..., 1k p   имаме ( , ) 1k p  . Според малата 

теорема на Фермат имаме  

(mod )pk k p , 1,2,3,...., 1k p  . 

Сега,  

1 1

1 1

( 1)
(mod )

2

p p
p

k k

p p
k k p

 

 


   . 

Бидејќи p  е прост непарен број, 1p   е парен број и 
1

2

p
 . Според тоа  

( 1)

2
0 (mod )

p p
p p


      и  

1

1

0 (mod )
p

p

k

k p




 . 

 

29. Нека p  е непарен прост број. Докажи дека 

а) 
1

22 2 21 3 ... ( 2) ( 1) (mod )
p

p p


       

б) 
1

22 2 22 4 ... ( 1) ( 1) (mod )
p

p p


      . 

Решение. Според теоремата на Вилсон  

1 2 3 4 ... ( 1) 1 (mod )p p        . 

Но за секој 0, 1, 2, 3,...i      е исполнето  

( ) (mod )i p i p   . 

а) Ако избереме 2,4,6,8,..., 1i p   добиваме  

2 ( 2) (mod )

4 ( 4) (mod )

.................................

1 ( ( 1)) (mod )

p p

p p

p p p p

  

  

    

  т.е.    

2 ( 2) (mod )

4 ( 4) (mod )

.................................

1 1 (mod )

p p

p p

p p

  

  

  

 

Сега  
1

22 4 6 8 ... ( 1) ( 1) 1 3 5 7 ... ( 2) (mod )
p

p p p


               

 
1

2( 1) [1 3 5 7 ... ( 2)][1 3 5 7 ... ( 2)] 1 2 3 4 ... ( 1) 1 (mod )
p

p p p p


                       

Значи, 
1

2 2 2 2 2 2 2( 1) 1 3 5 7 ... ( 2) ( 1) 1 (mod )
p

p p


           

б) Ако пак избереме 1,3,5,7,..., 2i p   добиваме  

1 ( 1) (mod )

3 ( 3) (mod )

.................................

2 ( ( 2)) (mod )

p p

p p

p p p p

  

  

    

  т.е.    

1 ( 1) (mod )

5 ( 5) (mod )

................................

2 2 (mod )

p p

p p

p p
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Сега  
1

21 3 5 7 ... ( 2) ( 1) 2 4 6 8 ... ( 1) (mod )
p

p p p


               

1

2( 1) [2 4 6 8 ... ( 1)][2 4 6 8 ... ( 1)] 1 2 3 4 ... ( 1) 1 (mod )
p

p p p p


                       

Значи, 
1

2 2 2 2 2 2 2( 1) 2 4 6 8 ... ( 1) ( 1) 1 (mod )
p

p p


           

 

30. а) Нека p  е прост број, а m  и n  ненегативни цели броеви такви што 

1m n p   . Докажи дека  

1! ! ( 1) (mod )mm n p  . 

б) Нека p  е непарен прост број. Докажи дека  

1

2
1 2

2
[( )!] ( 1) (mod )

p
p

p



  . 

 Решение. а) Според теоремата на Вилсон и од условите на задачата, бидејќи 

p  е прост број, имаме  

( )! ( 1)! 1 (mod )m n p p     . 

Да забележиме дека  

( )! [( )( 1)...( ( 1))] !m n m n m n m n n m        . 

Од особини на конгруенции имаме  

  

( 1) (mod )

1 ( 2) (mod )

2 ( 3) (mod )

..................................................

( 1) ( ) (mod )

n m n n p

n m n n p

n m n n p

n n m n n n p

    

     

     

      

 

односно  

  ( 1) ! ( )( 1)...( ( 1)) (mod )nn m n m n m n n p        .    (*) 

Повторно, од особините на конгруенции и од (*), добиваме 

1

( 1) ! ! [( )( 1)...( ( 1))] !

( )! ( 1)! 1 (mod )

( 1) ! ! ( 1) (mod )

n

n m m

n m m n m n m n n m

m n p p

n m p 

       

     

  

 

и бидејќи m n  е парен број  

1! ! ( 1) (mod ).mm n p   
б) Нека p  е непарен прост број. Тогаш  

1 1

2 2
1

p p
p

 
   . 

Според доказот од делот а) за 
1 1

2 2
,

p p
m n

 
  , добиваме  

1

2
1 1 1

2 2
( )!( )! ( 1) ( 1) (mod )

p
p p m p


       

односно 
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1

2
1 2

2
[( )!] ( 1) (mod )

p
p

p



  . 

 

 31. Природниот број 2p   е прост ако и само ако ( 2)! 1 (mod )p p  .  

Решение. За секој природен број p  имаме  

( 1)! 1 ( 1)( 2)! 1 ( 2)! ( 2)! 1

( 1)! 1 ( 2)! ( 2)! 1

p p p p p p

p p p p

          

       
 

Ако p  е прост број поголем од 2 , тогаш според теоремата на Вилсон и особините 

на конгруенции 

( 1)! 1 0 (mod )p p   ,   ( 2)! 0 (mod )p p p  . 

Повторно од особините на конгруенции, имаме 

( 1)! 1 ( 2)! 0 (mod )p p p p     . 

Значи, 

( 2)! 1 ( 1)! 1 ( 2)! 0 (mod )

( 2)! 1 (mod )

p p p p p

p p

        

 
 

Обратно, нека ( 2)! 1 (mod )p p  , т.е. 1 ( 2)! 0 (mod )p p   . Но тогаш од 

( 2)! 0 (mod )p p p   и од особините на конгруенции  

( 2)! 1 ( 2)! 0 (mod )p p p p     , 

т.е. ( 1)! 1 0 (mod )p p   . Сега, од теоремата на Вилсон добиваме дека p  е прост 

број. 

 

32. Докажи дека природниот број n  е прост ако и само ако |n N , каде што 

3

1

!
n

k

N k k




  .  

Решение. За било кој природен број k  е исполнето ! ( 1) ! !k k k k k     па 

според тоа  
3 3

1 1

! [( 1)! !]

(2! 1!) (3! 2!) ... (( 2)! ( 3)!)

( 2)! 1

n n

k k

N k k k k

n n

n

 

 

    

        

  

 

 

Значи, ( 2)! 1N n   , па според претходната задача n  е прост број ако и само ако 

( 2)! 1 (mod )n n  , т.е. | ( 2)! 1n N n   .  

 

33. Докажи дека за секој цел број , 1a a  , постои прост број p  так0в што 

2 11 ... pa a a      е сложен број.   

Решение. Ако 2a  , тогаш за 11p   имаме  

2 11 1 111 2 2 ... 2 2 1 2047 23 89         .  

Нека 2a   е природен број. Тогаш 1 1a  . Според тоа, постои прост број p  

кој е делител на 1a  . Значи, 1 0(mod )a p  , т.е. 1(mod )a p .  
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Според својствата на конгруенции, 1(mod )ka p   за 0,1,2,..., 1k p  , од каде  

добиваме  
2 11 ... 0(mod )pM a a a p       

а од неравенствата 1M a p    следува тврдењето на задачата.  

 

34.  Нека p  е прост број и 3p  . Докажи дека 
1

2 2 1

1

|
p

p

k

p k






 .  

Решение. Ако p  е прост број и 3p  , тогаш 1p   е парен број, па 
1

2

p
 . 

Збирот 
1

2 1

1

p
p

k

k






  можеме да го запишеме во облик  

1

2

1

2

1

2

1
2 1 2 1 2

1 1

2 22 1 2 2 1 2 2 2 2
1 2

1

22 1 2 2 2 1 2 2 2 2
2

1

[ ( )( ) ]

[ ( )( ( ) ( ) ... )]

[ ( ) ( 2( ) ( )( ) ... ( ) )]

p

p

p

p
p p p

k k

p pp p p p p

k

pp p p p p

k

k k p k p k

k p k k k p k p p

k p k k p p k k p k k p k p








 

 

  



   



   

      

          

 





  

Од последната низа равенства и од особините на конгруенции добиваме  

  

1

21
2 1 2 2

1 1

(mod )

p
p

p p

k k

k pk p






 

  .       (*) 

За секој 
1

2
1,2,3,...,

p
k


  имаме ( , ) 1p k   и според малата теорема на Фермат  

 (mod )pk k p  

 2 2 (mod )pk k p  

 2 2 2(mod )ppk pk p .  

Сега,  
1 1 1

1 1 1 22 2 2
2 2 2

( 1)(2 1) 12 2 2 2 21
6 6 4

1 1 1

(mod )

p p p
p p p

pp

k k k

pk pk p k p p p

  
  

  

  

      ,     (**)  

Бидејќи ( ,6) 1p   а 1p   и 1p   се два последователни парни броеви добиваме 

28 | 1p  . Но, p  е прост број поголем од 3  и 1, , 1p p p   се три последователни 

природни броеви, па затоа 23 | 1p  . Значи, 
2 1

24

p 
  од каде добиваме  

2 12 21
6 4

0 (mod )
p

p p

 . 

Сега од (*) и (**)  добиваме  
1

2 1 2

1

0 (mod )
p

p

k

k p






 , т.е. 
1

2 2 1

1

|
p

p

k

p k






 .  
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35. За природниот број n  со ( )n  го означуваме бројот од сите природни 

броеви кои се заемно прости со n . Најди ги сите природни броеви n  за кои 

( ) |n n .  

Решение. Нека n  и k  се природни броеви за кои ( )n k n  . Притоа 

1 2
1 21 2 ... , ...laa a

ll
n p p p p p p     е канонската факторизација на n . Познато е 

дека  

1 2

1 1 1( ) (1 )(1 )...(1 )
lp p p

n n     , 

па ако замениме во ( )n k n  , тогаш  

1 2 1 2... ( 1)( 1)...( 1)l lp p p k p p p    .              (1) 

Ако бројот на прости делители на n  е 2l  , тогаш бројот од десната страна на (1) 

делив со 4 а бројот од левата страна на (1) не е делив со 4. Според тоа, 2l  . Ќе 

разгледаме два случаи.  

Случај 1. 2l  . Тогаш равенството (1) го добива обликот  

1 2 1 2( 1)( 1)p p k p p   . 

Бидејќи 1 2( 1)( 1)k p p   е делив со 2, добиваме дека 1 2p  . Но тогаш равен-

ството го добива обликот  

2 22 ( 1)p k p  . 

Бидејќи 2 2( , 1) 1p p    и 2 1p   е парен, добиваме дека 2 1 2p   , т.е. 2 3p  . Но 

тогаш 2 3k p  .  

Значи, бараниот број е 1 22 3
a a

n  , каде 1 2,a a  .  

Случај 2. 1l  . Тогаш равенството го добива обликот 1 1( 1)p k p  , од каде 

добиваме 1 2p   и 2k  . Но тогаш 12
a

n  , каде 1a  .. 

 
 

 

7.  ДОПОЛНИТЕЛНИ ЗАДАЧИ    

 
1.  Покажи дека на единствен начин со замена на различни букви со различни 

цифри се добива  

[ E S T

E D N O

+ D V E

D E V E T

 

при што H+1= T . (броевите не започнуваат со 0 ) 

Решение. Очигледно е дека 1D . Нека 1 2 3 4, , ,x x x x  се броевите кои ги 

памтиме при собирањето од десно на лево. Воочуваме дека 4 1x  . Од 

110x T+O+E T  следува дека 1 1x  . Понатаму имаме 3 10x  [+E+ E

(зошто 4 1x  ), т.е. 3 10x [+ . Бидејќи 2E 1 1 20x    , заклучуваме дека 

3 1x  , па значи 3 1x  , 9[ . Од 3 1x   се добива дека E {6,7,8} (напиши ја 

соодветната шема).  
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Ако E 6 , тогаш 2 2x  , B 0 ; но, 1 20 S+N+V , па добиваме дека 

2 1x  . Значи, E 6 .  

Ако E 7 , тогаш 2 1x   и B 0 ; но, 1 10 7  S+N , т.е.  16S+N ; од 

друга, пак, страна, 8 6 14  S+N . Значи, 7E  .  

За E 8 , добиваме O 2 ; од 1 8 S+N   и 1 T N  , добиваме C 3 , 

H 4 , T 5 . Следствено,  

9 8 3 5

8 1 4 2

1 0 8

1 8 0 8 5

+
 

 

 2. Во продавница имало 6  сандаци со јаболка со тежини од 15 kg, 18kg,19kg,  

20kg  и 31 kg . Двајца купувачи купиле 5  сандаци, така што едниот зел двапати 

повеќе јаболка од другиот. Кој сандак останал непродаден?  

Решение. Збирот на тежините на сите сандаци изнесува 119 kg . Купувачите 

зеле 5  сандаци, со тоа што едниот зел двапати повеќе од другиот, па затоа вкуп-

ната тежина мора да е делива со 3 . Тоа е единствено можно ако се изостави сан-

дакот од 20 kg , бидејќи само 20  при делење со три има ист остаток како и при 

делењето на 119  со 3 . За да провериме дека задачата има смисла, да видиме кои 

сандаци ги купиле купувачите. Вкупната тежина на петте сандаци е 99 kg . Пр-

виот купувач  зел 66 kg , а вториот 33 kg . Значи, првиот ги купил сандаците со 

тежини 16 kg,19kg  и 31 kg , а вториот ги купил сандаците со тежини 15 kg  и  

18 kg .  

 

3. Пред секој од броевите 1,2, ,201 1, избери еден од знаците + или -, така 

што изразот | 1 2 2011|A       да има најмала вредност. 

Решение. Јасно е дека 0A  . Ако најдеме избор на знаци за кој 0A  , тогаш 

за таквиот избор A  има најмала вредност . Пред првите три броеви ги избираме 

знаците -, - и +, а пред останатите 2008 броја (2008 е делив со 4), ги избираме 

наизменично знаците +, - , - , + . Се добива: 

| 1 2 3 (4 5 6 7) (8 9 10 11) (2008 2009 2010 2011) | 0A                   . 

 

4. Едно момче за да стигне до саканата цел треба да помине низ три врати. На 

секоја врата стои по еден чувар. Момчето во себе носи извесен број јаболка. На 

првиот чувар треба да му даде половина од тој број и уште половина јаболко. На 

вториот чувар треба да му даде половина од остатокот и уште половина јаболко и 

на третиот чувар треба да му даде половина од остатокот и уште половина 

јаболко. Да се најде најмалиот број на јаболка што треба да го носи со себе 

момчето, за да стигне до саканата цел, без да се пресече ниту едно јаболко. 

Решение. Нека x  е бројот на јаболката што момчето ги носи со себе. На 

првиот чувар треба да му даде 11
2 2 2
x x   јаболка. Му останале 1 1

2 2
x xx     
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јаболка. На вториот чувар трба да му даде 1 11
4 2 4

x x     јаболка. Му останале 

1 1 3
2 4 4

x x x     јаболка. И на третиот чувар треба да му даде 3 11
8 2 8

x x    јаболка. 

Бидејќи не е дозволено сечење на јаболката, потребно е броевите  1 1
2 4

,x x  и 1
8

x  

да бидат природни. Значи бројот 1x   треба да биде деллив со 8. Најмалиот 

природен број x  за кој што важи ова е 7x  . 

 

5. На мудрецот S  му го кажале само збирот на три последователни природни 

броеви, а на мудрецот P  само нивниот производ, но ниеден од нив не бил во 

состојба да утврди кои се трите почетни броеви.  

„Ако јас знаев“, рекол S , „дека твојот број е поголем од мојот, ќе ги опреде-

лев броевите“. 

„Но мојот број е помал од твојот“ заклучил P , и „броевите се ..., ... и ... “. 

Определи ги трите броеви.  

Решение. Да ја означиме сумата на трите броеви со s , а производот со p . 

Јасно е дека 3s  .  

Мудрецот S  ја знае сумата s , но таа е таква да тој не може да ги одреди 

броевите знаејќи ја само оваа сума без дополнителна информација.  

Ако 3s  , трите дадени броеви се еднакви на 1 , во тој случај мудрецот S  

веднаш би ги одредил броевите. Значи, s  не е 3 .  

Ако 4s  , трите броеви се 2,1  и 1 , но и во овој случај мудрецот S  веднаш 

би ги одредил броевите. Значи, s  не е 4 .  

Ако 5s  , трите броеви се 3,1  и 1 , или, пак 2,2  и 1 . Во првиот случај 3p  , 

а во вториот 4p  . Во двата случаи p s ; што значи дека S  во овој случај знае 

дека производот е помал од сумата и не би ја дал изјавата дадена во текстот. 

Занчи, s  не е 5 .  

Нека 7s  . Освен другите можности, трите броеви можат да бидат 2,2  и 

4s  , како и 2,1  и 3s  . Во првиот случај: 

4 16 3 16 211 16 5p s s s s s s           , а во вториот: 

2 16 16 7 6 1p s s s s s s           .  

Во двата случаи производот е поголем од збирот, па мудрецот S  дури и ако 

знае дека производот е поголем од збирот, не може да одреди кои се трите 

броеви (има барем две можности). Значи, 6s  .  

Останува можноста 6s  . Во овој случај трите броеви се 4,1  и 1  или 3,2  и 

1  или 2,2  и 2 . Во првиот случај 4p  , во вториот 6p   а во третиот 8p  . 

Мудрецот S  ги знае овие три можности и доколку знае дека производот е 

поголем, коже да заклучи дека трите дадени броеви се 2,2  и 2 . Значи, 6s  .  

Мудрецот P  размислува на претходно изложениот начин и заклучува дека 

6s  . P  го знае производот и тврди дека тој е помал од збирот. Значи, 4p   и 

дадените броеви се 4,1  и 1.   

 

6. Одреди ги сите подредени двојки ( , )x y , x , y  за коишто три од на-

ведените тврдења се точни, а само едно е неточно: 
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(1) | ( 1)y x   (2) 2 5x y    (3) 3 | ( )x y   (4) 7x y  е прост број 

Решение. Тврдењата (2) и (3)  не може истовремено да се точни. Од 2 5x y   

и 3 | ( )x y , т.е. 3x y k  , k  следува 2 5 3y y k   , 5 3( )k y  . Послед-

ното равенство не е можно, бидејќи десната страна е делива со 3  а левата не е.  

Исто така, тврдењата (3) и (4) не можат истовремено да бидат точни. Од 

3x y k  , k , добиваме 7 3 7 3( 2 )x y k y y k y      , па од 2 1k y   

повлекува дека 2k y  не може да биде прост број за ниедни ,k y .  

Следствено, треба да се точни (1),(2) и (4). Од (1) следува 1x my  , m , 

па со замена во (2) добиваме: 

1 2 5my y   ,  6
2m

y


 . 

За да биде y  природен број, треба ( 2) | 6m , т.е.  

( 2) {1,2,3,6}m     или {3,4,5,8}m . 

Тогаш добиваме: ( , ) {(17,6),(11,3),(9,2),(7,1)}x y  .  

За да биде точно и тврдењето (4)  треба за овие вредности на x  и y  изразот 

7x y  да е прост број, а тоа е точно само за подредените парови (17,6)  и (9,2) .    

 

7. Од 7 листови хартија одреден број листови се исечени на по 10 делови. Од 

добиените листови, одреден број листови повторно е исечен на по 10 делови. Ако 

оваа постапка се повтори неколку пати, дали е можно на крајот да се добијат 2005 

листови? 

Решение. Нека во првиот чекор се исечени 1n  листови. Тогаш после сечењето 

ќе има вкупно  

1 1 110 (7 ) 7 9n n n     

листови (при тоа 11 7n  ). Ако во вториот чекор се исечени 2n  листови ќе се 

добијат вкупно  

2 1 2 1 210 (7 9 ) 7 9 9n n n n n       

листови. Продолжувајќи на сличен начин заклучуваме дека при секое ново 

сечење, бројот на листовите се зголемува за некој број помножен со 9. Според тоа, 

на крајот, ќе има вкупно 7 9n листови. Значи треба да важи равенството 

2005 7 9n  , т.е. 9 1998n  . Бројот 1998 се дели со 9 значи одговорот е потврден.  

 

8. Дадени се 21 плочка во облик на квадратче, со иста димензија. На четири 

плочки е запишан бројот 1; на две плочки е запишан бројот 2; на седум плочки е 

запишан бројот 3; на 8 плочки е запишан бројот 4. Користејќи 20 од тие плочки, 

Димитар формирал правоаголник со димензии 4 на 5. За формираниот право-

аголник збирот на броевите во секоја редица е иста, и збирот на броевите во секоја 

колона е иста. Кој број стои на неискористената плочка? 

Решение. Да го означиме со S  збирот на сите броеви запишани на плочките 

кои го формираат правоаголникот. Од условот на задачата, имаме дека 4 е делител 

на S  и дека 5 е делител на S . Значи 20 е делител на S . Збирот на сите броеви 

запишани на 21-та плочка е точно 61. Заклучуваме дека на неискористената 

плочка мора да стои бројот 1. 
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9. За позитивните рационални броеви ,a b  и c  е исполнето равенството  

1 1 1
a b c
  . 

Докажи дека 
2 2 2a b c   е рационален број.  

Решение. Равенството 1 1 1
a b c
   можеме да го запишеме во видот  

ac bc ab  , 

односно  

0ab ac bc   . 

Тогаш  

2 2 2 2 2 2 22( ) ( )a b c a b c ab ac bc a b c           . 

Сега  

2 2 2 2( ) | |a b c a b c a b c        , 

Бидејќи , ,a b c  , добиваме | |a b c    , односно 2 2 2a b c    .  

 

10. Нека ,x y  и x y  се рационални броеви. Докажи дека x  и y се 

исто така рационални броеви. 

Решение. Да ставаме x y a  . Јасно е дека 0a  . Ако 0a   т.е. 

0x y   тогаш 0x   и 0y  , што значи дека x  и y  се рационални 

броеви. Ако  0a  , тогаш последователно имаме  

x y a   

2/x a y   

2 2x a a y y    

2

2

a y x

a
y

 
   

бидејќи 0.a   Конечно x y    и  y  , па затоа  

( )x x y y    . 

 

11. Нека ,x y  и ( )x y x y   се рационални броеви. Докажи дека x  и 

y  се исто така рационални броеви. 

Решение. Да ставаме x y a  . Од x y  следува 0.a   Имаме  

x y a   

2/x a y   

2

2

x a y

a
y

 
   

бидејќи 0.a   Конечно x y    и  y  , па затоа  

x x y y    . 
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12. Ако , ,x y z  и x y z   се рационални броеви, тогаш и ,x y  и z  се 

исто така рационални броеви. Докажи!  

Решение. Ако x y z r   , r , тогаш y z r x   . Последниот 

израз го квадрираме и го добиваме изразот  

22 ( ) 2zy r x z y r x     , 

од кој со повторно квадрирање добиваме  
2 2 2 24 ( ) 4 4 ( )yz r x y z r x r r x z y x         . 

Бидејќи , ,x y z  и r  се рационални броеви, заклучуваме дека и x  е рационален 

број. На сличен начин заклучуваме дека и y  , односно z  е рационален број.      

 

13. Да се определат првите 1993  цифри по децималната запирка на бројот 

0,9999...9 , каде што во децималниот запис на бројот под корен се искористени 

1993  деветки.  

Решение. Да ставиме 0,999...9a  . Бидејќи важи 0 1a  , добиваме дека 

0 1a  . Од последните две неравенства се добива  

0 1a a a a    , 

т.е. 0 1a a    од каде што следува дека првите 1993  цифри по децималната 

запирка на бројот a  се деветки.  

 

14. Нека n . Докажи дека  

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1

1 2 2 3 ( 1)
1 1 ... 1n

n n
s


           

е рационален број.  

Решение. За k  имаме  
2 2 2 2 2 24 3 2

2 2 2 2 2 2 2 2

( 1) ( 1) ( 1)2 3 2 11 1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
1

k k k k k kk k k k

k k k k k k k k

        

   
     . 

 Сега 

2 2 2

2 2

( 1) ( 1) 11 1 1 1
( 1) ( 1) ( 1) 1( 1)

1 1
k k k kk k

k k k k k k k kk k

    
   

       , 

па според тоа,  
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 2 3 3 4 1 1 1

(1 ) (1 ) (1 ) ... (1 ) (1 ) 1n n n n n n
s n

  
                    

Значи, 1
1

1n n
s n


    , за секое n .  

 

15. Докажи дека постојат бесконечно многу ирационални броеви x  и y  такви 

што  

x y xy   . 

Решение. Нека n  е произволен природен број. Ако ,x y  се реални броеви 

такви што x y xy n    , тогаш тие се решенија на квадратната равенка  

2 0t nt n   . 
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Решенија на последната равенка се  

2 4
1/2 2

n n nt   . 

Бидејќи за 5n    
2 2 2 2( 3) 6 9 4 ( 2)n n n n n n        , 

добиваме дека 2 4n n I , т.е. 2 4n n  е ирационален број. Сега  

2 4

2

n n nx    и 
2 4

2

n n ny    

се ирационални броеви за кои што x y xy   .  

Бидејќи n  е произволен природен број, добивме дека постојат бесконечно 

многу од бараните броеви.   

 

16. Да се определат вредностите за бројот n  за кои што 9 1
1

n
n



 е рацио-

нален број.  

Решение. Нека претпоставиме дека 9 1
1

n
n



 е рационален број. Тогаш постојат 

,a b , такви што 
2

2

9 1
1

n a
n b




  и NZD( , ) 1a b  . Но тогаш  

2 2 2

2 2 2 2

7 64

9 9
7a b b

b a b a
n 

 
    . 

Од ( , ) 1a b   добиваме 2 2( , ) 1a b   и 2 2 2(9 , ) 1b a b  . Според тоа n  ако и са-

мо ако 2 29 | 64b a . Но ,a b  и n  се природни броеви, па според тоа 2 29 8b a  , 

од каде добиваме  
2 29 (3 )(3 ) {8,16,32,64}b a b a b a     . 

Уште повеќе збирот на 3b a  и 3b a  е делив со 6, нивната разлика е делива со 2 

и 3 3b a b a   . Според тоа, можни се следните случаи  

3 4

3 2

b a

b a

 


 
   

3 8

3 4

b a

b a

 


 
  

3 16

3 2

b a

b a

 


 
 

Од последните системи ги добиваме решенијата  

( , ) (1,1)a b  , ( , ) (2,2)a b   и ( , ) (7,3)a b  . 

Јасно е дека 2, 2a b   не е решение, бидејќи NZD(2,2) 2 1  .  

За 1, 1a b   добиваме 1n   и 91 1
1 7

1 


  .  

За 7, 3a b    добиваме 11n   и  911 1 7
11 7 3
 


  .  

 

17. Докажи дека збирот на кубовите на три последователни природни броеви е 

делив со 9. 

Решение. Треба да се докаже дека за било кој природен број n ,  

3 3 39 | ( 1) ( 1)n n n     

т.е. дека 9 го дели изразот 
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3 3 3 3 2 3 3 2

3

2

( 1) ( 1) 3 3 1 3 3 1

3 3 9

3 ( 1) 9

3 ( 1)( 1) 9 .

n n n n n n n n n n

n n n

n n n

n n n n

            

  

  

   

 

Од последниот запис се гледа дека првиот собирок е делив со 9, а јасно е дека 

вториот собирок е делив со 9. Според тоа и изразот е делив со 9.  

 

18. Докажи дека дропката  
2

4 2

3

7 1

a

a a



 
не може да се скрати за било кој цел број a . 

Решение. Дропката ќе ја запишеме во облик 
2 2 2

4 2 2 2 2 2 2 2

3 3 3

7 1 ( 3) 8 ( 3) ( 3) 11

a a a

a a a a a a

  

        
   

Од последниот запис на дропката се гледа дека таа може да се скрати ако 

бројот 2 3a   е делив со 11. Меѓутоа, следните импликации се точни: 

2 3
1

2

2

2

2

2

11 1, ( ) 3 121 22 4 11 4.

11 2, ( ) 3 11 7,

11 3, ( ) 3 11 1,

11 4, ( ) 3 11 8,

11 5, ( ) 3 11 6,

11 , ( ) 3 11 3.

a k k a k k k

a k k a k

a k k a k

a k k a k

a k k a k

a k k a k

         

      

      

      

      

     

 

Значи, 2 3a   не е делив со 11 за кој било цел број .a  Затоа, дадената дропка 

не може да се скрати ни за еден цел број .a  

 

19. Докажи дека збирот 1 2 ...k k k
kS n    , каде n  е природен број, а k  е 

непарен природен број, е делив со збирот 1 1 2 ...S n    .  

Решение. Треба да се докаже дека 
( 1)

2
|

n n
kS


. Случаите 1k   и 2k   се три-

вијални. Да претпоставиме дека k  е поголем од 2 . Ќе разгледаме два случаи  

1  n  е парен. Изразот kS  ќе го запишеме во облик 

2 2
[1 ] [2 ( 1) ] ... [( ) ( 1) ]k k k k k kn n

kS n n                           (1)  

Секој од изразите во средните загради е делив со 1n , што значи дека 1n  го 

дели kS . (Имено, за k  непарен број е исполнето  

1 2 1( )( ... )k k k k ka b a b a a b b        ). 

Ако kS  го запишеме во облик  

2 2
[1 ( 1) ] [2 ( 2) ] ... [( 1) ( 1) ]k k k k k k kn n

kS n n n                   ( 2)  

тогаш секој израз во средните загради е делив со  
2
n , а исто така  и  kn  е делив со 

2
n . Значи, ако n  е парен број тогаш 1 | kS S . 
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 2  Нека n  е  непарен број. Во тој случај, секој израз во средните загради, во 

разложувањето (1)  е делив со 1
2

n  па затоа 1
2

|n
kS . Освен тоа, секој израз во 

средните загради од разложувањето ( 2) , е делив со n  и kn  е делив со n . Значи 

| kn S , па според тоа 
( 1)

2
|

n n
kS


, што и требаше да се докаже.  

 

20. Одреди го реалниот број x  од условот 2 3,x 5 14x  и 2 3
5 14

x
x



 да се цели 

броеви. 

Решение. Нека: 2 3
5 14

2 3, 5 14, x
x

a x b x c 


     , каде ,a b  и c  се цели броеви. 

Имаме 10 15 5 ,10 28 2 , .x a x b a bc      Оттука 5 2 13a b   и (5 2) 13.b c   

Бидејќи 13 е прост број, 1b  , 3a   и 3c  . Заради тоа 3x  . 

 

21. Нека  n  и k  се  природни броеви, k n . Докажи ги равенствата: 

а) 333...3

n

 333...3

k 1

111...1

k

 0999...9

n k 1

888...89

k

  

б) 666...6 666...6

n k

 

1

444...4

k

3999...9

n k 1

555...56

k

. 

Решение. а) Имаме:  
0 1 2 1 0 1 2 1

10 1 10 1 1
9 9 9

3 (10 10 10 ... 10 ) 3 (10 10 10 ... 10 )

9 (10 10 10 1).
n k

n k

n k n k

L  

 

           

      
 

11

1 1 1 1

10 1 10 1110 1
9 9 9

1
9

9 8 10 ... 8 10 9 10 ... 9 10 0 10 10 ... 10

9 8 10 9 10 10

(10 10 10 1),

n k kk

k k n n n n k

k n

n k n k

D

 

    

 



               

        

   

 

т.е. L D .  

б) Доказот е сличен како под а). Деталите ги оставаме на читателот за вежба.  

 

21. Страните на една книга се означени со броевите 1  до 100  на вообичен 

начин. Од книгата се откинати одреден број листови и збирот на броевите на 

откинатите страни е 4949 . Колку листови се откинати од книгата? 

Решение. Секој лист во книгата е означен со броевите 2 1n  и 2n  за некој 

{1,2,3,....,50}n . Нивниот збир е еднаков на 4 1n . Со k  ќе го означиме бројот 

на листови кои останале. Тогаш  

  1 2(4 1) (4 1) ... (4 1) (1 2 3 ... 100) 4949 101kn n n              

  1 24( ... ) 101kn n n k     .  

Бидејќи 101 3(mod 4) , добиваме дека 3 (mod 4)k  . Значи k  припаѓа на 

множеството {3,7,11,15,...,97} .  

Ако 7k  , тогаш  

1 2 74( ... ) 7 4(1 2 3 4 5 6 7) 7 105 101n n n              . 

Ако 7k  , тогаш слично како и претходно  
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1 2

2 2

( 1)
4( ... ) 4(1 2 3 ... ) 4

2

2 2 7 7 108 7 115 101.

k
k k

n n n k k k k

k k


            

         

 

Значи 7k   од каде заради условот за k , добиваме 3k  . Според тоа, 

останале 3  листови, а се откинати 47  листови.  

Секако дека таков случај е можен, на пример ако се истргнати првиот, вториот 

и 23 -от лист. Тогаш  

1 2 3 4 45 46 10 91 101        . 

Во општ случај  

1 2 34( ) 3 101n n n    , т.е. 1 2 3 27n n n   . 

Последната равенка има повеќе решенија: {(1,3,23),(1,5,21),...} .   

 

22. Да се најдат сите можни целобројни вредности за , такви што 

 е цел број.  

Решение. Ако  и , тогаш  

 ,  

 .  

Но, тогаш  

. 

 Меѓу два последователни природни броеви не постои природен број, па според 

тоа  не е природен број.  

 Ако , тогаш  

 

,  

,  

,  

односно     

. 

Меѓу последователните природни броеви  и  не постои природен број, 

па според тоа во овој случај  не е природен број.  

За  добиваме  

, 

а за  добиваме  

. 

Значи, единствени цели броеви  за кои  е цел број се  и 

.   

 

23. Природниот број го нарекуваме палиндром ако тој е еднаков на бројот 

запишан со истите цифри но во обратен редослед. Определи ги сите природни 

броеви  и  такви што  

m

2 1m m 

m 0m 

2 2 21 2 1m m m m m     

2 2 21 ( 1)m m m m    

2 1 1m m m m    

2 1m m 

2m  

2 2 22 1 1m m m m m     

2 2 2( 1) 1m m m m    

2 2 2( 1) 1m m m m    

| 1| 1 | |m m m m    

2( 1) 1m m m m      

( 1)m  m

2 1m m 

0m 

2 21 0 0 1 1 1m m      

1m  

2 21 ( 1) ( 1) 1 1 1m m        

m 2 1m m  0m 

1m  

m n
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е палиндром.    

Решение. Да забележиме дека  има  цифри, бидејќи   

 

цифри. 

Ако , тогаш разгледувајќи ги првите десет најлеви цифри на , девет-

тата цифра нема да е 9, па според тоа бројот што се состои од првите девет цифри 

на  е поголем од бројот формиран од од последните девет цифри на  но 

запишани во обратен редослед. Според тоа, ако  и  се поголеми од 9 бројот 

 не е палиндром.  

Ако барем еден од броевите  и  не е поголем од 9, не е тешко да се види 

дека  ќе биде палиндром.  

 

24. Определи ги природните броеви  за кои постојат рационални броеви  и 

 кои не се цели, така што  и  се цели броеви.      

Решение. Случај 1. Нека  е непарен природен број. Бираме  и 

. Јасно е дека  и  се рациоанлни броеви кои не се цели. Притоа,  

. 

Од друга страна,  

 

Секој собирок во заградата од десната страна има именител  па тој збир е цел 

број.  

Случај 2. Нека  е непарен број, т.е.  и нека  и  се рационални 

броеви за кои се исполнети условите од задачата. Тогаш  и , при што 

,  и . Тогаш  

   

каде  е цел број.  

Бидејќи  е цел број, од равенството  добиваме дека 

, т.е. . Од тоа што  добиваме дека , а бидејќи 

 имаме . Според тоа,  и  се непарни броеви, па збирот  

при делење со  има остаток , а тој треба да е делив со  за .  

Заради добиената контрадикција,  не може да е парен број.   

 

111...11 111...11

m n



пати пати

111...1 111...1

m n

N

 

  1m n 

1 1 2

пати пати

111...1 111...1 2 10 2 10 4 10m n m n

m n

N    

 

       

, 9m n  N

N N

m n

N

m n

N

n a

b a b n na b
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25. Тројката природни броеви  ја нарекуваме хармониска ако 

. Докажи дека за секој природен број , бројот на хармонични 

тројки е еднаков на бројот на делители на бројот .  

Решение. Ако  е хармонична тројка тогаш  и , односно 

 и . Значи,  и .  

Од друга страна, имаме  

 

 

 

  .                 (*) 

Ако  се такви што , тогаш равенката (*) има едно решение , т.е.  

 

Обратно, ако  е едно решение на (*), тогаш , каде  и 

. 

Според тоа, помеѓу множеството решенија  на (*) и множеството 

 постои обратно еднозначно соодветствие. Според тоа, бројот 

на хармониски тројки е еднаков на бројот на делители на .  

 

26. Докажи дека за произволен природен број , постои растечка низа од 

природни броеви , таква што  е делител на 

 за секој .  

Решение. Нека  е произволно избран природен број. Јасно е дека тврде-

њето важи за . Нека претпоставиме дека тврдењето е точно за било кој при-

роден број не поголем од  (индуктивна претпоставка). Ќе воведеме ознаки 

 и . Според индуктивната претпоставка  

. 

Од равенството  

 

добиваме дека избраниот број  треба да е таков што . Сега е 

јасно дека доволно е за  да избереме  

 

 Тогаш  

 

 

и   

 

( , , )a b c

1 1 1

a b c
  c

2c

( , , )a b c
1 1

c a


1 1

c b


a c b c 0a c  0b c 

ca cb ab 
2 2ab ca ca c c   

2( ) ( )a b c c b c c   
2( )( )a c b c c  

( , )r s 2rs c ( , )a b

,

.

a c r

b c s

 

 

( , )a b 2c rs r a c 

s b c 
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1 |n n n na B A B  

1na 

2
1n n n na A B B   

2
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Од друга страна,  

. 

Според принципот на математичка индукција, тврдењето од задачата е точно.  

 

27. Природниот број  може да се претстави како збир на квадрати на три 

цели броеви, секој од кои е делив со 3. Докажи дека  може да се претстави како 

збир на квадрати на три цели броеви, кои не се деливи со 3.  

Решение. Од условот на здачата бројот  може да се претстави во облик  

  ,                 (*) 

 и  не е делив со 3.  

Секој број од облик (*) може да се претстави на поинаков начин.  

Лема. Секој број од облик (*) може да се претстави во облик  

, 

каде  и .  

Доказ. Без ограничување на општоста можеме да сметаме дека  не е 

делив со . Во спротивно  ќе го замениме со , при што добиваме број 

 кој не е делив со . Сега  

   

Секој од броевите  е конгуентен со бројот 

, кој не е делив со . Значи, ниту еден од нив не е делив со .  

Сега со употреба на лемата  можеме да го запишеме во облик  

 

и .  

Доволно е лемата да се примени уште  пати последователно, за да се 

добие бараното претставување.  

 

28. Нека  е природен број, , и  е збирот на сите делители на   

(вклучувајќи ги  и ). Докажи дека  

  ,               (*) 

каде  е бројот на сите делители.  

Решение. Нека  се делителите на бројот . Без ограничување на 

општоста можеме да претпоставиме дека  

. 

Но, тогаш , од каде заради неравенството меѓу аритметичка и 

геометриска средина е исполнето:  

 

(неравенството е строго бидејќи , за било кој , ).  

Со тоа е докажано левото неравенство.   

Од равенството , добиваме  

2
1n n n na A a a   

N

N

N

2 2 29 ( )n a b c 

, , ,a b c n a

1 2 2 29 ( )n x y z  

, ,x y z 3 | , ,x y z
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2a b c a b c a       3
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

9( ) (4 4 ) ( 4 4 ) (4 4 )

(2 2 ) (2 2 ) (2 2 ) .

a b c a b c a b c a b c

a b c b c a a c b

           

        

2 2 , 2 2 , 2 2a b c b c a a c b     
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k k k
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  .               (1) 

Да забележиме дека , за секој . Но тогаш , па според тоа  

. 

Доволно е да се докаже дека , . Истото ќе го докажеме со помош 

на принципот на математичка индукција.  

За  имаме  

. 

Нека тврдењето е точно за , т.е. (индуктивна претпоставка). Од 

точноста на неравенството  

, , 

ја добиваме точноста на неравенството . Сега  

. 

 Според принципот на математичка индукција  за секој .  

Со тоа е докажана (*).   

 

29. Докажи дека природниот број  е квадрат на природен број ако и само ако 

за секој природен број , барем една од разликите  

, , …,  

е делива со .  

Решение. а)Нека  каде . Тогаш за секој  имаме  

. 

Природните броеви од низата  

        (1) 

се делители на природните броеви од низата  

, , …, , 

соодвено.  

Но за низата (1) од  последователни природни броеви постои , така што  

е делител на , па значи и на  .  

б) Нека  не е квадрат на природен број. Тогаш постои прост делител  на 

, таков што  и  .  

1 1 1

1k k k

i
i ii i i
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Ќе избереме . Според условот опишан во задачата, за некој 

 разликата  е делива со . Според тоа  и 

 имаа еднакви остатоци при делење со . Но , па според теоремите 

за деливост . Бидејќи  е полн квадрат добиваме дека 

. Повторно според теоремите за деливост .  

Заради добиената` контрадикција добиваме дека  е полн квадрат.   

 

30. Нека  1
2

1x    и  k . Пресметај го збирот 1 2
1 1

[ ] [ ] ... [ ]x x x k
x x x k

S   
  

    . 

Решение. Од условот  1
2

1x    го добиваме равенството:  

1 1 1 1
1 2 1

[ ] [ ] ... [ ] 0, [ ] 1
x x x k x   

     .  

Затоа  
1 2

1 1

1 1 1
1 1

1 1 1
1 1

[ ] [ ] ... [ ]

[1 ] [1 ] ... [1 ]

1 [ ] 1 [ ] ... 1 [ ]

1.

x x x k
x x x k

x x x k

x x x k

S

k

  
  

  

  

   

      

      

 

 

 

31. Ако x  е реален број, докажи го равенството  1
2

[ ] [2 ] [ ]x x x   . 

Решение. Нека 1
0 2

,x x y    каде 1
2

y  . Тогаш  

0[ ]x x  и 1
0 02

[ ] [ 1] 1.x x y x       

 Исто така 0 0[2 ] [2 2 1] 2 1x x y x     .  Затоа  

1
0 0 0 2

[2 ] [ ] 2 1 1 [ ]x x x x x x        . 

 

32. Нека n  е природен број. Пресметај го збирот  
2

2 3 1

1 2 2 2
2 2 2 2

[ ] [ ] [ ] ... [ ]
k

k

n n n nS


        .  

Решение. Имаме  

2 3 1

1 1 1 1
2 2 2 2 22 2 2

[ ] [ ] [ ] ... [ ]
k

n n n nS


         . 

Со примена на равенството од претходната задача добиваме  

2 2 3 1 12 2 2 2 2 2 2 2
([ ] [ ]) ([ ] [ ]) ([ ] [ ]) ... ([ ] [ ]) [ ] [ ]

k k k

n n n n n n n nS n n
 

           .  

 

33. Реши ја равенката  
2 1 4 1 5 4

3 6 3
[ ] [ ]x x x    .  

Решение. Воведуваме ознака 2 1
3
x y  . Тогаш ја добиваме равенката 

5 11
2 2

[ ] [ ]
y

y y


   . Ако го искористиме равенството од задача 31 добиваме 

5 1

2
[2 ]

y
y


 . Со смената 

5 1

2
, ( )

y
a a


   добиваме 4 2

5
[ ]a a  . Според тоа 

2kn p

2{1, 2, 3,..., }kj p
2( )A j A  2kp 2( )A j

A 2 1kp  2 1 |kp A

2 1 2| ( )kp A j  2( )A j
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4 2
5

1.aa a    Конечно добиваме 3 2,a    па според тоа можните вредности 

за a  се:  2, 1,0,1,2  . Оттука 72 1 4
5 5 5 5

{ , , , ,2}x  .  

 

34. Определи ги сите природни броеви m   и n  за кои  

  
2

[ ] [ ]n n
m m

mn  .          (*) 

Решение. Ќе разгледаме два случаи. 

Случај 1. n m . Во овој случај очигледни се неравенствата 
2 2

[ ] [ ]n n n
m m m

m mn mn     . n m  

Во овој случај равенката нема решение во множеството природни броеви.  

Случај 2. n m . За било кој реален број a  со { }a  ќе го означиме неговиот 

децимален дел. Имаме, [ ] { }a a a  . Ако последното равенство го примениме на 

2

[ ]n
m

 и [ ]n
m

, добиваме  

2 2

{ } { }n n n n
m m m m

mn    . 

Бидејќи 
2

0 { },{ } 1n n
m m

  , имаме 
2 2

| | |{ } { }| 1n n n n
m m m m

mn     . Од последното нер-

авенство следува 
2 2| | | ( 1) | 1n n n

m m m
mn n m      , 

па според тоа  
2| ( 1) | 1m

n
n m    . 

Од тоа што m  и n  се природни броеви, 2( 1) 0n m   , т.е. 2 1n m  .  

Обратно, не е тешко да се провери дека за секој m  и 2 1n m   е 

исполнето равенството (*).  

 Конечно, единствени решенија се 
2, 1,m n m m   .  
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