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ПРЕДГОВОР  
 

 

 
Ниедно истражување на човекот не може да се нарече 

вистинска наука ако не е поткрепено со математички 

доказ. 

Проблематична е веродостојноста на тврдењата во 

науките каде што нема примена на ниту една математичка 

дисциплина, т.е. кои не се поврзани со математиката. 

Леонардо да Винчи  

 

 

 
 

Оваа книга на некој начин ја заокружува серијата збирки за работа со надарени 

ученици во средното образование. Самата книга е поделена на два дела и тоа 

Основно ниво и Напредно ниво. Во првиот дел се дадени 901 нерешени задачи 

кои се наменети за подготовка за натпревари до државно ниво. Како и збирката 

Математички талент С9 и во овој дел поголемиот дел од задачите се нови и не се 

содржани во првите девет збирки од серијата, но дел од задачите се повторуваат. 

Целта на разместувањето на исти задачи, но овој пат како нерешени е на извесен 

начин да се овозможи повторување на материјалот и подготовка за спешно 

решавање на останатите нерешени задачи.  

Во вториот дел од збирката, се содржани 197 нерешени задачи кои се задавани 

на различни меѓународни натпревари, но и на некои национални олимпијади. 

Намената на овие задачи е подготовка на учениците кои учествуваат на меѓуна-

родните натпрвари по математика, како што се Европскиот математички куп, Тур-

нирот на градовие, Иравнската геометрсика олимпијада, Мадитеранската матема-

тичка олимпијада, Азиско-пацифичката математичка олимпијада и слично.  

Рецензентите прод. д-р Даниел Велинов и проф. д-р Павел Димовски со своите 

сугестии придонесоа како да се подобрат формулациите на избраните задачи, така 

и да се подбри изборот на задаачите, особено во вториот дел на оваа збирка.  

И покрај вложениот напор, не можeме да се ослободиме од впечатокот дека се 

можни значителни подобрувања на оваа збирка решени задачи, како и отстра-

нување на евентуалните пропусти и грешки. Затоа, однапред сме благодарни на 

секоја добронамерна забелешка, критика и сугестија.  

На крајот, ќе ни биде особена чест и задоволство ако оваа збирка придонесе 

учениците да навлезат во тајните на математиката, а посебно ако математиката им 

стане животна определба на некои од нив.  

 

Скопје                  Авторите  

мај, 2020 г.                 
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I   ПРВ ДЕЛ: ОСНОВНО НИВО  
 

1.   МНОЖЕСТВА, ЛОГИКА И ИГРИ  
 

1. Во едно одделение има 30 ученици. Меѓу нив 13 играат фудбал, 12 играат 

кошаркаи 17 одбојка. Фудбал и одбојка играат 5 ученици, фудбал и кошарка 

5 ученици, одбојка и кошарка исто така 5 ученици. Колку ученици ги играат 

сите три спортови? Колку ученици играат само одбојка?  

 

2. Во еден град кој има 40000 жители во добротворни цели се организираат 

различни активности. Градоначалникот на крајот на годината се пофалил 

дека се одржани два концерти и лотарија и дека секој втор граѓанин учеству-

вал во добротворните активности. Познато е дека на концертот со озбилна 

музика имало 2000 посетители, на рок-концетот биле 8000 посетители и дека 

по една среќка за лотарија купиле 12000 жители. Понатаму, познато е дека 

500 жители биле на двата концерти, дека 50 жители кои биле на концертот 

озбилна музика учествувале во лотаријата и дека 3000 посетители на рок-

концертот учествувале во лотаријата. Никој не купил повеќе од една среќка.  

Дали изјавата на градоначалникот е точна?  

 

3. Дадени се множествата {8 1,5 }A r r   и {3 4,6 3,6 1}B r r r    . Определи 

го множеството A B  ако:  

а) r  е природен број,  

б) r  е рационален број.  

 

4. Докажи дека за секои множества , ,A B C  важи  

а) \ ( \ ) ( \ ) ( )A B C A B A C   ,  

б) ( \ ) \ ( \ ) ( \ )A B C A B A C  .  

 

5. Нека A  и B  се множества и  

( \ ) ( \ )A B A B B A   . 

Докажи дека:  

а) ( ) ( )A B C A B C     ,  

б) ( ) ( ) ( )A B C A B A C      .  

 

6. Нека S  е множество од 6 позитивни броеви такво што  

( , )( )a b S a b a b S      или a b S  . 

Докажи дека ако овие броеви ги наредиме во растечки редослед, тогаш раз-

ликата меѓу секои два соседни броја е константна.  

 

7. Определи ги сите тројки реални броеви ( , , )a b c  за кои множествата  

2 2 2{ 4 , 2 , 2 }a c b a c b    и { , 4 , }a c b c a b    

се еднакви и важи 2 2 6 5a b c   . Во секое од множествата елементите се 

меѓусебно различни.  
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8. Дадено е множеството {1,2,3,...,3 },S n n   и било кое негово подмноже-

ство T  кое има најмалку 1n  елемент. Докажи дека постојат елементи 

,a b T  такви што барем еден од броевите 1ab  или 4 1ab  е точен квад-

рат.  

 

9. Множеството {1,2,...,9}  е поделено на две дисјунктни подмножества A  и B . 

Докажи дека барем во едно од нив постојат три различни броеви , ,x y z  за 

кои важи x y z  .  

Докажи дека тврдењето не важи за множеството {1,2,...,8} .  

 

10. Докажи дека за 1n   множеството {1,2,3,...,3 |n  може да се разбие на 3 дис-

јунктни подмножества со по n  елементи и еднакви збирови на елементите.  

 

11. Определи ги сите броеви k  за кои множеството {1,2,3,...,100}  може да се 

разбие на k  дисјунктни подмножества така што збирот на елементите во 

секое подмножество ќе биде еднаков.  

 

12. Дадени се 2000 тегови со маси 
3 3 3 31 ,2 ,3 ,....,2000  грама. Докажи дека тие 

може да се разбијат во две групи од по 1000 тегови, така што збирот на 

масите во двете групи е еднаков.  

 

13. Нека {1,2,3,...,2 1}A n  . Од множеството A  отстрануваме 1n  броеви така 

што важи:  

а) ако е отстранет бројот a A  и ако 2a A , тогаш мора да се отстрани и 

2a ,  

б) ако се отстранети броевите ,a b A  и ако a b A  , тогаш мора да се 

отстрани и a b .  

Кои броеви мора да се отстранат така што збирот на броевите кои останале 

во множеството ќе биде максимален?  

 

14. Множеството {1,2,..., }S n  прво е разбиено на m  непразни подмножества, а 

потоа на 2m  непразни подмножества. Докажи дека некои m  елементи на 

множеството S  во првото разбивање биле сите во едно множество, а во 

второто разбивање биле сите во различни множества.  

 

15. Нека n  е природен број. Докажи дека множеството 1{1,2,3,4,...,2 }n  може да 

се разбие на две дисјунктни подмножества така што збировите на k  тите 

степени н елементите на двете подмножества се еднакви, за 0,1,2,...,k n .  

 

16. Множеството природни броеви е поделено на две множества A  и B . 

Докажи дека постојат природни броеви x  и y  поголеми од 2011 така што 

,x y  и xy  припаѓаат во едно од тие множества.  
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17. Студент во текот на петгодишното школување положил 31 испит. Секоја 

година тој полагал повеќе испити отколку претходната, а во петата година 

положил петпати повеќе испити отколку во првата година. Колку испити 

положил студентото во четвртата година на студирање?  

 

18. На шаховски турнир првите четири места ги освоиле Темелко, Филип, Иван 

и Хари. На прашањето на новинарите како се пласирале, добиени се следниве 

изјави:  

Темелко:  Филип и втор, а Иван е трет.  

Филип:   Иван е втор, а Темелко е четврт.  

Иван:   Темелко е трет, а Хари е втор.  

Незадоволен од својот пласман Хари не сакал да даде изјава. Останатите, со 

намера да ги збунат новинарите, дали по еден точен и по еден неточен 

податок, што им го кажале на новинарите. Кој е точниот редослед на првите 

четворица пласирани на турнирот?  

 

19. Шест ученици , , , , ,A B C D E F  решавале некоја задача. Задачата ја решиле 

двајца. На прашањето кој ја решил задачата добиени се следниве пет одго-

вори:  

1) A  и C ,  

2) B  и E ,  

3) F  и A ,  

4) B  и F ,  

5) D  и A .  

Во четири од овие пет одговори еден дел е точен, а другиот не е точен, 

додека во еден од одговорите двата дела не се точни. Кои ученици ја решиле 

задачата?  

 

20. Околу тркалезна маса седат десет ученици. Секој ученик замислил еден број 

и тој број им го кажал на своите соседи (лево и десно) така што другите уче-

ници не слушаат. Потоа, секој од учениците, одејќи во круг, јавно ја кажува 

аритметичката средина на двата броја кои ги дознал од своите соседи. Ако 

последователно се соопштени броевите 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, кој број го 

замислил ученикот кој јавно го кажал бројот 6.  

 

21. Илија може да размени произволен број пати:  

- 1 слива и 1 круша за 2 јаболка,  

- 1 круша и 1 јаболко за 3 сливи,  

- 1 јаболко и 1 слива за 4 круши.  

На почетокот Илија имал по 2012 сливи, јаболка и круши. Илија направил 

определен број размени и дошол во ситуација во која имал 2012 јаболка, 2012 

круши и повеќе од 2012 сливи. Кој е најмалиот број сливи кои може да ги 

има во ваква ситуација?  

 

22. Пет семејства имаа заеднички бунар. За да се досегне до површината на 

водата во бунарот потребни се две јажиња на семејството A  и едно јаже на 

семејството B , или три јажиња на семејството B  и едно јаже на семејството 

C , или четири јажиња на семејството C  и едно јаже на семејството D , или 
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пет јажиња на семејството D  и едно јаже на семејството E , или шест 

јажиња на семејството E  и едно јаже на семејството A . Која е нјамалата 

длабочина на бунарот до површината на водата и колку се долги јажињата на 

одделните семејства ако е познато дека нивните должини се природни 

броеви? (Секое семејство има јажиња со еднаква должина.) 

 

23. На еден тениски турнир секој тенисер игра по еден меч со секој друг тенисер. 

Во тенисот нема нерешени резултати. Докажи дека меѓу тенисерите постои 

тенисер кој ќе ги именува сите учесници, освен самиот себе, кога ги именува 

сите тенисери кои ги победил, а исто така и сите тенисери кои се победени од 

тенисерите кои тој ги победил. Дади барем еден пример со кој ќе го прове-

риш тврдењето.  

 

24. Околу тркалезна маса седат 2016 луѓе, од кои секој или е вистинољубец 

(секогаш ја говори вистината) или е лажливец (секогаш лаже). На секој од 

нив му е дадена по една картичка на која е напишан по еден природен број. 

Броевите запишани на картичките се различни. Откако ги погледнале своите 

броеви и броевите на своите соседи (по еден од лева и десна страна), секој од 

овие луѓе ркол: Мојот број е поголем од двата броја на моите соседи. Потоа 

k  луѓе рекле: Мојот број е помал од двата броја на моите соседи. Определи 

ја најголемата можна вредност за k .  

 

25. На натпревар по математика 200 ученици решавале 6 задачи. Секоја задача ја 

решиле најмалку 120 ученици.  

Докажи дека постојат два ученика такви што секоја задача ја решил барем 

еден од нив.  

 

26. Во еден парламент се поделени 200 мандати меѓу 8 политички партии така 

што никои 5 партии немаат двотретинско мнозинство. Докажи дека постојат 

две партии кои имаат еднаков број парламентарци.  

 

27. На еден собир има n  луѓе за кои за секои тројца важи: или сите тројца меѓу-

себно се познаваат или само двајца од нив се познаваат. Докажи дека ако 

меѓу учесниците на собирот постојат двајца кои не се познаваат, тога постои 

учесник кој има повеќе непознати од познати.  

 

28. Меѓу девет мускетари некои се скарале и се предизвикале на двобој. Докажи 

дека или постојат тројца од кои секои двајца се скарани или постојат четво-

рица од кои никои двајца не се скарани. Дали тврдењето важи за 8 муске-

тари?  

 

29. Во затвор се доведени 100 затвореници. Надзорникот им рекол:  

Ќе ви дадам една вечер да поразговарате меѓусебно, потоа ќе ве распоредам 

во одвоени ќелии па повеќе не ќе можете да комуницирате. Понекогаш некој 

од вас ќе го носам во просторија во која се наоѓа сијалица (на почетокот 

сијалицата е исклучена). Одејќи од собата вие можете да ја оставите 

сијалицата вклучена или исклучена, како сакате. Ако во некој момент некој 

од вас ми каже дека дека сите веќе сте биле во собата и ако биде во право, 
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тогаш ќе продолжам да ве доведувам во собата се додека уште некој друг 

не каже дека сите веќе биле во собата. Ако и тој биде во право, сите ќе ве 

ослободам. Ако било кој згреши сите ќе ве фрлам доживотно во самица. И 

немојте да се грижите дека некого ќе заборавам – ако ќутите, сите ќе 

бидете во собата со сијалица и никого ниту една посета нема да му биде 

последна.  

Дали можат затворениците да смислат стратегија која им гарантира слобода?  

 

30. Двајца играчи наизменично запишуваат произволни природни броеви во 

слободните полиња на табла 8 8 . Кога таблата ќе се пополни се пресмету-

ваат збировите на броевите по редови и колони. Бројот на поените на првиот 

играч е бројот на колоните со парен збир, а бројот на поените на вториот 

играч е бројот на редовите со парен збир.   

а) Докажи дека вториот играч секогаш може да игра така што ќе освои 

поголем број поени.  

б) Која е најголемата разлика на поени што може да ја оствари вториот 

играч?  

 

31. Андреј и Горјан ја играат следнава игра. На почетокот Андреј разбива даден 

рамностран триаголник на конечно многу четираголници. Потоа Горјан и 

Андреј наизменично ги бојат темињата начетириаголникот во една од четири 

бои, при што прв почнува Горјан. Играта е завршена кога се обоени сите 

темиња. Победник е Андреј ако постои четириаголник кај кој сите темиња се 

обоени со различна бои. Во спротивно победник е Горјан. Кој играч има 

победничка стратегија?  

 

32. Двајца играчи земаат топчиња од две кутии. Играчот кој е на потез избира 

кутија и од неа може да земе произволен број топчиња. Победник е играчот 

кој последен ќе земе топчиња. Како треба да игра првиот играч за да победи, 

ако во едната кутија има 76, а во другата има 976 топчиња?  

 

33. Две момчиња играат игра со две кутии во кои има бонбони. Во првата кутија 

има 12 бонбони, а во втората 13 бонбони. Потез се состои од тоа да момчето 

земе две бонбони од една кутија или да премести една бонбона од првата во 

втората кутија. Момчето кое не може да одигра потез ја губи играта.  

Докажи дека момчето кое игра второ по ред не може да изгуби. Дали може да 

победи?  

 

34. Експерт на суд сака да докаже дека од 14 монети 7 се неисправни (тој знае 

кои се). Судијата знае дека неисправните монети се со еднаква тежина, а исто 

така и исправните и дека неисправните се полесни од исправните. Експертот 

сака со три мерења на вага без тегови да докаже на судијата кои монети се 

неисправни. Дали тоа може да го направи?  

 

35. Дадено е колекција тегови со следниве својства:  

а) постојат барем пет тегови со меѓусебно различни маси,  

б) за било кои два тега постојат други два тега со еднаков збир на маси.  

Определи го најмалио можен број тегови во оваа колекција.  
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36. На шаховски турнир се одиграни вкупно 100 партии. Двајца шахисти пред-

време напуштиле турнирот. Секој од нив до напуштање на турнирот одиграл 

по 5 парти. Дали тие играле меѓусебно пред напуштање на турнирот?  

 

37. На шаховски турнир секој шахист играл по една партија со секој друг ша-

хист. Бодовите кои ги освоиле шахистите формираат аритметичка прогре-

сија. Колку бода освоил победникот на турнирот, ако последнопласираниот 

освоил 2,5 бода.  

 

38. На шаховско првенство учествуваат 4n  шахисти и секој од нив игра по две 

партии со секој од преостанатите 4 1n  шахисти, една со бели и една со 

црни фигури. Докажи дека на крајот на првенството збирот на освоените 

бодови на било кој n  шахисти не може да биде поголем од збирот на осво-

ените бодови на преостанатите 3n  шахисти.  

(Во шаховска партија играчот за победа добива по 1 бод, за нереѓен резултат 

по 0,5 бодови и за пораз добива 0 бодови.) 

 

39. На ракометен турнир секои две екипи играле само по еден натпревар. По за-

вршувањето на турнирот првопласираната екипа освоила седум бодови, вто-

ропласираната пет, а третопласираната три бода. Колку екипи учествувале на 

овој турнир? (Во ракометот екипата за победа добива 2 бода, за пораз 0 

бодови и за нерешен резултат 1 бод.) 

 

40. На фудбалски турнир учествувале 4 екипи. Секоја екипа одиграла точно еден 

натпревар со секоја друга екипа. За победа победникот добива 3 бода, а 

поразениот 0 бодови, а за нерешен резултат двете екипи добиваат по 1 бод. 

На крајот на турнирот сите екипи освоиле различен број бодови, а првопла-

сираната екипа освоила 6 бода. По колку бодови освоила секоја од преос-

танатите три екипи?  

 

41. Во рамнината нацртај точка A  и од неа повлечи седум различни отсечки. 

Избери некои од слободните крајни точки на отсечките (може и сите) и од 

секоја од нив конструирај седум нови отсечки. Дали во некој момент може да 

имаме  

а) 35 слободни крајни точки,  

б) 2010 слободни крајни точки.  

 

42. Во таблица m n  е дозволено на сите броеви од еден ред или една колона да 

им се замени знакот. Докажи дека по неколку такви операции можеме да 

постигнеме збирот на броевите на произволен ред или колона да е негативен.  

 

43. На таблата се запишани три позитивни броеви ,x y  и 1. Дозволено е на 

таблата да се допише збирот или разликата на некои два од веќе напишаните 

броеви, или да се напише реципрочната вредност на некој од веќе напиша-

ните броеви. Дали секогаш може да се добие бројот:  

а) 2x ,          б) xy .  
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44. На таблата на почетокот се запишани броевите 1

2
2, 2, . Секои два од 

запишаните броја во даден момент може да се заменат со новниот збир и нивната 

разлика поделена со 2 . Дали е можно со повторување на оваа постапка да 

се добие тројката броеви 1, 2,1 2 ?  

 

45. На почетокот на таблата се запишани броевите 1, 2, ..., 2019. Во еден чекор е 

дозволено да се заменат некои два броја a  и b  со бројот ab a b  . Дали е 

можно на овој начин да се добие бројот 20202 1 .  

 

46. На таблата се запишани неколку нули, единци и двојки. Бришиме две различ-

ни цифри и наместо нив ја запишуваме третата цифра (на пример, 2 наместо 

1 и 0 итн.). Нека по неколку последователни повторување на постапката на 

таблата останала една цифра. Докажи дека ако сме ги бришеле и допишувале 

цифрите во некој друг редослед и ако на таблата останала една цифра, тогаш 

таа е еднаква на цифрата која останала во претходната постапка.  

 

47. На таблата на почетокот се запишани броевите 0,1, 2 . Во еден чекор е 

дозволено на еден од овие броеви да се замени со збирот на тој број и 

разликата на другите два броја помножена со некој рационален број. Дали 

може по конечен број чекори да се добијат броевите 0,2, 2 .  

 

48. Дадени се 34 цели броеви и операција која произволно избрани 23 од даде-

ните броеви ги зголемува за 1. Докажи дека ако оваа операција ја примениме 

неколку пати, можеме да постигнеме сите броеви да се меѓусебно еднакви.  

 

49. Да претпоставиме дека полжав ползи по маса со константна брзина и дека на 

секои 15 минути се врти за 90 , а во интервалите меѓу свртувањата се движи 

по права линија. Докажи дека полжавот може да се врати во почетната точка 

само по цел број часови.  

 

 

 

2.   АЛГЕБАРСКИ ИЗРАЗИ  
 

1. Пресметај  

|| ... ||| 2010 1| 2 | 3 | ... 99 | 100 |      . 

 

2. Ако за целите броеви , , ,a b c d  важи 12ab cd   и 43ad bc  , докажи дека  

2 2 2 2 1994a b c d    . 

 

3. Докажи дека збирот на квадратите на пет последователни цели броеви не 

може да биде точен квадрат.  

 

4. Докажи дека  
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( )( )a a b a c abc   ,  

ако 0a b c   .  

 

5. Ако 1a b  , докажи дека  

3 3 2 2

2( )

1 1 3

b aa b

b a a b



  
  . 

 

6. Ако за позитивните броеви , ,a b c  е исполнето равенството  

2 2 2
( ) ( ) ( ) 0a b b c c aab c bc a ca b        , 

докажи дека a b c  .  

 

7. Ако  

1
yx z

a b c
    и 0a b c

x y z
   , 

докажи дека  
22 2

2 2 2
1

yx z

a b c
   . . 

 

8. Ако 0x y z    и 2 2 2 1x y z   , пресметај ја вредноста на изразот 

4 4 4x y z  .  

 

9. Триаголни броеви се броевите од видот 
( 1)

2
,

k k
k


 . Докажи дека за n  

следниве тврдења се еквивалентни:  

а) n  може да се запише во облик на збир на два триаголни броја,  

б) 4 1n  може да се запише како збир на два квадрати.  

 

10. Изразот  
4 3 24 16 24 16 5x x x x     

разложи го на множители.  

 

11. Ако  
1 1 1
y z x

x y z     , 

докажи дека x y z   или 2( ) 1xyz  .  

 

12. Нека за реалните броеви , , , ( 1, 1, )x y z x y x y    важи равенството  

2 2

1 1

yz x xz y

x y

 

 
 . 

Докажи дека  
2

1

yz x

x
x y z




   . 

 

13. Нека , ,a b c  се различни реални броеви за кои важи  



Прв дел: Основно ниво   
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0a b c   . 

Докажи дека  
3 3 3( 672) ( 672) ( 672)

( )( ) ( )( ) ( )( )
2016

a b c

a b a c b a b c c a c b

  

     
   . 

 

14. Нека , ,a b c  се реални ненулти броеви такви што a b
b c
 . Докажи дека  

3 3 3

2 2 2 3 3 31 1 1( )
a b c

a b c a b c     . 

 

15. Ако  
1 1 1 1
x y z

x y z      , 

докажи дека  
3 3 3 1x y z   . 

 

16. Ако , ,a b c  се реални броеви такви што  

( )( )( ) 0a b b c c a    , 

докажи дека  
2 2 2 2 2 2

( )( ) ( )( ) ( )( )
b c c a a b

a b a c b c b a c a c b
ab bc ca

     
     . 

 

17. Нека , ,x y z  се различни реални броеви такви што важи 2016x y z   . 

Определи ја вредноста на изразот  
2 2 2( 1) ( 1) ( 1)

( )( ) ( )( ) ( )( )

x x y y z z

x y x z y z y x z x z y

  

     
  . 

 

18. Определи ја релацијата која ја задоволуваат параметрите , ,a b c  во која не се 

наоѓаат x  и y  ако:  

1 1 1, , , ( 0)
x y xy

a x b y c xy xy       . 

 

19. Упростиго изразот 
22 2

( )( ) ( )( ) ( )( )

yx z
x y x z y z y x z x z y     

  . 

 

20. Нека ненултите реални броеви , , ,a b c d  ги задоволуваат равенствата  

0a b c d     и 1 1 1 1 1 0
a b c d abcd
     . 

Определи кои вредности може да ги прима изразот  

( )( )ab cd c d  . 

 

21. Нека , ,a b c  се ненулти реални броеви такви што  

( ) ( ) ( ) 0a b c
bc ca ab

c b a c b a      . 

Докажи дека  
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2 2 21 1 1 1 1 1( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

b c c a a b

a b c
bc ca ab

a b c

c b a c b a
a b c

    

    
   . 

 

22. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви. Докажи дека од 2 2 2a b c   

следува  
2 2

2 2

( )

( )

a c b c b
c ab c a

  
 

 . 

Дали важи обратното тврдење?  

 

23. Упрости го изразот  
0 1 22 2 2 2( 1)( 1)( 1)...( 1), 1

n

a a a a a     .  

 

24. Пресметај ја вредноста на изразот:  
1 1 1 1 1

13 2 4 3 5 2015 2017 2016 2018
(1 )(1 )(1 )...(1 )(1 )A

    
      . 

 

25. Определи го најголемиот природен број n  за кој постојат различни реални 

броеви 1 2, ,..., nx x x  такви што  

2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 2 2 3 3 1 1... n n n nx x x x x x x x x x x x          . 

 

26. Ако за реалните броеви , ,x y z  важи  

1 1 1
y z x

x y z     , 

докажи дека x y z  .  

 

27. Определи ја вредноста на изразот  
1 1( 1) ( 1)a b    , 

за  
1(2 3)a    и 1(2 3)b   . 

 

28. Упрости го изразот  

1 1
2 22 2(1 ) 1 (1 ) 1

2 2

x x
 

   
 , 

каде 
1
2 12 (1 )x k k    и 1k  .  

 

29. Докажи дека ако  
1 1 1 1
a b c a b c 
   , 

тогаш за секој непарен природен број n  важи  

1 1 1 1( )
n n n

n

a b c a b c 
   . 

 

30. Пресметај ја вредноста на изразот  



Прв дел: Основно ниво   
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1
21 1[( 1) ( 1) ]S a b      

каде  
1 1(2 3) , (2 3)a b     . 

 

31. Докажи дека изразот  

7 48 5 24 3 8      

е цел број.  

 

32. Докажи го равенството  

2 2 2 1 2 2 2 1 2      .  

 

33. Докажи дека  

6 3
9 4 5 5 2 1    . 

 

34. Упрости го изразот  
1 12 1 1 3( ) ( ) 2( )( )x y x y x y x y
         . 

 

35. Докажи дека:  

3 3 3 3232( 20 14 2 20 14 2 ) 31( 5 2 5 2) 2017        . 

 

36. Ако за реалните броеви x  и y  важи  

2 2( 1 )( 1 ) 1x y y x     , 

докажи дека важи  

2 2( 1 )( 1 ) 1x x y y     . 

 

37. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви за кои важи  

ab bc ca abc   . 

Определи ги сите можни вредности на изразот  

2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

( ) ( ) ( )

( ) .

a b c b c b c a c a c a b a b

a b c a b c a b b c c a ba c

  

    

        

        
 

 

38. Запишани се броевите 2, 3, 4, ...., 2011 и сите нивни можни производи од по 

два броја, од по три броја итн. се до производот на сите 2010 броеви. Докажи 

дека збирот на реципрочните вредности на сите запишани броеви е еднаков 

на 1005.  
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3.   ТЕОРИЈА НА БРОЕВИ  
 

1. Определи ги сите трицифрени броеви abc  за кои важи  

2870acb bca bac cab cba     . 

 

2. На местата на знакот * стави цифри така што множењето ќе биде точно:  

*3** 45 37*15*  . 

 

3. Определи ги меѓусебно различните цифри , , , ( 0, 0)a b c d a b   така што  

abc bac adabc  . 

 

4. Реши го бројниот ребус  

, 0ab ab cdc ababcc a     

во кој буквите означуваат цифри.  

 

5. Докажи дека бројниот ребус  

DVA PET DESET  , 

каде , 0D P  , во кој на различните букви им соодветствуваат различни циф-

ри, а на исти букви исти цифри, нема решение.  

 

6. Датата на раѓање на малата Јаглика е запишана во видот . .J AG LIKA , при 

што на секоја буква соодветствува некоја цифра. Определи ја оваа дата ако  

JA GL IAK JAGLIK A    . 

 

7. Определи го четирицифрениот број abcd  за кој важи  

297,

23.

cda abc

a b c

  


  
 

 

8. Определи ги сите тројки цифри , ,x y z  за кои важи  

1 0,
x y z

xyz
 

 . 

 

9. Нека a  и b  се природни броеви. Докажи дека:  

а) ако ab  е парен број, тогаш постојат природни броеви c  и d  такви што  

2 2 2 2a b c d   ,          (1) 

б) ако ab  е непарен број, тогаш не постојат природни броеви c  и d  такви 

што ќе важи (1).  

 

10. Ако за природните броеви a  и b  важи  

2 2( 1) ( 1) 6 1a b ab      

докажи дека , ,2 1a b a  и 2 1b  се точни квадрати.  

 



Прв дел: Основно ниво  
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11. Нека A abcd  е природен број, а B bcda  е природен број делив со 7.  

а) Ако 0a   или 7a  , докажи дека бројот A  е делив со 7.  

б) Докажи дека природниот број 10 3A a  е делив со 7, па оттука заклучи 

дека бројот A  еделив со 7, ако и само ако 0a   или 7a  .  

в) Нека 7, , 0a b d c  . Определи го бројот A  така што тој ќе биде делив и 

со 3.  

 

12. Докажи дека за секој n  точно еден од броевите  

2 1 1

2 1 1

2 2 1,

2 2 2

n n
n

n n
n

A

B

 

 

  

  
 

е делив со бројот 5.  

 

13. Ако е 2 2n

n
   цел број, тогаш и 

22 2

2 1

n

n




 е цел број. Докажи!  

 

14. Нека x  и y  се природни броеви за кои 
22 11

1 1

yx
y x


 

  е цел број. Докажи дека 

2 1
1

x
y



 и 
2 1

1

y

x




 се цели броеви.  

 

15. Определи ги сите природни броеви кои се еднакви на збирот на своите цифри 

помножен со 224.  

 

16. Определи го најмалиот природен број n  таков што во децималниот запис на 

бројот 2 4n   првите три цифри по децималната запирка се нули.  

 

17. Определи ги сите природни броеви n  за кои бројот 4 3 24 22 36 18n n n n     

е квадрат на природен број.  

 

18. Докажи дека кубот на секој природен број поголем од 1 може да се претстави 

како разлика на квадрати на два природни броја.  

 

19. Природните броеви , ,a b c  се такви што a c  и b c  се квадрати на после-

дователни природни броеви. Докажи дека ab c  и ab a b c    се исто така 

квадрати на последователни природни броеви.  

 

20. Нека p  е прост број поголем од 3. Докажи дека неговиот квадрат при делење 

со 12 дава остаток 1.  

 

21. Ако за природните броеви , ,a b c  важи  

2 2 2a b c  , 

докажи дека производот abc  е делив со 6.  
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22. Докажи дека бројот 2 1n n   не е делив со бројот 59 за ниту еден природен 

број n .  

 

23. Докажи дека за секој цел непарен број разликата на кубот на тој број и 

самиот тој број е делива со 24.  

 

24. Докажи дека за непарен природен број n  бројот 3 23 3n n n    е делив со 

бројот 48. 

 

25. Докажи дека не постои природен број n  таков што бројот 22n n  е делив со 

2002.  

 

26. Ако n  е природен број, докажи дека бројот 2 1n   не е делив со 247.  

 

27. Нека S  е множество од10 природни броеви чиј знир е еднаков на 62. Докажи 

дека производот на сите елементи на множеството S  е делив со 60.  

 

28. Дадени се 99 природни броеви помали од 100. Докажи дека ако збирот на 

било кои три од овие броеви не е делив со 100, тогаш дадени броеви се меѓу-

себно еднакви.  

 

29. Колку најмногу бреви може да се изберат од множеството {1,2,3,...,1000}  

така што нема да постојат два броја меѓу избраните чиј збир е делив со нив-

ната разлика.  

 

30. Определи ги сите природни броеви n  такви што бројот  

1 1 1 1
2 3 !

!(1 ... )
n n

n       

е делив со n .  

 

31. Нека 22 , 1n n n   е прост број. Докажи дека тогаш бројот 3n  е делив со 6.  

 

32. Природниот број n  има непарен број делители ако и само ако е точен квад-

рат. Докажи!  

 

33. Докажи дека деветцифрен број во чиј запи учествуваат сите цифри освен ну-

лата и кај кој последната цифра е 5 не може да биде точен квадрат на приро-

ден број.  

 

34. Определи ги сите природни броеви n  за кои 43 6n n  е точен квадрат.  

 

35. Определи ја цифрата на десетките на бројот 
20102011  (во декаден запис).  

 

36. Определи ги сите трицифрени броеви n  кои при делење со бројот 11 даваат 

остаток еднаков на збирот на цифрите на бројот n .  
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37. Определи го остатоот од делењето на  

2019 девет

9 99 999 ... 999...999     

со бројот 1000.  

 

38. Докажи дека 4120 | n nk k   за секој природен број k  и за секој природен 

број 2n  .  

 

39. Нека , ,a b c  се цели ненулти броеви такви што 0a b c   . Докажи дека 

4 4 4 7 7 7|a b c a b c    .  

 

40. Нека S  е подмножество од множеството {1,2,...,2 }n  кое има 1n  елемент.  

а) Докажи дека постојат два заемно прости елементи на множеството S .  

б) Докажи дека множеството S  содржи два броја такви што едниот е 

делител на другиот.  

 

41. За природниот број велиме дека е палиндром ако исто се чита од десно кон 

лево исто како од лево кон десно. Определи ги сите прости броеви кои се 

палиндроми и кои во декаден броен систем имаат парен број цифри.  

 

42. Докажи дека за секој природен број n  бројот 19 8 17n   е сложен број.  

 

43. Да забележиме дека бројот 10001 73 137   не е прост. Докажи дека ниту 

еден член на низата  

10001, 100010001, 1000100010001, ... 

не е прост број.  

 

44. Нека n  е природен број.  

а) Докажи дека броевите 1n  и ( 2)n n  се заемно прости.  

б) Докажи дека производот ( 1)( 2)n n n   не е точен квадрат.  

 

45. Нека , , ,a b c d  се цели броеви такви што броевите , ,ac bd bc ad  се деливи со 

еден ист природен број m . Докажи дека тогаш и броевите bc  и ad  се дели-

ви со бројот m .  

 

46. Нека a  и b  се цели броеви такви што 2ab  е делител на 2 2a b a  . Докажи 

дека a  е точен квадрат на природен број.  

 

47. Определи ги сите сложени броеви n  за кои важи: ако  

1 2 11 ... k kd d d d n       

се сите делители на бројот n , тогаш броевите  

1 2 1 2 3 1 2, ,..., ... kd d d d d d d d       

исто така се делители на n .  
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48. Определи ги сите сложени броеви n  за кои важи: ако  

1 2 11 ... k kd d d d n       

се сите делители на бројот n , тогаш броевите 1 2d d  и 1 2 ... kd d d    исто 

така се делители на n .  

 

49. Нека n  е природен број и 1 2, ,..., ka a a  се природните делители на n , освен n . 

Ако 3k   и  

2 1 3 2 1... 0k ka a a a a a         

Докажи дека (2 1)n p p  , каде p  и 2 1p   се прости броеви.  

 

50. Нека p  и q  се прости броеви такви што 2 2p pq q   е квадрат на природен 

број. Докажи дека бројот 2 2p pq q   е прост.  

 

51. За природниот број n  со ( )d n  да го означиме најголемиот заеднички делител 

на броевите 2 1n   и 3( 1) 2n  . Определи ги сите вредности на ( ),d n n .  

 

52. Дадени се природните броеви  

, , 2 ,...., ( 1)a a d s d a n d    .  

Ако ниту еден од овие броеви не е делив со природниот број n , докажи дека 

d  и n  не се заемно прости.  

 

53. Докажи дека  

NZD(13 8 ,5 3 ) NZD( , )a b a b a b   , 

за секои ,a b .  

 

54. Определи ги сите броеви со кои може да се скрати дропката 8 7
5 6

,k
k

k


 .  

 

55. За кои природни броеви n  може да се скрати дропката 
3 22 3 1

4 2
n n n

n
  


.  

 

56. Ако , ,m n p  се природни броеви такви што  

2008
pm n

n p p m n m  
   , 

докажи дека барем една од дропките , ,
pm n

n p p m n m  
 може да се скрати.  

 

57. Определи ги сите парови природни броеви ( , )a b  такви што  

NZD( , ) NZS( , )ab a b a b  . 

 

58. На таблата се запишани 5 природни броеви. Во еден чекор се избираат два од 

запишаните броеви a  и b , такви што a b  и a  не е делител на b . Овие 

броеви се бришат и наместо нив на таблата се запишуваат броевите 
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NZD( , )a b  и NZS( , )a b . Кој е најголемиот број вакви чекори кои може да се 

направат?  

 

59. Ако m  и n  се природни броеви за кои важи 2 27 7 8 7m m n   , докажи дека 

бројот 
5

1n   е еднаков на збирот на квадратите на два последователни при-

родни броја.  

 

60. Докажи дека постојат бесконечно многу природни броеви n  такви што ако 

2| 3p n  , p  е прост број, тогаш постои ,k k n  таков што 2| 3p k   

 

61. Докажи дека постојат бесконечно многу тројки последователни природни 

броеви такви што секој од нив може да се запише како збир на квадрати на 

два природни броја.  

 

62. Докажи дека за секој 0n  бројот 22011
n

 може да се запише како збир на 

квадрати на три природни броја.  

 

63. Нека n  е природен број поголем од 1. Докажи дека бројот 9n  може да се 

претстави како збир на квадрати на три различни природни броја.  

 

64. Определи го најмалиот број k  за кој бројот 9961996  може да се претстави 

како збир на k  точни петти степени на природни броеви.  

 

65. Докажи дека не постојат природни броеви x  и y  такви 2 2x y  и 2 24x y  

се точни квадрати.  

 

66. Докажи дека не постои природен број n  таков што 32 2 1n n   е точен 

квадрат.  

 

67. Ако n  е природен број, докажи дека 2 3n n  не е точен квадрат.  

 

68. Дали постои природен број n  за кој бројот 2012 3n n  е точен квадрат.  

 

69. Определи го најмалиот природен број 1n   таков што бројот  
2 2 2 21 2 3 ... n

n
     

е точен квадрат.  

 

70. Нека  
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 1 (1 2 ) (1 2 3 ) ... (1 2 3 ... (2 ) )nS n            . 

Докажи дека 2nS  е точен квадрат ако и само ако 
3
n  и 1n  се точни квадра-

ти.  
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71. Докажи дека не постои прост број p  таков што 4 1p   е петти степен на 

некој природен број.  

 

72. Природниот број N  е запишан со цифрите 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 и е таков што 

цифрата i  во декадниот запис на N  се појавува 4i  пати, за 1,2,3,4,5,6,7i  . 

Докажи дека N  не е точен квадрат.  

 

73. Ако m  и n  се природни броеви за кои важи 2 27 7 12 7m m n    докажи 

дека бројот 1n  е еднаков на збирот на квадратите на два последователни 

природни броја.  

 

74. Докажи дека бројот 515  не може да се запише како збир на четврти степени 

на шетнаесет различни природни броеви.  

 

75. Определи го остатокот од делењето на бројот  

1 2 2 3 3 4 ... 2009 2010 2010 2011A            

со бројот 2012.  

 

76. Докажи дека за секој природен број n  поголем од 1 постојат n  последова-

телни природни броеви меѓу кои има точно два прости броја.  

 

77. Определи ги сите прости броеви p  такви што 2 23p   има точно 10 природ-

ни делители.  

 

78. Определи ги сите прости броеви p  за кои важи 43 | 7 6 1p p  .  

 

79. Определи ги сите парови прости броеви ( , )p q  за кои важи |12 1p q  и 

|12 1q p  .  

 

80. Определи ги сите парови прости броеви ( , )p q  такви што 2 2| 1pq p q  .  

 

81. Нека p  е прост, а m  и n  се природни броеви. Ако ( 1) | ( 1)mp n  , докажи 

дека | (2 2)np  .  

 

82. Докажи дека за секој прост број 2p   броителот на дропката  

1 1 1
2 3 1

1 ... ( , , NZD( , ) 1)m
n p

m n m n


       , 

е делив со p .  

 

83. Определи ги сите прости броеви p  такви што 4 22 16p p   е точен квадрат.  
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84. Определи ги сите природни броеви n  за кои 22 1n n   е точен квадрат.  

 

85. Докажи дека не постојат цели броеви m  и n  такви што 3 23 3m n   е точен 

куб.  

 

86. Нека m  и n  се цели броеви за кои  
3 3

2

1999m n m

mn

   

е исто така цел број. Докажи дека еден од броевите m  или 1999m  е точен 

куб.  

 

87. Определи ги сите природни броеви n  за кои 28 3 25n n   е точен куб.  

 

88. Докажи дека равенката  
2 22 11 2001x y   

нема целобројни решенија.  

 

89. Докажи дека равенката  
4 4 3 37( )m n m n    

нема решенија во множеството природни броеви.  

 

90. Определи ги сите прости броеви p  за кои дропката 
14

p
 може да се претстави 

како збир на реципрочните вредности на два природни броја.  

 

91. Определи ги сите тројки p q r   прости броеви такви што p q r   и 

( )( ) 27r p q p p    е точен квадрат.   

 

92. Определи ги сите парови прости броеви ( , )p q  така што броевите  

, , ,pa p q pq p q pq p q pq p q         

се исто така прости.  

 

93. Определи ги сите природни броеви , ,a b c  такви што ab bc ca   е прост број 

и важи  
a b b c
a c b a
 
 

 . 

 

94. Определи го најголемиот трицифрен прост број p  за кој равенката  

2 2 2(1 )x xy y p     

има барем едно целобројно решение.  

 

95. Реши ја равенката  
2 2 2p pq q r   , 

каде p  и q  се прости броеви, а r  е природен број.  
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96. Во множеството прости броеви реши ја равенката  
35 ( )p q p q   . 

 

97. Во множеството прости броеви реши ја равенката  
2 36100p qr  . 

 

98. Во множеството прости броеви реши ја равенката  
3 2 22 2( )p q p q   . 

 

99. Во множеството прости броеви реши ја равенката  
3( )p q p q   , 

 

100. Во множеството прости броеви реши ја равенката  
3 5 2( )p q p q   . 

 

101. Во множеството прости броеви реши ја равенката  
2 2 3 2p q r   . 

 

102. Во множеството прости броеви реши ја равебката  
3 3 3 236p q r r   . 

 

103. Во множеството прости броеви реши ја равенката  
2 2 2 2 2 2
1 2 3 4 5 6p p p p p p     . 

 

104. Во множеството природни броеви реши ја равенката  
3 3 3 3x y z xyz p    , 

каде p  е прост број поголем од 3.  

 

105. Во множеството природни броеви реши а равенката  
2 22 3 1x xy y   . 

 

106. Дали постојат природни броеви m  и n  такви што  

2 2 2011m mn n m n     . 

 

107. Во множеството природни броеви реши ја равенката  
2 2 2017( )x y x y   . 

 

108. Во множеството цели броеви реши ја равенката  
2 2 3 6x xy x y    . 

 

109. Во множеството цели броеви реши ја равенката  
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2 2x xy y x y    . 

 

110. Во множеството природни броеви реши ја равенката  
2 2( ) ( 2)( 2)( 2)xy x y x y x y      . 

 

111. Во множеството природни броеви реши ја равенката  
2 2 2 2 2 0ab a ab b a b      . 

 

112. Докажи дека равенката  
2 27 11 0x xy y     

има бесконечно многу решенија во множеството цели броеви.   

 

113. За даден природен број n  определи ги сите парови заемно прости пруиродни 

броеви p  и q  такви што  

2 2 2( 1)p q n p q    . 

 

114. Дадена е равенката  
3 3 3 49( )p q r p q r     . 

а) Докажи дека оваа равенка има бесконечно многу решенија во множеството 

прости броеви.  

б) Определи ги сите тројки ( , , )p q r  меѓусебно различнипрости броеви кои се 

решенија на дадената равенка.  

 

115. Во множеството природни броеви реши ја равенката  
2 2 2 686x y z   . 

 

116. Во множеството природни броеви реши ја равенката  
4 4 3 35( )x y x y   . 

 

117. Определи ги сите цели броеви n  за кои 4 8 15n n   е производ на два сосед-

ни броја.  

 

118. Збирот на реципрочните вредности на три природни броја е еднаков на 1. 

Кои се тие броеви?  

 

119. Во множеството природни броеви реши ја равенката  
1 1

1997
z

x y
  . 

 

120. Нека p  и q  се различни прости броеви. Докажи дека равенката 1 1 p

x y q
   

има решение во множеството природни броеви ако и само ако | 1p q  .  
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121. Нека p  е прост број. Во множеството природни броеви реши ја равенката  

1 1 1 1
x y x y p
   . 

 

122. Нека p  е прост број. Во множеството природни броеви реши ја равенката  

1 1 1 1
x y x y p
   . 

 

123. Ако n  е природен број, докажи дека равенките  

1 1 1 1 1 2,
x y n x y n
     

во множеството природни броеви имаат еднаков број решенија ако и само 

ако n  е непарен број.  

 

124. Определи ги сите природни броеви a  и b  такви што за , [ , ]x y a b  важи  

1 1 [ , ]
x y

a b  . 

 

125. Во множеството природни броеви реши ја равенката  
2 24 246834x y  . 

 

126. Докажи дека не постојат цели броеви a  и b  такви што важи  

2 23 17a b  . 

 

127. Во множеството цели броеви реши ја равенката  
2 23 5 4444x y  . 

 

128. Определи ги сите цифри 0, , ,a b c d  такви што дропката  

a
b c d 

 

има децимален запис 0,abc .  

 

129. Во множеството цели броеви реши ја равенката  
3 2 61x y xy   . 

 

130. Во множеството цели броеви реши ја равенката  
4 2008 22 1x y x   . 

 

131. Докажи дека равенката  
3 310 2001x y   

нема целобројни решенија.  

 

132. Докажи дека равенката 2 2 2x y   има бесконечно многу решенија во мно-

жеството рационални броеви.  
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133. Определи ги природните броеви 1 2 2002, ,...,x x x  за кои важи  

2 2 2
1 2 2002... 2019x x x    . 

 

134. Дали постојат различни природни броеви m  и n  такви што:  

а) 3 3201 201m m n n   ,  

б) 3 32010 2010m m n n   .  

 

135. Дали постојат природни броеви , , ,a b c d  такви што  

2 2 2 2

1 1 1 1 1
a b c d
    . 

 

136. Броевите 1,2,...,10  се разбиени во две групи така што производот на брое-

вите во првата група е делив со производот на броевите во втората група. 

Определи ја најмалата можна вредност која може да ја има количникот од 

делењето на првиот со вториот производ.  

 

137. Докажи дека секој позитивен рационален број може да се запише како коне-

чен збир на меѓусебно различни броеви од видот 1 ( 1,2,...)
n

n  .  

 

138. Во множеството прости броеви реши ја равенката  
2 11 2yxyz   .  

 

139. Докажи дека равенката   

3 1 5 7a b c    

нема целобројни ненегативни решенија по , ,a b c , освен 0a b c   .  

 

140. Во множеството цели броеви реши ја равенката  
2 3 7yx   . 

 

141. Во множеството ненегативни цели броеви реши ја равенката  

3 7 4x y z  . 

 

142. Во множеството природни броеви реши ја равебката  
2 1 1 23 2x x y   . 

 

143. Во множеството природни броеви определи ги сите решенија на равенката  

1! 2! ... ! zx y     

такви што 2z  .  

 

144. Определи ги сите парови ( , )m n  природни броеви кои го задоволуваат ра-

венството  

2 ! ! ( ! 2)n m m    . 
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145. Во множеството природни броеви реши ја равенката  
!! ! 15 2zx y   . 

 

146. Во множеството природни броеви реши ја равенката  

3n mm n  . 

 

147. Определи ги сите подредени тројки природни броеви ( , , )a b p  такви што 

8
8

a b
a b

p b 


   е прост број.  

 

148. Нека  
2

2 2

1

2
n

n
k

S n k n


   . 

Докажи дека [ ]nS n  и 2[ ] 2nS n .  

 

149. Во множеството цели броеви реши ја равенката  

142 корени

...x x x x x y      . 

 

150. Во множеството цели броеви реши го системот равенки  

2

2

120,

121.

x yz

y xz

  


 

 

 

151. Во множеството цели броеви реши го системот равенки  

31 2

50

8

1,

2 3 .

x y z

yz

yz
x y z



   



  


 

 

152. Во множеството цели броеви реши го системот равенки:  

20

10.

x y z

x y z

  


  
 

 

153. Природниот број 1n   е целосно практичен ако секој природен број кој е 

помал од n  може на единствен начин да се претстави како збир на различни 

делители на бројот n . Докажи дека секој целосно практичен број е степен на 

бројот 2.  

 

154. Нека p  и q  се различни прости броеви. Докажи дека  

1 1 1(mod )q pp q pq   . 

 



Прв дел: Основно ниво  
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155. За природниот број n  со ( )n  да го означиме бројот на природни броеви кои 

се помали од n  и се заемно прости со n . Определи ги сите природни броеви 

n  за кои ( ) |n n .  

 

156. Нека a  и b  се рационални броеви. Ако a b  е рационален број, тогаш и 

a  и b  се рационални броеви. Докажи.  

 

157. Нека , ,a b c  се рационални броеви. Ако a b c   е рационален број, 

тогаш , ,a b c  се рационални броеви. Докажи!  

 

158. Дадени се n  рационални броеви , 1,2,...,ia i n . Ако 
1

n

i
i

a


  е рационален 

број, тогаш и броевите , 1,2,...,ia i n  се рационални. Докажи!  

 

159. Определи ги рационалните броеви p  и q  за кои ажи равенството  

4 42 3 3 p q   . 

 

160. Определи ги цифрите , ,x y z  за кои важи  

( )xyz x y z  . 

 

161. Нека n  е природен број поголем од 12. Во децималниот запис на бројот 

2n n  определи ги првите две цифри по децималната запирка.  

 

162. Докажи дека бројот 1 2 30, ...a a a a  е ирационале, каде  

1, ако бројот на прости делители на  е непарен

0, во спротивен случај.
n

n
a


 


 

 

163. Определи ја целобројната вредност на изразот  

2 2 24 16 8 3x x x x     

ако x  е ненегативен цел број.  

 

164. Определи ги сите цели броеви x  за кои  

21
9

( 90 1998)x x x    

исто така е цел број.  
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4.   КОМПЛЕКСНИ БРОЕВИ  
 

1. За кои реални броеви x  и y  важат равенствата:  

а) 2 ( 1) 4 3x y i i    ,  

б) 2 3x yi i    ,  

в) 3 2 4 6x yi i    .  

 

2. Најди ги реалните броеви x  и y , ако:  

а) 3 2 12x xi y yi i     ,  

б) 5 3 2 6x yi i xi y     , 

в) 2 4 3 3x yi xi y i     .  

 

3. Пресметај ја вредноста на изразот:  

а) 
1

z z

z z




 ако 1z i  , 

б) 
2 3
z z
z



 ако 1
2

iz  .  

 

4. Пресметај ја вредноста на изразот:  

а) 2 2 3z z  , за 2z i  , 

б) 22 1z z  , за 3 5z i  .  

 

5. Пресметај: 
3

2

(1 ) 3 2
2 3(2 3 )

( )
i i i

i ii

  
 
 . 

 

6. Докажи дека 1 7 1 74 4

2 2
( ) ( ) 1i i   . 

 

7. Реши ја по z  равенката:  

а) 2 (3 5 ) 1 30 65z i z i      ,   

б) ( )(1 2 ) (1 )(3 4 ) 1 7z i i zi i i       .  

 

8. За кои природни броеви n  е точно равенството (1 ) (1 )n ni i   . 

 

9. Даден е комплексен број z   различен од 1 . Докажи дека бројот 1
1

z
z



 е чисто 

имагинарен ако и само ако | | 1z  .  

 

10. Нека z  е комплексен број таков што 1| | 5
z

z   . Докажи дека важи  

2 25 1 5 1

2 2
( ) | | ( )z   . 

Кога важи знак за равенство?  
 

11. Определи ја најмалата вредност на изразот 1| |
z

z  , z , ако | | 2z  .  



Прв дел: Основно ниво  
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5.   РАВЕНКИ И НЕРАВЕНКИ  
 

1. Реши ја равенката  

( ) (1 ) 1f x f x   , 

каде  

1
2

1
2

| |,
( )

1 , .

x x
f x

x x

 
 

 

 

 

2. Реши ја равенката  

( 1) (2 ) 1f x f x    , 

каде  

1
2

1
2

| 1 |, ,
( )

, .

x x
f x

x x

  
 

 

 

 

3. Реши ја равенката  
2 2(( ( ) ( ) ) ( ) ( ) 0ax b f x g x ax bx f x g x       , 

ако 
| | | |

2 2
( ) , ( )

x x x x
f x g x

 
  , a  е реален и b  ненегативен параметар.  

 

4. а) Реши ја равенката [ ] | |x x .  

б)  Реши ја равенката [ ] [ ] 0a x  , каде a  е даден реален број.  

в) Реши ја равенката [ ]x x k  , каде k  е цел број.  

г) Реши ја равенката [ ] [ ] 1x y  .  

 

5. Нека [ ]x  е најголемиот цел број кој е помал или еднаков на x . Колку ре-

шенија има равенката  
2 [ ] 3x x  . 

 

6. Во множеството реални броеви реши ја равенката  

[ ] { } 2018x x x  . 

 

7. Докажи дека постои само една тројка реални броеви , ,x y z  која го задово-

лува равенството  
2 2 2 2 1

4
(1 ) ( ) ( )x x y y z z       . 

 

8. Решенијата на равенката 
2 1 0x ax b     се природни броеви. Докажи дека 

2 2a b  е сложен број.  

 

9. За кои вредности на параметарот m  функцијата  

а) 
2( ) (3 1) 2 2 1f x m x x m     ,  
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б) 2( ) ( 3) 2( 1)f x m x m x m     ,  

има реални и разлини нули.  

 

10. Определи ги сите цели броеви a  за кои равенката 2 5 0x ax a    има барем 

едно целобројно решение.  

 

11. За кои реални вредности на параметарот m  равенката  

2( 2) 2 1 0m x mx m      

има комплексни корени.  

 

12. Определи ги вредностите на параметарот m  за кои равенката  

а) 2( 1) 2( 4) 2 0m x m x m      ,  

б) 2(1 2 ) 4 6 0m x x    ,  

има комплексни корени.  

 

13. За кои вредности на параметарот m  решенијата на равенката  

2 2 2 22 2 0m x m x m     

ќе бидат позитивни.  

 

14. За кои вредности на реалниот параметар k  двете решенија на равенката  

2( 1) 2 ( 3) 0k x kx k      

се позитивни?  

 

15. Во равенката  
2( 2) 2 2 3 0m x mx m      

определи го параметарот m  така што решенијата на равенката ќе бидат:  

а) позитивни,  

б) негативни,  

в) со различен знак.  

 

16. Докажи дека за произволни реални параметри , ,a b c  различни од нула, барем 

една од равенките  
2 2 22 0, 2 0, 2 0ax bx c bx cx a cx ax b          

има реални решенија.  

 

17. Определи ги сите парови реални броеви ( , )p q  така што квадратните трино-

ми 2x px q   и 2 1px qx   имаат заеднички реален корени збирот на дру-

гите два нивни корени е еднаков на 1
2

.  

 

18. За која вредност на параметарот m  еден од корените на равенката  

2 22 (2 1) 9 39 0x m x m m       



Прв дел: Основно ниво  
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е еднаков на двократната вредност на другиот корен.За најдените вредности 

на m  реши ја равенката.  

 

19. Определи ги коефициентите на квадратната равенка  
2 0x px q   , 

така што нејзините решенија ќе бидат еднакви на p  и q .  

 

20. Определи ја вредноста на параметарот k  така што решенијата 1 2,x x  на ра-

венката  
2 12 0x kx   , 

го задоволуваат условот 1 2 1x x  .  

 

21. Во равенката  
25 1 0x kx   , 

определи го параметарот k  така што разликата на корените на равенката ќе 

биде еднаква на 1.  

 

22. Во равенката 
2 0x x m    определи го параметарот m  така што решенијата 

на равенката го задоволуваат условот: 
3 3
1 2 2017x x  . 

 

23. Определи го коефициентот c  така што за нулите 1 2,x x  на полиномот 

2x x c   важи:  
3 3
1 2

2 1

2 2

2 2
1

x x

x x 
    . 

 

24. Нека 1x  и 2x  се корени на равенката  

2 0x px q   , 0q  . 

Определи квадратната равека чии корени се  
2 2 3 3

1 1 2 2 1 2,y x x y x x    . 

 

25. Нека 1x  и 2x  се корени на равенката  

2 0, 0ax bx b ac    . 

Без да ја решаваш равенката, со помош на нејзините коефициенти, определи 

ги вредностите на изразите  

2 2
1 2

4 2 2 41 1
1 1 2 2,

x x
x x x x   . 

 

26. Во равенката 
2 22 1 0x mx m     определи ја вредноста на реалниот пара-

метар m  така што решенијата на равебката ја задоволуваат релацијата  

1 2(3 1)(3 1) 10x x   . 
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27. Нека 1x  и 2x  се корени на равенката  

2 23 0x ax a   . 

Определи ја вредноста на параметарот a  ако 
2 2 7
1 2 4

x x  .  

 

28. Дадена е квадратната равенка  
2 0ax bx c   , ( 2 4 0b ac  ). 

Изрази го производот  

1 2 2 1( )( )P x kx x kx    

како функција од коефициентите , ,a b c . Оттука изведи усков за коефициен-

тите таков што односот на корените ќе биде еднаков на k . Докажи дека при 

овој услов решенијата на дадената равенка може да се изразат како рацио-

нални функции од , ,a b k , освен за 0b  .  

 

29. Докажи дека решенијата 1x  и 2x  на квадратната равенка  

2

2 1

2
0, 0

p
x px p     

го задоволуваат неравенството  
4 4
1 2 2 2x x   . 

 

30. Решенијата 1x  и 2x  на квадратната равенка ги задоволуваат условите  

1 2 1 22 0x x x x    и 1 2 1 2( ) 2 1mx x x x m    . 

а) Формирај ја оваа равенка.  

б) За кои вредности на параметарот m  равенката имареални решенија?  

 

31. Нека a  е реален број таков што 1x  и 2x  се реални и различни корени на 

равенката  
2 0x x a   . 

Докажи дека 2 2
1 2| | 1x x   ако и само ако 3 3

1 2| | 1x x  .  

 

32. а) Даден е триномот  
2( ) 2 3f x x mx m    , 

каде m  е реален број. Определи ја минималната вредност на триномот како 

функција од параметарот m  и испитај ја оваа функција.  

б) Реши ја равенката ( ) 0f x  .  

 

33. Определи ги сите парови реални броеви ( , )a b  за кои равенките  

2 2

2 2

0

0

x ax b

x bx a

  

  

 

имаат барем еден заеднички реален корен.  

 

34. Ако коефициентите на равенките  



Прв дел: Основно ниво  
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2
1 1 0x p x q    и 2

2 2 0x p x q    

се реални и ја задоволуваат релацијата  

1 2 1 22( )p p q q  , 

докажи дека барем една од овие равенки има реални корени.  

 

35. Докажи дека не постои природен број n  за кој равеката  

2 ( 3) 0x n x n     

има решенија во множеството рационални броеви.  

 

36. Определи ги сите парови природни броеви ( , )a b  такви што сите корени на 

равенките  
2

2

3 0

3 0

x ax a b

x bx a b

    

    

 

исто така се природни броеви.  

 

37. Ако равенките 2 0ax bx c    и 2' ' ' 0a x b x c    имаат барем едно заед-

ничко решение, тогаш важи  
2( ' ') ( ' ')( ' ')ac ca ab ba bc cb    . 

Докажи!  

 

38. Природниот број k  го нарекуваме добар ако постојат бесконечно многу под-

редени парови природни броеви ( , )a b  такви што триномот 2kx ax b   има 

целобројни корени и постои природен број n  таков што a  и b  се редослед-

но збир и производ на цифрите на бројот n . Докажи дека постојат беско-

нечно многу добри природни броеви.  

 

39. За кои вредности на параметарот a  равенката  

2 2| 6 8 | | 6 5 |x x x x a       

има повеќе од три решенија.  

 

40. Равенката  
4 3 0x ax bx c     

има четири различни реални корени. Докажи дека 0ab  .  

 

41. Реши ја равенката  
2 2( )x a b a bx   , ,a b . 

 

42. Нека a  и b  се реални броеви. Докажи дека равенката  

4 3 23 1 0x ax x bx      

има четири различни корени чиј одул е еднаков на 1 ако и само ако a b  и 
5
2

2 | |a  .  
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43. Даден е еден корен 1 2x    на равенката  

6 5 4 22 2 0x x x x x      . 

Определи ги останатите корени на оваа равенка.  

 

44. Докажи дека за секој реален број a  равенката  

3 2 243 19 2 1 0x ax a x     

има барем едно решение во интервалот [0,1] .  

 

45. Определи за кои природни броеви m  равенката  

3 22 0x x x m     

има два корена кои по модул се помали од 1.  

 

46. Ако 1a   е позитивен корен на равенката  

2 1 0nx x   , 

докажи дека важи  

2

1

( 1)n n
a


 . 

 

47. Нека претпоставиме дека равенката  
3 0x px q    

има три реални решенија.  

а) Докажи дека 0p  .  

б) Ако 0q  , тогаш најмалиот по апсолутна вредност корен на оваа равебка е 

помал или еднаков на бројот 3
3 2

min{ , }
p q

.  

 

48. Во множеството реални броеви реши ја равенката  
2x a x a   , 

каде a  е реален параметар.  

 

49. Во множеството реални броеви реши ја равенката  

2 22 1x p x x    , 

каде p  е реален параметар.  

 

50. Определи ги сите парови реални броеви ( , )x y  за кои важи  

2 21 1x x y y     . 

 

51. Реши ја равенката  

3 3x x   . 

 

52. Реши ја равенката  



Прв дел: Основно ниво  
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а) 42 7 2 7 28x x    ,  

б) 2 211 11 42x x    .  

 

53. Реши ја равенката:  

а) 2 1 3 2x x x    ,  

б) 22 10 2x x    .  

 

54. Во множеството реални броеви реши ја равенката  

2 2 21 1 2 1 1x x x x x        . 

 

55. Во множеството реални броеви реши ја равенката  

2 2 23 1 4 2 1x x x x x x       . 

 

56. Реши ја равенката  
3 0a x a x    . 

 

57. Нека a  и b  се позитивни реални броеви. Во множеството реални броеви 

реши ја равенката  

( ) ( ) 2a b x b a x x    . 

 

58. Реши ја равенката  

2 22 1x k x x    , 

каде 0k   е параметар.  

 

59. Во множеството реални броеви реши ја равенката  
4 25 5x x   . 

 

60. Во множеството реални броеви реши ја равенката  
3 3 3 32 1 3 2 3 4 2x x x x       . 

 

61. Во множеството реални броеви реши ја равенката  
3 3 31 3 1 1x x x     . 

 

62. Реши ја равенката  

3 3 31 3 1 1x x x     . 

 

63. Опреели ги реалните решенија на равенката  

2 2 2 22 2 1x px p x px p      , 

каде p  е реален параметар.  

 

64. Нека , , ,a b c d  се цели броеви. Докажи дека системот равенки  
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ax by m

cx dy n

 


 
 

за секои цели броеви m  и n  има целобројни решенија ако и само ако 

1ad bc   .   

 

65. Реши го системот равенки  

| | 5

| | 6.

x y

xy

 



 

 

66. Во множеството реални броеви реши го системот равенки:  

2 2

| | | | 1,

.

x y

x b a

 


 

 

 

67. Реши го системот равеки  

2 2

2 2

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

a b x a b y a b

a b x a b y a b

     


    

 

и дискутирај ги решенијата во зависност од вредностите на параметрите a  и 

b .  

 

68. Докажи дека системот равенки  

2 2

2 6( ) 13

4

ab a b

a b

  


 

 

нема реални решенија.  

 

69. Во множеството реални броеви реши го системот равенки  

2 3

2 3.

x y y

y x x

  


 

 

 

70. Во множеството реални броеви реши го системот равенки  

2 2

2 2

3

3

3,

0.

x y

x y

x y

x y

x

y









  


  


 

 

71. Реши го системот  

2

2

2

3,

4,

5.

x yz

y zx

z xy

  



 


 

 

 

72. Во множеството реални броеви реши го системот равенки:  
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2 3

2 3

2 3

,

,

,

x y z

y z x

z x y

  



 


 

 

 

73. Во множеството реални броеви реши го системот равенки  

3 3

3 3

3 3

3 3 4,

3 3 4,

3 3 4.

x y y z

y z z x

z x x y

    



   


   

 

 

74. Нека 3n  . Реши го системот равенки  

2
1 2 3

2
2 1 3

2
2 3 1

... 0

... 0

............................

... 0.

n

n

n n

x x x x

x x x x

x x x x 

  

  




 

 

 

75. Во множеството реални броеви реши го системот равенки:   

2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

,

,

.

z

z

x

x

y

y

x

y

z




















 

 

76. Во множеството реални броеви реши ја неравенкаа  

|| 1| 2 | | |x x x   . 

 

77. Реши ја неравенката  
1 1

3 2 2 3x x 
 . 

 

78. Реши ја неравенката  

| (1 ) | 0,05x x  . 

 

79. Реши ја неравенката  

25 | | (3 2 2 8 2 )x x x x x      

 

80. Реши ја неравенката  

21 1 9 1x

x

   . 
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81. Во множеството реални броеви реши ја неравенката  

. 

 

82. Реши го системот неравенки  

а) 

1
3

1
2

15 2 2 ,

2( 4) (3 14),

x x

x x

   


  

  

б) 
4 2 3,

6 8 2 ,

x x

x x

  


  
   

в) 
4 6 8 2 ,

8 2 6 .

x x

x x

  


  
  

 

83. Во рамнината xOy  графички прикажи го множеството точки ( , )T x y  кое е 

решение на системот неравенки:  

| | 1,

| | 1,

| | 1.

x y

x y

x y

 


 
  

 

 

84. Реши го системот неравенки  

| 3 2 1| 1,

1,

| | 2.

x y

x y

y

  


  
 

 

и графички претстави го решението.  
 

85. Реши го системот неравенки 

2 2,

| 2 | | 3 | .

x

x x

 


  

 

 

86. Определи ги паровите цели броеви x  и y  кои се решенија на системот 

неравенки:  

2 1
2

| 2 | 0,

| 1| 2.

y x x

y x

    


  

 

 

87. Мајката е трипати постара од синот. Пред пет години мајката била петпати 

постара од синот. Колку години има денес мајката, а колку синот?  
 

88. Определи ги сите години до крајот на овој век кои го имаат следново свој-

ство: постои барем едно лице кое во таа година полни онолку години живо 

колку што е збирот на годината на раѓање на тоа лице.  
 

89. Првата цевка го полни базенот за 6 часа, а втората за 9 часа. За колку часа 

двете цевки заедно ќе го наполнат базенот ако се пуштат истовремено?  

1
2

3 1x x   
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90. Производот на два природни броја е трицифрен број запишан со исти цифри, 

а нивниот збир е двоцифрен број чии цифри исто така се еднакви. Определи 

ги сите такви броеви.  

 

91. Определи два двоцифрени броја кои го имаат следново својство: ако на пого-

лемиот од бараните броеви од десно му допишеме нула и потоа го допишеме 

помалиот број, а на помалиот број од десно му го допишеме поголемиот број, 

а потоа допишеме нула, тогаш од така формираните броеви првиот го делиме 

со вториот и добиваме количник 2 и остаток 590. Освен тоа, познато е дека 

збирот чии собирци се двократниот поголем и трикратниот помал број е ед-

наков на 72.  

 

92. Ако 175 топки чинат повеќе од 125, но помалку од 126 кукли, дали може со 

100 евра да се купат 3 топки и 1 кукла? (Цената и на таопката и на куклата е 

цел број евра.)  

 

93. Дадена е дропката 
2 1

p

p 
, \{1}p . Ако броителот и именителот на оваа 

дропка се зголемат за 2, тогаш дропката ќе биде поголема од 1
3

, а ако се 

намалат за 3, тогаш дропката ќе биде позитивна и помала од 1
10

. Определи ја 

почетната дропка.  

 

94. Дадена е дропката 2 27

7 22

a

b
, каде a  и b  се цифри за кои важи 2b a  . Ако на 

нејзиниот броител се додаде природниот број n  , а од именителот се одземе 

истиот тој број n , се добива дропката 4
5

. Определи го бројот n .  

 

95. Определи ги сите правоаголни триаголници чии дошжини на страни се цело-

бројни и мерните броеви на плоштината и периметарот се еднакви.  

 

96. Во фудбалското првенство на една држава учествуваат 18 тимови. По 6 оди-

грани кола сите тиови имале различен број освоени бодови. Определи колку 

натпревари завршиле нерешено.  

(Во секое коло се играат по 9 натпревари. Секоја екипа за победа добива 3 

бода, за нерешен резултат 1 бод и за пораз 0 бодови.)  

 

97. Сестрите Маја и Ана имаат заедничка збирка од n  значки. Тие ги продале 

сите значки и добиле по n  евра за секоја значка и решиле да ги поделат па-

рите по половина. Сите пари се во банкноти од по 10 евра, освен остатокот 

при делење со 10 кој е во монети од по 1 евро. Ос купчето банкноти наизме-

нично земале по една банкнота. Бидејќи на Маја, која ја зела првата банк-

нота, и се паднала и последната банкнота, Ана сметала дека е оштетена. 

Тогаш Маја и рекла на Ана да ги земе сите монети, а остатокот од долгот таа 

ќе и го врати утредента. Колку Маја и должела на Ана?  
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6.   ПЛАНИМЕТРИЈА  
 

1. Во правоаголен триаголник симетралата на остриот агол ја дели спротивната 

катета на делови со должини m  и n . Определи ги должините на другата 

катета и хипотенузата на триаголникот.  

 

2. Нека M  е точка на катетата BC  на правоаголниот триаголник ABC  за која 

ваѓи 2BM MC . Со K  да ја означиме средината на хипотенузата AB . 

Докажи дека BAM MKC .  

 

3. Нека O  е центар на опишаната кружница, S  е центар на впишаната круж-

ница и H  е ортоцентар на правоаголниот триаголник ABC . ДОкажи дека 

135OSH  .  

 

4. Нека ,a b  се катетите и r  е радиусот на впишаната кружница во правоагол-

ниот триаголник ABC . Ако , , a
r

a b  и b
r

 се природни броеви, докажи дека 

триаголникот ABC  е египетски, т.е. дека неговите страни се однесуваат како 

3: 4 :5 .  

 

5. Нека 1r  и 2r  се радиусите на кружници со центри на хипотенузата AB  на 

правоаголниот триаголник ABC , при што првата кружница ја допира 

катетата AC  и висината на триаголникот повлечена од темето C , а втората 

кружница ја допира катетата BC  и истата висина. Докажи дека 1 2 2r r r  , 

каде r  е дијаметарот на кружницата впишана во триаголникот ABC .  

 

6. Докажи дека во правоаголен триаголник збирот на должините на катетите е 

еднаков на збирот на должините на радиусите на опишаната и впишаната 

кружница.  

 

7. На страната BC  на рамнокракиот триаголник ( )ABC AC BC  дадена е 

точка D  ( D C ) таква што 
2

AD BD BC  . Докажи дека AD AB .  

 

8. Даден е рамнокрак триаголник ABC  ( AC BC ). Симетралата на ABC  го 

сече кракот AC  во точката D . Правата p  минува низ точката D , нормална 

е на BD  и ја сече правата AB  во точката E . Докажи дека BE AD .  

 

9. Во триаголникот ABC  дадени се должините на страните a  и b . Ако 

c a bh h h  , определи ја должината на страната c .  

 

10. Нека O  е центар на опишаната кружница и H  е ортоцентар на триаголникот 

ABC . Ако 60ACB  , докажи дека правата OH  е симетрала на еден од 

аглите кои ги зафаќаат правите AH  и BH .  
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11. За триаголникот ABC  важи 60 , 45BAC ABC   и 
1 3

2
AB  . Опреде-

ли ги должините на страните AC  и BC .  

 

12. Должините на страните на триаголникот ABC  се 48AB cm , 55AC cm  и 

73BC cm . На страната BC  се избрани точки D  и E  такви што BD 

18 cm  и 25CE cm . Определи ја големината на DAE .  

 

13. Триаголникот ABC  има агли 15   и 30  . Права која ја содржи точ-

ката A  и е нормална на AB  ја сече отсечката BC  во точката D . Докажи 

дека 2AC BD .  

 

14. Во триаголникот ABC  висината AD  и симетралата BE  на ABC  се сечат 

во точката S  ( ,D BC E AC  ). Ако 2 ,AS SD BS SE  , определи ги аглите 

на триаголникот ABC .  

 

15. Нормалите од темињата A  и B  на остроаголниот триаголник ABC  на не-

говите спротивни страни ја сечат кружницата опишана околу тој триаголник 

во точките D  и E , соодветно. Ако 60ACB  , докажи дека четириагол-

никот ABDE  е рамнокрак трапез.  

 

16. Докажи дека четири подножја на нормалите повлечени од подножјето на ед-

на висина на триаголникот кон неговите останати висини и неговите страни 

припаѓаат на иста права.  

 

17. Нека , ,D E F  се подножјата на нормалите повлечени од центарот O  на 

впишаната кружница во триаголникот ABC  на неговите страници , ,BC CA

AB , соодветно и нека AB  е најкратката страна на овој триаголник. Ако 

правите AO  и FD  се сечат во точката M , а правите BO  и FE  во точката 

N , докажи дека ||MN AB .   

 

18. Нека T  е тежиште и S  центар на впишаната кружница на триаголникот 

ABC . Докажи дека следниве тврдења се еквивалентни:  

а) правата TS  е паралелна со некоја страна на триаголникот ABC ,  

б) една од страните на триаголниот е еднаква на полузбирот на другите две 

страни.  

 

19. Аглите при основата на рамнокракиот триаголник ABC  се еднакви на 80 . 

Правата која минува низ темето B  и центарот на опишаната круѓница околу 

триаголникот ABC  ја сече страната AC  во точка D . Докажи дека AB CD .  

 

20. Во правоаголен триаголник ABC  точката D  е подножје на визината повле-

чена од темето на правиот агол C  и 1 2,O O  се центрите на впишаните круж-
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ници во триаголниците ACD  и BCD  соодветно. Нека кружницата со центар 

C  и радиус CD  ги сече катетите AC  и BC  во точките M  и N , соодветно.  

а) Докажи дека точките 1 2, , ,O O M N  се колинеарни.  

б) Докажи дека 1 22MN O O .  

 

21. Во триаголникот ABC  аглите во темињата , .A BC  се 70 ,60 ,50 , последо-

вателно. Нека D  и E  се точки на страните BC  и AC  такви што CAD 

20CBE  . Нека F  е пресечната точка на правите AD  и BE , а G  е 

подножјето на нормалата од E  на BC . Докажи дека ||FG AC .  

 

22. Нека D  е точка на страната AB  на рамностраниот триаголник ABC  и ,E F  

се соодветно точки на страните BC  и AC  такви што ||DE AC  и ||DF BC . 

Нека P  е пресечната точка на правите AE  и BF . ДОкажи дека:  

а) AE BF CD  ,  

б) четириаголниците , ,ADPF BEPD CFPE  се тетивни.  

 

23. Во триаголникот ABC  со 120BAC   симетралите на аглите во темињата 

, ,A B C  ги сечат страните , ,BC CA AB  во точките , ,D E F , соодветно. Докажи 

дека 90EDF  .  

 

24. Даден е рамнокрак триаголник ABC  со основа BC , при што BC AC . Нека 

1k  е опишаната кружница околу триаголникот ABC , а кружницата 2k  од 

внатре ја допира кружницата 1k  во точката R  и ги допира краците AC  и 

AB  во точките P  и Q . Докажи дека средината M  на отсечката PQ  е 

центар на впишаната кружница во триаголникот ABC .  

 

25. Во триаголникот ABC  се повлечени симетралите AD  и BE  на BAC  и 

ABC . Ако DE  е симетрала на ADC , определи го BAC .  

 

26. Нека D  и E  се точки на страните на триаголникот ABC  такви што 

AB AD  и BE EC  ( E  е меѓу A  и C ). Нека F  е средина на лакот BC  на 

кружницата опишана околу триаголникот ABC . Докажи дека точките 

, , ,B E D F  се конциклични.  

 

27. Нека O  е центарот на кружницата опишана околу остроаголниот триаголник 

ABC  и нека ( )AH H BC  е висината на триаголникот ABC . Нека , , ,M N P

Q  се последователно средините на отсечките , , ,AB AC BH CH  и нека k  и 

'k  се кружниците опишани околу триаголниците AMN  и POQ , соодветно. 

Докажи дека една од пресечните точки на кружниците k  и 'k  припаѓа на 

висината AH .  
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28. Нека ABC  е остроаголен триаголник ( )AC BC  со радиус на опишана 

кружница R . Нека D  е подножјето на висината повлечена од темето A  на 

страната BC . Со T  да ја означиме точката на правата AD  таква што 

2AT R  , при што точката D  е меѓу точките A  и T , а со S  да ја означиме 

средината на лакот BC  на кружницата опишана околу триаголникот ABC , 

кој не ја содржи точката A . Докажи дека 90AST  .  

 

29. Дадени се триаголник ABC  е точки K  и N  на страните AB  и AC , соодвет-

но, такви што KB KN . Нека R  е средина на лакот AB  на опишаната 

кружница околу триаголникот AB  кој не ја содржи точката C . Правата која 

минува низ точката R  и е нормална на AB  ја сече отсечката BN  во точката 

D . Докажи дека точките , , ,A K D N  се конциклични.  

 

30. Во триаголник ABC  со прав агол во темето C  е впишана кружница која 

неговите страни , ,AB BC CA  ги допира во точките , ,M N L , соодветно. Нека 

K  е точка на отсечката BN  таква што BK CL . Докажи дека KL MN .  

 

31. Нека , ,M N P  се средините на страните , ,BC CA AB  на триаголникот ABC , 

X  е произволна точка во рамнината, а ', '', '''X X X  се точките симетрични на 

точката X  во однос на точките , ,M N P  соодветно како центри на симетрии. 

Докажи дека постои централна симетрија која триаголникот ABC  го 

пресликува на триаголникот ' '' '''X X X .  

 

32. Даден е триаголник ABC . На полуправата BA  дадена е точка D  таква што 

BD AC . Нека со M  и N  ги означиме средините на отсечките BC  и AD , 

соодветно. Определи го аголот меѓу правите MN  и AC .  

 

33. Нека е даден триаголник ABC  и нека 'A  и 'B  подножјата на висините по-

влечени од темињата A  и B  на правите кои ги содржат соодветните страни 

на триаголникот. Докажи дека симетралата на отсечката ' 'A B  ја полови 

страната AB .  

 

34. Познати се должините на две страни a  и b  на триаголникот ABC . Каква 

треба да биде должината на третата страна за да најголемиот агол на триагол-

никот има најмала можна вредност?  

 

35. На страните AB  и CB  на триаголникот ABC  се нанесени еднакви отсечки 

AD  и CE , кои се со произволна должина. Определи го множеството среди-

ни на отсечката DE .  

 

36. Нека 1
2

1  . На страните , ,BC CA AB  на триаголникот ABC  се нанесени 

отсечки  

' , ' , 'BA BC CB CA AC AB     . 
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Докажи дека периметарот на триаголникот ' ' 'A B C  не е поголем од пери-

метарот на триаголникот ABC  помножен со  .  

 

37. Нека I  е центарот на впишаната кружница во триаголникот ABC . Круж-

ницата која минува низ точката B  и ја допира правата AI  во точката I  ги 

сече страните AB  и BC  во точките P  и Q , соодветно. Со R  да го означиме 

пресекот на правата QI  и страната AC . Докажи дека CQ CR  и 

90RPQ  .  

 

38. Даден е остроаголен триаголник ABC  со ортоцентар H . Точката M  е 

средина на отсечката BC . Докажи дека тоќката K , која е симетрична на 

точката H  во однос на точката M , лежи на кружницата опишана оклу 

триаголникот ABC .  

 

39. Во триаголникот ABC  е дадена точка P  таква што  

35 , 30 , 25PBC PCB PBA PAC    . 

Определи ги аглите на триаголникот ABC .  

 

40. Во рамнокрак триаголник едниот агол е еднаков на 108 . Докажи дека 

односот на должините на основата и кракот на тој триаголник е еднаков на 

1 5

2

 .  

 

41. Нека T  е тежиште, а S  центар на впишаната кружница во триаголникот 

ABC . Ако 12AC TS  докажи дека страните на триаголникот ABC  се одне-

суваат како 3: 4 :5 , т.е. триаголникот е египетски.  

 

42. Точките D  и E  ги делат редоследно страните AB  и CA  на рамностраниот 

триаголник ABC  во однос 1: 2 . Нека F  е пресекот на правите BE  и CD . 

Докажи дека правите AF  и BE  се заемно нормални.  

 

43. Нека ABC  е правоаголен триаголник, а D  е подножјето на висината 

повлечена од темето C  на правиот агол. Во триаголниците ACD  и BCD  се 

впишани кружници со центри во точките R  и S . Докажи дека симетралата 

на праиот агол ја сече правата RS  под прав агол.  

 

44. Нека D  и E  се средините на страните BC  и AC  на триаголникот ABC , T  

е неговото тежиште и , ,a b c  се должините на неговите страни. Докажи дека 

околу етириаголникот CDTE  може да се опише кружница ако и само ако  

2 2 22a b c  . 

 

45. Околу рамностран триаголник ABC  со должина на страна 1 е опишана 

кружница. Нека M  е средина на лакот AB , на кој не припаѓа точката C , и 

нека N  е точка на правата CA  таква што A  е средина на отсечката CN . 
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Нека кружницата опишана околу триаголникот CMN  ја сече страната AB  во 

точката D . Определи ја должината на отсечката AD .  
 

46. Даден е рамнокрак триаголник ABC  со основа AB  и агол при темето C  

помал од 60 . Нека ,O S  се соодветно центрите на опишаната и впишаната 

кружница на триаголникот ABC  и D  е пресечната точка на кружницата 

опишана околу триаголникот AOS  со страната AC . Докажи дека ||SD BC  и 

AS OD .  
 

47. Ако плоштината на триаголник со целобројни должини на страни е рациона-

лен број, тогаш неговиот периметар е парен број. Докажи!  
 

48. На страните AB  и AC  на триаголникот ABC  дадени се произволни точки 

'B  и 'C , соодветно. Опишаните кружници околу триаголниците ABC  и 

' 'AB C  се сечат во точките A  и P . Подножјата на нормалите повлечени од 

точката P  на правите AB  и AC  се точките M  и N , соодветно. Докажи 

дека || 'MN HH  каде H  и 'H  се ортоцентрите на триаголниците ABC  и 

' 'AB C .  
 

49. Нека кружницата впишана во триаголникот ABC  ги допира страните ,BC

,CA AB  во точките , ,K L M  и нека P   е точка на кружницата таква што MP  

е нејзин дијаметар. ДОкажи дека 90APB   ако и само ако 3AB CK .  
 

50. Даден е триаголник ABC  таков што 120BAC  . Нека симетралата на 

BAC  ја сече страната BC  во точката D . Докажи дека  

1 1 1

AD AB AC
  . 

 

51. Даден е рамнокрак трапез ABCD  со основи 5, 4AB CD   и краци 

4BC AD  . На пократкиот лак CD  на опишаната кружница околу трапе-

зоте дадена точка M . Докажи дека вредноста на изразот MC MD

MA MB




 не зависи 

од положбата на точката M  и определи ја оваа вредност.  
 

52. Даден е правоаголен триаголник ABC  со прав агол во темето C . Нека BK  е 

симетралата на внатрешниот агол во темето ( )B K AC . Кружницата опи-

шана околу триаголникот AKB  ја сече страната BC  во точката L . Докажи 

дека CB CL AB  .  
 

53. Даден е остроаголен триаголник ABC . Нека D  е подножјето на висината 

повлечена од темето C  на страната AB . Да препоставиме дека 3AD BD . 

Нека M  и N  се средините на страните AB  и AC , соодветно. Нека P  е 

точка таква што NP NC  и CP CB , при што B  и P  лежат од различни 

страни на правата AC . Докажи дека APM PBA .  
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54. Во рамнината се дадени две различни точки A  и B  и права a  која не ги 

содржи точките A  и B . Определи го геометрсикото место на тежиштата на 

триаголниците ABX , каде X a .  

 

55. Даден е триаголник ABC . Нека ', '', '''O O O  се центрите на припишаните 

кружници на триаголникот ABC . Докажи дека триаголникот ' '' '''O O O  е 

остроаголен.   

 

56. Даден е рамностран триаголник ABC  со страна a . Од точка M  на страната 

AC  е повлечена нормала MN  на страната AB , потоа нормала NP  на стра-

ната BC  и најпосле нормала PQ  на страната AC .  

а) На кое растојание од точката A  треба да се земе точката M  за да 

конвексниот четириаголник MNPQ  има најголема плоштина?  

б) Кога четириаголникот MNPQ  ќе дегенерира во триаголник?  

 

57. Во темињата A  и B  на рамностраниот триаголник ABC  се подигнати 

нормали на отсечката AB . Низ точката C  е повлечена произволна права која 

овие нормали ги сече во точките P  и Q , а потоа е повлечена симетралата на 

отсечката PQ  која ја сече правата AB  во точката S .  

а) Докажи дека триаголникот PQS  е рамностран.  

б) Определи ја положбата на правата PQ  така што плоштината на три-

аголникот PQS  ќе биде еднаква на 4
3

 од плоштината на триаголникот ABC .  

 

58. Докажи дека тежишната линија CM  повлечена од темето C  на триаголни-

кот ABC  ја полови секоја отсечка XY  ако ,X AC Y BC   и ||XY AB , а по-

тоа дека пресечната точка N  на отсечките AY  и BX  припаша на CM .  

 

59. Од средината M  на основата AC  на рамнокрак триаголник ABC  повлечена 

е нормала MH  кон страната BC . Точката P  е средина на отсечката MH . 

Докажи дека AH BP .  

 

60. Ако во триаголникот важи  

2R r s  , 

докажи дека овој триаголник е правоаголен.  

 

61. Ако за правоаголниот триаголник важи  
3512 12

a b c
  , 

докажи дека тој е египетски, т.е. дека должините на неговите страници се 

однесуваат како 3: 4 :5 .  

 

62. Нека D  еподножјето на висината CD  на триаголникот ABC  која припаѓа на 

страната AB  на овој триаголник и нека 1 2, ,r r r  се радиусите на кружниците 

впишани во триаголниците , ,ABC ACD BCD , соодветно. Докажи дека  



Прв дел: Основно ниво  

 

  51  

1 2r r r CD    

ако и само 90  .  

 

63. Нека во триаголникот ( )ABC AB AC  симетралата на BAC  исто така е 

симетрала меѓу висината AD  и тежишната линија AE . Определи го BAC .  

 

64. Нека темињата на триаголникот се целобројни точки во рамнината. Докажи 

дека неговата плоштина не е помала од 3
2

.  

 

65. Рамностран триаголник ABC  е впишан во кружница k . На страните AC  и 

BC  земени се точки M  и N , соодветно, така што 2AM MC  и AN NB . 

Полуправата MN  ја сече кружницата k  во точката P . Докажи дека  

1
2

PA PB

PB PA
  . 

 

66. Даден е триаголник ABC . Нека 1 2 3 4, , ,r r r r  се радиусите кои ги допираат 

правите CA  и CB , така што првите два ја допираат страната и AB  од внатре 

и од надвор, а третиот и четвртиот ја допираат и опишаната кружница на 

триаголникот ABC  од внатре и од надвор, соодветно. Докажи дека  

31

2 4

rr

r r
 . 

 

67. Даден е триаголник ABC  со 120A  , ортоцентар H  и центар на опишана 

кружница O . Докажи дека OH AB AC  .  

 

68. Даден е триаголник ABC  во кој 40BAC   и 80ABC  . Нека D  е E  се 

соодветно точки на страните AC  и AB  такви што 30ABD BCE   и 

нека F  е пресечната точка на правите CB  и DE . Докажи дека AB BF .  

 

69. Во правоаголен триаголник ABC  центарот S  на впишаната кружница ја 

дели симетралата CE  на правиот агол во однос : 3 : 2CS SE  . Предели 

ги острите агли на овој триаголник.  

 

70. Нека H  е ортоцентар на остроаголниот триаголник ABC . Правата која ми-

нува низ точката A  и е нормална на AC  и правата која минува низ B  и е 

нормална на BC  се сечат во точката D . Кружницата со центар во точката 

C  и радиус CH  ја сече опишаната кружница на триаголникот ABC  во 

точките E  и F . Докажи дека DE DF AB  .   

 

71. Нека H  е ортоцентар на остроаголниот триаголник ABC  и , ,D E F  се под-

ножјата на нормалите спуштени од темињата , ,A B C , соодветно. Нека P  е 

пресечната точка на отсечките DF  и BE . Правата која минува низ P  и е 
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нормална на BC  ја сече страната AB  во точката Q . Нека N  е пресечната 

точка на отсечките AD  и EQ . Докажи дека точката N  е средина на отсеч-

ката AH .  

 

72. Даден е триаголник ABC  во кој 15CAB   и 30ABC  . Со M  да ја 

означиме средината на страната AB .  

а) Докажи дека 30ACM  .  

б) Докажи дека  

2

AB BC

AC
CM  . 

 

73. Нека M  е средината на страната AB  на триаголникот ABC . ДОкажи дека 

производот на должината на радиусот на кружницата опишана околу три-

аголникот AMC  и висината од M  повлечена на AC  е еднаков на произ-

водот на должината на радиусот на кружницата опишана околу триаголникот 

BMC  и висината повлечена од M  на BC .  

 

74. Нека точките D  и E  се подножјата на висините повлечени од темињата B  и 

C  на триаголникот ABC  кон страните AC  и AB , соодветно. Ако M  е 

средина на отсечката BC , докажи дека MD  и ME  се тангенти на круж-

ницата опишана околу триаголникот ADE .   

 

75. Во триаголникот ABC  симетралите BC  и CD  на аглите ABC  и BCA  се 

сечат во точката P . Определи ги аглите на триаголникот ABC  ако е позна-

то:  

3, ( 3 1)BP PF PD PC   . 

 

76. За висините , ,a b ch h h  и радиусот r  на впишаната кружница во триаголникот 

ABC  важи  

9a b ch h h r   . 

Докажи дека триаголникот ABC  е рамностран.  
 

77. На страната BC  на триаголникот ABC  земена е произволна точка D , а на 

страната AB  точка E  таква што ||DE CA . Нека 1 2, ,P P P  се последователно 

плоштините на триаголниците , ,ABC EBD ABD . Докажи дека 2 1P P P  .  

 

78. Ако во насока на движење на стрелките на часовникот се продолжат стра-

ните на триаголникот ABC  за своите должини, а краевите се поврзат се 

добива триаголник кој има седум пати поголема плоштина. Докажи!  
 

79. Даден е триаголник ABC  таков што AC AB BC  , а точката O  е центар 

на впишаната кружница. Патник кој тргнува од точката O  треба да помине 

низ точките , ,A B C  (одејќи по страните на триаголникот) и повторно да се 

врати во точката O . Кој е најкраткиот можен пат?  
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80. Во кружницата   е впишан триаголник ABC . Конструирана е кружница 1  

која ги допира   и страните CA  и CB . Докажи дека важи ' ab
p

CA  , каде 

'A  е допирната точка на кружницата 1  и страната BC , а 2p a b c   .  

 

81. Меѓу триаголниците чии страни , ,a b c  ги задоволуваат условите 

1 2 5 6a b c       

определи го триаголникот кој има најголема плоштина.  

 

82. Нека 1 1 1, ,AA BB CC  се висините на триаголникот ABC , а 1 2 1 2 1 2, ,A A B B C C  се 

радиусите на Ојлеровата кружница за триаголникот ABC . Докажи дека 

правите 2 2 2, ,AA BB CC  се сечат во иста  точка.  

 

83. Кружницата впишана во триаголникот ABC  има центар во точката S  и ги 

допира страните AC  и AB  во точките P  и Q , соодветно. Правите BS  и 

CS  ја сечат правата PQ  во точките M  и N , соодветно. Докажи дека точ-

ките , , ,M N B C  припаѓаат на иста кружница и определи го центаро на оваа 

кружница.   

 

84. Околу триаголникот ABC  е опишана кружница со центар во точката O . 

Точката T  е тежиште на триаголникот ABC , а точките , ,D E F  се центри на 

опишаните кружници околу триаголниците , ,TBC TCA TAB , соодветно. 

Докажи дека точката O  е тежиште на триаголникот DEF .  

 

85. Припишаната кружница ја допира страната AB  на триаголникот ABC  во 

точката D . Определи го односот :AD BD  ако 2CAB ADC .  

 

86. Нека е даден триаголник ABC  со центар на впишана кружница во точката I . 

Правата AI  ја сече опишаната кружница k  околу триаголникот ABC  во 

точките A  и D  ( A D ). Кружницата впишана во триаголникот ABC  ја 

допира страната BC  во точката E . Правата DE  ја сеќе кружницата k  во 

точките D  и F  ( D F ). Докажи дека 90AFI  .   

 

87. Нека F  е пресечната точка на висината CD  и симетралата AE  на внатреш-

ниот агол на правоаголен триаголнк ABC  со прав агол во темето C . Нека G  

е пресекот на отсечките ED  и BF . Докажи дека плоштината на четириагол-

никот CEFG  е еднаква на плоштината на триаголникот BDG .  

 

88. Нека O  и I  се центрите на опишаната и впишаната кружница за три-

аголникот ABC , соодветно. Нека впишаната кружница ги допира страните 

, ,BC CA AB  во точките , ,D E F , соодветно. Правите FD  и CA  се сечат во 

точката P , а правите DE  и AB  во точката Q . Понатаму, нека M  и N  се 

средините на отсечките PE  и QF , соодветно. Докажи дека OI MN .  
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89. Даден е триаголник ABC . Нека симетралите на внатрешниот и надворешни-

от агол во темето A  ја сечат правата BC  во точките D  и E , соодветно, а 

кружницата опишана околу триаголнкот ADE  во точката E . Докажи дека 

FD  е симетрала на BFC .  

 

90. Нека H  е ортоцентар на остроаголен триаголник ABC , а M  е средина на 

страната BC . Ако D  и E  се подножјата на нормалите повлечени од точката 

H  на симетралите на внатрешниот и недворешниот агол во темето A , 

докажи дека точките , ,M D E  се колинеарни.  

 

91. Нека P  е точка на лакот BC  на кружницата опишана околу триаголникот 

ABC  кој не ја содржи точката A . Нека правите AB  и CP  се сечат во 

точката E , а правите AC  и BP  се сечат во точката F . Ако симетралата на 

страната AB  ја сече AC  во точката K , а симетралата на страната AC  ја 

сече AB  во точката J , докажи дека  

2( )CE AJ JE

BF AK KF




 . 

 

92. Во триаголник ABC  дадена е точка P  таква што  

10 , 20 , 30ACP ABP CAP BAP    . 

Докажи дека AC BC .  

 

93. Должините на страните на триаголникот се цели броеви , ,a b c , а должината 

на една од висините е еднаква на збирот на должините на другите две виси-

ни. Докажи дека 2 2 2a b c   е точен квадрат.  

 

94. Докажи дека постои единствен триаголник чии должини на страни се после-

дователни природни броеви, а еден од неговите агли е два пати поголем од 

еден од преостанатите два агли.  

 

95. Нека M  е средина на страната AB , а N  е средина на страната AC  на рам-

ностраниот триаголник ABC . На продолжението на отсечката MN  преку 

точката N  земена е точка P  таква што MN NP . Нека D  е подножјето на 

нормалата повлечена од точката N  на правата AP , а Q  е пресечната точка 

на правите ND  и BC . Докажи:  

а) PA AB ,  

б) 3
4

DQ BC .  

 

96. Симетралата на аголот во темето A  на триаголникот ABC  ја сече страната 

BC  во точката D . Ако е познато дека 
2

CD BD AD   и 45ADB  .  

а) Докажи дека 90ABC ACB  .  

б) Пресметај го BAC .  
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97. Во триаголникот ABD  важи: 120ABD   и 1AD  , а на страната AB  се 

наоѓа точка C  таква што 90ADC   и 1BC  . Докажи дека 3 2AC  .  

 

98. Даден е триаголник ABC  во кој BD  е симетрала на ABC . Кружницата 

опишана околу триаголникот BCD  ја сече правата AB  во точката E  така 

што точката E  е меѓу точките A  и B . Кружницата опишана оклу триагол-

никот ABC  ја сече правата CE  во точката F C . Докажи дека  

BC CEBF

BD BA CD
  . 

 

99. Нека D  и E  се средините на страните BC  и AC  на триаголникот ABC , 

соодветно и O  и S  се центрите на опишаната и впишаната кружница, 

соодветно. Докажи дека точките , , ,D E O S  се конциклични ако и само ако 

2AC BC AB  .  

 

100. Над висината BD  на триаголникот ABC , како над дијаметар, е конструи-

рана кружница која по втор пат ги сече страните AB  и BC  во точките K  и 

L , соодветно. Тангентите на оваа кружница во точките K  и L  се сечат во 

точката M . Докажи дека правата BM  ја полови отсечката AC .  

 

101. Нека е даден остроаголен триаголник ABC  со најкратка страна AB  и центар 

I  на кружницата впишана во него. Нека кружницата со центар I  и радиус 

IC  ја сече страната AB  во точките P  и Q , каде P  е точка поблиску до точ-

ката B  отколку до точката A . Нека припишаната кружница наспроти темето 

A  ја допира страната BC  во точката E  и нека точката F  е симетрична на 

точката C  во однос на точката E . ДОкажи дека EP CQ .  

 

102. Нека ABC  е остроаголен триаголнк, AD  е симетрала на ( )BAC D BC , а 

E  и F  се ортогоналните проекции на точката D  на AB  и AC , соодветно. 

Нека { }CE BF K   и нека BF  ја сече опишаната кружница околу 

триаголникот AEK  во точката ( )L L K . Докажи дека BF DL .  

 

103. Нека H  еортоцентар на остроаголниот триаголник ABC . На отсечките HB  

и HC  соодветно се избрани точки K  и L  такви што 90AKC ALB  . 

Докажи дека AK AL .  

 

104. Определи го оној правоаголен триаголник за кој аголот   меѓу тежишните 

линии at  и bt  повлечени кон катетите a  и b , соодветно прима најголема 

вредност.  

 

105. Конструирај триаголник ако се дадени центрите на квадратите конструирани 

над страните на тој триаголник, во надворешноста на триаголникот.  

 

106. Конструирај триаголник ако се дадени , a ca c h h   и  .  
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107. Конструирај триаголник ABC  таков што 12 , 60a b cm     и симетралата 

на аголот   со спротивната страна формира агол од 45 .  

 

108. Конструирај триаголник за кој се дадени пресечните точки на кружницата 

опишана околу тој триаголник со продолженијата на неговите висини.  

 

109. Конструирај правоаголен тиаголник ако се дадени хипотенузата c  и симе-

тралата s  на еден остар агол.  

 

110. Даден е триаголник ABC  во кој  

90CAB ABC  . 

а) Докажи дека висината 'CC  на триаголникот ABC  повлечена во темето C  

е тангента на кружницата опишана околу триаголникот ABC .  

б) Конструирај го триаголник ако е дадено 90CAB ABC  , c  и R .  

 

111. Во рамнината се дадени три неколинеарни точки , ,A M N . Конструирај 

квадрат така што едно теме е точката A , а другите две страни кои не мину-

ваат низ точката A  лежат на прави кои минуваат низ точките M  и N . 

 

112. Конструирај квадрат таков што две спротивни темиња и припаѓаат на дадена 

права, а другите две темиња на две дадени кружници кои лежат на различни 

страни од дадената права.  

 

113. Низ четири дадени точки на дадена права конструирај прави така што тие 

формираат ромб со даден остар агол  .  

 

114. Ако дадена фигура има оска на симетрија и единствен центар на симетрија, 

тогаш центарот на симетрија припаѓа на оската на симетрија. Докажи!  

 

115. Во рамнината се дадени n  точки такви што меѓу секои четири од дадените 

точки три точки припаѓаат на иста права. Докажи дека најмалку 1n  од 

дадените точки припаѓаат на иста права.  

 

116. Во кружница се дадени две тетиви AB  и CD  кои се сечат во точка P . Опре-

дели на кружницата точка M  таква што тетивите MA  и MB  отсекуваат на 

тетивата CD  чија средина е точката P .  

 

117. Дадени се полукружница со центар O  и дијаметар AB . Нека M  е произ-

волна точка на отсечката AO , а C  и D  се точки на поукруѓницата такви 

што AMD BMC . Докажи дека точките , , ,O C D M  се конциклични.  

 

118. а) Околу кружница со радиус 2r cm  е опишан рамнокрак трапез со плош-

тина 220 cm . Определи го периметарот на овој трапез.  
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б) Околу кружница со радиус 8r   опишан е рамнокрак трапез со крак 

8b cm . Определи ги периметарот и плоштината на трапезот.  

 

119. Во исечок на круг со радиус R  е впишана кружница со радиус r . Ако 

должината на тетивата на исечокот е еднаква на 2a , докажи дека  

1 1 1
r R a
  . 

 

120. Во рамнината се дадени кружниците k  и 'k . Нека p  и q  се нивните заед-

нички надворешни тангенти и нека P  е допирната точка на тангентата p  со 

кружницата k , а Q  допирната точка на тангентата q  со 'k . ДОкажи дека 

дадените кружници отсекуваат на правата PQ  складни тетиви.  

 

121. Две кружници се сечат во точките A  и B . Низ точка K  на едната кружница 

се конструирани прави KA  и KB  кои ја сечат другата кружницапо втор пат 

во точките M  и N , соодветно. Ако O  е центарот на првата кружница, дока-

жи дека правите MN  и OK  се заемно нормални.  

 

122. Од точката M  надвор од кружницата k  се конструирани тангенти на k , кои 

ја допираат во точките A  и B . Нека N  е точка од круѓницата таква што 

||AM BN . Нека C  е втората пресечна точка на правата MN  со кружницата 

k . Докажи дека 2CN BC .  

 

123. Дадени се кружница k  со дијаметар AB  и произволна точка на кружницата. 

Нека MH  е нормала на дијаметарот AB  и нека C  и D  се пресечните точки 

на кружницата k  со кружницата 1k  со центар е M  и радиус MH . Докажи 

дека правата CD  ја полови отсечката MH .  

 

124. Нека тангентата од точката M  ја допира кружницата k  во точките A  и B  и 

нека BC  е дијаметар на k . Нека D  е подножјето на висината од A  на BC . 

Докажи де1,1,2,2,..., ,n n ка правата MC  ја полови отсечката AD .  

 

125. Дадена е кружница и нејзина тангента t  во точката M . Од секоја точка A  на 

правата a  која е паралелна на t  и не ја сече кружницата се повлекуваат 

тангенти на кружницата кои ја сечат правата t  во точките X  и Y . Докажи 

дека вредноста на производот XM YM  не зависи од положбата на точката A .  

 

126. Во рамнината се дадени неколинеарни точки 1 2, ,..., nA A A . Докажи дека 

постои права која минува низ точно две од овие точки.  

 

127. Низ темето C  на квадратот ABCD  со должина на страна еднаква на 1 

повлечи права p  која не го сече квадратот така што го сече продолжението 

на страната AB  преку темето B  во точката M , а продолжението на стра-

ната AD  преку темето D  во точката N . Да означиме AM a  и AN b .  
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а) Докажи дека важи ab a b  . 

б) Во кои граници лежи збирот a b ?  

в) Определи ги a  и b  ако 9
2

a b  .  

 

128. Во квадрат со должина на страна a  поврзани се средините на соседните 

страни со спротивното теме на квадратот. Определи ја плоштината на така 

добиениот триаголник.  

 

129. Нека ABCD  е паралелограм и M  е средина на страната DC . Ако M  при-

паѓа на симетралата на DAB , определи го AMB .  

 

130. Нека е даден паралелограм ABCD  и нека E  е средина на отсечката AB . 

Правите CE  и BD  се сечат во точката F . ДОкажи дека 2CF EF .  

 

131. Во ромбот ABCD  остриот агол е еднаков на 60 . Дадени се точки M  на 

страната AB  и N  на страната BC  такви што MB BN AB  . Докажи дека 

триаголникот MND  е рамностран.  

 

132. На страните AD  и BC  на конвексниот четириаголник ABCD  се дадени 

точки M  и N , соодветно. Правата MN  ги сече дијагоналите AC  и BD  

соодветно во точките P  и Q  ( P Q ). АКо опишаните кружници околу 

триаголниците , , ,AMP BNQ CNP DMQ  се сечат во една точка,докажи дека  

: :AM MD CN NB . 

 

133. Точката K  е средина на страната AB  на квадратот ABCD , а точката L  ја 

дели дијагоналата во однос 3:1 . Докажи дека 90KLD  .  

 

134. Даден е паралелограм ABCD . Над страните , , ,AB BC CD DA  се конструира-

ни квадрати кои лежат надвор од паралелограмот. Центарот на паралелогра-

мот, средината на било која негова страна и центарот на квадратот  констру-

иран над таа страна се темиња на триаголник.  

а) Докажи дека сите овие триаголници се складни.  

б) Докажи дека четириаголникот чии темиња се темињата на квадратите е 

квадрат.  

 

135. Во конвексен четириаголник ABCD  се повлечени дијагоналите. Докажи дека 

четириаголникот со темиња во тежиштата на триаголниците ABC , ABD , 

ACD  и BCD  е сличен на четириаголникот ABCD .  

 

136. Во делтоид е впишан правоаголник чии страни се паралелни со дијагоналите 

на делтоисот. Определи ги должините на страните на правоаголникот ако  се 

дадени неговиот периметар 2 16s cm  и дијагоналите на делтоидот 

1 10d cm  и 2 6d cm .  
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137. Определи ја должната на страната на најмалиот квадрат кој може да се впише 

во даден квадрат со должина на страна 10 cm .  

 

138. Нека M  е средина на страната DC  на квадратот ABCD  и K  е подножјето 

на нормалата повлечена од A  на BM . Докажи дека DAK DKA .  

 

139. Нека L  е произволна точка на пократкиот лак CD  на кружницата опишана 

околу квадратот ABCD . Нека K  е пресечната точка на правите AL  и CD , 

M  е пресечната точка на правите AD  и CL , а N  е пресечната точка на 

правите MK  и BC .  

а) Докажи дека точката K  е ортоцентар на триаголникот MAC .  

б) Докажи дека точките , , ,B L M N  се конциклични.  

 

140. Дадени се должините на страните на трапез:  

30 , 15 , 16 , 13a cm b cm c cm d cm    , 

каде ||a c . Определи ја:  

а) плоштината на трапезот,  

б) плоштината на деловите на трапезот на кои тој е поделен со средната 

линија.  

 

141. Околу правоаголен трапез ABCD  со основи AB  и ( )CD AB CD  и висина 

BC , опиши квадрат така што низ секое теме на трапезот минува минува 

различна страна на квадратот о трпезот се наоѓа внатре во квадратот.  

 

142. Нека Q  е произволна точка на страната BC  на рамностраниот триаголник 

ABC . Отсечката AQ  ја продолжуваме до пресекот P  со опишаната круж-

ница околу триаголникот ABC . Докажи дека  

1 1 1

PB PC PQ
  . 

 

 

143. Дадена е билијардска маса како на цртежот 

десно, каде лаците се полукружници со 

радиус 1. Определи ги должините x  и y  

така што играчот на билијард може од 

некоја точка на масата да упати топкакоја ќе 

помине пат на правилен шестаголник 

ABCDEFA , како на цртежот десно.   

 

144. Нека O  е пресечната точка на дијагоналитре на паралелограмот ABCD , 

90ABC   и , ,K L M  се подножјата на нормалите повлечени од точката D  

на правите , ,AB BC AC , соодветно. Докажи дека точката O  припаѓа на круж-

ницата опишана околу триаголникот KLM .  
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145. Во остроаголен триаголник впишани се три квадрати така што две од теми-

њата на секој квадрат лежат на една страна на триаголникот, а другите две 

темињалежат на другите две страни. Докажи дека квадратот чија страна лежи 

на најмалата страна на триаголникот има најголема плоштина.  

 

146. Нека D  и E  се средините на страните AB  и AC  на триаголникот ABC  и 

M  е пресечната точка на симетралата на BAC  со страната BC . Докажи 

дека:  

а) Ако четириаголникот ADME  е тетивен, тогаш AD AE MD ME   .  

б) Ако AD AE MD ME   , тогаш четириаголникот ADME  е тетивен или 

ромб.  

 

147. Докажи дека ако во конвексен четириаголник важат било кои две две од 

следниве тврдења, тогаш важи и третото тврдење:  

а) четириаголникот е тангентен,  

б) дијагоналите на четириаголникот се заемно нормални,  

в) една од дијагоналите на четириаголникот ја полови другата дијагонала.  

 

148. Над страните на триаголникот ABC  со плоштина P , однадвор се констру-

ирани квадрати 2 1 2 2 1 1, ,ACC A BAA B CBB C . Докажи дека од отсечките 

1 2 1 2 1 2, ,A A B B C C  може да се конструира триаголник и пресметај ја неговата 

пшлоштина.  

 

149. Даден е четириаголник ABCD  кој е и тетивен и тангентен. Впишаната круж-

ница ги допира страните , , ,AB BC CD DA  во точките , , ,K L M N . Докажи де-

ка средините на страните на четириаголникот KLMN  се темиња на тетивен 

шетириаголник.  

 

150. Во паралелограм ABCD  точката M  е средина на страната BC , а N  е 

произволна точка на страната AD . Нека P  е пресечната точка на отсечките 

MN  и AC , а Q  е пресечната точка на отсечките AM  и BN . Докажи дека 

триаголниците BDQ  и DMP  имаат еднакви плоштини.  

 

151. Нека K  е пресечната точка на дијагоналите AC  и BD  на тетивниот четири-

аголник ABCD . Ако AK BC  и CAB CAD , докажи дека точката K  ја 

дели отсечката AC  во златен пресек.  

 

152. Во рамнината е дадена целобројна решетка. Докажи дека секој конвексен 

четириаголник со единична плоштина, чии темиња се јазли на мрежата е 

паралелограм.  

 

153. Нека , , ,K L M N  се средините на страните , , ,AB BC CD DA  на конвексниот 

четириаголник ABCD . Во внатрешноста на овој четириаголник определи 

точка P  таква што плоштините на четириаголниците , ,AKPN BLPK ,CMPL  

DNPM  се еднакви.  
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154. Даден е трапез ABCD  со основи 2AB   и 1CD  , крак 3BC   и ABC

70 . Нека E  е точка во внатрешноста на овој трапез таква што ECB

10  и 20EBC  . Докажи дека триаголникот AED  е рамностран.  

 

155. Дијагоналите на конвексниот четириаголник ABCD  се сечат во точката S . 

Ако  

15 , 45 , 45 , 75SAB SBC SCD SDA    , 

докажи дека четириаголникот е или тетивен или тангентен.  

 

156. Нека M  е пресекот на дијагоналите на квадратот ABCD . Точката E  е 

симетрична на точката M  во однос на точката C . Со S  да ја означиме 

точката во која кружницата опишана околу триаголникот BDE  ја сеќе 

дијагоналата AC  и S E . Докажи дека S  е средина на отсечката AM .  

 

157. Во конвексен четириаголник ABCD  важи  

12 , 24 , 36 , 48ABD ACD DBC BCA    . 

Определи го ADC .  

 

158. Во рамнокрак трапез ABCD  е впишана кружница со центар O  која ги 

допира краците BC  и AD  на трапезот во точките M  и N , соодветно.  

а) Докажи дека  
1 1 2

AB CD MN
  . 

б) Ако точките , ,A O M  се колинеарни, определи ги аглите на овој трапез.  

 

159. Нека ABCD  и ' ' ' 'A B C D  се два паралелограми и нека , , ,M N P Q  се точки 

от отсечките ', ', ', 'AA BB CC DD  такви што  

: ' : ' : ' : 'AM AA BN BB CP CC DQ DD     . 

а) Докажи дека MNPQ  е паралелограм.  

б) Што е геометриското место на точки на пресекот на дијагоналите на чети-

риаголникот MNPQ  кога бројот   се менува.  

 

160. Четириаголникот ABCD   тетивен. Права низ точката D  паралелна со правата 

BC  ја сече правата CA  во точката P , правата AB  ја сече во точката Q  и 

кружницата опишана околу четириаголникот ABCD  ја сече во точката R . 

Права низ точката D  паралелна со правата AB  ја сече правата AC  во 

точката S , правата BC  ја сече во точката T  и кружницата опишана околу 

четириаголникот ABCD  ја сече во точката U . АКо PQ QR , докажи дека 

ST TU .  

 

161. Нека ABCD  е тетивен четириаголник и нека 1k  и 2k  се кружниците впиша-

ни во триаголниците ABC  и ABD . Докажи дека надворешната заедничка 

тангента на овие кружници(различна од AB ) е паралелна со CD .  
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162. Нека ABCD   тетивен четириаголник. Правите AB  и CD  се сечат во точката 

E , а правите AD  и BC  во точката F . Тангентите на кружницата опишана 

околу четириаголникот ABCD  повлечени од точките E  и F  ја допираат 

кружницата во точките G  и H , соодветно. Ако , ,a GE b HF c EF   , 

докажи дека  
2 2 2a b c  . 

 

163. Дијагоналите AC  и BD  на тетивниот четириаголник ABCD  се сечат во точ-

ката S  под прав агол. Докажи дека нормалата повлечена од точката S  на 

правата BC  ја полови страната AD .  

 

164. Даден е конвексен четириаголник ABCD  со плоштина 1 чии дијагонали се 

сечат во точката M  под агол  . Нека 1 2 3 4, , ,O O O O  се центрите на опиша-

ните кружници околу триаголниците , , ,ABM BCM CDM DAM , соодветно. 

Определи ја плоштината на четириаголникот 1 2 3 4O O O O .  

 

165. Нека K  е пресечната точка на дијагоналите AC  и BD  на конвексниот чети-

риаголник ABCD . Ако  

, : :AK BC AC AK AK KC   и CAB CAD , 

докажи дека четириаголникот ABCD  е тетивен.  

 

166. Даден е рамнокрак трапез со основи AB  и CD . Крижницата k  која минува 

низ точките D  и C  по втор пат ја сече страната AD  во точката X , а дија-

гоналата BD  во точката Y . Тангентата на кружницата k  во точката C  ја 

сече правата AB  во точката Z . Докажи дека точките , ,X Y Z  се колинеарни.  

 

167. Од праволиниски канал со ширина a  под прав агол се одделува право-

линиски канал со ширина b . Определи ја најголемаа должина надрво кое 

нема да се заглави при вртењето пливајќи од едниот во другиот канал.  

 

168. Даден е правилен осумаголник со должина на страна 1. Определи го збирот 

на должините на сите дијагонали на овој осумаголник.  

 

169. Во рамнината е даден конвексен петаголник чии агли се тапи. Докажи дека 

може да се најдат две негови дијагонали такви што два круга конструирани 

над овие дијагонали како над дијаметри го покриваат целиот петаголник.  

 

170. Правилен петаголник со страна a  и дијагонала d  впишан е во кружница со 

радиус 1. Докажи дека  
2 2 1a d  . 

 

171. Должините на страната и дијагоналата на правилен петаголник се еднакви на 

a  и b , соодветно. Докажи дека  
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2 2

2 2
3a b

b a
  . 

 

172. Темињата на правилен десетаголник се поврзани со затворена искршена 

линија која има 10 отсечки. Докажи дека меѓу овие отсечки најмалку две се 

паралелни.  

 

173. Во рамнината со целобројна решетка е даден конвексен шестаголник чии 

темиња се јазлите на мрежата, а неговата плоштина е 3. Докажи дека шест-

аголникот е централносиметричен.  

 

174. Докажи дека меѓу било кои пет темиња на правилен десетаголник постојат 

четири темиња кои формираат рамнокрак трапез.  

 

175. Во внатрешноста на конвексен n аголник 1 2... nA A A  е дадена точка M  која 

не припаѓа на ниту една негова дијагонала. За 1,2,...,i n  конструирани се 

полуправите iA M . Секоја од овие полуправи сече некоја страна на 

многуаголникот во нејзина внатрешна точка. Воочени се сите пресечни точки 

на полуправите iA M  со страните на многуаголникот. Нека , ( 1,2,..., )ie i n  е 

бројот на воочените  точки на страната 1i iA A   ( 1 1nA A  ). Докажи дека 

бројот 
1

n

i
i

ie


  е делив со n .  

 

176. Коневексен многуаголник 1 2... nA A A  со дијагоналите кои не се сечат е поде-

лен на неколку триаголници така што од секое теме на тој n аголник изле-

гуваат парен број дијагонали (може и ниту една), освен од темињата 

1 2
...

ki i iA A A , каде 1 21 ... ki i i n     . Докажи дека тогаш k  е парен број и  

1 2 1... (mod3), за 0

0(mod3), за 0.

k kn i i i i k

n k

     

 
 

 

177. Даден е конвексен многуаголник 1 2... nA A A . Нека iB  е пресечната точка на 

дијагоналите 2i iA A   и 1 3i iA A  , за 1,2,...,i n . Познато е дека симетралите 

на внатрешните агли на многуаголникот 1 2... nA A A  истовремено се и 

симетрали на страните на многуаголникот 1 2... nB B B  (симетралата на 

1 2i i iA A A   е симетрала на страната 1i iB B ).  

а) Докажи дека многуаголникот 1 2... nA A A  е тангентен, а многуаголникот 

1 2... nB B B  е тетивен.  

б) Ако 2005n  , докажи дека многуаголникот 1 2 2005...A A A  е правилен.  
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7.   СТЕРЕОМЕТРИЈА  
 

1. Конструирај го и пресметај го растојанието меѓу два разминувачки раба на 

правилен тетраедар, ако должината на работ на тетраедарот е a . Докажи ја 

конструкцијата.  

 

2. Нека ABCD  е произволна тристрана пирамида. Ако повлечеме три прави од 

кои секоја ги содржи средините на два разминувачки раба на пирамидата, 

тогаш овие прави се сечат во една точка. Докажи!  

 

3. Ако во тетраедар должината на еден и само еден раб е поголема од 1, тогаш 

неговиот волумен не е поголем од 1
8

. Докажи!  

 

4. Четири точки , , ,M N P Q  кои не припаѓаат на иста рамнина се средини на 

рабови на тетраедарот  .  

а) Докажи дека три од четирите дадени точки припаѓаат на иста рамннна на 

тетраедарот.  

б) Конструирај го тетраедарот и определи го бројот на решенијата.  

 

5. На секоја страна на тетраедарот земена е по една точка така што секоја од 

шесте прави кои ги определуваат две од четирите земени точки е паралелна 

со некој раб на тетраедарот. Докажи дека земените точки се тежишта на 

ѕдовите на тетраедарот.  

 

6. Даден е тетраедар ABCD  чии рабови , ,DA DB DC  се заемно нормални. Нека 

O  е центарот на опишаната сфера околу тетраедарот, а R  радиусот на таа 

сфера.  

а) Докажи дека постои триаголник чии должни на страни се еднакви на 

растојанијата од три темиња на тетраедарот, меѓу кои е и темето D , до 

дијаметарот на сферата кој минува низ четвртото теме.  

б) Докажи дека 4abc Rs  каде s  е плоштината на тој триаголник а , ,a b c  се 

должините на рабовите , ,DA DB DC .  

 

7. Даден е тетраедар ABCD . Со 'A  да го означиме центарот на кружницата 

опишана околу триаголникот BCD , а со A  рамнината која ги содржи 

точките A  и 'A  и е нормална нарамнината на триаголникот BCD . Аналогно 

ги добиваме рамнините , ,B C D   . ДОкажи дека овие четири рамнини се 

сечат во една точка.  

 

8. Основата на пирамида е рамнокрак триаголник со раб a  и агол при основата 

45  . Бочниот раб на пирамидата е накломет кон рамнината на основата 

под агол  . Определи ја плоштината на пресекот на пирамидата со 

рамнината која минува низ висината на пирамидата и едно теме на основата 

на пирамидата.  

 



Прв дел: Основно ниво  
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9. Дадени се висината 6h cm  и плоштините на бочните ѕидови  

2
1 54 ,P cm  2

2 60P cm  и 2
3 102P cm

 
на права тристрана призма. Пресметај ги нејзините плоштина и волумен.   

 

10. Рамнина ги сече бочните рабови на четиристрана пирамида во точките 

, , ,A B C D  кои се наоѓаат на оддалеченост , , ,a b c d , соодветно од врвот на 

пирамидата. Докажи дека важи  
1 1 1 1
a c b d
   . 

 

11. Како се менува волуменот на правилна триастрана пирамида впишана во 

топка со радиус r  кога се менува висината на пирамидата x .  

 

12. Основата на права пирамида е правоаголник со дијагонали еднакви на b  и 

агол   меѓу нив. Секој од бочните рабови со основата зафаќа агол  . Опре-

дели го волуменот на пирамидата.  

 

13. Во правилен октаедар впишан е прав цилиндар така што неговата оска лежи 

на дијагонала на октаедарот и основите допираат ѕидови на октаедарот. Ако 

работ на октаедарот е a , определи го оној цилиндар кој има омотач со 

најголема плоштина.  

 

14. Во просторот се дадени два триаголници ABC  и DEF  кои лежат во различ-

ни рамнини. Определи го геометриското место на точки M  за кои волуме-

ните на тетраедрите MABC  и MDEF  се еднакви.  

 

15. Докажи дека не постои полиедар кој има седум рабови.  

 

16. Тапоаголен триаголник со остри агли   и   и најмала висина h  ротира 

околу страната b . Определи ја плоштината на добиеното тело.  

 

17. Во конус е впишана сфера со радиус r . Определи го волуменот на конусот 

ако е познато растојанието d  од врвот на конусот до рамнината која ја допи-

ра топката и е нормална на една изводница на конусот.  

 

18. Ако секоја страна на просторниот четириаголник ја допира сферата S , тогаш 

сите допирни точки припаѓаат на иста рамнина. Докажи!  
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8.   ЕКСПОНЕНЦИЈАЛНИ И ЛОГАРИТАМСКИ  

ФУНКЦИИ, РАВЕНКИ И НЕРАВЕНКИ  
 

 

1. а) Определи го интервалот (0, ; )x x , каде x  е решение на равенката  

1 7 13 ... 280x     . 

б) Определи ги оние вредности y  од интервалот (0, ; )x x  за кои е дефини-

рана функцијата  

2
4 3 2

7 4
( ) log ( 4 5 )

y y
f y y y y


   . 

 

2. Нека , , ,a b c x  се позитивни реални броеви различни од 1. Докажи дека од  

1
2

log (log log )b a cx x x   

следува  

log log logb b bac a c  . 

 

3. Ако , , ,x a b c  се позитивни реални броеви различни од 1 и ако 
2b ac  докажи 

дека  
log log log

log log log
a a b

c b c

x x x

x x x




 . 

 

4. Во множеството реални броеви реши ја равенката ( )f t t , каде функцијата 

( )f t  е определена со:  

2 21 2 2( ) 5 2 4 6x x x xf x x         . 

 

5. Реши ја равенката  

( 2 2 2 2 1( 8 7 8 9 ) ( 8 7 8 9 ) 2x x xx x x x x x x x              

 

6. Реши ја равенката  

а) 1 1
2 2

log(2 5) log(2 4) log2x x x    ,  

б) log( 9) 2log 2 1 2x x    ,  

в) log log( 3) 2log(6 )x x x    . 

 

7. Дадена е равенката  

log 2log( 1)kx x  . 

Определи ги сите вредности на параметарот k  за кои равенката има еден и 

само еден корен.  

 

8. Реши ја равенката  
1 2

5 log 1 log
1

x x 
  . 
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9. Реши ја равенката  

21
3

log10 log(271 3 ) 2x   . 

 

10. Реши ја равенката  

1 1
2 2

16log (log ) 1x x   . 

 

11. Реши ја равенката  

а) 2log (9 2 ) 3x x   ,  

б) 
7 log

2 1 log10
x

xx


 .  

 

12. Реши ја равенката  
log log 1 1 log 1 log5 3 3 5x x x x      . 

 

13. Нека k  е цел број. Докажи дека постојат природни броеви x  и y  такви што  

22 [log ]x x y y k     

ако и само ако 1k  .  

 

14. Реши ја равенката  

3 3log ( 1) log 22( 1) 3
x x

x x x


   . 

 

15. Реши ја равенката  

log x
a a

x  , 

каде a  е параметар.  

 

16. Реши го системот равенки  

2 264 62 12

64 4 2.

x y

x y

  




 

 

17. Реши го системот равенки  

4 2

2 2

log log 0,

5 4 0.

x y

x y

 


  

 

 

18. Реши го системот равенки  

2 2

2 2

2

log log 1.

xy

x y

 


 

 

 

19. Во множеството реални броеви реши ја неравенката  
22 3( 3 9) 1x xx x    . 
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20. Во множеството реални броеви реши ја неравенката  

25 2 10 5 25x x x    . 

 

21. Реши ја неравенката  

2 2

1 1
log log 1

1
x x
  . 

 

22. Реши ја неравенката  

1
2

2log2 (1 )log3 log( 3 27) 0x
x

     . 

 

23. Во зависност од реалниот параметар a  во множеството реални броеви реши 

ја неравенката 

log | log | log loga a xx
x a x a a a    . 

 

24. За кои реални броеви x  и y  е исполнето неравенството  

2log log 2 2cos 0xx y   ? 

 

25. Докажи дека  

log log 2log logb c c b c b c ba a a a       

ако a  и b  се должините на катетите, а c  е должината на хипотенузата на 

правоаголен траголник.  

 

26. За должините на катетите a  и b  на правоаголниот триаголник важи  
1

2 2
log (log log log2)a b a b    . 

Определи ги аглите на триаголникот.  

 

 

 

9.   ТРИГОНОМЕТРИЈА  
 

1. Докажи дека cos1  е ирационален број.  

 

2. Пресметај sin(2 )x y  ако 1
3

sin x  , 1
2

sin y  , 
2 2

( , ), (0, )x y   .  

 

3. Дадена е функцијата  
tg sin

ctg cos
( )

x x

x x
f x




 . 

Определи ја дефиниционата област D  на функцијата ( )f x , а потоа докажи 

дека ( ) 0f x   за секој x D .  

 

4. Докажи дека функцијата  

( ) tg3 ctg2f x x x   



Прв дел: Основно ниво  
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не може да има вредност во интервалот 31
9 2

( , ) .  

 

5. Испитај ја функцијата  
1 1

cos sinx x
y    

и нацртај го нејзиниот график.  

 

6. За кои реални броеви , ,a x y  изразот  

2 2

2 1

[ 2( sin )] (1 cos2 )

xy

x xy a x xy
r



  
  

е рационаен број.  

 

7. Ако ( ) 3xf x   и ( ) sing x x , пресметај ја вредноста на изразот  

36
( ( )) ( (log ))f g g f  . 

 

8. Докажи дека  

cos13 sin 43 cos73 1
4sin(13 43 73 ) 

 . 

 

9. Докажи го равенството  
2 4 6 8 10 1
11 11 11 11 11 2

cos cos cos cos cos          . 

 

10. Докажи го равенството:  
1

2 2

2

sin( )sin

sin
sin sin( ) ... sin( ( 1) )

n na

a

x a
x x a x n a


       . 

 

11. Нека a  и b  се реални броеви од инетрвалот 
2

[0, ] . Докажи дека  

6 2 2 6sin 3sin cos cos 1a a b b    

ако и само ако a b .  

 

12. Определи ја вредноста [0,2 ]   за која квадратниот трином  

2(2cos 1) 2 cosy x x      

е негативен за секој x .  

 

13. За кои вредности на параметарот m  равенката  

2sin 2( 2)cos ( 1) 0x m x m      

има реални решенија?  

 

14. Дадена е равенката  
2 2 22 sin 4 sin 4sin 1 0x x      , 

каде x  е непозната, а   е параметар кој прима вредности од [0, ] . Кога ра-

венката има реални корени и со каков предзнак се истите.  
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15. Определи ја вредноста на реалниот параметар   за која равебката  

1 1
sin cosx x

   

има нула која се содржи во интервалот 
2

(0, ) .  

 

16. Реши ја равенката  

а) 2 22sin 3sin cos cos 1x x x x   ,  

б) 2 2 2 2sin cos tg ctg 3x x x x    ,  

в) 4 2 2 43sin 4sin cos cos 0x x x x   .  

 

17. Реши ја равенката  

а) 
3 3 1

4
sin cos sin cosx x x x  ,  

б) 
1 tg

1 tg
1 sin 2

x

x
x




  ,  

в) sin cos
1 cos sin

2x x
x x
  .  

 

18. Реши ја равенката:  

а) 1 cos2 sin 2
2sin 1 cos2

x x
x x




 ,  

б) 5cos2 4sinx x .  

 

19. Реши ја равенката  
1

sin
sin cos

x
x x  . 

 

20. Реши ја равенката  
4 4 3

4
sin cosx x  . 

 

21. Реши ја равенката  
1
2

cos2 cos 3sinx x x   . 

 

22. Реши ја равенката  
2 2 3

2
sin 2 sinx x  . 

 

23. Реши ја равенката  

cos cos2 cos4 4cos cos2 cos4 0x x x x x x    . 

Определи ги сите решенија кои припаѓаат на интервалот ( , )  .  

 

24. Реши ја равенката  
4
3

tg ctg sin 2x x x  . 

 

25. Реши ја равенката  

ctg tg sin cosx x x x   . 



Прв дел: Основно ниво  
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26. Реши ја равенката  

1
2

2 21
4 22

cos2 log ( sin ) 2cos log sin 2cos sin log sinx x x x x x x       

 

27. Определи ја вредноста на параметарот a  така што равенката  
2

3

2 1 4cos

cos
cos log 2 tg log 0, 0 1a

a a
a

a x a x a        

има решение во интервалот (0,1) .  

 

28. Определи ги вредностите на реалниот параметар a  за кои равенката  

4 42sin cosx x a   

има реални решенија.  

 

29. Реши ја неравенката  
2 2 1

2
cos sinx x  .  

 

30. Колку решенија има системот  

1 2

2 3

1

1

cos ,

cos ,

.................

cos ,

cos .

n n

n

x x

x x

x x

x x









 

 

 

 

31. Колку решенија има системот  

1 2

2 3

1

1

sin ,

sin ,

.................

sin ,

sin .

n n

n

x x

x x

x x

x x









 

 

 

 

32. Во множеството [0,2 )  реши го системот неравенки:  

2cos 1 sin 2 1 sin 2 ,

1 sin 2 1 sin 2 2.

x x x

x x

    


   

 

 

33. Докажи дека системот неравенки  

2

2

sin 3 20 32

cos

x x x

x x

   

 

 

нема решенија.  

 

34. Ако во триаголникот ABC  важи  
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sin sin sin

cos cos cos
3

  

  

 

 
 , 

докажи дека еден од аглите на овој триаголник е еднаков на 60 .  

 

35. Ако за аглите на триаголникот важи равенството  
2 2 2sin sin sin    , 

докажи дека триагоникот е правоаголен.  

 

36. Даден е триаголник со страни , ,a b c , плоштина P  и агол 45  . Докажи 

дека  
2 2 2 4a b c P   . 

 

37. Ако во ABC  за страните a  и b  и соодветните спротивни агли   и   важи 

релацијата  
2 2 2 2( )sin( ) ( )sin( )a b a b        , 

докажи дека триаголникот е рамнокрак или правоаголен.  

 

38. Нека за аглите , ,    и страните ,a b  на триаголникот ABC  важи равен-

ството  

2
tg ( tg tg )a b a b


    . 

Докажи дека триаголникот ABC  е рамнокрак. . 

 

39. За триаголник со должини на страни , ,a b c  и плоштина P  важи равенството  

2 2 23( ) 2 4b c a bc P    . 

Определи ја големината на аголот наспроти страна a .  

 

40. Докажи дека тежишните линии 'AA  и 'BB  на триаголникот ABC  се заемно 

нормални ако и само ако  

ctg 2(ctg ctg )C A B  . 

 

41. Даден е рамнокрак триаголник ABC  со основа BC . Определи ги аглите на 

триаголникот ако  

2
7

1 2cosAB

BC

  . 

 

42. Нека тежишните линии AD  и BE  на триаголникот ABC  се заемно нормал-

ни. Определи ги можни вредности на cos ACB .  

 

43. На страната BC  на остроаголниот триаголник ABC  земени се точки X  и Y  

такви штоо важи BX XY YC  , при што точката X  е поблиску до точката 

B  отколку до точката C . Полукружниците со центри во X   и Y  кои ги 

допираат страните AB  и AC , соодветно, се сечат во точката Z . АКо 

XZY   докажи дека важи равенството  



Прв дел: Основно ниво  
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cos(2 ) cos(2 ) 4sin( )sin( )cos 0B C B C    . 

 

44. Во трапез со основи a  и ( )b a b , висина h , заемно нормални дијагонали о 

агол   меѓу краците важи  

1 1 1( )ctg
h b a

  . 

Докажи!  

 

45. Ако производите на косинусите на спротивните агли на четириаголникот се 

еднакви, докажи дека тој четириаголник е трапез.  

 

46. Фабриката во местото A  е оддалечена од брегот на праволиниска река за 

AB a km , а суровината се набавува од низводното место C  кое е на истиот 

брег на реката. Трошоците за речниот транспорт за /t km  се два пати помали 

од трошоците за патниот транспорт. Ако BC b km , под кој агол кон реката 

треба да се направи пат така што трошоците за превоз на суровината ќе бидат 

најмали?  

 

47. Нека , ,    се агли на триаголникот ABC .  

а) Определи го максимумот на функцијата  

2
( )sin sin( ), (0 )f


       . 

б) Ако  

0 sin sin max ( )f v   , 

докажи дека постои точка D  на страната AB  за која CD  е геометриска 

средина на отсечките AD  и BD .  

 

48. Даден е конвексен петаголник 1 2 3 4 5A A A A A . Нека 1 2 3 4 5, , , ,M M M M M  се 

последователно средините на страните 1 2 2 3 3 4 4 5 5 1, , , ,A A A A A A A A A A . Ако  

1 3 3 52 4 4 1 4 2

3 4 4 5 5 1 1 2 2 3

21
2 5

tg
A M A MA M A M A M

A A A A A A A A A A

     , 

докажи дека петаголникот е правилен.  

 

49. а) Ако  
12cos
z

z    и 12 sin
z

i z   , 

каде z  е комплексен број, докажи дека  

12cos( )
n

n

z
n z    и 12 sin( )

n

n

z
i n z   .  

б) Примени го тврдењето под а) за да пресметаш  

cos20 cos40 cos80 . 
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10.  АНАЛИТИЧКА ГЕОМЕТРИЈА  
 

1. Дадена е права p  со равенка 4 2 0x y   . Определи ја равенката на правата 

q  која е симетрична на правата p  во однос на симетралата на првиот и 

третиот квадрант.  

 

2. Дадена е права p  со равенка  

2 6 0x y   . 

Определи ја равенката на правата q  која е симетрична на правата p  во од-

нос на y  оската.  

 

3. Дадена е права p  со равенка  

2 3 6 0x y   . 

Определи ја равенката на правата q  која е симетрилна на правата p  во 

однос на координатниот почеток O .  

 

4. Докажи дека на секоја кружница со центар во точката ( 2, 3)  лежи нај-

многу една целобројна точка.   

 

5. Во координатната рамнина е даден триаголник чии темиња се со целобројни 

координати. Кои од следниве точки во тој триаголник:  

а) тежиштето,  

б) ортоцентарот,  

в) центарот на опишаната кружница,  

г) центарот на впишаната кружница,  

мора да имаа рационални координати?  

 

6. Ако темињата на триаголникот се целобројни точки во правоаголен коорди-

натен систем, докажи дека сите негови агли се различни од 60 .  

 

7. Во правоагоелн кординатен систем во рамнината е даден триаголник чии 

темиња се со целобројни координати и чија плоштина е 1
2

. Докажи дека цен-

тарот на неговата опишана кружница не е точка со целобројни координати.  

 

8. Нека a  е позитивен реален број. Докажи дека следните тврдења се еквива-

лентни:  

а) Во правоаголен координатен систем постои квадрат со должина на страна 

a  чии темиња се со целоброни координати.  

б) Постојат цели броеви m  и n  со иста парност такви што  

2 2 22m n a  . 

 

9. Нека пресликувањето :f   е дадено со  

2( ) ( 1) 1,f x x a x x     . 



Прв дел: Основно ниво 
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а) Определи ги сите вредности на параметарот a  за кои е точен исказот:  

2

( )

1
| | 3

f x

x x
x

 
   . 

б) Определи го множеството A B  каде  

{ : 2 }A a a a    , 

а B  е множеството од сите вредности на параметарот a  определени во а).   

в) Докажи дека кривите линии кои го претставуваат графот на функцијата 

| ( ) |y f x  во зависност од вредноста на параметарот a  минуваат низ една 

фиксна точка.  

г) Наведи ги оние вредности на параметарот a  за кои кривата | ( ) |y f x  е 

парабола и определи го геометриското место на темињата на овие параболи.  

 

10. Определи ја равенката на кружницата која има радиус 2 и која во една точка 

ја допира кружницата  
2 2( 1) ( 2) 9x y     

и чиј центар лежи на правата  

3x y  . 

 

11. Нека точката ( )M b  е еднакво оддалечена од правата 2x    и кружниците  

2 2 2 2( 3) 1, ( 3) ( ) 1x y x y b       . 

Определи ја кривата која ја опишува точката ( )M b  кога параметарот b  се 

менува во множеството реални броеви.  

 

12. Во фигурата ограничена со лакот на кривата 22 6x y   и оската Ox  впишан 

е правоаголник така што две негови темиња се на оската Ox . Определи ја 

максималната плоштина на вака впишан правоаголник.  

 

13. Точката q  е ортогонална проекција на произволна точка P  на елипсата 

22

2 2
1

yx

a b
   на оската Ox . Низ точката P  е повлечена права 1l  паралелна со 

оската Ox , а низ точката Q  права 2l  паралелна на отсечката OP . Определи 

ја равенката на кривата која ја опишува пресекот M  на правите 1l  и  2l , кога 

P  ја опишува дадената елипса.  

 

14. Дадена е елипса  
2 2 2 2 2 2b x a y a b  , 

која правата p  паралелна со оската Oy  ја сече во точките M  и N , при што 

M  има позитивна, а N  има негативна ордината. Определи го геометриското 

место на пресечната точка P  на правите AM  и BN , како и геометриското 

место на пресечната точка Q  на правите AN  и BM , каде ( ,0)A a  и ( ,0)B a  

се темиња на елипсата, кога правата p  се движи паралелно со оската Oy .  
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11.  НЕРАВЕНСТВА  
 

1. Природниот број a  може да се запише во облик 1 010a a a  , каде 1a  е бро-

јот на десетките, а 0a  цифрата на единиците. Нека c  е број таков што   

( 1)bc a b c   . 

Докажи дека  

1 1( 1)bc a b c   , 

каде 1c  е бројот на десетките на бројот c .  

 

2. Нека , , (0,1)a b c . Докажи дека барем еден од производите  

(1 ) , (1 ) , (1 )a b b c c a    

не може да биде поголем од 1
4

.  

 

3. Докажи дека  

3 33 3 33 3 3 3 2 3    . 

 

4. Нека , , , , , ,a b c A B C r  се позитивни реални броеви. Докажи го неравенството  

A a B b B b C c C c A a
A a B b c r B b C c a r C c A a b r

        
              

  . 

 

5. Докажи дека за позитивните броеви , , ,a b c d  важи неравенството  

2a b c d
b c c d d a a b   

    . 

 

6. Докажи дека за секои природни броеви p  и q  важи неравенството  

2

1

3
| 2 |

p

q q
  . 

 

7. Нека за реалните броеви a  и b  важи | 3 2 | 1a b   и | 2 3 | 1a b  . Докажи 

дека | | 1a   и | | 1b  .  

 

8. Докажи дека за позитивни реални броеви ,a b  и природен број 1n   важи  

2 1 2 2( ) 2( ) ( )n n na b ab a b   . 

 

9. Докажи дека за реалните броеви ,x y  и природниот број n  важи неравен-

ството  
2 2 2( ) (2 ) ( )n n n nx y xy x y    . 

 

10. Ако , ,m n k  се природни броеви и m n k   докажи дека  

(1 ) (1 )n mm n
k k

   . 

 



Прв дел: Основно ниво  
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11. Докажи дека за природните броеви , ( )m n n m  важи  

( 1) ( 1)( ) ( 1)n m n m m nn m n n     . 

 

12. Докажи дека за секој природен број 1n   важи  

2 1 1( 1) ( 1)n n nn n n    . 

 

13. Докажи го неравенството  

2 2 2

1 2

1 1 2 1 1
... 1n

n
n

  
     . 

 

14. Докажи дека за секој природен број n  важи  

1 2 3 ... 2n     . 

 

15. Докажи дека  
13 5 ... (2 1)1 1

2 4 6 ... 22 2

n

nn n

    

   
  , за 1n  . 

 

16. а) Определи ги најмалиот број a  и најголемиот број b  такви што за секој 

природен број n  важи  

2 1 2 2
2 2 1 2

n n n
n a n n b

  

  . 

б) Докажи дека  
7 50 52 54 1680 5
41 51 53 55 1681 29

...      . 

 

17. Докажи дека за секој природен број 2n   важи 

1 1 1 1
2 3

( 1 1) 1 ... (1 ) 1
n

n
n n

n n n          . 

 

18. Докажи го неравенството  

2 3 3 3 2

13 51 1 1 1 1
72 242( 1) 2 3 2( 1)

...
n n n 

       . 

 

19. Докажи, ако производот на n  позитивни броеви е еднаков на 1, тогаш нив-

ниот збир не е помал од n . Кога важи знак за равенство?  

 

20. Нека , ,a b c  се реални броеви поголеми од 2 1  такви што 2 2 2 3a b c   . 

Докажи дека  

2 2 2

3
22 1 2 1 2 1

a b c

b c c a a b     
   . 

 

21. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви такви што 1abc  . Докажи дека  

2 2 22( ) 6a b c a b c ab bc ca         . 

Кога важи знак за равенство?  

 



Р. Малчески, А. Ибраими, А. Малчески  

 78 

22. Докажи дека за позитивните реални броеви , ,a b c  важи неравенството  

2 3
2

( ) ( )a b c a b b c c a
b c a c a b

       . 

Кога се достигнува знак за равенство?  

 

23. Ако , ,a b c  се позитивни броеви такви што 1abc  , докажи го неравенството  
2

3 3 3

( )1 1 1
6

ab bc ca

a bc b ca c ab

 

  
   . 

Кога важи знак за равенство?  

 

24. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви такви што 3 3 3 3a b c   . Докажи 

дека  
1 1 1

2 2 2
1

a bc b ca c ab  
   . 

 

25. Нека 1 2, ,..., na a a  се позитивни реални броеви такви што 1 2... 1na a a  . Дока-

жи дека  

1 2(1 )(1 )...(1 ) 2n
na a a    . 

 

26. Ако 1 2, ,..., na a a  и 1 2, ,..., nb b b  се позитивни реални броеви такви што  

1 2 1 2... ... 1n na a a b b b        , 

докажи дека  
22 2

1 2

1 2

... 1n

n

bb b

a a a
    . 

 

27. Докажи дека за позитивни броеви , ,a b c  кои го задоволуваат условот 

1a b c    важи неравенството:  

2a bc b ca c ab      . 

 

28. Нека , ,x y z  се ненегативни броеви такви што 1x y z   . Докажи дека  

1
2

2xy yz zx   . 

 

29. Нека , ,a b c  се позитивни броеви такви што ab bc ca a b c     . Докажи 

дека 3a b c   .  

 

30. За позитивните реални броеви x  и y  важи 2 2 8x y  . Докажи дека 

4x y  .  

 

31. Ако 2 1x y  , тогаш 2 2 1
5

x y  . Докажи!  

 

32. Нека , ,x y z  се позитивни реални броеви такви што 6x y z   . Докажи го 

неравенството 2 2 2 12x y z   .  
 



Прв дел: Основно ниво  
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33. Ако за природните броеви , , ,a b c d  важи  

2 2 2 22( )ac bd a b c d     , 

докажи дека  

| | 15ad bc  . 

 

34. а) Ако x y z  , докажи дека  

2 2 2 2 2 2x y yz z y z zx x z x xy y        . 

б) Докажи дека за позитивните броеви , ,x y z  важи неравенството  

2 2 2 2 2 2x y yz z y z zx x z x xy y        . 

 

35. Нека реалните броеви , ,a b c  ги задоволуваат условите  

1 1
5 2

2 3 1, , , 1a b c a b c          . 

Определи ја најголемата можна вредност на изразот  

5 1 4 2 3 3a b c     . 

 

36. Нека , ,x y z  се ненегативни броеви такви што 3x y z   . ДОкажи дека  

9
4

xy yz zx xyz    . 

 

37. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви такви што 1a b c   . Докажи дека  

18a b b c c a
ab bc ca
     . 

 

38. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви чиј збир е еднаков на 3. Докажи дека 

3 ( )( )a bc a b a c     и дека важи неравенството  

3 3 3
3 3 3

3a b c
a bc b ca c ab
  
  

   . 

 

39. Нека , ,a b c  се позитвини броеви такви што 1abc  . Докажи дека  

61 1 1 1
a b c a b c 
    . 

 

40. Нека , , ,a b c d  се позитивни реални броеви. Докажи дека  

6 6 6 6 6 1a b c d abcd      . 

Кога важи знак за равенство?  

 

41. Ако средниот по големина меѓу позитивните броеви , ,a b c  е помал или ед-

наков на геометриската средина на другите два броја, докажи дека  
3 3 3 3 3 3 3 3 3( )abc a b c a b b c c a     . 

 

42. Нека a  и b  се реални броеви такви што 1a b  . Докажи дека  

4 4 1
8

a b  . 
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43. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви такви што 1abc  . Докажи дека 

важи неравенството  
4 4 4a b c a b c     . 

Кога важи знак за равенство?  

 

44. Нека ,x yz  се позитивни броеви такви што 2 2 2 3x y z   . Докажи дека ва-

жи  
4 4 4 6x y z x y z      . 

 

45. Нека , ,x y z  се ненегативни реални броеви такви што 1x y z   . Докажи 

дека  
3 3 3 3

4
2( )x y z xy yz zx      . 

Кога важи знак за равенство?  

 

46. Нека , ,x y z  се позитивни броеви такви што 2 2 2 3x y z   . Докажи дека 

важи  
4 4 4 2 2 2 9x y z x y z      . 

 

47. Дадени се броевите 1 2 3, ,a a a   и 1 2 3, , \{0}b b b   такви што 1 2i

i

a

b
  , за 

1,2,3i  . Докажи го неравенството  

2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 32( ) 3( )a a a b b b a b a b a b        . 

Кога важи знак за равенство?  

 

48. Докажи дека за позитивните релани броеви x  и y  е точно неравенството  

2( )( 1) 8
y

y x
x    . 

Кога важи знак за равенство?  

 

49. Докажи дека за позитивните броеви a  и b  важи  

2 22
2 2

a b ab a b
a b

ab  


   . 

 

50. Докажи дека за позитивните броеви , ,x y z  такви што 1x y z     важи  

41 1 1 1 1 1
1 1 1 (1 )(1 )(1 )

3 ( ) 4
xyz

x y z x y z x y z
xyz

     
       . 

 

51. Докажи дека за позитивните реални броеви a  и b  важи  
2 22 2( ) ( )

2( ) 2 4

a b a ba b
a b ab

ab
 


   . 

 

52. Нека , ,x y z  се позитивни броеви такви што 2xyz x y z    . Докажи дека  



Прв дел: Основно ниво  
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5( ) 18 8( )x y z xy yz zx      . 

 

53. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви такви што 1ab bc ca   . ДОкажи 

дека  

1 1 1 2( )
a b c

a b c a b c        . 

 

54. Нека , ,x y z  се позитивни броеви такви што 1x y z   . Докажи дека  

2
3

(1 ) (1 ) (1 )xy z yz x zx y      . 

 

55. Ако за реалните броеви , ,x y z  важи 2 2 2 2 1x y z xyz    , докажи дека  

2 2 2 3
4

x y z   . 

 

56. Докажи дека за ненегативни броеви x  и y  важи:  

2 2 2 2 2( ) ( 27 ) 64x y x y x y   . 

 

57. Докажи дека за реалните броеви x  и y  важи неравенството  

2 2 5 5 5 5 2( ) (2 ) ( )x y xy x y    . 

 

58. Ако , ,a b c  се должини на страни на триаголник, докажи дека  

3a b c
b c a c a b a b c     

   . 

Кога важи знак за равенство?  

 

59. Нека , , ,a b c d  се позитивни реални броеви. Докажи дека  

0a b b c c d d a
b c c d d a a b
   
   
    . 

 

60. Докажи дека за 0a   и 0 1b   важи  

2 21 1 a b
b a

a b     . 

 

61. Определи ја најмалата вредност на изразот  

( 1)( 2)( 3)( 4) 10x x x x      

каде x  е реален број, а потоа определи ги сите вредности на x  за кои таа 

вредност се достгнува.  

 

62. Во множеството цели броеви реши го системот равенки:   

2

2

2

3

3

3 .

x x yz

y y zx

z z xy

  



 


 

 

Докажи дека за секое реално решение на овој систем важи  
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4 0xyz   . 

 

63. Нека , ,a b c  се реални броеви такви што , 0a b   и 0 1c  . Докажи дека  

1 (1 )c ca b ac c b    . 

 

64. Ако 1 2, ,..., nx x x  се позитивни реални броеви, докажи дека важи  

...1 2
1 2

1 2 1 2( ... ) ...
x x xn

n nx x x
n nx x x x x x

  

 . 

 

65. Определи ја најголемата можна константа C  таква што неравенството  

2
1 2 6 1 2 3 2 3 4 6 1 2( ... ) ( ( ) ( ) ... ( ))x x x C x x x x x x x x x           

важи за секои реални броеви 1 2 6, ,...,x x x . За добиената вредност на C  опре-

дели ги сите вредности 1 2 6, ,...,x x x  за кои важи знак за равенство.  

 

66. Нека , 1,2,...,ia i n  се реални броеви. Бројот ka  го нарекуваме mлидер ако 

за некој p  важи  

1 1... 0k k pk a aa       ,  1 p m  . 

Докажи дека збирот на сите mлидери е ненегативен.  

 

67. Докажи дека за секој реален број 2x   важи 5 3 4x x x  .   

 

68. Докажи дека за 2n   важи:  

2 2 2 1
! ! ! 3

log log ( 1) log ( 2)!n n nn n n     . 

 

69. Докажи дека за броевите , , 1a b c   е точно неравенството  
2 2 2 2 2 2

log log log 3b c a c b v
a b cb c a c b a

  
  

   . 

 

70. Докажи дека неравенството  
2 2 2

2 2 2(4 log ) 2 log log 1 0x y x y y      

важи за секој реален број x  и за секој 0y  . Кога важи знак за равенство?  

 

71. Ако броевите 1 2, ,... nx x x  припаѓаат на интервалот 1
4

( ,1)  докажи дека важи 

неравенството  

1 2 1

1 1 1 1
2 3 14 4 4 4

log ( ) log ( ) ... log ( ) log ( ) 2
n nx x x n xx x x x n


         . 

 

72. Нека  

1 2 2
0 ... n

       . 

Докажи дека  

1 2

1 2

cos cos ... cos
1sin sin ... sin

ctg ctgn

n
n

  

  
 

  

  
  . 



Прв дел: Основно ниво  
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73. Докажи дека за 
2

(0, )x   важи  

sin cos tg ctg 2 2x x x x     . 

 

74. Нека 1 2, ,..., na a a  се реални броеви такви што за секој x  важи   

1 21 cos cos2 ... cos 0na x a x a nx     . 

Докажи дека  

1 2 ... na a a n    . 

 

75. Нека 1 2, ,..., nx x x  се броеви од интервалот 
2

(0, )  такви што  

1 2tg tg ... tg nx x x n    . 

Докажи дека  

1 2sin sin ...sin ( 2) n
nx x x  .  

 

76. Дадени се различни позитивни реални броеви 1 2 2012, ,...,x x x . Докажи дека 

меѓу нив постојат два броја ix  и kx  такви што важи  

1
(1 )(1 ) 2011

0 k i

k i

x x

x x



 
  . 

 

77. Докажи го неравенството  
2 2sin cos

2sin cos
1, (0, ),

n n

n n

x x

x x
x n 

    . 

 

78. Без користење на логаритамска таблица докажи дека  

tg11 0,2 . 

 

79. Докажи дека за секој 
2

(0, )x   важи  

2sin tgx x x . 

 

80. Докажи дека за 
2

(0, )x   важи неравенството  

2

4

4
sin x

x
x


 . 

 

81. Ако 
2

(0, )   докажи дека  

а) 
3

4
sin    ,  

б) 
2 2 4

2 2 16
1 cos 1       .  

 

82. Нека , , ,a b c d  се броеви од интервалот [200,300] , а , ,K L M  се точките на 

бројната оска кои редоследно соодветствуваат на броевите  
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, ,a c a c
b d b d




 

и N  е средина на отсечката KL . Докажи дека 
10
KLMN  .  

 

83. Нека , ,a b c  се должини на страни на триаголник. Докажи дека  

1
8

| |a b b c c a
a b b c c a
  
  
   . 

 

84. Дадени се 11 различни природни броеви такви што збирот на било кои 7 

броја е поголем од збирот на преостанатите 4 броја. Определи го најмалиот 

можен збир на овие 11 броја.  

 

85. Определи ја најголемата можна вредност на количникот на четирицифрен 

природен број и збирот на неговите цифри.  

 

86. Нека 1 2 2018, ,...,a a a  е низа броеви чии членови се елементи на множеството 

{ 1,1} . Збирот  

1 2018
i j

i j

S a a
  

   

може да прими и позитивни и негативни вредности. Определи ја најмалата 

можна позитивна вредност на дадениот збир.  

 

87. Нека x  и y  се позитивни броеви, S  е најмалиот меѓу броевите 1 1, ,
x y

x y  . 

Определи ја најголемата можна вредност на S . За кои вредности на x  и y  

таа се достигнува?  

 

88. Нека D  е точка на страната AB  на рамностраниот триаголник ABC  и ,E F  

се соодветно точки од страните BC  и AC  такви што ||DE AC  и ||DE BC . 

Нека P  е пресечната точка на правите AE  и BF . Докажи дека  

2PC PE PF PD   . 

 

89. Нека D  е точка на страната AB  на рамностраниот триаголник ABC  и ,E F  

се соодветно точки од страните BC  и AC  такви што ||DE AC  и ||DE BC . 

Нека P  е пресечната точка на правите AE  и BF . Докажи дека  

2( )PA PB PC PD PE PF     . 

 

90. Даден е триаголник ABC  во кој 60ACB   и ,D E  се точките во кои 

впишаната кружница ги допира страните BC  и AC , соодветно. Докажи дека  

2ab
c

DE c  . 

 

91. Докажи дека тежините линии кои соодветствуваат на катетите на правоаго-

лен триаголник ABC  формираат агол x  таков што 3
5

sin x  .  

 



Прв дел: Основно ниво  
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92. Докажи дека тежишните лиии кои соодветствуваат на катетите на правоаго-

лен триаголник формираат агол   таков што  

4
5

cos  . 

 

93. Докажи дека во остроаголен триаголн важи  

2 2
sin tga

b c
 


  . 

 

94. Ако , ,    се агли на триаголник, докажи дека  

3
2

cos cos cos     . 

 

95. Ако , ,    се агли на триаголник, тогаш  

6 1 1 1
7 3 cos 3 cos 3 cos

1
    

    . 

Докажи!  

 

96. Докажи дека за аглите , ,    на остроаголен триаголник важи  

3 6

4
sin sin cos cos sin sin sin cos sin           . 

 

97. Нека , ,a b c  се должини на страни на триаголник. Докажи дека  

2 2 2( ) ( ) ( ) 3a b c a b c a b c a b c abc         . 

 

98. Докажи дека за радиусите r  и R  на впишаната и опишаната кружница 

околу правоаголен триаголник важи  

(1 2)r R  . 

 

99. Докажи дека за произволен триаголник ABC  важи:  

а) 
2

a b
ct

 , каде ct  е тежишната линија на триагоникот повлечена од темето 

C . 

б) a b  ако и само ако cs  и ct  се симетралата и тежишната линија на 

триаголникот повлечени во темето C .  

 

100. Во правоаголен триаголник ABC  точката D  е подножје на висината 

повлечена од темето на правиот агол C . Ако 1CD  , докажи дека  

1 1 2

1 1 1AD BD CD  
  . 

Дали важи обратното?  

 

101. Нека ,a b  се должини на страни на триаголник и P  е неговата плоштина. 

Докажи дека  
2(4 3 ) 96a b P  . 
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102. Нека r  е дијаметарот на впишаната кружница во триаголникот ABC , D  е 

средината на страната AB  и 1 2,S S  се центрите на кружниците впишани во 

триаголниците CDA  и CDB . Докажи дека  

1 2 2
ABr S S  . 

 

103. Ако at  и bt   се тежишни линии, а P  плоштина на еден триаголник, докажи 

дека 3
2a bt t P  .  

 

104. Нека , , , ,a b c R r  се последователно должините на страните, радиусот на 

опишаната и радиусот на впишаната кружница на триаголникот ABC . 

Докажи гожи неравенствата  
218 9Rr ab bc ca R    . 

Кога важи знак за равенство?  

 

105. Во триаголникот ABC  на страната AC  се земени точки , ,K L M  такви што 

BK  е симетрала на ABL , BL  е симетрала на KBM  и BM  е симетрала 

на LBC . Докажи дека ако 3 180BAC ACB  , тогаш 4LM AC .  

 

106. Докажи дека во конвексен n аолник 1 2... nA A A  постои {1,2,..., }i n  таков 

што 3 1 23i i i iA A A A    при што 1 1 2 2 3 3, ,n n nA A A A A A     .  

 

107. Нека M  е произволна точка која лежи во внатрешноста на правилен n

аголник. Докажи дека постојат две темиња A  и B  на овој многуаголник 

такви што  
1(1 )
n

AMB     . 

 

108. Во рамнината се дадени n  точки такви што растојанието меѓу било кои две 

од дадените точки не е поголемо од 1. Ако m  е најмалото растојание меѓу 

некои две од дадените точки, докажи дека  

2( 1)

1

n

n
m




 . 

 

109. Рабовите , ,OA OB OC  на тетраедарот OABC  формираат правоаголен триедар. 

Нека 1 2 3, , ,P P P P  се плоштините на триаголниците , , ,OAB OAC OBC ABC  и 

h  е висината на тетраедарот повлечена од темето O  на ѕидот ABC . Докажи 

дека   

а) 2 2 2 2
1 2 3P P P P    и  

б) 
2 2

3 3

Ph  .  

 

 

 



Прв дел: Основно ниво  
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12.  КОМБИНАТОРИКА  
 

1. Нека 3n   е непарен број. Докажи дека во множеството  

1 2 ( 1)/2
{( ),( ),..., ( )}

nn n
n

A


  

има непарен број непарни броеви.   

 

2. Во множеството природни броеви реши ги равенките:  

а) 
10( 1)!!

( 4)! ( 3)!

nn
n n



 
 ,  

б) 
1

3 2( ) 2( )n n .  

 

3. Ако за пермутацијата 1 2( , ,..., )na a a  на броевите 1,2,...,n  важи  

1

1 21 , {1,2,..., 1}k

k

a

a k
k n




    , 

 докажи дека таа е идентична.  

 

4. Дали постои пермутација 1 2( , ,..., )na a a  на броевите 1,2,3,...,n  така што за 

секој 2,3,...,k n  важи 1| k kk a a  , ако  

а) 10n  ,         б) 11n  .  

 

5. Кои шестцифрени броеви се повеќе: оние кои можат да се запишат како про-

извод на два трицифрени броја или оние кои не може да се запишат во тој 

облик?  

 

6. Броевите 1, 2, ..., 9 распореди ги на кружница така што збирот на било кои 

два соседни броја не биде делив ниту со 3, ниту со 5 и ниту со 7. Колку такви 

распореди постојат?  

 

7. Дадени се седумнаесет броеви такви што збирот на било кои пет броја е по-

зитивен. Докажи дека збирот на сите седумнаесет броеви е позитивен.  

 

8. Дали може да се поврзат 1983 телефон така што секој од нив е поврзан со 

точно 11 други телефони.  

 

9. Дали може сите десетцифрени броеви, кои се запишуваат само со цифрите 1 

и 2, да се поделат во две групи така што збирот на било кои два броја од иста 

група во својот декаден запис има најмалку две тројки?  

 

10. Во рамнината се дадени неколку прави. Правата a  сече точно 3 од оста-

натите прави, правата b  сече точно 4 од останатите прави. Правата c  сече 

точно ( 3, 4)n n n   од останатите прави. Колку прави се дадени во рамни-

ната?  

 

11. Определи го бројот на остроаголните триаголници чии темиња се меѓу теми-

њата на правилен (2 1)n  аголник.  
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12. Докажи дека постојат најмалку 2018 тројки природни броеви ( , , )m n k  за кои 

важи  
15 15 16m n k  . 

 

13. Определи го бројот на решенијата на равенката  
1 1 1

1995x y
  , 

во множеството природни броеви.  

 

14. Дадено е множестото {1,2,..., }S n . Докажи дека вкупниот број подредени 

тројки ( , , )A B C  на подмножества од множеството S  такви што  

A B C   и 
| | | |

2
| |

A C
B


  

е еднаков на 
2( )n
n .  

 

15. На таблата се запишани n  природни броеви. Во еден чекор се избираат 

некои два од запишаните броеви a  и b  такви што a b  и a  не е делител на 

b . Овие броеви се бришат и на нивно место се запишуваат броевите 

NZD( , )a b  и NZS( , )a b . Кој е најголемиот број вакви чекори кои може да се 

направат? Наведи пример на n торка за која овој максимален број може да 

се достигне.  

 

16. Управата на трговски центар во едно туристичко место забележала дека меѓу 

купувачите има странски туристи, па затоа решила персоналот да го прати на 

курсеви за странски јазици. Секој продавач треба да запише курс за еден 

јазик, а целта е за секој од деветте за тоа место важни јазици да постои про-

давач во трговскиот центар кој го говори тој јазик. На колку начини може да 

се испратат p  продавачи од овој трговски центар на курсевите за странски 

јазици?  

 

17. Дадена е фамилија F  подмножества на множеството X  кое се состои од n  

елементи, со својство за секое множестви A  и за секое множество B  од F  

важи A B  . Колку најмногу членови може да има фамилијата F ?  

 

18. Дадено е множество X  од 2n  елементи. Ако A  е подмножество од X , да 

означиме  
1A A  и 1 \A X A  . 

За подмножествата 1 2, ,..., kA A A  ќе велиме дека се во посебна положба ако за 

произволен избор на броевите 1 2, ,..., kp p p  каде или 1ip   или 1ip    важи  

1 2
1 2 ... kpp p

k
A A A   . 

Колку најмногу подмножества на множеството X  може да се наоѓаат во 

посебна положба?  

 



Прв дел: Основно ниво  
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19. Во таблица 7 7  се запишани реални броеви така што производот на броеви-

те во кој било квадрат со димензии 3 3  е еднаков на производот на брое-

вите во кој било квадрат со димензии 4 4 . Дали е можно производот на 

сите броеви запишани во таблицата биде еднаков на 2016.  

 

20. Шаховска 8 8  табла е покриена со домина. Некои од нив се поставени хо-

ризонтално, а некои вертикално. Докажи дека и хоризонтални и вертикални 

домина има парен број.  

 

21. Правоаголник со димензии 8 7  е покриен со домина 2 1 . Докажи дека 

правоаголникот можеме да го поделиме на два правоаголника при што ќе 

расечеме најмногу едно домино.  

 

22. Квадрат со должина на страна 9 е покриен со 27 правоаголници со димензии 

3 1  (прави тримина). Докажи дека 3 од нив покриваат некој квадрат со 

должина на страна 3.  

 

23. Од табла со димензии 2014 2014  се исечени четирите аголни полиња. Дали 

преостанатиот дел од таблата може да се покрие си прави тримина (право-

аголнци 3 1 ).  

 

24. Во табела 10 10  редоследно се запишани броевите од 1 до 100. Докажи дека 

ако во секој ред и во секоја колона точно на половината од броевите се стави 

знак минус, тогаш збирот на броевите во така добиената табела ќе биде 

еднаков на нула.  

 

25. Нека ,m n  се природни броеви поголеми од 2. Во полињата на правоаголна 

m n  табла е запишан по еден број така што за секое поле важи: збирот на 

броевите запишани во тоа поле и во полињата кои му се соседни е еднаков на 

нула. Докажи дека меѓу запишаните броеви има два еднакви.  

(Две полиња се соседни ако имаат барем едно заедничко теме.)  

 

26. Правоаголник , ( , )a b a b   може да се разбие на правоаголници 1 d , 

( )d   ако и само ако d  е делител барем на еден од броевите a  и b . Дока-

жи!  

 

27. Во единичните полиња на 4 4  табла се запишани броевите 1 и 1  така што 

во секое поле е запишан бројот кој е еднаков на производот на полињата кои 

му се соседни. Докажи дека сите запишани броеви се еднакви на 1.  

(Две полиња се соседни ако нивните страни имаат заедничка точка.)  

 

28. На полињата на шаховска 8 8  табла се запишани броеви од множеството 

{1,2,...,16}  така што секој број е запишан точно четири пати и во секое поле е 

запишан по еден број. Докажи дека постојат две соседни полиња во кои се 

запишани броеви чија разлика не е помала од 3. (Две полиња се соседни ако 

имаат заедничка точка.) 
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29. Во полињата на шаховска 8 8  табла се запишани броевите од 1 до 64 (по-

следователно од долниот лев до гормиот десен агол). Ако на таблата се 

постават 8 топови така што меѓусебно нема да се напаѓаат, докажи дека 

збирот на броевите на кои топовите ќе се наоѓаат е секогаш еднаков.  

 

30. Во полињата на шаховска 8 8  табла се запишани броевите 1, 2, ..., 64. 

Докажи дека постојат два соседни квадрати (полиња) кои содржат броеви 

чија разлика е поголема или еднаква на 5. (Полињата се соседни ако имаа 

заедничка страна.)  

 

31. Определи ги сите броеви , 2n n   за кои броевите 1,2,...,2n  може да се запи-

шат во таблица 2 n  така што збировите по редви и колони ги задоволуваат 

равенствата 1 2 1 2, ... nv v k k k    .  

 

32. Шаховска 8 8  табла е покриена со 2 1  домина. Докажи дека кралот може 

да ја обиколи таблата така што на секое поле ќе биде само еднаш и така што 

оди домино по домино, т.е. кога прв пат ќе застане на едно домино, кралот 

одма преминува на другото поле на тоа домино.  

 

33. Дадена е табла со димензии 2 ,n n  . Пабло на произволен начин во поли-

њата на таблата ги запишува броевите 1,2,3,...,2n  (секој број по еднаш и во 

секое поле по еден број). Потоа Андреј на произволен начин ја дели таблата 

на домина 2 1  (меѓу кои може да има и хоризонтални и вертикални). Се 

пресметува производот на броевите запишани во полињата на секое домино, 

потоа тие производи се собираат и се добива бројот s . Докажи дека Пабло 

може броевите да ги распореди така што без разлика како Андреј ќе ја по-

дели таблата ќе важи  
2(4 6 5)

6

n n n
s

 
 . 

 

34. Дали е можно со тринаесет прави, од кои ниту една не минува низ центарот 

на некое поле, да се подели шаховската 8 8  табла на делови така што секој 

дел содржи најмногу едно поле?  

 

35. Шаховска 8 8  табла на произволен начин е разбиена на домина 2 1 . 

Докажи дека во секое поле на таблата може да се запише по еден природен 

број така што во сите домина збирот ќе биде еднаков и така што броевите за-

пишани во соседните полиња ќе бидат заемно прости ако и само ако при-

паѓаат на едно домино. Соседни се полињата кои имаат заедничка страна.  

 

36. Шаховска табла 8 8  е покриена со16 T  тетрамина. Да ги разгледаме 14 

прави кои ја сечат таблата, паралелни се со некој нејзин раб и се на цело-

бројно растојание од тој раб. Докажи дека барем 10 од овие прави сечат 

точно по 4 T  тетрамина.  

 

37. Во табела 10 10  се запишани броевите од 1 до 100. Во првиот ред од 1 до 

10, од лево на десно, во вториот ред од 11 до 20 од лево на десно итн. Пабло 



Прв дел: Основно ниво  

 

  91  

ја расекува табелата на правоаголници 1 2 , потоа го определува производот 

на броевите запишани во секој правоаголник и ги собира добиените 50 

производи. Како треба да се расече табелата за да добиениот збир биде 

најмал?  

 

38. Квадрат со должина на страна 10 е покриен со тетрамина. Докажи дека меѓу 

нив има најмалку шест еднакви тетрамина.  

 

39. Докажи дека секој природен број има содржател во чиј декаден запис се 

јавуваат сите десет цифри.  

 

40. Од цифрите 1 и 2 се составени шест петцифрени броеви. Докажи дека меѓу 

овие шест броеви може да се изберат два кои се разликуваат во најмногу две 

места.  

 

41. Од двенаесет различни двоцифрени броеви може да се изберат два чија раз-

лика е двоцифрен број запишан со една иста цифра. Докажи!  

 

42. Во некоја група од 20 луѓе секој од нив познава барем 10 од преостанатите. 

Докажи дека меѓу нив може да се изберат две тројки такви што било кој член 

на едната тројка ги познава сите три члена на другата тројка.  

 

43. Нека темињата на рамностраниот триаголник, шесте точки кои неговите 

страни ги делат на три еднакви делови и тежиштето на триаголникот се 

обоени во две бои. Докажи дека постои рамностран триаголник чии темиња 

се истобојни.  

 

44. Секое теме и центарот на правилен шестаголник се обоени во една од две 

дадени бои. Докажи дека постои рамностран триаголникили правоаголник 

чии темиња се обоени во иста боја.  

 

45. Определи ги сите природни броеви n  за кои сите страни и дијагонали на 

конвексен n аголник можат да се обојат во две бои така што од секое 

негово теме излегуваат еднаков број отсечки обоени во секоја од двете бои.  

 

46. На кружница се наоѓаат n  сини и n црвени точки кои кружницата ја делат на 

2n  складни лаци. Секоја црвена точка е средина на некој лак чии крајни 

точки се сини. Докажи дека и секоја сина точка е срединана некој лак чии 

крајни точки се црвени.  

 

47. Дадени се табла m n  и три бои. Сакаме да ја обоиме секоја отсечка на 

добиената мрежа во една од овие три бои така што секој единичен квадрат 

има две страни обоени во една боја и две страни обоени во некоја друга боја. 

Определи го бројот на ваквите боења.  

 

48. Секое поле на табла 30 30  е обоено со црна или бела боја, при што има 450 

црни и 450 бели полиња. Во потез е дозволено да се расече таблата на 

правоаголници 3 1 , па од добиените правоаголници да се состави ноза 
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30 30  табла. Дали секогаш е можно по конечен број дозволени потези да се 

добие табла во којасите бели полиња ќе бидат на горната половина, а сите 

црни полиња во долната половина на таблата?  

 

49. Помалку од n
m

 темиња на даден правилен n аголник се обоени со црвена 

боја, додека останатите темиња се обоени со сина боја. Нека M  е произво-

лен m аголник чии темиња се некои од темињата на дадениот n аголник. 

Докажи дека постои m аголник чии темиња се сини и кој е складен со M .  

 

50. Единичните полиња на квадратна n n  табла се обоени со бела и црна боја. 

Определи го бројот на различните боења на оваа табла кај кои во секој 2 2  

квадрат кој припаѓа на оваа табла има еднаков број бели и црни полиња.  

 

51. Единичните квадратчиња на табла , 2n n n   се обоени со црна и бела боја 

така што секое црно квадратче има најмалку три бели соседи (соседни се 

квадратчињата кои имаат заедничка страна). Определи го најголемиот можен 

број црни квадратчиња.  

 

52. Во рамнината се дадени 2n  точки такви што меѓу нив никои три не се коли-

неарни. Точки се обоени така што n  се црвени и n  се сини. Докажи дека 

може да се повлечат n  отсечки, секоја со по една црвена и една сина крајна 

точка, така што никои две отсечки немаат заедничка точка.  

 

53. На кружница се распоредени црвени и сини броеви. Секој црвен број е ед-

наков на збирот на неговите соседи, а секој син број е еднаков на полузбирот 

на неговите соседи. Докажи дека збирот на сите црвени броеви е еднаков на 

нула.  

 

54. За кои природни броеви n  страните и дијагоналите на правилен n аголник 

може да се обојат со n  бои (секоја отсечка во една боја) така што за било кои 

три различни бои постои триаголник со темиња во темињата на дадениот n

аголник, чии страни се обоени со тие бои?  

 

55. Дадени се n  декадни цифри различни од нула од кои некои може да се ед-

накви. Од овие n  цифри се формирани сите можни n цифрени броеви. До-

кажи дека меѓу нив може да биде најмногу еден степен на бројот 2.  

 

56. Дали броевите 1, 2, 3, ..., 10 може да се распоредат во некој редослед во низа 

така што секој од нив, почнувајќи од вториот, се разликува од претходниот 

број за цел број проценти на претходниот број?  

 

57. Докажи дека меѓу 13 произволни точки со целобројни координати во рамни-

ната, меѓу кои нема три колинеарни точки, може да се изберат 3 точки кои се 

темиња на триаголник чие тежиште има целобројни координати.  

 

58. Табла со димензии 2018 2018  е поделена на единични 1 1  квадрати. Во 

некои полиња на таблата се поставени црни, а во некои бели жетони (во 
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секое поел на таблата е поставен најмногу по еден жетон). Прво ги 

отстрануваме сите црни жетони од колоние во кои има бели жетони, а потоа 

ги отстрануваме сите бели жетони од редовите во кои има црни жетони. Ако 

B  е бројот на преостанатите бели жетони, C  е бројот на преостанатите црни 

жетони, а min{ , }A B C , определи ја најголемата можна вредност на A .  

 

59. Нека { 2, 1,0,1,2}S     и нека во правоаголен координатен систем произ-

волно се означени 17 точки од множеството S S . Докажи дека постојат три 

означени точки , ,A B C  такви што B  е средина на отсечката AB .  

 

60. Во рамнината се дадени седум прави меѓу кои нема две паралелни. Докажи 

дека постојат две од дадените прави такви што аголот мешу нив е помал од 

26 .  

 

61. Во правилен 25-аголник се конструирани сите дијагонали. Докажи дека не 

постојат 9 дијагонали кои минуваат низ иста внатрешна точка на овој 25-

аголник.  

 

62. Во внатрешноста на единечен квадрат се наоѓаат 9 точки, такви што секои 3 

се неколинеарни. Докажи дека 3 од дадените точки формираат триаголник со 

плоштина помала од 1
8

.  

 

63. Во внатрешноста на квадрат со должина на страна 1 на произволен начин се 

сместени 101 точка. Докажи дека постои кружница со радиус помал од 1
7

 

која содржи најмалку 5 од дадените точки?  

 

64. Во рамностран триаголник со должина на страна 1 се дадени 1996 точки. 

Докажи дека постои круг со радиус 1
24

 во кој се наоѓаат најмалку 20 од овие 

точки.  

 

65. Рамностран триаголник е поделен на конечно многу четириаголници. Дока-

жи дека меѓу темињата на овие четириаголници секогаш постојат три коли-

неарни точки.  

 

66. Дали може произволен триаголник со права да се расече на два складни три-

аголници?  

 

67. Во рамнината се дадени 25 точки такви што меѓу било кои три точки може да 

се најдат две точки кои се на растојание помало од 1. Докажи дека меѓу 

дадените точки може да се најдат барем 13 точки кои може да се покријат со 

круг со радиус 1.  

 

68. Докажи дека правилен шестаголник со должина на страна 1 може да се 

покрие со три круга со радиус 3
4

, а не може да се покрие со три квадрати со 

должина на страна 1.  
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69. Во рамнината се распоредени n  точки такви што плоштината на било кој 

триаголник чии темиња се дадените точки е помала или еднаква на 1. Докажи 

дека дадените n  точки може да се покријат со правоаголник чија плоштина е 

еднаква на 4.  

 

70. Во рамнината се дадени 2018 точки. Докажи дека точките може да се 

покријат со неколку кругови кои ги задоволуваат условите:  

а) Збирот на должините на дијаметрите на сите овие кругови не е поголем од 

2018.  

б) Растојанието меѓу било кои два круга е поголемо од 1.  

 

71. Конечно многу рамнини го делат просторот на неколку области. Докажи дека 

може да се изберат две област кои се наоѓаат на различни страни од секоја од 

овие рамнини.  

 

72. Докажи дека во секој триаголник со плоштина 1 може да се смести рамно-

крак триаголник со плоштина 5 1

2

 .  

 

73. Во внатрешноста на квадрат со должина на страна 1 се наоѓа n аголник. 

Докажи дека постојат три темиња , ,A B C  на n аголникот такви што плош-

тината на триаголникот ABC  е помала од 
2

8

n
.  

 

74. Неколку складни квадрати покриваат фигура со плоштина P . Докажи дека 

можеме да одделиме неколку квадрати кои не се сечат и кои покриваат повр-

шина со плоштина поголема од 
4
P .  

 

75. Отсечка s  со должина 50 е покриена со неколку отсечки со должина 1, такви 

што секоја од нив лежи на s . Ако било која од овие отсечки ја отстраниме, 

тогаш s  нема да биде целосно покриена. Определи го најголемиот број 

единични отсечки кои го задоволуваат овој услов.  

 

76. Нека 1 2 100, ,...,A A A  се меѓусебно различни точки во рамнината. Докажи дека 

на произволна кружница со радиус 1 постои точка M  за која збирот на 

нејзините растојанија до сите точки 1 2 100, ,...,A A A  е поголем или еднаков на 

100.  

 

77. Конвексен n аголник ( 5n  ) со дијагонале кои не се сечат е поделен на 

триаголници. Докажи дека постои дијагонала која во тој n аголни отсекува 

четириаголник или петаголник.  

 

78. На две спротивни страни на коцка се наоѓа по една точка, на други две спро-

тивни страни по две точки, а на преостанатите две спротивни страни по три 

точки. Од осум вакви коцки е направена коцка 2 2 2   и се избројани точ-

ките на секоја страна. Дали на овој начин може да се добијат шест после-

дователни природни броја?  
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13.  НИЗИ  
 

1. Нека , 0a a   е цифра. Пресметај го збирот  

2020

... ...S a aa aaa aa aa     . 

 

2. Артиметичка и геометриска прогресија со позитивни членови имаат еднаков 

број членови и еднакви крајни членови ( 1 1, n na b a b  ). Ако aS  е збирот на 

членовите на аритметичката, а bS  збирот на членовите на геометриската 

прогресија, докажи дека a bS S .  

 

3. Нека 1 2, ,..., ,...na a a  е аритметичка прогресија во која важи 2386

1648

1
a

a
  . Опре-

дели го членот 2017a .  

 

4. Определи го реалниот број x  така што броевите  

log2, log(2 1), log(2 3),x x   

во наведениот редослед формираат аритметичка прогресија.  

 

5. Ако sin( ), sin( ), sin( )y z x z x y x y z       три последователни членови на 

аритметичка прогресија докажи дека tg , tg , tgx y z  исто така се три после-

дователни членови на аритметичка прогресија. Притоа претпостави дека 
(2 1)

2
, , ,

k
x y z k


  .  

 

6. Ако бесконечната аритметичка низа природни броеви содржи еден член кој е 

куб на природен број, докажи дека таа содржи бесконечно многу такви чле-

нови.  

Наведи пример на бесконечна аритметичка низа природни броеви кај која 

ниту еден член не е куб на природен број.  

 

7. Дали може три броја земени во ист редослед истовремено да формираат и 

аритметичка и геометриска прогресија?  

 

8. Четири броја формираат растечка аритметичка прогресија. Првите два од нив 

и четвртиот земени во тој редослед формираат геометриска прогресија. 

Определи ги сите членови на аритметичката прогресија, ако се знае дека 

нивната разлика е еднаква на количникот на геометриската прогресија.  

 

9. Три броја чиј збир е 93 формираат геометриска прогресија. Овие броеви 

редоследно може да ги сметаме и како прв, втор и седми член на аритметичка 

прогресија. Кои се тие броеви?  

 

10. Четири броеви формираат геометриска прогресија. Нивните логаритми со 

основа 3 формираат геометриска прогресија со разлика 1, а збир 18. Опре-

дели ги овие броеви.  
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11. Определи го x  така што броевите , ,a x b x c x    формираат геометриска 

прогресија. Дискутирај за различни вредности на параметрите , ,a b c .  

 

12. Аглите на конвексниот многуаголник формираат аритметичка прогресија 
54

3 3
, , ,...x x x . Колку најмногу страни може да има овој многуаголник?  

 

13. Должините на страните на триаголникот ABC  формираат аритметичка 

прогресија. Докажи дека вториот по големина агол е помал или еднаков на 

60 .  

 

14. Членовите на некоја растечка геометриска прогресијасе природни броеви. 

Докажи дека логаритмите на овие броеи формираат растечка аритметичка 

прогресија,  

 

15. Нека a  и d  се заемно прости природни броеви и нека аритметичката про-

гресија  

, ,..., ,...a a d a nd   

содржи некој степен на бројот q . Докажи дека таа содржи бесконечна геоме-

триска прогресија чии членови се степени на бројот q .  

 

16. Ако сите прости делители на бројот n , освен бројот n , формираат аритме-

тичка прогресија (со најмалку три члена), докажи дека (2 1)n p p  , каде p  

и 2 1p   се прости броеви.  

 

17. Дадена е низата 1, 2, 4, 8, 16, 23, ... во која секој член почнувајќи од вториот  

е еднаков на збирот на претходниот член и збирот на неговите цифри, т.е.  

1 1 11, ( )n n na a a S a    , за 1n  , 

каде ( )S x  е збирот на цифрите на бројот x . Дали во оваа низа некој член е 

еднаков на 2010?  

 

18. Со ( )F k  да го означиме бројот на цифрите во декадниот запис на природ-

ниот број k , кои се различни од 1. Низата { }na  е дефинирана со  

1 ( ), 1,2,...n n na a F a n     

при што почетниот член 1a  е произволен природен број. Дали низата { }na  е 

константна почнувајќи од некој нејзин член?  

 

19. Нека претпоставиме дека за природниот број n  важи:  

Броевите 1,1,2,2,..., ,n n  може да се наредат во низа така што за секој 

1,2,...,k n  меѓу две појавувања на k  се наоѓаат точно k  членови на 

низата.  

Докажи дека 4 е делител на 2n n .   
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20. Низата { }na  е определена со 4 2
1 11, n

n nn
a a a

  , за 2n  . Докажи дека 

сите членови на оваа низа се природни броеви.  

 

21. За низата 0{ }n na 
  важи  

0 10, 5 24 1, 0,1,2,...n n na a a a n     . 

Докаи дека сите членови на оваа низа се природни броеви.  

 

22. За низата 0{ }n na 
  важи  

2
0 10, 5 24 1, 0,1,2,3,...n n na a a a n     . 

Докажи дека сите членови на низата се природни броеви.  

 

23. Определи ги сите низи 0 1 2, , ,...a a a  позитивни броеви за кои важи 0 1a   и  

1 2n n na a a   , за секој 0n  . 

 

24. Определи го општиот член на низата зададена со  

0 1 1
1, , 0,1,2,3,...n

n

a
n na

a a n 
   . 

 

25. Нека 1x   и нека бесконечната низа { }nx  реални броеви е определена со 

рекурзијата  
1

1 3 ,
n

n x
x n    . 

Определи го членот 1999x .  

 

26. Дадена е строго растечка низа 1 2, ,..., ,...na a a  природни броеви такви што  

1 21, 2a a   и m n mna a a , 

ако m  и n  се заемно прости броеви. Докажи дека  

а) 3 3a  ,  

б) na n  за секој природен број n .  

 

27. Нека 1x  е произволен реален број и  

1
1 1n

n nn
x x
   , n . 

Докажи дека почнувајќи од некој член низата { }nx  монотоно опаѓа и е не-

ограничена.  

 

28. Низата { }nx  е определена со  

215 1
0 1 04 5

, ( 1),n n nx x x x n     . 

Докажи дека оваа низа е неограничена.  

 

29. За низата позитивни броеви 0 1 1998, ,...,a a a  важи  
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0 19981, 2a a   и 2
1 1, {1,2,....,1997}k k ka a a k   . 

Докажи дека ниту еден член на оваа низа не е поголем од 2 и дека 999 2a  .  

 

30. Низата { }nx  е определена со   

1
02

1x   и 1 (2 )n n nx x x   , за 0n  . 

Докажи дека за секој 0n   важи  

2 2
11 2 1

n

n nx x
    . 

 

31. Низата { }nx  е определена со 1 1,x   и 1
1 2

,
n

n n x
x x n    . Докажи дека за 

1n   важи  

ln( 1)21 1
4 4 4

n
nn x n


     . 

 

32. Низата реални броеви { }na
 
ги задоволува условите   

0 1 10, | 2 | 1, ( )k k ka a a a k      . 

Докажи дека  

а) 1 1
1 2

| |k ka a

k k



  , за секој k .  

б) Ако 0na   за некој природен број n , тогаш 
( )

2
| |

k n k
ka


  за секој 

1,2,..., 1k n  .  

 

33. Низата реални броеви { }na
 
ги задоволува условите   

1
0 1 10, | 2 | , ( )k k k k

a a a a k      . 

Докажи дека  

а) 1 1
1 1

| |k ka a

k k k


 
  , за секој k .  

б) Ако 0na   за некој природен број n , тогаш | | ln n
k k

a k  за секој 

1,2,..., 1k n  .  

 

34. Низите { }na  и { }nb  се определени со:  

1 2 1 1

1 2 1 1

1, 2, 3 , 1

1, 4, 7 , 1.

n n n

n n n

a a a a a n

b b b b b n

 

 

    

    
 

Докажи дека 2
b nb a , за секој n .  

 

35. Дадена е низа реални броеви { }na  со конечно множество вредности. Ако за 

секој 1k   поднизата { }kna  е периодична, дали тогаш и низата { }na  мора да 

е периодична?  

 

36. Нека a  и 1x  се реални броеви и  
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1 1 2 1
n a

n nn n
x x  

  , за n . 

Докажи дека низата nx  конвергира и определи ја нејзината граница.  

 

37. Дадени се две низи { }na  и { }nb  такви што  

1 1 1

1 2 2

,

,

n n n

n n n

a p a q b

b p a q b





 

 
 

каде 1 2 1 2, , ,p p q q  се дадени броеви такви што  

1 1 2 2| | | | 1, | | | | 1p q p q    . 

Докажи дека  

lim lim 0n n
n n

a b
 

  . 

 

38. Дадена е низата 1 2, ,..., ,...nx x x  за која важи  

2
1

2
2

2
1

1 2

2 2 2

3 2 2

2 2

,

,

,

....................

,

....................

n

x

x

x
n

x

x

x

x







 



 

 

 

 

и 0 1  . Докажи дека оваа низа конвергира и дека нејзината граница е 

1 1    .  

 

39. Нека  
3

1 2
1 n

n
u i


   

е општ член на дадена низа комплексни броеви. Пресметај  

1lim | |n

n

u

u
 . 

 

 

 

14.  ПОЛИНОМИ  
 

1. Определи го збирот на коефициентите на полиномот  
27 2 4 3 2 2( ) ( 5 10 5) (2 3) (3 4) 2066P x x x x x x       . 

 

2. Нека 
6 5 4 3 2( ) 1P x x x x x x x       . Определи го остатокот од делењето 

на 7( )P x  со ( )P x .  
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3. Определи ги реалните броеви a  и b  така што полиномот 

3 2( ) 5P x x ax bx     

ќе биде делив со полиномот 2( ) 1Q x x x   .  

 

4. Дадени се полинмите  
3 2 2 2( ) 9 9, ( ) ( 2) ( 4)P x x x x Q x x x        . 

а) Упрости ја дропката 
( )

( )
( )

P x

Q x
f x   и определи ги нулите на функцијата 

( )f x .  

б) Докажи дека ако x  е непарен цел број, тогаш ( )f x  е цел број.  

 

5. Определи го реалниот број k  така што полиномот 3 3 3x y z kxyz    ќе биде 

делив со полиномот x y z  .   

 

6. Докажи дека за секој парен природен број k  постои природен број n  таков 

што кај остатокот при делењето на полиномот ( 1) 1nx    со полиномот 

1 2... 1k kx x x x      сите коефициенти се парни броеви.  

 

7. а) Низата реални броеви { }na  е определена со  

1 2 1 11, , 3 , ( 1)n n na a p a a a n      . 

Докажи дека за 1n   полиномот 1
n

n nx a x a    е делив со полиномот 

2 1x px  .  

б) Користејќи го резултатот под а) реши ја равенката 4 56 15 0x x   .  

 

8. Определи ги сите полиноми ( )P x  за кои важи  

( 1) ( 26) ( )xP x x P x   . 

 

9. Определи ги сите полиноми ( )P x  за кои важи  

2 2( 2 ) ( 2)P x x P x   . 

 

10. Нека ( )P x  е полином од n ти степен и  

1
( ) m

m
P m


 , за 0,1,2,...,m n . 

Определи го ( 1)P n .  

 

11. Квадратен полином p  е таков што равенката ( )p x x  нема реални реше-

нија. Докажи дека и равенката ( ( ))p p x x  нема реални решенија. 

 

12. Нека P  е полином со целобројни коефициенти. Докажи дека множествата 

целоброни решенија на равенките  
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( )P x x  и ( ( ( )))P P P x x  

се еднакви.  

 

13. Ако сите решенија на равенката  
( 1)1 2 3

32
.... 0, ( 2)

n nn n n n
nx nx x a x a n

          

се цели броеви докажи дека  

( ), 3,4,...,n
k ka k n  . 

 

14. Даден е полином со целобројни коефициенти   
1

0 1 1( ) ...n n
n nP x a x a x a x a
     .  

Ако полиномот ( )P x  за четири целобројни врености на x  прима вредност 7, 

тогаш тој не може за ниту една целобројна вредност на x  да има вредност 

14. Докажи!  

 

15. Докажи дека условот  
2 2 22 0acf bde cd ae fb      

е потребен и доволен за да изразот  
2 22 2 2ax bxy cy dx ey f      

може да се разложи во производ на два линеарни фактори по x  и y .  

 

16. Определи го бројот на коефцициентите различни од нула во развиениот об-

лик на полиномот:  
2 5 20(1 )x x  . 

 

17. Докажи дека изразот 200 200 1x y   не може да се претстави како производ на 

полиноми само по x  и само по y .  

 

18. На почетокот на таблата се запишани полиномите  
2

1( ) 2P x x x   , 3 2
2( ) 2P x x x x     и 4 3 2

1( ) 2P x x x x x     . 

Секоја минута се бришат некои два полинома ( )P x  и ( )Q x  и на нивно место 

се запишуваат полиномите ( ( ))P Q x  и ( ( ))Q P x . Дали е можно по извесно 

време на таблата да се најде полином во кој се појавуваат само парни степени 

на x ?  

 

19. Дадена е низата полиноми 0 1 2, , ,...P P P  таква што  

0 1

1 1

( ) 1, ( ) ,

( ) ( ) ( ), 1.n n n

P x P x x

P x xP x P x n 

 

  
 

Докажи дека  
sin( 1)

sin
(2cos ), ,

n
nP k k




  


   . 
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15.  РЕАЛНИ ФУНКЦИИ  

 
1. Испитај ја функцијата  

| 1| | 1| 1y x x      

и нацртај го нејзиниот график.  

 

1. Функцијата :f   е определена со  

2 23 3 3 3

1

( 1) 1 1 ( 1)
( )

x x x x
f x

     
 . 

Пресметај ја вредноста на изразот (1) (2) ... (2018)f f f   .  

 

2. Ако пресликувањето :{1,2,..., } {1,2,..., }f n n  е биекција таква што  

(1) 2 (2) ... ( )f f nf n   , 

докажи дека f  е идентитет.  

 

3. Пресликувањата :F   и :f   се зададени со:  

4 3 2( ) 2 4F x x x x Ax B      и 2( )f x x px q   . 

Определи ги коснтантите A  и B  ако важи  

( ) ( ( )),F x f f x x  , 

а потоа за најдените вредности на A  и B  реши ја неравенката  

( ) 0F x  . 

 

4. Определи го интервалот во кој припаѓа параметарот a  така што функцијата   
2

2

2 1

4
( ) x x

x x a
f x  

 
  

може да ги прима сите реални вредности.  

 

5. Нека f  е реална функција определена за сите реални вредности на аргу-

ментот и нека за секои вредности важи  

21
2

( ) ( ) [ ( )]f x a f x f x    , 

ааде a  е реален позитивен параметар. Докажи дека f  е периодична функ-

ција, т.е. дека постои позитивен реален број b  таков што ( ) ( )f x b f x   за 

секој x  и определи го b .  

 

6. Нека f  е непрекината функција која го пресликува [ , ]a b  на [ , ]a b . Докажи 

дека постои [ , ]c a b  таков што ( )f c c .  

 

7. Дадена е функцијата lnay x x . Определи ја константата a  така што графи-

кот на оваа функција има превојна точка за 1x  . Испитај го и скицирај го 

графикот на оваа функција.   
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8. Определи ги сите функции : {0} {0}f     такви што  

( ) ( ) ( ),

(| |) | ( ) ( ) |,

f mn f m f n

f m n f m f n



  
 

за секои , {0}m n 
.  

 

9. Определи ги сите функции :f   кои ја задоволуваат равенката  

2 4( ) (1 ) 2x f x f x x x    , 

за секој x .  

 

10. Определи ги сите функции :f   такви што за секои ,x y  важи  

2( ) ( ) ( ( ))f x f xy f f x y   . 

 

11. Определи ги сите функции :f   такви што за секои ,x y  важи  

( ) ( ) ( ( ))f x y f y f x xf y   .  

 

12. Во кружен исечок со радиус r  и централен агол   впиши правоаголник со 

максимална плоштина. Определи го аголот под кој од центарот на кружни-

цата се гледа страната на правоаголникот која е тетива на кружниот лак.  

 

13. Од сите рамнокраки трапези чиј агол при основата е 60  и чија плоштина е 

еднаква на 6 3  определи го оној кој има најмал периметар.  
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II   ВТОР ДЕЛ: НАПРЕДНО НИВО  
 

1.   ТЕОРИЈА НА БРОЕВИ  
 

1. Ако за целите броеви , , ,a b c d  важи  

2 1bc ad ac bd    , 

докажи дека тие го задоволуваат равенството  
2 2 2 22 2a b b d   . 

 

2. Докажи дека збирот  
1

2
[ ]

2
1 3 5 2 1

0

( ) ( ) 2005 ( ) 2005 ... ( ) 2005

n

nn n n k
n k

k

S






         

е делив со 12n , за секој природен број n .  

 

3. Докажи дека за било кои цели броеви ,1 5ka k   постојат { 1,0,1},k    

1 5k   кои не се сите еднакви на нула и такви што  

2 2 2 2 2
1 1 2 2 3 3 4 4 5 511| a a a a a        . 

 

4. Определи ги сите прости броеви p  такви што 1 2p p  е точен квадрат.  

 

5. Определи ги сите природни броеви за кои постојат n  последователни при-

родни броеви чиј збир е точен квадрат.  

 

6. Во множеството природни броеви реши ја равебката  

1y xx y  . 

 

7. Во множеството цели броеви реши ја равебката  
5 5 5 5 93x y z t    . 

 

8. Нека 1 2, ,..., na a a  се произволни n  различни цели броеви и 1 2( , ,..., )nb b b  и 

1 2( , ,..., )nc c c  се нивни пермутации различни од идентичната. Докажи дека  

1 1 2 2 1 1 2 2(| |,| |,...,| |,| |,| |,...,| |) 2n n n nNZD a b a b a b a c a c a c       . 

 

9. Во множеството природни броеви реши ја равнбката:  

а) (5 11 2) (11 5 2)p q   ,  

б) 1005 2011 1006x y z  .  

 

10. Докажи декамеѓу секои три различ и цели броеви постојат два, да кажеме a  

и b , такви што 5 3 3 5a b a b  е делив со 10.  
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11. За секој природен број n  го разгледуваме бројот 
64 1943

n

na   . Докажи 

дека na  е делив со 2013 за секој 1n   и определи ги сите вредности n  за кои 

207na   е куб на некој природен број.  

 

12. Нека p  и n  се природни броеви, при што p  е прост и p n . Ако | 1p n  и 

NZD([ ], ( 1)!) 1n
p

p   , докажи дека 2[ ]n
p

p  е делител на ( ) [ ]n n
p p
 .  

 

13. Докажи дека равеката  
32 21x x y   

нема решенија во множеството природни броеви.  

 

14. Во множеството ненегативни цели броеви реши ја равебката  
22 21x y z  .  

 

15. Даден е прост број p . Природните броеви m  и n  во систем со основа p  се 

запишуваат како 0 1 ... k
kn a a p a p     и 0 1 ... k

kn b b p b p    . Докажи 

дека  

0

( ) ( ) (mod )i

i

n
an

m b
i

p


 . 

 

16. Нека m  и n  ( 2m  ) се природни броеви. Докажи дека | ( 1)nn m  , каде   

е Ојлеровата функција.  

 

17. Ако n  е природен број, докажи дека ( 1)( 2)...( 10)n n n    не е точен квад-

рат.  

 

18. Нека , ,a b c  се цели броеви такви што  

3a b c
b c a
   , 

докажи дека abc  е точен куб на цел број.  

 

19. Со ( )S  и ( )S  да го означиме соосдветно збирот и производот на еле-

ментите на непразно множество броеви S . Докажи дека:  

а) 1
( )S

n


  и  

б) 
( ) 2 1 1
( ) 2

( 2 ) ( 1)(1 ... )
S

S n
n n n




         

каде се собира по сите непразни подмножества S  на множеството {1,2,..., }n .  

 

20. Докажи дека за секој n  бројот 12n  се јавува во точно n  различни Пита-

горови тројки.  
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21. Докажи дека постојат бесконечно многу природни броеви n  за кои равенката  

3 2( )x y z n xyz    

има бесконечно многу решенија ( , , )x y z  во множеството природни броеви.   

 

22. Нека p  и q  се разлини прости броеви. Во множеството цели броеви реши го 

системот равенки  

,

.

z p z p

x y

z p z p

y x

q

q

 

 

  


  


 

 

23. а) Нека p  и q  се различни прости броеви такви што 2 2|p q q p  . Докажи 

дека 2 | 1p q pq  . 

б) Определи ги сите прости броеви p  такви што 2121| 11p p  .  

 

24. Определи ги сите парови природни броеви m  и n  за кои важи  

2 2|m n m n   и 2 2|n m n m  . 

 

25. Простите броеви , ,p q r  и природниот број n  се такви што броевите  

, ,
p n q n r n
qr rp pq

    

се природни. Докажи дека p q r  .  

 

26. Во множеството цели броеви реши ја равенката  
2 2( 2) ( 1)x x y y   . 

 

27. Докажи дека равенката  
3 24 3 1 2x x y    

има најмалку 31 решение такви што x  и y  се природни броеви и 2005x  .  

 

28. Определи го најголемиот природен број N  за кој може да се изберат N  

различни броеви од множеството {1,2,...,100}  такви што ниту збирот ниту 

производот  на било кои два различни избрани броја не е делив со 100.  

 

29. Природните броеви x  и y , поголеми од 1, се такви што  

NZD( 2, 2) NZD( 1, 1) NZD( 1, 1) NZD( , )x y x y x y x y         . 

Докажи дека еден од броевите е делив со другиот број.  

 

30. Природниот број k  е таков што 8 5p k   е прост број. Целите броеви 

1 2 2 1, ,..., kr r r   се избрани така што броевите 4 4 4
1 2 2 10, , ,..., , kr r r   даваат меѓу-

себно различни остатоци при делење со p . Докажи дека производот  
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4 4

1 2 1

( )i j
i j k

r r
   

  

е конгруентен со 
( 1)

2( 1)
k k

  по модул p .  

 

31. Нека 0 11 ... 4md d d k      се сите позитивни делители на бројот 4k , 

каде k  е природен број. Докажи дека постои {1,2,..., }i m  таков што 

1 2i id d   .  

 

32. Нека 1 2 100, ,...,a a a  е пермутација на броевите 1,2,...,100 . Да означиме  

1 1 2 1 2 100 1 2 100, , ..., ...S a S a a S a a a       . 

Колку најмногу потполни квадрати може да има меѓу броевите 1 2 100, ,...,S S S ? 

 

33. Определи го најголемиот природен број n  таков што за секој природен број 

2
nk   постојат два позитивни делители на бројот n  со разлика k .  

 

34. Докажи дека постојат бесконечно многу парови природни броеви ( , )m n  за 

кои бројот ( !) ( !) 1n mm n   еделив со m n .  

 

35. Заприродниот број q  велиме дека е погоден именител за реалниот број   

ако важи 1
10

| |
p

q q
    за некој цел број p .  

Докажи дека ако два ирационални броја   и   имаат еднакви множества 

погодни именители, тогаш еден од броевите    или    е цел.  

 

36. За природниот број k  со ( )C k  да го означиме збирот на различните прости 

делители на бројот k . На пример, (1) 0, (2) 2,C C   и (45) 8C  . Определи 

ги сите природни броеви n  за кои важи (2 1) ( )nC C n  .  

 

37. Природниот број n  е таков што бројот 2 3 1a b   не е делив со n  за никои 

природни броеви a  и b . Докажи дека ниту бројот 2 3c d  не е делив со n  за 

никои природни броеви c  и d .  

 

38. Нека n  и d  се природни броеви и |d n . Докажи дека бројот на членовите на 

низата 1,2,...,n  чиј најголем заеднички делител со бројот n  е еднаков на d , 

изнесува ( )n
d

 .  
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2.   РАВЕНКИ, НИЗИ И ФУНКЦИИ  
 

1. Определи ги сите цели броеви x  и реални броеви a  такви што важи  

2 4 2x x x a a      . 

 

2. Нека , ,a b c  се реални броеви такви што | | 2a   и 2 2 2 4a b c abc    . До-

кажи дека постојат реални броеви x  и y  такви ѓто  

1 1 1, ,
x y xy

a x b y c xy      . 

 

3. Реалните броеви , ,x y z  ги задоволуваат равенствата   

3,x y z xy yz zx a      , 

каде a  ее реален параметар.Определи ја вредноста на a  за која разликата 

меѓу максималната и минималната вредност на променливата x  е еднаква на 

8.  

 

4. Нека , ,a b c  се страни на триаголник. Докажи дека најмалку една од равенки-

те  
2 2 22 2 0, 2 2 0, 2 2 0x bx ac x cx ab x ax bc          

нема реални решенија.  

 

5. Во множествотореални броеви реши го системот равебки  

3 3 3

2 2 2

8( ) 73

2( ) 3( )

1.

x y z

x y z xy yz zx

xyz

   



    
 


 

 

6. Во множеството реални броеви реши го системот равеки  

( 1)( 1)( 1) 1,

( 2)( 2)( 2) 2.

x y z xyz

x y z xyz

    


    
 

 

7. Низата на Фибоначи { }nf  е определена со 0 1 2 10, 1, n n nf f f f f     , за 

0n  . Нека 
1

2( )n
nt

 , за 1n  . Докажи дека  

а) 2 2 2
1 2 1... n n nf f f f f     , за 1n  ,  

б) 
2

1

2
1

21
9

1

( )k n

k n n

n
t t

f f fn
k





 , за 1n  .  

 

8. Докажи дека бесконечна аритметичка прогресија од видот , , 2 ,...a a d a d   

каде a  и d  се природни броеви, содржи бесконечна геометриска прогресија 

од видот 2, , ,...b bq bq , каде b  и q  се природни броеви и 1q  .  
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9. Низата цели броеви 0{ }n nu 
  е определена со  

0 2 2 11, , 1n n n nu u u u u   , за 0n . 

а) пресметај 1998u ,  

б) ако p  е природен број и 2(2 1)pm   , определи го mu .   

 

10. Првите k  членови на низата 1 2, ,..., ka a a  на низата { }na  се различни при-

родни броеви, а за n , бројот na  е најмалиот природен број кој не може да се 

претстави како збир на неколку (барем еден) од броевите 1 2 1, ,..., na a a  . 

Докажи дека за доволно големи броеви n  важи 12n na a  .  

 

11. Дали постои полином ( )P x  со целобројни коефициенти таков што  

(1 3) 2 3P     и (3 5) 3 5P    ? 

 

12. Даден е полиномот 4 3( ) 3 3P x x x x p    , каде p   е реален параметар.  

а) Определи ги вредностите на p  за кои ( )P x  има комплексен корен z  

таков што | | 1z   и 17 3

2
Re z  .  

б) За надената вредност на p  определи ги останатите корени на ( )P x .  

в) Докажи дека за ниту еден n  не важи 1nz  .  

 

13. Определи ги реалните корени 1 2,x x   на полиномот 5( ) 55 21P x x x    ако 

се знае дека 1 2 1x x    

 

14. Нека n  е природен број и нека 2 2( ) 1 ... nP t t t t     . Ако x  е таков 

што ( )P x  и 2( )P x  се рационални броеви, докажи дека x  е рационален број.  

 

15. Нулите на полиномот 3 2( ) 2P x x x bx c     припаѓаат на интервалот (0,1) . 

Докажи дека  

8 9 8b c  . 

Кога важи знак за равенство?  

 

16. Даден е квадратен трином ( )Q x  кој има две реални и различни нули. Докажи 

дека постои неконстантен полином ( )P x  со водечки коефцициент 1 таков 

што сите коефициенти на полиномот ( ( ))Q P x , освен можда водечкиот, по 

апсолутна вредност се помали од 0,001.  

 

17. Нека ( )r x  е полином со непарен степен со реални коефициени. Докажи дека 

постојат само конечно мноу парови полиноми ( )p x  и ( )q x  со реални коефи-

циенти такви што важи  
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3 2( ( )) ( ) ( )p x q x r x  . 

 

18. Нека p  е прост број, а ( )f x , deg f d  е полином со целобројни коефици-

енти. Да претпоставиме дека броевите (1), (2),..., ( )f f f p  даваат точно k  

различни остатоци при делење со p , каде 1 k p  . Докажи дека  

1 11 ( 1)(1 )
p

d d
k p


     . 

 

19. На полином од трет степен е дозволено неограничен број пати да се извршу-

ваат следниве операции:  

1) Да се сврти редоследот на неговвите коефициенти, вклучувајќи ги и ну-

лите (на пример, така од полиномот 3 22 3x x   се добива полиномот 

33 2 1x x   ).  

2) Полиномот ( )P x  да се замени со полиномот ( 1)P x .  

Дали може со помош на дозволените операции по конечен број чекори од 

полиномот 3 2x   да се добие полиномот 3 23 3 3x x x   .  

 

20. Функцијата 0:f   се такви што (2) 0, (3 , (6042) 2014f f f    и за 

секои ,m n  важи ( ) ( ) ( ) {0,1}f m n f m f n    . Определи го (2014)f . 

 

21. Определи ги сите функции :f   кои ги задоволуваат условите:  

а) 2( ) ( ) ( )f n f n f n  , за секој n ,  

б) ( ) ( ) ( ) 2f m n f m f n mn    , за секои ,m n .  

 

22. Нека 1n   е природен број. Дадена е функција :f I   каде I  е множест-

вото цели броеви заемно прости со n . Природниот број k  го нарекуваме 

периода на фнкцијата f  ако важи ( ) ( )f a f b  за секои ,a b I  такви што 

(mod )a b k . Ако n  е приода на функцијата f  докажи дека најмалата пери-

ода на оваа функција е делител на сите нејзини периоди.  

 

23. Определи ги сите функции :f   такви што  

(4 3 ) (3 ) ( 2 )f x y f x y f x y     , 

за секои ,x y .  

 

24. Даден е природен број 2n  . Нека 1 2, ,..., nx x x  се произволни различни 

природни броеви и нека 
1

, ( 1,2,..., )
n

i k i
k

S x x i n


   . Да означиме  

1 1 2 2

1 2

NZD( , ) NZD( , ) ...NZD( , )
1 2 ...

( , ,..., ) n n

n

x S x S x S
n x x x

f x x x
 

  
 . 

Определи ја максималната вредност на f  по сите можни n торки броеви 

1 2( , ,..., )nx x x   
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25. Определи ги сите функции : [0, )f    такви што (1000) 10f   и  

2 2

1

( ) ( ) ( 1) ( 1)
1

( 1)
n

f k f k f k f k
k

f n
   



   , 

за секој природен број n . ( 2 ( )f k  означува 2( ( ))f k .) 

 

26. Нека , , , 0, 0m n m n m n     се дадени броеви. Определи ги сите функ-

ции :f   такви што  

( ) ( ) ( )f mx ny mf x nf y   , за секои ,x y . 

 

27. Нека A . Функцијата :f A  го задоволува условот  

( ) ( ) ( ) ( ) 1f x y f x f y f xy    , за секој ,x y A . 

а) Ако A  и (1) 1c f  , докажи дека за секој n  важи  

1 1
1

, 1
( )

1, 1.

nc
c

c
f n

n c

 


 
 

 

 

б) Определи ги сите вакви функции ако A  .  

в) Ако A  , определи ги сите функции за кои (1997) (1998)f f .  

 

28. Определи ги сите функции :f    такви што за секои ,x y   важи  

( )1
2 ( )

( ( ) ( ( ) ))
y f y

x f x
y f x f x    . 

 

29. Определи ги сите константи 0k   за кои постои строго опаѓачка функција 

: (0, ) (0, )g     таква што важи  

( ) ( ( ))g x kg x g x  , за секој (0, )x  . 

 

30. Дали постои функција :f   која ги задоволува условите:  

а) за секој y  постои x  таков што ( )f x y , и  

б) ( ( )) ( 1) ( ) 2f f x x f x    за секој x ?  

 

31. Определи ги сите функции :f 
 
такви што за секои реални броеви x  и 

y  важи  

2 2( ) ( ( )) ( ( ))x y f yf x xyf y f x   . 

 

32. Определи ги сите функции :f 
 
такви што за секои реални броеви x  и 

y  важи  

( ( )) ( ) [ ]f x f y f x a y   , 

a  е даден реален број, а со [ ]y  е означен целиот дел од бројот y .   

 

33. Определи ги сите функции :f   такви што важи  
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3 3 2 2( ) ( ) ( ) ( )f x y xy x f x y f y f xy     , 

за секои ,x y .  

 

34. Определи ги сите функции :f   кои го задоволуваат условот  

2( ( ) ) ( ) 4 ( )f f x y f x y f x y    , за секои ,x y . 

 

35. Нека 1 2, ,... na a a  се реални броеви и  

32

2 1

cos( ) cos( )cos( )
1 2 2 2

( ) cos( ) ... n

n

a x a xa x
f x a x



 
      . 

Ако за реалните броеви 1x  и 2x  важи 1 2( ) ( ) 0f x f x  , докажи дека 

1 2x x m  , за некој цел број m .  

 

36. Нека :[0,1]f   е инјекција таква што (0) (1) 1f f  . Докажи дека посто-

јат броеви 1 2 1 2, [0,1],x x x x   такви што 1
1 2 2

2 ( ) ( )f x f x  .  

 

37. Определи ги сите функции :f   такви што  

( ) ( ) ( ) ( )f x y f x f y f xy    , за секои ,x y . 

 

38. Определи ги сите функции :f   за кои за секои x  и y  важи  

( ) ( ) 2 ( )cosf x y f x y f x y    . 

 

 

 

3.   ГЕОМЕТРИЈА  
 

1. Во триаголникот ABC  впишаната кружница so  центар O  ги допира страни-

те , ,AB BC CA  во точките 1 1 1, ,C A B , соодветно. Отсечките , ,AO BO CO  ја 

сечат впишаната кружница во точките 2 2 2, ,A B C , соодветно. Докажи дека 

плоштината на триаголникот 2 2 2A B C  е два пати помала од плоштината на 

шестаголникот 1 2 1 2 1 2B A C B A C .  

 

2. Нека D  е подножјето на висината од темето B  во триаголникот ABC . 

Кружницата над дијаметар BD  по втор пат ги сече страните AB  и BC  во 

точките K  и L , соодветно. Тангентите на оваа кружница во точките K  и L  

се сечат во точката M . Докажи дека BM  ја полови страната AC .  

 

3. Впишаната кружница во триаголникот ABC  ги допира страните , ,BC CA AB  

во точките , ,X Y Z , соодветно. Нека ', ', 'AA BB CC  се висините на триагол-

никот ABC  и , ,M N P  се центрите на впишанитекружници во триаголниците 

' ', ' ', ' 'AB C BC A CA B , соодветно.  
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а) Докажи дека точките , ,M N P  се ортоцентри на триаголниците ,AYZ

,BZX CXY , соодветно.  

б) Докажи дека заедничките надворешни тангенти на овие впишани круж-

ници различни од страните на триаголникот ABC  се сечат во ортоцентарот 

на триаголникот XYZ .  

 

4. Нека ABC  е триаголник во кој 120ABC   и ', ', 'A B C  се последователно 

пресеците на симетралите на аглите во темињата , ,A B C  со спротивните 

страни. Точката F  е подножје на нормалата повлечена од 'B  на ' 'A C . Нека 

, ,R I S  се центрите на впипаните кружници во триаголниците ' ' ,C B F

' ' ', ' 'C B A A B F , соодветно.  Ако правите 'B S  и ' 'A C  се сечат во Q , докажи 

дека точките , , ,R I S Q  се конциклични.  

 

5. Триаголникот ABC  е впишан во кружница k . Симетралите на ABC  и 

ACB  по втор пат ја сечат k  во E  и F , соодветно. Ако правата EF  ја 

допира впишаната кружница *k  на триаголникот ABC , определи го BAC .  

 

6. Во рамнокрак триаголник ABC  со основа AB , точките O  и S  се неговите 

центри на опишаната и впишаната кружница, соодветно.Нека M  е точка на 

страната BC . Докажи дека ||SM AC  ако и само ако OM BS .  

 

7. Симетралите на аглите во темињата , ,A B C  на триаголникот ABC  ги сечат 

спротивните страни во точките 1 1 1, ,A B C , соодветно. Нека M  е произволна 

точка на една од отсечките 1 1 1 1 1 1, ,A B B C C A , а 1 2 3, ,M M M  се нејзините нор-

мални прокции на правите , ,BC CA AB . Докажи дека една од отсечките 

1 2 3, ,MM MM MM  е еднаква на збирот на другите две.  

 

8. Во триаголник ABC  симетралите на аглите во темињата A  и B  ги сечат 

спротивните страни во точките D  и E , соодветно. Точките F  и G  се под-

ножја на нормалите повлечени од точката C  на правите AD  и BE . Докажи 

дека правите FG  и AB  се паралелни.  

 

9. Нека R  и r  се радиусите на опишаната и впишаната кружница за триагол-

никот ABC . Нека S  е точка во внатрешноста на триаголникот ABC  и нека 

правите , ,AS BS CS  ги сечат спротивните страни на триаголникот во точките 

, ,X Y Z , соодветно. Докажи дека важи  

2 2 2
1BX CX CY AY AZ BZ R

r
AX BY CZ

       

ако и само ако S  е центар на впишаната кружница во триаголникот ABC .  

 

10. Даден е триаголник ABC  во кој 3ABC CAB . Точките M  и N  се из-

брани на страната AC  така што N  е меѓу A  и M  и важи CBM MBN

NBA . Нека L  е произволна внатрешна точка на отсечката BN , а K  
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точка на отсечката BM  таква што ||LK AC . Докажи дека правите , ,AL NK

BC  се сечат во една точка. 

 

11. Даден е триаголник ABC . Ра разгледуваме правата која ги поврзува пресе-

ците на симетралите на ACB  и ABC  со спротивните страни. Потоа низ 

пресекот на оваа права со симетралата на BAC  повлекуваме права 

паралелна на правата BC . Нека оваа права ги сече правите AB  и AC  во 

точките M  и N , соодветно. Докажи дека  

2MN BM CN  . 

 

12. На страните AB  и BC  на триаголникот ABC  надвор од него се конструира-

ни квадратите 1 1ABB A  и 1 2BCC B . ДОкажи дека правите 1AC  и 1CA  се сечат 

на висината повлечена од темето B .  

 

13. Нека AD  и BE  се висините на триаголникот ABC , а L  е подножјето на 

нормалата повлечена од точката B  на правата DE . Ако  
2

LB LD LE  , 

докажи дека триаголникот ABC  е рамнокрак.  

 

14. Точката H  е ортоцентар на остроаголниот триаголник ABC . Докажи дека 

средините на отсечките AB  и CH  и пресекот на симетралите на CAH  и 

CBH  се три колинеарни точки.   

 

15. Даден е триаголник ABC . Определи го множеството центри на сите право-

аголници впишани во триаголникот ABC  така што едната страна на пра-

воаголникот лежи на страната AB .  

 

16. Остроаголниот триаголник ABC  е впишан во кружница со центар O . Нека 

P  е точка на пократкиот лак AB  на опишаната кружница. Нормалата од 

точката P  на правата BO  ја сече страната AB  во точката S , а страната BC  

во точката T . Слично, нормалата од точката P  на правата AO  ја сече 

страната AB  во точката Q , а страната AC  во точката R .  

а) Докажи дека триаголникот PQS  е рамнокрак. 

б) Докажи дека 
2

PQ QR ST  .  

 

17. Нека AD  е висината на триаголникот ABC , а R  е радиусот на опишаната 

кружница околу него. Со E  и F  да ги означиме поднижјата на нормалите 

повлечени од точката D  на правите AB  и AC . Ако 2AD R , докажи де-

ка правата EF  минува низ центарот на опишаната кружница на триаголни-

кот ABC .  

 

18. Даден е триаголник ABC  во кој 90ACB   и 2AC BC  . Права паралелна 

на страната AC  ги сече правите AB  и BC  во точките M  и N , соодветно, 
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така што 2CN BN . Правите CM  и AN  се сечат во точката O . На 

отсечката ON  е избрана точка K  така што OM OK KN  . Симетралата на 

ABC  и нормалата од точката K  на правата AN  се сечат во точката T . 

Пресметај го MTB .  

 

19. Во внатрешноста на триаголникот ABC  е дадена точка M . Правата BM  ја 

сече страната AC  во точката N . Точката K  е симетрична на точката M  во 

однос на правата AC . Правата BK  ја сече страната AC  во точката P . Ако 

AMP CMN , докажи дека ABP CBN .  

 

20. Разнокрак остроаголен триаголник ABC  е впишан во кружница  . Нека H  

е ортоцентар на триаголникот ABC , а M  е средината на страната AB . На 

лакот AB  на кружницата   кој не ја содржи точката C  се дадени точки P  

и Q  такви што ACP BCQ ACQ  . Нека R  и S  се подножјата на 

нормалите од точката H  на правите CQ  и CP , соодевтно. Докажи дека 

точките , , ,P Q R S  припаѓаат на кружница со центар M .  

 

21. На страните , ,AB BC CA  на триаголникот ABC  редоследно се земени точки 

, ,N K L  такви што AL BK  и CN  е симетрака на аголот кај темето C . От-

сечките AK  и BL  се сечат во точката P . Со I  и J  да ги означиме центри-

те на впишаните кружници на триаголниците APL  и BPK . Нека правите 

CN  и IJ  се сечат во точката Q . Докажи дека IP JQ .  

 

22. Продолжението на тежишната линија CM  на триаголникот ABC  ја сече 

опишаната кружница   околу триаголникот ABC  во точката N . Точките 

P  и Q  на полуправите CA  и CB , соодветно, се такви што ||PM BN  и 

||QM AN . Точките X  и Y  на отсечките PM  и QM , соодветно, се такви 

што PY  и QX  се тангенти на кружницата  . Отсечките PY  и QX  се сечат 

во точката Z . Докажи дека четириаголникот MXZY  е тетивен.  

 

23. Даден е рамнокрак триаголник ABC  со основа AB . На страната AC  е земе-

на точка D . Кружницата 1S  со центар 1O  и радиус R  ги допира отсечката 

AD  и продолженијата на отсечките BA  и BD  преку точките A  и D , соод-

ветно. Кружницата 2S  со центар 2O  и радиус 2R  ги допира отсечката DC  и 

продолженијата на отсечките BD  и BC  преку точките D  и C , соодветно. 

Тангентата на опишаната кружница на триаголникот 1 2BO O  во точката 2O  ја 

сече правата BA  во точката F . Докажи дека 1 1 2O F O O .  

 

24. Точката I  е центар на впишаната кружница во разностраниот триаголник 

ABC . Симетралата на аголот во темето C  ја сече страната AB  во точката 

N  и по втор пат ја сече опишаната кружница околу триаголник ABC  во 

точката M . Правата l  е тангента на впишаната кружница на триаголникот 

ABC  паралелна со AB  и различна од неа. Точката R  на правата l  е таква 
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што CI IR . Опишаната кружница околу триаголникот MNR  по втор пат ја 

сече правата IR  во точката S . Докажи дека AS BS .  

 

25. Впишаната кружница во триаголникот ABC  ги допира страните BC  и AC  

во точките D  и E , соодветно. Нека P  е точка на пократкиот лак DE  на 

впишаната кружница таква што APE DPB . Отсечките AP  и BP  ја се-

чат отсечката DE  во точките K  и L , соодветно. Докажи дека 2KL DE .  

 

26. Даден е разностран триаголник ABC  со центри I  и O  на впишаната и опи-

шаната кружница. Правата s  минува низ I  и е нормална на IO . Правата l , 

симетрична на правата BC  во однос на s , ги сече отсечките AB  и AC  во 

точките K  и L , соодветно (различни од A ). Докажи дека центарот на опи-

шаната кружница околу триаголникот AKL  лежи на правата IO .   

 

27. На страните , ,BC CA AB  на триаголникот ABC  се дадени точки , ,M N K , 

соодветно, различни од темињата на триаголникот. Триаголникот MNK  го 

нарекуваме убав ако BAC KMN  и ABC KNM . Ако во триаголни-

кот ABC  постојат два убави триаголници со заеничко теме, докажи дека три-

аголникот ABC  е правоаголен.  

 

28. Различните точки 1 2, ,..., nA A A  во рамнината ( 3)n   се такви што триагол-

никот i j kA A A  е тапоаголен за секои различни , , {1,2,..., }i j k n . Докажи дека 

во рамнината постои точка 1nA   таква што триаголникот 1i j nA A A   е тапо-

аголен за секои различни , {1,2,..., }i j n .  

 

29. Од точка A  надвор од кружницата k  со центар O  се конструирани тангенти 

AS  и AT  на k , каде ,S T k . На кружницата k  е избрана точка M , раз-

лична од S  и T . Правата MA  ја сече нормалата од S  на MO  во точка P . 

Докажи дека точката симетрична на S  во однос на P  припаѓа на правата 

MT .  

 

30. Кружниците k  и 'k  се сечат во точките B  и C , при што BC  е дијаметар на 

k . Тангентата на k  во точката C  по втор пат ја сече 'k  во точката A . Пре-

сечната точка на правата AB  и кружницата k , различна од B , да ја озна-

чиме со E , а пресечната точка на правата CE  и кружницата 'k , различна од 

C , да ја означиме со F . Произволна права низ E  ја сече отсечката AF  во 

точката H  и кружницата k  по втор пат во точката G . Ако правите BG  и 

AC  се сечат во точката D , докажи дека ||CH DF .  

 

31. Кружница со радиус r  допира права p  во точката A . Нека AB  е дијаметар 

на кружницата и C  е произволна точка на кружницата различна од A  и B . 

Со D  да го означиме подножјето на нормалата од C  на правата AB . Нека 

E  е точка на продолжението на отсечката CD  по точката D  таква што 
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ED BC . Тангентите на кружницата повлечени од точката E  ја сечат пра-

вата p  во точките K  и N . Докажи дека должината на отсечката KN  не 

зависи од изборот на точката C .  

 

32. На кружница се дадени точки , ,A B C  кои ја делат кружницата во однос 

3:5 : 7 . Определи ги аглите ABC .  

 

33. Во рамнината се дадени две кружници со радиуси r  и 'r , една надвор од 

друга. Конструиран се двете надворешни и една внатрешна заедничка 

тангента на овие кружници.Внатрешната тангента ги сече надворешните 

тангенти во точките A  и B  и ја допира едната од дадените кружници во 

точката C . ДОкажи дека 'AC BC rr  .  

 

34. Точката S  е избрана на права која го содржи дијаметарот PQ  на кружни-

цата ( , )k S r , надвор од кружницата. Тамгентата од точката A  на кружницата 

k  ја допира кружницата во точка T . Нека p  и q  се редоследно тангентите 

на k  во точките P   и Q , и нека { }PT q N   и { }QT p M  . Докажи 

дека точките , ,A M N  се колинеарни.  

 

35. Нека AB  и FD  се тетиви на кружница кои не се сечат, а P  е точка на лакот 

AB  кој не ја содржи тетивата FD . Правите PF  и PD  ја сечат тетивата AB  

во точките Q  и R , соодветно. Докажи дека вредноста на изразот 
AQ RB

QR


 е 

константна кога точката P  се менува на лакот AB .  

 

36. Нека ABCD  е паралелограм кој не е рoмб. Полуправата симетрична на 

полуправата AD  во однос на AC  и полуправата симетрична на полуправата 

BC  се сечат во точката P . Пресметај AC

BD
 ако AP

BP
q .  

 

37. Нека E  е пресекот на дијагоналите на тетивниот четириаголник ABCD . 

Нека K  и M  се средините на страните AB  и CD , соодветно, а L  и N  се 

подножјата на нормалите повлечени од E  на страните BC  и DA , 

соодветно. Докажи дека KM LN .  

 

38. Нека M  и N  се две точки на различни страници на квадратот ABCD . Да 

претпоставиме дека отсечката MN  го дели квадратот на два тангентни мно-

гуаголници. Ако R  и r  се радиусите на впишаните кружници во овие мно-

гуаголници ( R r ), определи ја должината на отсечката MN  во функција од 

R  и r .  

 

39. Нека ABCD  е тетивен четириаголник впишан во кружница k . Со M  и N  

да ги означиме AB  и CD  кои не ги содржат точките C  и A , соодветно. Ако 

правата MN  ја сече страната AB  во точката P , докажи дека AC ADAP

BP BC BD




 . 
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40. Конвексниот четириаголник ABCD  е впишан во кружница k . Нека претпо-

ставиме дека на правата AC  постои точка X  таква што XB  и XD  се тан-

генти на k . Тангентата на k  во C  ја сече правата XD  во точката Q . Нека 

( )E E A  е пресек на правата AQ  со k . Докажи дека правите ,AD BE  и 

CQ  се сечат во една точка.  

 

41. Нека M  е точка во внатрешноста на конвексниот четириаголник ABCD  

таква што четириаголникот ABMD  е паралелограм. Ако CBM ADM , 

докажи дека ACD BCM .  

 

42. Нека 1 2 3 4 5, , , ,P P P P P  се различни точки во внатрешноста на фигура D  или 

на нејзината граница. Со m  да го означиме минималното растојание меѓу 

различните точки iP . За каква конфигурација на точките iP  величината m  

достигнува максимална вредност ако D  е:  

а) единичен квадрат,  

б) рамностран триаголник со страна 1,  

в) круг со радиус 1?  

 

43. Конвексен четириаголник со дијагоналите е поделен на четири триаголници 

чии впишани кружници се складни. Докажи дека овој четириаголник е ромб.  

 

44. Во конвексниот четириаголник ABCD  аглите при темињата A  и C  се 

прави. Точката E  лежи на продолжението на страната AD  по темето D  и е 

таква што ABE ADC . Точката K  е симетрична на точката C  во однос 

на точката A . Докажи дека ABD AKE .  

 

45. Нека ABCD  е паралелограм со тап агол во темето B  и AD AB . На дијаго-

налата AC  избран се точки K  и L  такви што ABK ADL  (точките ,A

,K L  и C  се различни и K  лежи меѓу A  и L ). Правата BK  ја сече опиша-

ната кружница   на триаголникот ABC  во точките B  и E , а правата EL  ја 

сече   во точките E  и F . Докажи дека ||BF AC .  

 

46. Во конвексен четириаголник ABCD  е впишана кружница  . Нека PQ  е ди-

јаметарот на кружницата   кој е нормален на дијагоналата AC .Правите 

BP  и DQ  се сечат во точката X , а правите BQ  и DP  се сечат во точката 

Y . Докажи дека точките X  и Y  лежат на правата AC .  

 

47. Конвексен четириаголник е поделен на девет че-

тириаголници со помош на четири отсечки како 

на цртежот десно, при што точките на пресек на 

тие отсечки лежат на дијагоналите на почетниот 

четириаголник. Ако четириаголниците 1, 2, 3 и 4 

се тангентни, докажи дека и четириаголникот 5 е 

тангентен.  
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48. Дијагоналите на четириаголникот ABCD  впишан во кружница со центар O  

се сечат во точката M . Опишаната кружница околу триаголникот ABM  по 

втор пат ги сече страните  AD  и BC  во точките N  и K , соодветно. Докажи 

дека четириаголниците NOMD  и KOMC  имаат еднакви плоштини.  

 

49. Нека ABCD  е произволен тетраедар. Нека E  и F  се средините на рабовите 

AB  и CD , соодветно. Со   да го означиме аголот меѓу правите AD  и BC . 

Определи го cos  во зависност од должините на отсечките ,EF AD  и BC .   

 

50. Нека 1 2... nA A A  е многуаголник. Докажи дека постои конвексен многуагол-

ник 1 2... nB B B  таков што важи 1 1i i i iB B A A   за 1,2,..., 1i n  , 1 1n nB B A A  

(некои од последователните темиња на многуаголникот 1 2... nB B B  може да 

бидат колинеарни).  

 

51. Во внатрешноста на конвексен многуаголник 1 2 2... nA A A  едадена точка M . 

Докажи дека барем една страна на многуаголникот нема заедничка вна-

трешна точка со правите ,1 2iMA i n  .  

 

52. Нека ABCDEF  е тетивен и тангентен конвексен шестаголник и нека ,A

, , , ,B C D E F      се кружниците впишани во триаголниците , ,FAB ABC  

, , ,BCD CDE DEF EFA , соодветно. Со ABl  да ја означиме надворешната за-

едничка тангента на кружниците A  и B , различна од правата AB . Ана-

логно ги воведуваме правите , , , ,BC CD DE EF FAl l l l l . Нека правите ABl  и FAl  

се сечат во точката 1A . Аналогно се определени точките 1 1 1 1 1, , , ,B C D E F . Да 

претпоставиме дека 1 1 1 1 1 1A B C D E F  е конвексен шестаголник. Докажи дека 

неговите дијагонали 1 1 1 1 1 1, ,A D B E C F  се сечат во една точка.  

 

53. Даден е конвексен шестаголник ABCDEF  во кој важи || , ||AB DE BC EF  и 

||CD FA . Точките , ,M N K  се последователно пресеци на правите BD  и AE , 

AC  и DF , CE  и BF . Докажи дека нормалите од точките , ,M N K  на пра-

вите , ,AB CD EF , редоследно, се сечат во една точка.  

 

54. Дадена е конвексна чети-

ристрана пирамида со врв 

S  и основа ABCD  во која 

е впишана сфера. Со сече-

ње на рабовите , , ,SA SB SC

SD  и ротирање на ѕидови-

те , , ,SAB SBC SCD SDA  кон 

надвореноста до рамнината 

ABCD  ја добиваме мрежа-

та на пирамидата во форма 
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на многуаголникот AKBLCMDN . Докажи дека точките , , ,K L M N  се кон-

циклични.  

 

55. Нека ABCD  е тетраедар во кој ,AB CD a BC AD b     и AC BD c  . 

Определи ги висините на тетраедарот во функција од , ,a b c .  

 

 

 

4.   НЕРАВЕНСТВА  
 

1. Нека n  и ,x y  се такви што 2 2 1x y  . Докажи дека  

2 2 2 21
2

( ) ( )n n

n
x y y x y


    . 

 

2. Докажи дека за секој природен број n  важат неравенствата  

( 1) 2 ( 1) 2( 1) 2n n n n nn n n n n       . 

 

3. Докажи дека за секој природен број n  важи неравенството  

3 7

14
{ 7}

n
n  . 

 

4. Нека , ,a b c  се ненегативни реални броеви такви што 2a b c   . Докажи 

дека  
4

4 4 42 2 2

2 3

3
3 4 3 4 3 4

bc ca ab

a b c  
   . 

 

5. Даден е непарен природен број p . Определи ги сите природни броеви 2n   

такви што неравенството  

1

( ) 0
n

p
i j

i j i

x x
 

   

важи за секои реални броеви 1 2, ,..., nx x x .  

 

6. Ако , , ,a b c d  се произволни позитивни броеви, докажи дека  

3

3( )
0a bcd

a b c d
cikl



  
 . 

 

7. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви. Докажи дека за секој природен број 

m  важи неравенството  

( ) ( ) ( ) 2 ( )m m m m m m ma b b c c a a b c        . 

 

8. За позитивните реални броеви , ,a b c  важи 1a b c   . Докажи дека важи 

неравенството  
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3 2 2 3 2 2 3 2 2

8
27

1a b c
abca b c c a b c a a c c a b b a     

    . 

 

9. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви кои го задоволуваат условот 

1a b c   . Докажи дека важи неравенството  
3 3 3

1 1 1
123a b b c c a

a b c

    
  

   . 

 

10. Природните , ,x y z  го задоволуваат равенството  

2 2 2

1 1 1

x y z
  . 

Докажи дека 3600xyz  .  

 

11. Докажи дека за позитивни броеви , ,a b c  важи неравенството  
2 2 2

2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2
1bc ca ab a b c

a bc b ca c ab a bc b ca c ab     
      . 

 

12. Ако за позитивните реални броеви , ,x y z  важи 2 2 2 1x y z   , докажи го 

неравенството  

2 2 2

3 3

41 1 1

yx z

x y z  
   . 

 

13. Ако , ,a b c  се ненегативни реални броеви такви што 1a b c    докажи го 

неравенството  
1

3
a b b c c a   . 

Кога важи знак за равенство? 

 

14. Нека n  е природен број поголем од 1 и нека 1 2, ,..., nx x x  се позитивни броеви 

такви што 1 2 ... 1nx x x    . Испитај дали секогаш важи неравенството  

11
1 2 1 1 2

1
1 ... ... 1 ( )

1

i

n
i i i n

n

n
x

x x x x x x
i


   



 . 

 

15. Реалните броеви , ,a b c  се такви што 2 2 2 1a b c   . Докажи го неравенство-

то  
2 2 2 3

1 2 1 2 1 2 5
a b c

bc ca ab  
   . 

 

16. Определи го најголемиот можен реален број C  таков што за секои по парови 

различни реални броеви 1 2 2019, ,...,a a a  важи неравенството  

2018 20191 2

2 3 3 4 2019 1 1 2| | | | | | | |
...

a aa a

a a a a a a a a
C

   
     . 

 

17. Докажи дека за должините , ,a b c  на страните на триаголникот ABC  важи 

неравенството  
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3 3 3 2 2 2a b c
b c a c a b a b c

a b c
     

     . 

 

18. Во триаголникот ABC  симетралата на внатрешниот агол во темето A  ја 

сече страната BC  во точката 1A , а кружницата опишана околу триаголникот 

ABC  во точката 2A . Аналогно ги дефинираме точките 1 2 1 2, , ,B B C C . 

Докажи дека  

1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2

3
4

A A B B C C

BA A C CB B A AC C B  
   . 

 

19. Ако 0 2x   , докажи дека  

2 2

2 2

sin cos

1 cos 1 sin
1x x

x x 
  . 

 

20. Конвексен шестаголник ABCDEF  е впишан во кружница. Докажи го нера-

венството  

27AC BD CE DF EA FB AB BC CD DE EF FA           . 

 

21. Плоштината на конвексниот петаголник ABCDE  е S , а радиусите на опи-

шаните кружници околу триаголниците , , , ,ABC BCD CDE DEA EAB  се 

1 2 3 4 5, , , ,R R R R R . Докажи фо неравенството  

2

4 4 4 4 4 24
1 2 3 4 5

5sin 108
R R R R R S     . 

 

22. Во просторот се дадени правилен тетраедар ABCD  и произволни точки M  и 

N . Докажи го неравенствити  

MA NA MB NB MC NC MD ND       . 

 

23. Нека , ,    се аглите на триаголникот наспроти страните , ,a b c , соодветно. 

Докажи го неравенството  
2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 22(cos cos cos ) a b c

b c c a a b
  

  
     . 

 

24. Во кружница со радиус R  е впишан конвексен шестаголник ABCDEF . 

Дијагоналите AD  и BE , BE  и CF , AD  и CF  на шестаголникот ABCDEF  

се сечат во точките , ,M N K , соодветно. Нека 1 2 3 4 5 6, , , , ,r r r r r r  се радиусите 

на впишаните кружници во триаголниците , , , ,ABM BCN CDK DEM ,EFN

AFK . Докажи дека важи неравенството   

1 2 3 4 5 6 3r r r r r r R      . 

 

25. Нека , ,a b c  се должините на страните на триаголник чиј периметар не е 

поголем од 2. Докажи дека  
3 3 3 3 3 3

| | 3a b c a c b
b c a c b a
      . 
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26. Докажи дека во рамнокрак триаголник важи  

b r , 

каде b  е кракот, а r  радиусот на впишаната кружница.  

 

27. Конвексниот многуаголник 1 2... nA A A  е впишан во кружница чиј центар е во 

внатрешноста на многуаголникот. Нека 1 2, ,..., nB B B  се произволни точки на 

страните 1 2 2 3 1, ,..., ,nA A A A A A  различни од темињата на многуаголникот. 

Докажи дека важи  

2 3 11 2

1 2 2 4 2

... 1n

n

B B B BB B

A A A A A A
    . 

 

28. Темињата на конвексен четириаголник ABCD  и пресечната точка S  на не-

говите дијагонали имаат целобројни координати во правоаголниот координа-

тен систем xOy . Нека P  е плоштината на четириаголникот ABCD , а 1P  е 

плоштината на триаголникот ABS . ДОкажи дека важи  

2
1 2

P P  . 

 

29. Впишаната кружница во триаголникот ABC  ги допира страните ,BC ,CA AB  

во точките 1 1 1, ,A B C , соодветно. Нека се 1 2 3, ,l l l  должините на лаците 

1 1 1 1 1 1, ,B C C A A B  на впишаната кружница кои не ги содржат точките 1 1 1, ,A B C , 

соодветно. Ако , ,a b c  се должините на страните на триаголникот ABC , 

соодветно, докажи дека  

1 2 3

9 3a b c
l l l 
   . 

 

30. Ако , ,a b c  се должини на страни на триаголник ABC  и R  е радиусот на 

неговата опишана кружница, докажи дека  
2 2 2

3 3a b c
b c a c a b a b c

R
     

   . 

 

 

 

 

5.   МНОЖЕСТВА, ЛОГИКА И КОМБИНАТОРИКА  
 

1. Дадено е множеството {1,2,3,...,6024}U  . АКо U  е поделено на три под-

множества со по 2008 елементи, докажи дека може да се изберат броеви 

, ,a b c  од различните подмножества такви што a b c  .  

 

2. Докажи дека за секој природен број n  постои множество nM  од n  природ-

ни броеви со следново својство:  

а) аритметичката средина на елементите на секое непразво подмножество на 

nM  е цел број,  
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б) геометриската средина на елементите на секое непразно подмножество на 

nM  е цел број,  

в) и аритметичката и геометриската средина на елементите на секое непразно 

подмножество на nM  се цели броеви.  

 

3. Нека , ,k m n  се природни броеви такви што 1 1n m k    . Определи го нај-

големиот можен број елементи на подмножеството S  на множеството 

{1,2,..., }k  такво што не постојат n  различни елементи од S  со збир  

а) еднаков на m ,      б) поголем од m .  

 

4. Нека nA  е множеството од сите поделби на низата 1,2,...,n  на неколку под-

низи (барем една) така што во секоја подниза секои два последователни 

члена се со различна парност, и нека nB  е множеството од сите поделби на 

низата 1,2,...,n  на неколку поднизи така што во секоја подниза сите членови 

се со иста парност (на пример, поделбата {(1,4,5,8),(2,3),(6,9),(7)}  е елемент 

на множествот 9A , а поделбата {(1,3,5),{2,4),(6)}  е елемент на множеството 

6B ).  

Докажи дека за секој природен број n  множествата nA  и 1nB   имаат 

еднаков број елементи.  

 

5. Нека {1,2,...,2014}U  .За , ,a b c  со ( , , )f a b c  да го означиме бројот на 

подредените шесторки множества 1 2 3 1 2 3( , , , , , )X X X Y Y Y  со следниве својст-

ва:  

а) 1 1Y X U   и 1| |X a ,  

б) 2 2 1\Y X U Y   и 2| |X b , 

в) 3 3 1 2\ ( )Y X U Y Y    и 3| |X c . 

Докажи дека ( , , )f a b c  не се менува при пермутирање на ,a b  и c .  

 

6. Определи го најголемиот природен број n  за кој постои n члено подмно-

жество S  на множството {1,2,...,2001}  такво што равенката 2y x  нема 

решение ,x y  во множеството S .  

 

7. Дадено е множество A  со точно 4n   елементи. Избрани се 1n  различни 

тричлени подмножества на множеството A . Докажи дека меѓу избраните 

подмножества постојат две чиј пресек е едноелементно множество.  

 

8. Околу тркалеза маса седат 30 витези и штитоносци. На прашањето „Што е 

вашиот сосед од десно, витез или штитоносец“ секој витезите ја кажува 

вистината, а секој штитоносец може да ја каже вистината или да излаже. 

Познато е дека бројот на штитоносците на масата не е поголем од N . 

Колкава е најголемата можна вредност на N  за да можеме, знаејќи ги сите 

одговори на луѓето на масата, со сигурност да определиме барме еден витез?  
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9. Осум ученици решавале осум задачи. Се покажало дека секоја задача ја 

решиле најмалку 5 ученици. Докажи дека секогаш може да се најдат два 

ученика така што секоја задача ја решил барем еден од нив.  

 

10. Во земја со n  градови некои градови се поврзани со еднонасочни летови со 

кои управваат две компании, при што меѓу два града во секоја насока може 

да постојат повеќе летови. За AB зборот w  ќе велиме дека е допустлив ако 

постои низа поврзани летови чии имиња на компаниите го формираат зборот 

w . Ако секој AB збор со должина 2n  е допустлив, докажи дека секој коне-

чен AB збор е допустлив.  

 

11. Во земјата Недојдија некои парови градови се поврзани со директни двона-

сочни авионски линии. Од секој град може да се дојде до секој друг град со 

низа од најмногу 100 летови. Исто така, од секој град до секој друг град може 

да се дојде со низа од парен број летови. Определи го најмалиот број d  за кој 

со сигурност може да се тврди дека од секој град може да се стигне во секој 

друг град со низа со парен број летови помал или еднаков на d .  

(Дозволено е да се користи иста линија или да се мине низ ист град повеќе 

пати. ) 

 

12. Нека 1 2, ,..., na a a  природни броеви кои го задоволуваат неравенството  

1 1
2

1 i

n

a
i

 . 

Владата на државата Оптимистика секоја година објавува годишен извештај 

за n  економски параметри. За 1,2,...,i n  можни вредности на i  тиот пара-

метар се 1,2,3,..., ia . За годипниот извештај ќе велиме дека е оптимистички 

ако вредностите на барем 1n   параметри се поголеми одколку во минато-

годишниот извештај. Докажи дека владата вечно може да објавува оптими-

стички годишни извештаи.  

 

13. Докажи дека вкупниот број единици кои се јавуваат во сите неподредени раз-

бивања на природниот број n  е еднаков на збирот на броевите на различните 

елементи на тие разбивања.  

Напомена. За разбивањето 10 1 1 2 3 3      бројот на различните елементи 

е еднаков на 3, бидејќи во него различни елементи се 1, 2 и 3.  

 

14. Горјан замислил четири полиња на табла 2018 2018   кои пбразуваат право-

аголник 1 4 . Андреј може да одбере било кој 3 3  квадрат и да праѓа дали 

тој содржи барем едно од замислените полиња, на што добива точен одговор. 

Со колку најмалку прашања Андреј може да биде сигурен дека ќе добие 

барем еден потврден одговор?  

 

15. Давид и Радан играат игра на табла 100 100 . Прво Давид ги означува сите 

полиња на таблата со броевите од 1 до 10000, користејќи го секој број точно 

еднаш. Потоа Радан избира поле во крајната лева колона и на него поставува 

жетон. Тој треба со низа потези да стигне до крајната десна колона, при што 
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во секој потез го поместува жетонот на едно од соседните полиња по страна 

или теме. За секое посетено поле (вклучувајќи го и почетното), тој му плаќа 

на Давид износ еднаков на бројот кој е запишан на тоа поле.  

Радан настојува да плати што е можно помалку, додека Давид ги означува 

полиљата така што ќе обезбеди што е можно поголема заработувачка. Колку 

пари ќе му плати Радан на Давид ако и двајцата играчи ја следат својата 

оптимална странтегија?  

 

16. Дадени се 100 различни природни броеви. Парот броеви го нарекуваме добар 

ако едниот број е поголем од другиот два или три пати. Определи го најго-

лемиот можен број парови добри броеви меѓу дадените 100 броја.  

(Еден број може да припаѓа во повеќе парови.) 

 

17. Докажи дека постојат барем 100! начини бројот 100! да се претстави како 

збир на броеви од множеството {1!,2!,3!,...,99!} .  

(Претставувањата кои се разликуваат само во редоследот на собирците ги 

сметаме за исти. Секој собирок може да се појави повеќе пати.)  

 

18. На таблата се запишани броевите 5, 7 и 9. Во секој чекор избираме два од 

запишаните броеви a  и b  такви што  a b   и на таблата го допишуваме 

бројот 5 4a b . Дали може по конечен број вакви чекори на таблата да се 

запише бројот 2003.  

 

19. Од дадено 20-елементно множество се избрани 2 1k   различни 7-елементни 

подмножества така што секое од нив има непразен пресек со точно k  други 

избрани подмножества. Определи го најголемиот природен број k  за кој е 

ова можно.  

 

20. На фудбалски турнир секоја екипа игра со секоја од преостанатите екипи по 

еден натпревар и притоа за победа освојува 3 бода, за нерешен резултат 1 бод 

и за пораз 0 бодови. На крајот од трунирот се покажало дека збирот на 

освоените бодови од сите екипи бил 50.  

а) Колку екипи учествувале на овој турнир? 

б) Колкава е најголемата можна разлика меѓу екипата која освоила најмногу 

бодови и екипата која освоила најмалку бодови?  

 

21. Десет луѓе отшле да купуваат книги. Познатое дека:  

а) секој човек купил четири различни книги,  

б) секои двајца купиле барем една иста книга.  

Да ја разгледаме книгата која ја купиле најголем број од овие десет луѓе. 

Определи ја најмалата можна вредност на тој број.  

 

22. Даден е природен број m . Во општествена мрежа со фиксен конечен број 

членови, секој член меѓу останатите членови има непроменлив број следбе-

ници. На почетокот секој член има целоброен рејтинг (не задолжително една-

ков за сите членови). Рејтингот на секој член секоја вечер на полноќ се зголе-

мува за збирот на претполноќните рејтинзи на неговите следбеници. 
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Хакер, кој не е член на мрежата, сака рејтинзите на сите членови да бидат 

деливи со m . Тој секој ден може да избере еден член и да му го зголеми реј-

тингот за 1, или ништо да не менува. Докажи дека хакерот по конечен број 

денови може да ја постигна својата цел.  

 

23. Испит полагаат 100 студенти. Професорот ги прозива еден по еден и им 

поставува само едно прашање: „Колку од овие 100 студенти ќе го положат 

испитот?“ Одговорот на студентот мора да биде цел број. штом ќе го добие 

одговорот, професорот пред сите на студентот му дава една оценка „поло-

жил“ или „не положил“.  

Кога сите студенти ќе бидат оценети, ќе дојде инспекција да провери дали 

има студенти кои дале точен одговор, но не положиле. Ако постои некој та-

ков студент, професорот ќе биде суспендиран, а сите студенти ќе добијат 

оценка „положил“. Во спротивно нема да има промени.  

Дали може студентите да осмислат стратегијакоја на сите им гарантира 

оценка „положил“?  

 

24. На кружница се дадени n  точки и меѓу нив се повлечени сите можни тетиви. 

Ако никои три тетиви не се сечат во една точка, определи го бројот на дис-

јунктните области на кои тетивите го делат кругот.  

 

25. Со mT  да го означиме бројот на нескладни триаголници со периметар m  чии 

должини на страни се целобројни. Докажи дека  

а) 1999 2000T T  и  

б) 4 1 4 2n nT T n   , за секој n .  

 

26. Даден е правилен 2n аголник ( 2)n   со центар S . Ги разгледуваме сите 

четириаголници со темиња во темињата на овој 2n аголник. Со u  да го 

означиме бројот на овие четириаголници кои во внатрешноста ја содржат 

точката S , а со v  бројот на преостанатите четириаголници. Определи ја 

разликата u v . 

 

27. Ако за пермутацијата 1 2( , ,..., )nx x x  на броевите 1,2,...,n  важи  

2

1

2, 1,2,3,..., 1k

k

x

x
k k n



    , 

докажи дека таа е идентична.  

 

28. Во рамнината се дадени 3n  точки ( 1n  ) такви што секои три е неколинеар-

ни. Докажи дека постојат n  меѓусебно дисјунктни триаголници со темиња во 

овие точки.  

 

29. На кружница со периметар 6n  се обоени 3n  точки кои кружницата ја делат 

на 3n  лаци, од кои n  имаат должина 1, n  имаат должина 2 и преостанатите 

n  имаат должина 3. Докажи дека постојат две обоени точки кои лежат на ист 

дијаметар на кружницата.  
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30. Дадена е табла со 2(2 1)N   редови и k  колони ( k  и n  се природни броеви). 

Боењето на таблата со две бои е допустливо ако за секои две колони важи: 

полињата во тие две колони кои припаѓаат на ист ред се истобојни за 

помалку 2 1n   редови.  

За даден n  определи ја максималната вредност на k  за која постои допуст-

ливо боење.  

 

31. Табла n n  е обоена шаховски црно-бело. Во еден чекор се избираат две 

соседни полиња (полиња кои имаат заедничка страна) и им семенува бојата 

на следниов начин:  

- белото поле станува црно,  

- црното поле станува црвено,  

- црвеното поле станува бело.  

За кои m  и n  со овие чекори може да се смени бојата на сите почетни поли-

ња, белите во црни, а црните во бели.  

 

32. Секоја точка во рамнината со целобројни координати е обоена со бела или 

сина боја. Докажи дека може да се избере боја така што за секој природен 

број n  постои триаголник со плоштина n  чии темиња се со избраната боја.  

 

33. Z  пентамино е било која фигура која е складна со фигурата 

прикажана на цртежот десно. Определи го најмалиот број Z 

пентамина кои се потребни да се покрие табла со димензии 8 8 , 

при услов секое поле на Z  пентаминотоили се поклошува со 

некое поле на таблата или е надвор од таблата? Z  пентамината може 

меѓусебно да се преклопуваат.  

 

34. Во Недојдија има 60 градови, од кои секои два се поврзани со едносмерен 

автопат. Докажи дека може да се обојат четири града во црвено, а други 

четири града во зелено, така што секој автопат меѓу црвениот и зелениот 

град води од црвениот кон зелениот.  

 

35. Правоаголник во единична квадратна мрежа е поделен на домина. Докажи 

дека сите јазли на мрежата внатре во правоаголникот и на неговата граница 

може да се обојат во три бои така што е исполнет условот: за секои два јазли 

на растојание 1, тие јазли се обоени во различна боја ако отсечката која ги 

поврзува припаѓа на границата на некое домино, а во спротивно се обоени во 

иста боја.  

 

36. Даден е природен број 2n  . Некои полиња на квадратната табла n n  се 

црни, а останатите се бели. Во секое бело поле е запишан бројот на црните 

полиња кои со него имаат барем едно заедничко теме. Определи ја најголе-

мата можна вредност на збирот на сите запишани броеви.  
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