Slozeni kamatni racun

Eva Pavi¢' i Bosko Sego?, Zagreb

U prethodnom broju MFL-a obradili smo jednostavni kamatni ra¢un. Vidjeli smo da
je temeljna karakteristika tog kamatnog racuna Cinjenica da se kamate izracunavaju na
istu, poCetnu glavnicu za svako razdoblje ukamacivanja. Kada bi se jednostavni kamatni
racun uvijek primjenjivao u gospodarskoj praksi, onda bi se, primjerice i formula za
izracunavanje ukupnih jednostavnih kamata,

100
gdje je C iznos glavnice, p(G) nepromjenjivi godiSnji kamatnjak, a n broj godina
ukamacivanja iznosa C, koristila uvijek pri izracunu kamata bez obzira je 1i rije¢ o
ukamacivanju tijekom jedne godine (to jest u slucaju kada je n = 1) ili u razdoblju
koje nije jedna godina. Koriste¢i se upravo logikom koja je imanentna jednostavnom
kamatnom racunu, najprije ¢emo rijeSiti primjer 1, a zatim ukazati na pogresku koju
smo pri tome ucinili.

K =

Primjer 1. Kojim iznosom c¢e raspolagati StediSa 31. prosinca 2008. godine na
temelju iznosa 20 000 kn koje je uloZio u poslovnu banku 31. prosinca 2005. godine ako
banka u navedenom trogodiSnjem razdoblju koristi godi$nji nepromjenjivi kamatnjak
10?

Podsjetimo se: pri obracunu kamata prvi dan Stednje ne uzima se u obzir, ali se
uzima posljednji dan. U razmatranom primjeru to znaci da je iznos Cy = 20000 kn
StediSa u poslovnoj banci imao to¢no tri godine, pa nije bitno $to je u tom razdoblju
jedna godina prijestupna. Koriste¢i formulu (1), nalazimo da bi na temelju pocetnog
iznosa Cp = 20000 kn S$tediSa u poslovnoj banci na dan 31. prosinca 2008. godine
trebao raspolagati iznosom

p(G) -n
100
Razmotrimo sada kojim iznosom bi raspolagao $tediSa da je na kraju svake kalendarske
godine podigao ukupnu ustedevinu (glavnicu uvecanu za kamate) i odmabh (to jest istoga

dana) taj iznos uloZio u poslovnu banku uz neizmjenjene uvjete. Dakle, 31. prosinca
2006. godine raspolagao bi iznosom

10-3
Cs (j) = Co+ K = Co (1 + ) = 20000 (1 +W) —=26000 kn.  (2)

100 100

koji bi istog dana uloZio, pa bi na temelju iznosa C; 31. prosinca 2007. godine
raspolagao iznosom

1
Ci=Co+Ki=Co <1+p(0)> = 20000 <1+—0) = 22000 kn, (3)

p(G) 10
= K, = 1+—= | =22 14+ — | =24200 kn. 4
CG=C+K,=C ( + 100> 000( + 100 00 kn 4)

! Studentica Ekonomskog fakulteta Sveuéiliita u Zagrebu.
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Bududi da ¢ée iznos C, uloZiti odmah, na temelju tog iznosa ¢e 31. prosinca 2008.
godine raspolagati iznosom

p(G) 10
CG=C+K=0C(14+——= | =24200(1+ — )] = 26620 kn. 5
3=0C+K; 2(-1-100) (+100 n )
Prema tome, StediSa je podizudi krajem svake godine Stednje ukupni iznos i odmah ga
stavljajudi na Stednju za tri godine dobio vise

26620 kn — 26 000 kn = 620 kn.

Naravno, bilo bi potpuno pogresno zakljuciti da ga je tim iznosom poslovna banka
nagradila za trud uloZen za podizanje i odmah zatim stavljanje na Stednju cjelokupnog
iznosa! Jednostavno, ovdje se radi o drugoj vrsti kamatnog racuna od onog §to ga
simbolicki izrazava formula (1), a nazivamo ga jednostavnim kamatnim ra¢unom. U
svakom vremenskom razdoblju na koje se odnosi kamatnjak p kamate se racunaju na
glavnicu koja je uvecana za kamate za sva prethodna razdoblja. Drugim rijec¢ima, kamate
smo za svako razdoblje racunali ne samo na glavnicu nego i na prethodno izracunane
kamate. Ovakav kamatni ra¢un nazivamo sloZenim kamatnim racunom.

Definicija 1. SloZeni kamatni racun je postupak izracunavanja kamata na glavnicu
uvecanu za prethodno obracunate kamate u svakom prethodnom vremenskom razdoblju
ukamacdivanja.

Uoc¢imo da smo konac¢nu vrijednost iznosa Cy u primjeru 1 mogli izracunati kako
slijedi:

(39 (1+72) - (1-152)’

Dakle, na kraju trece godine Stednje StediSa ¢e na temelju (jedne) uplate u iznosu Co,
uz uvjet da je (godis$nji) kamatnjak fiksan, raspolagati iznosom

3
p(G)\
G Co( + 100)

Postavlja se pitanje moZe li se navedeni rezultat poopditi, to jest je li na kraju n-te
godine Stednje konac¢na vrijednost (jedne) uplate Cp uz uvjet da je (godiSnji) kamatnjak

fiksan
r(G)Y"
Co=Co(1+——=|7? 6
0( + 100) (6)

Koristedi princip matematicke indukcije, dokaZimo ispravnost formule (6). Neka je Cj
sada$nja vrijednost glavnice, p(G) godi¥nji kamatnjak nepromjenjiv u svih n godina
ukamacivanja. Potrebno je izracunati vrijednost glavnice C, na kraju n-te godine
(racunajudi od trenutka uplate iznosa Cp) pretpostavljajuéi da se kamate pripisuju
glavnici krajem svake godine ukamacivanja.

Kako se po definiciji sloZzenog kamatnog racuna kamate izraCunavaju na glavnicu
koja je uvecana za prethodno obracunate kamate u svakom prethodnom vremenskom
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razdoblju kapitalizacije, to su kamate za i-to razdoblje
Ci-1p (G)

Ii = ’
100

ic{1,2,...,n}}

pri ¢emu je C;_; iznos glavnice Cy na kraju (i — 1)-og razdoblja ili, $to je ekvivalentno,
na pocetku i-tog razdoblja. Konkretno, to znaci da su kamate za prvo (jedini¢no)
vremensko razdoblje

I = Cop (G)
100 ~’
drugo
L= Cip(G)
100

i tako dalje. No, bududi da je

Cop (G G
Ci=Coth =yt 2L )co<1+p—( )>Cor,

100 100
gdjeje r=1+ % dekurzivni kamatni faktor, vrijednost glavnice Cy na kraju drugog
razdoblja je
Cip(G) p(G)
—Cith= —¢a (1 —Cir=C
CG=C+hL=C+ 100 C {1+ 100 Cr==G
Pretpostavimo da je vrijednost glavnice Cy na kraju i-1. razdoblja
Ci_1 = C()}"iil.

Koriste¢i se matematickom indukcijom, pokazat ¢emo da se vrijednost glavnice Cy na
kraju i-tog razdoblja uz navedenu pretpostavku o nepromjenjivosti kamatnjaka moze
izraCunati formulom

Cl‘ = C()}"i.
Doista, kako su kamate za i-to razdoblje
I — Ci-1p(G)
’ 100 7
vrijednost glavnice Cy na kraju i-tog razdoblja je
C=Co1+Li=C1+ C’*IIT”O(G) =Ciy (1 + %) = Ciir,

pa zbog pretpostavke indukcije, nalazimo da je
Ci=Ci_ir= C()}"l;l}" = Cori,
§to je i valjalo pokazati.
Dekurzivni kamatni faktor r predstavlja vrijednost nov€ane jedinice (to jest iznosa
Co = 1) zajedno s kamatama na kraju jedinicnog razdoblja uz primjenu sloZenog

kamatnog racuna i dekurzivni na¢in obracuna kamata*, jer je tada C; = 1-7! = r.
Uoc¢imo da konacna vrijednost nov€ane jedinice na kraju n-tog jedinicnog razdoblja uz
navedene pretpostavke iznosi C, = r".

3 Uobicajeno je da kada koristimo sloZeni kamatni ra¢un, kamate ozna¢avamo s I, pa éemo u nastavku koristiti
ovaj simbol da bismo istakli da rabimo slozeni kamatni racun.

4 Dekurzivni nacin obra¢una kamata znaci da se kamate obracunavaju i(ili) pripisuju glavnici na kraju razdoblja
ukamacivanja.
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Veli¢inu 7" nazivamo faktorom akumulacije, a jednaka je konacnoj vrijednosti
novc¢ane jedinice na kraju n-tog jedinicnog razdoblja (za nas u ovom radu to je jedna
godina) uz dekurzivni nacin obracuna kamata.

Naravno, sadaSnju (aktualnu) vrijednost jednog iznosa ako je poznata konacna
vrijednost tog iznosa uz navedeni uvjet racunamo formulom

Gy

=S (7

2l

Co =

odnosno

Primjer 2. Koliki iznos je morao StediSa uloZiti u poslovnu banku 31. prosinca
2005. godine ako Zeli 31. prosinca 2008. godine na temelju te jedne uplate raspolagati
iznosom 25000 kn ako se banka u navedenom trogodiSnjem razdoblju koristi godiSnjim
nepromjenljivim kamatnjakom 7?

Bududi da je dekurzivni kamatni faktor

p(G) 7
=1 900 T 100 ’
koristec¢i formulu (7), nalazimo trazeni iznos
C, 25000
Cy= — = —— ~20407.45 kn.
0T T Lo .

Primjer 3. Uz koliki godiSnji nepromjenjivi kamatnjak treba orociti 40000 kn ako
se zeli na temelju tog iznosa za 4 godine od ulaganja raspolagati sa 70000 kn?

Uocimo da je sada Cy = 40000 kn, C4 = 70000 kn, a n = 4 godine. Uvrstimo li
navedene vrijednosti u formulu (6), dolazimo do sljedece jednadZbe:

70000 = 40000 r*,

odnosno

70 000 = 40000 (1 +

TraZeni godiSnji kamatnjak je

7
p(G) =100 (Q/;— 1) ~ 100 - (1.15016 — 1) = 15.016.

Za vjezbu pokazite da ako su poznate sadaSnja Cy i konacna vrijednost C, jednog iznosa
i broj razdoblja ukamacivanja n, nepromjenjivi godi$nji kamatnjak moZemo izracunati

koriste¢i formulu
[ Cy
p(G) =100 (" FI> (8)

Primjer 4. Na koliko godina treba orociti 50 000 kn ako se Zeli na temelju tog iznosa
raspolagati sa 75000 kn ako poslovna banka u cijelom razdoblju orofavanja koristi
nepromjenjivi godi$nji kamatnjak p(G) = 6.991327?

Uocimo da je sada Cy = 50000 kn, C, = 75000 kn, a p(G) = 6.99132. Bududi je
kamatnjak dan na godiS$njoj razini, broj razdoblja ukamacivanja predstavlja broj godina
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na koji je iznos Cy oro¢en. Uvrstimo li navedene vrijednosti u formulu (6), dolazimo
do eksponencijalne jednadzbe:

99132\"
75000:50000-(1+6993 )

100

odnosno
75000 = 50000 - 1.0699132",

Logaritmiranjem prethodne jednadZbe, dolazimo do linearne jednadZbe
log 75000 = log 50000 + n log 1.0699132,
cije rjeSenje je

_ log75000 —log 50000 log 1.5
n log 1.0699132 B log 1.0699132°
odnosno
n =6.

Dakle, iznos od 50000 kn treba uz navedene uvjete orociti na Sest godina.

Za vjezbu pokazite da ako su poznate sadasnja Cy i konacna vrijednost C, jednog
iznosa i nepromjenjivi godisnji kamatnjak p(G), broj razdoblja ukamacivanja n mozemo
izraCunati koriste¢i formulu

o )
n= A ©)

logr

Ukupne (sloZene) kamate predstavljaju razliku konacne i sadaSnje vrijednosti, pa ih
moZemo izracunati koriste¢i formulu

_ _ PG\ p(G)\"
ICnCOC0<1+ 100> COC0|:<1+ 100) 1}. (10)

Pokazimo da su ukupne sloZene kamate / veée od ukupnih jednostavnih kamata K ako
je n > 1. Doista, koriste¢i binomni razvoj i uvazavajuéi da su svi pribrojnici u razvoju
nenegativni, nalazimo

(458 e (e ) (52

0 2
bt (" (B9 (R’
np(G)
> 1 ;
100

jer za n > 1 1 p(G) > 0 (a kamatnjak mora biti nenegativan!) su pribrojnici u
binomnom razvoju, pocevsi od treéega, nenegativni. Dakle,

PG\ np(G) Conp(G)
1= l+—=] —-1) 2> 1 —1)=—7—"—>=K,
Co << +5 100 o\ oo 100
Sto je i valjalo pokazati.

Upravo dokazani rezultat u suglasju je s rezultatom iz primjera 1. Naime, u tom
primjeru smo vidjeli da su ukupne jednostavne kamate

K = 26000 kn — 20000 kn = 6000 kn,

a ukupne sloZene
I = 26620 kn — 20000 kn = 6620 kn.

Dakle, upravo u skladu s netom dokazanim rezultatom / > K (u ovom slucaju vrijedi
stroga nejednakost, to jest I > K).
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Primjer 5. Koji iznos je orocen na pet godina uz nepromjenjivi godisnji kamatnjak
p(G) = 6 ako je poznato da oroCenjem S$tediSa na temelju tog nepoznatog iznosa na
kamatama dobiva 7000 kn?

Dakle, imamo da je r = 1 + ;5 = 1.06, n =5 i I = 7000 kn. Kako je

Cs=Cy-1.06° i  Cs—Cy="17000,
imamo sljedecu linearnu jednadzbu po Cj:
Co - 1.06° — Cy = 7000,

odnosno
Co - (1.06° — 1) = 7000,
pa je
7000
==& 2 .25 kn.
Co 106° —1 0696.25 kn

Primjer 6. Kojim iznosom raspolaze StediSa nakon pet godina orocenja uz
nepromjenjivi godisnji kamatnjak p(G) = 6 ako je poznato da oroCenjem StediSa
na temelju tog nepoznatog iznosa na kamatama dobiva 7000 kn?

Vidjeli smo u prethodnom primjeru da je r =1 + 18—0 =1.06, n=15, I =7000 kn i

Co = 20696.25 kn. Dakle, StediSa ¢e nakon pet godina orocenja raspolagati iznosom
Cs =20696.25 + 7000 = 27 696.25 kn.

Ako ne Zelimo (ili ne moZemo!) koristiti rezultat iz primjera 5, postupamo na sljedeci
nacin. Iz jednadZzbi

Cs=0Cy-1.06° i  Cy=Cs— 7000,
dobivamo sljedecu linearnu jednadZbu po Cs:
Cs = (Cs — 7000) - 1.06,

pa je
7000 - 1.06°

Do sada smo pretpostavljali da je godiSnji kamatnjak nepromjenjiv u svim razdobljima
ukamacivanja. Kako treba postupiti ako ova pretpostavka nije ispunjena? Prije nego Sto
izvedemo formulu koja daje odgovor na postavljeno pitanje, sljedecim primjerom ukazat
¢emo kako treba postupati.

Primjer 7. Kojim iznosom raspolaZze StediSa nakon pet godina orocCenja iznosa
10000 kn ako mu je poslovna banka u prve tri godine kamate obra¢unavala uz godi$nji
kamatnjak 6, a posljednje dvije uz godiS$nji kamatnjak 8?

Uoc¢imo da kamatnjak nije fiksan u cijelom razdoblju ukamacivanja. PetogodiS$nje
razdoblje ukamacivanja moZemo razdvojiti na 2 podrazdoblja u kojima je kamatnjak
bio nepromjenjiv: prvo podrazdoblje predstavljaju prve tri godine i tada je kamatnjak
takoder fiksan i iznosi p;(G) = 6, a drugo podrazdoblje predstavljaju posljednje dvije
godine kada je kamatnjak fiksan i iznosi p,(G) = 8. Koriste¢i formulu (6), nalazimo da
pocetni iznos Cp zajedno s ukupnim sloZenim kamatama na kraju prvog podrazdoblja
iznosi

C; = Cy - 1.06° = 10000 - 1.06° = 11910.16 kn.

Dakle, na pocetku drugog podrazdoblja StediSa raspolaze iznosom C; koji se ukamacduje
iduée dvije godine po stopi p2(G), pa je vrijednost poCetnog iznosa na kraju drugog
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podrazdoblja (to jest na kraju pete godine oroc¢enja)

Cs = C3-1.087 = 11910.16 - 1.08% ~ 13 892.01 kn.
Uoc¢imo da smo iznos Cs mogli izra¢unati odjednom, a ne u dva koraka na sljedeci
nacin:
Cs = C3-1.087 = Cy - 1.06° - 1.08% = 10000 - 1.06° - 1.08* ~ 13892.01 kn.
Prethodno razmatranje sad ¢emo poopciti. Naime, vrijedi sljedec¢i rezultat:

Vrijednost (jednog) iznosa Cp na kraju n-te godine uz pretpostavku da se kamate
obracunavaju po sloZenom kamatnom racunu uz promjenjivu godiSnju kamatnu stopu
pi(G), i € {1,2,...,n}, u i-toj godini iznosi

Cn:Co-rl-rz-...-rn, (11)
$to moZemo skraceno pisati i ovako:

n

Cn:CO'Hria

i=1

priemu je r; =1+ [%GO) ,i€{1,2,...,n}, dekurzivni kamatni faktor za i-tu godinu.
Po definiciji sloZzenog kamatnog ra¢una kamate za i-tu godinu iznose
Ci—1 pi (G) .
Iizia 1725-"? )
100 ief n}

pri Cemu je C;_; iznos glavnice Cy na kraju (i — 1). godine ili, $to je ekvivalentno, na
pocetku i-te godine. Konkretno, to znaci da su kamate za prvu godinu

5, = S Q)
100
drugu
5, = Sor2(Q)
100

1 tako dalje. No, kako je

_ _ Gop1 (G) pi(G)\ _
Ci=C+1,=Cy+ 100 =Co( 1+ 100 = Cory,

gdje je
p1(G)
= 1 _—
"= 00

dekurzivni kamatni faktor za prvu godinu, vrijednost glavnice Cy na kraju druge godine

je
Cip2(G) p2(G)
——=C|(1+——= ) =Cin=C
100 + 100 1 1rr,

CG=C+hL=C+
pri ¢emu je sada
p2(G)
100
dekurzivni kamatni faktor za drugu godinu. Pretpostavimo da je vrijednost glavnice Cy
na kraju (i — 1). godine

rn=1+

Cifl = C0r1r2 [ i S I
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Koristedi princip matematicke indukcije, pokazat ¢emo da je tada vrijednost glavnice Cy
na kraju i-te godine
C,' = C()I‘]i"g N RN
Doista, kako su kamate za i-tu godinu
Ci1pi (G)
100
vrijednost glavnice Cy na kraju i-te godine je

C,; i G i G

Ci=Ca+Li=C+ Cpi(G) _ G (1472 ) _ Ciiri,
100

pa je zbog pretpostavke indukcije zaista

I =

Cl‘ = C,'f]}"i = C()i"ﬂ‘g oW Fi = C()Hrk.
k=1
Posebno, ako je i = n, imamo formulu za vrijednost iznosa Cy na kraju n-te godine
n

Co=Co- [
i=1
Sto je i valjalo pokazati.

Uoc¢imo da su ukupne kamate u slucaju da se kamata obracunava sloZzenim kamatnim
racunom uz varijabilnu kamatnu stopu

I:Cn—C():C()(rlrz...rn—l), (12)

=G <Hri—1>. (13)

i=1

odnosno

Primjer 8. Koliko iznose ukupne sloZene kamate na iznos od 1000 kn za razdoblje
od pet godina ako je godis$nji kamatnjak u prvoj godini 6, a u svakoj iducoj za 1 veci
od onog u prethodnoj godini?

Uodimo daje pi(G) =6, p2(G) =6+1 =17, p3(G) =7+1 =8, pa(G) =8+1=9,
ps(G)=94+1=101 Cy = 1000 kn. Prema tome, r; = 1.06, r, = 1.07, r; = 1.08,
rs = 1.09, rs = 1.1, pa koristeéi formulu (12), nalazimo ukupne sloZene kamate

[ =1000(1.06-1.07 - 1.08 - 1.09 - 1.1 — 1) ~ 468.70 kn.

Na kraju, mladim Ccitateljima predlazemo da provjere jesu li doista usvojili izloZeno
gradivo rjeSavajuci zadatke koje dajemo u nastavku.

Zadaci za vjezbu

1. Kojim iznosom c¢e raspolagati StediSa 31. prosinca 2010. godine na temelju iznosa
20000 kn koje je orocio u poslovnoj banci 31. prosinca 2004. godine ako banka
u navedenom Sestogodi$njem razdoblju koristi godi$nji nepromjenjivi kamatnjak
5.5?

RjeSenje: 27576.86 kn

2. Koliki iznos je morao StediSa uloZiti u poslovnu banku 31. prosinca 2004. godine
ako Zeli 31. prosinca 2018. godine na temelju te jedne uplate raspolagati iznosom
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30000 kn? Banka u navedenom razdoblju koristi godiSnji nepromjenjivi kamatnjak
3.75.

RjeSenje: 17917.93 kn

3. Koliko iznose ukupne sloZene kamate na iznos od 12 000 kn za razdoblje od devet
godina ako je godi$nji kamatnjak u svim razmatranim godinama nepromjenjiv i
iznosi 3.25?

Rjesenje: 4002.65 kn

4. Koji iznos za dvadeset godina uz godiSnji kamatnjak 4.75 donese ukupno
100000 kn sloZenih kamata?

Rjesenje: 65369.4 kn

5. Stedi3a je oro¢io u poslovnu banku neki iznos na petnaest godina uz nepromjenjivi
godisnji kamatnjak p(G) = 4. Ako je poznato da je orofenjem na temelju tog
iznosa na kamatama dobio 10000 kn, kolikim iznosom je StediSa raspolagao na
kraju orocenja?

Rjesenje: 22 485.28 kn

6. Uz koliku godisnju kamatnu stopu je duznik posudio 30 000 kn ako je vjerovniku
nakon sedam godina u cijelosti podmirio dug iznosom 44444 kn? Kamate se
obracunavaju po slozenom kamatnom racunu.

Rjesenje: 5.7754 godiSnje

7. Za koliko godina iznos od 100000 kn donese uz godis$nji kamatnjak 3.75 ukupno
24718 kn slozenih kamata?

Rjesenje: 6 godina

8. Neka osoba je 31. prosinca 2002. godine uloZila u poslovnu banku 100000 kn.
Ako je ona na temelju navedene uplate 31. prosinca 2006. podigla 133298.5 kn,
uz koji godiSnji kamatnjak je banka obracunavala kamate?

Rjesenje: 7.45 godisnje

9. Koliko iznose ukupne sloZene kamate na iznos 5000 kn za razdoblje od 6 godina
ako je godiS$nji kamatnjak u prvoj godini 5, a u svakoj iducoj za 0.5 veéi od onog
u prethodnoj godini?

RjeSenje: 7192.16 kn

10. Koliko iznose ukupne sloZene kamate na iznos od 5000 kn za razdoblje od 6
godina ako je godi$nji kamatnjak u prvoj godini 5, a u svakoj iducoj za 20% veci
od onog u prethodnoj godini?

Rjesenje: 8043.03 kn
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