JAPYIITBO MATEMATNYAPA CPEGNJE

MATEMATNYKA TAKMNUYEIHA
CPEIILOIIIROJIAITA
2012/2013.

Beorpan, 2013.



Opraamu3zamuonu onoop 55. JIp:xaBHOr TakMUUYeHa 13
MaTeMaTHKe

1. Munmubop Carosuh, mupexrop IIpBe exkoHOMCKE mIKOIE
Iejarn Henuh, nupexrop lpyre eKOHOMCEKe MIKOJE
Ilejan Kosauesuh, npencenunur ['pancke onmrune Crapu rpan

AKTUB HaCTABHUKA HpBe €KOHOMCEKE HIKOJIC

AR

AxTuB HacTaBHUKA MaTeMaTuke Jlpyre eKOHOMCKE MIKOJIe

IloxkpoBuresn 55. JIp:xkaBHOr TaKMUUYEHa M3 MaTEMAaTHKE

1. ®akynreT 3a MH:KEHEPCKU MeHAIMEHT, beorpan

2. I'pancka onmruna Crapu rpan

Pemaknuja u obpanma: Mapko Panosanosuh



© ® 3 S A ® N

e e e e = T
© W N O Uk W N = O

PEIIY BJIMYKA KOMNCHUJA

3a TaKMUYeHha U3 MaTeMaTuKe yJYeHUKa CpegihUX IIKO0JIA,
mroJICKa roquaa 2012/2013.

Bantuh mp Buamuvup, Pakynrer oprammsanuonux Hayka, beorpan
Bapaauh Bopbe, Maremarnuku uuncturyr CAHY, Georpan
Bamuh np Bojan, [IM®, Hosu Can

Hopocnosaurku ap Pane, ®TH, Hosu Can

Iyromuja np bopbe, Maremarnuru darynarer, Beorpan

Hopuh Munom, Maremaruukn ¢akynrer, Heorpan

Dyxuh Hyman, Mamuacku ¢paxynarer, Georpan

Wnuh np Anerkcammap, IIMP, Hum

Kuexesuh mp Muman, Maremarnuru ¢axynarer, Georpan

. JIygkmh np Mummusoje, Pajc, CAII

. Mapxrosuh ap ITerap, [IM®, Hosu Can

. Maruh np Usan, djyx, CAIL

. Munocasmesuh Mumom, 'umuasuja ,,Ceroszap Maprkosuh”, Hum
. Ilejuer Anekcannap, Mamuncku ¢pakynrer, Georpan

. IetkoBuh np Mapko, ITM®, Hum

. Panosanosuh Mapko, Maremarnuku daxynarer, Beorpan, npencensux
. Cennunh mp Anerkcaunap, ['mvuasuja, Kpameso
. Crojakosuh ap Munom, [IM®, Hosu Can

. Tomuh Veanka, 'umuaszuja, Bameso

20.

[MTo6or ap Gopuc, [IM®, Hosu Can

[TpeBon va mabapcku je3uk:

1. euh np Xajuanka, I'pabesuncku dpakynrer, CyGoruna

2. Powxmur Mp Aunpea, ['pabesuncku dparynrer, Cyboruia



OIIITMHCKO TAKMUYEILE N3 MATEMATHUEKE
YUEHMKA CPEIILMX IMTKOJIA, 19.01.2013.

ITpBu pa3penm — A kareropuja

1. Hysxwuna sucuae AD tpoyraa ABC jemHaka je MOJOBUHU IysKUHE CTPa-
uune BC. JloraszaTu ma yrao KO TeMeHa A HaTor TPOYTJa He MOKe OuTu
TYII.

2. Hahu ocrarak npu mememy mommaoma 2% + 1 mommmomom (x + 1)2.
3. Ila sz mocToju mpupoman 6poj n Takas da AEKATHU 3anuc Opoja n! uma

00K
n!=...20120...0,
~——

k
3a HeKu npuponan 6poj k7
4. [ar je romBercan uverBopoyrao ABCD takas ma je <A 4+ <B = 120°.
Taure P u (Q uzabpane cy tako na cy AACP u ABDQ jenaakocTpaHUYHU,
u nputoM tauke P u @ mgexe y oHuMm nosaypasHuMma ca usunama AC u BD

y kojuma Hucy tauke B u A, pemom. Ilokasaru ma ce npase PQ, AD u
BC ceky y jemHoj Tauku.

5. Koamko ce HajBuine keTOHA MOKEe IOCTABUTH Ha IOJba Tabie 7 X 7
TaKO a HUjelaH IPaBOYTraOHUK HoBpummHe 6 (ca cTpanunaMa Iy CTpaHUna
noJba) He CAAPIKU BUIIE O JeIHOT KeTOHA?

Ipyru pa3spen — A rareropuja

1. Ha crpanunama AC u AB jemmaxkoctpanuunor tpoyria ABC nmare cy
rauke M u N, penom, tako na je MC : MA= NA: NB =2:1. Axko je
tauka P npecek mny:xu BM u CN, nokazaru na je <APC = 90°.

2. Ia mu nmocroju 6poj z € C\ {0} Takas na cy ckymosm
{z=)"IneN} u {(z+14)"|neN}
KOHAYHM 7

3. Hexa je pymrmmja f : R — R zamara ca f(x) = 22+ (a+1)z+1. OapenuTtn
CBe BPEIHOCTM peaJslHOr mapaMeTpa a TakBe la 3a CBe peaJtiHe Opojese T

BayKU
f(z)

24 x+1

<

4. Ilar je tpoyrao ABC. Hera je 2r < min{AB,BC,CA} n ka,kp,kc
kpyskHUile ca nearpuma A, B, C, peaoM, u mosynpedyHukoM . Ha Koauko
Pa3IMYUTUX HauMHa MO:keMo omabparu tauke Ay € ks, By € kp u C1 € k¢



Tako ga je tpoyrao Ai;Bi(Ch camuyan, aju He W HOAyAapaH, Ca TPOYLJIOM
ABC?

(Ca min{a, b, c} o3nauen je majMamu onx peasHux 6pojesa a,b,c.)

5. IITaxoBcka ¢urypa, KOjy 30BEMO CAOM, y JETHOM IOTE3y IIOMEpa Ce 3a
jemHo moJbe JIEBO, WM 3a jeIHO MOJbe rope, MM 34 jeIHO WU ABa MOJba
ykoco rope seso (mox yraom ox 135°). Cuon ce Hasasu HA JOWHEM IECHOM
MOJbY IMaxXOBCKe Tabisie mumensuje 8 X 7. IlBa urpada HAM3MEHUYHO MTOME-
pajy cioHa, a TyOu OHAj UTPAY KOjU MPBU HE MOKE Aa Oaurpa more3. Koju
urpad nMa mobeIHUYKY CTPpaTerujy?!

Tpehu pa3spen — A kareropuja

1. Hera cy 21, 292,..., 29011 KOMIJIEKCHU OpojeBu monayia 1 uuju je 30up
jenunak 0, a z TPOMU3BOJbAH KOMIIJIEKCAH OPOj. Y (QYHKIUMjU O 2z N3paUyHATH

306up
2011

Z |z — 2.

k=1

2. Koauko mHajBUIIe peasHUX HYJIa MOYKE UMATHU MTOJTUHOM
P(z) = (az® + bz + ¢)(ba® + cx + a)(cx® + ax + D),

rze je a, b, c € R\ {0}?
(Cpaka Hysna padyHa Ce OHOJIUKO IIyTa KOJIMKA j€ HeHA BUIIECTPYKOCT.)

3. Heka cy S(n) u P(n), pemom, 36up u npousBon mudapa OPUPOTHOT
6poja n (y merkammom 3amucy). 3a k € N, onpenutn Gpoj pemema jenHa-
uHe

P

Pl g

S(n)
4. Ilar je tpoyrao ABC u tauka M Koja He JesKW HU Ha jeTHO] O TPU
mpaBe Koje caapske BUCHUHE TOr Tpoyria. Ilpasa kpo3 M HOpMaIHA HA
AM ceue npaBy BC' y taukn Ay. Taurke By u 7 nepuHUIy ce aHAIOTHO.
Iorazaru na cy A, By, C1 kKoquHeapHe Tauke.

5. Konuko ce majsume noackynosa ckyna N, = {1,2,...,n} mosxke nzabpa-
TH, TAKO 14 je YHHU]a CBaka IBa jemHaka crymy N,7

UYerBpTH pa3spen — A kareropuja

1. Koauko mHyna uma (QyHKIUja

f(z) = L + ! +...+ !

b)
r—ay T —asz T — ap

rue ¢y a; < ag < ... < @, OIPOMU3BOJLHU PeaJHU OpOjeBu?



2. Oxgpemutu cBe IpUpoOIHE OpOjeBe N 3a KOje Ba:KU jeTHAKOCT
"+4"+ . .+ (n+2)" =(n+3)".

3. Ompemurtu (mnm nokasatm ma He moctoju) Hajsehm mpupomam 6poj
n 3a KOju TOCTOju 1eo Opoj a TakaB ma cBaka maBa Melhy OpojeBuma

a,a?,a3,...,a" majy pasamumTe OCTaTKe TpU Aememy ca 2013.

4. Y rtpoyray ABC Tauke S u S, Cy IUEHTPU PEIOM YIUCAHOI U CIIOJbA
npunucaHor kpyra nacupam A, E je Taura mpeceka cumerpaJie YyHY-
Tpammer yriaa kon temena A u crpanune BC, a N je cpemumre JyKa
BC onucaue kpy:xuune AABC koju ve cameu A. Jlokasatu na Basku

AS-AS, = AFE - AN.

5. 3an € Nueka je N, ={1,2,...,n}. Ca L,, o3aauen je 6p0oj NOACKyIOBa
ckyna N, (ykmyuyjyhu u npasas ckyn) Koju He caipske ABa y3aCTOIHA
npupoasaa 6poja, kao Hu 1 m n umcrospemeno. Ca M, o3umauven je Opoj
noxckynoBa ckyna N, (yrabyuyjyliu m npasas ckyI) KOju He CaapiKe IBa
y3acrTonHa npuponsa 6poja. Oxppemutu cBe mpupomnse GpojeBe m > 3 3a
KOj€e BayKU

Ly, > My—3+ M,,—1.

ITpeu pa3pen — B rareropuja

1. okazaru ma n? + 1 HUje NeJbWB ca 3 HU 3a jelaH IpupoaaH Opoj n.

2. Ha jemmoMm OoCTpBYy KuBE caMO BUJI€ W BEIITUIE. Buie yBeK roBope
UCTUHY, a BEIITUIE YBEK Jaky. Jeman OPOMOJIOMHUK, KOJU je CBe TO 3HAO,
CyCcpeo ce ca JBe CTaHOBHUIE OCTpBa, ocobama A u B, anu Hu 3a jemmy
HUje 3HAO Oa Ju je Buia uian Bemruia. Jla 6u ca3zHao Kora je cpeo ynurao
je ocrBpmanry A: ,,Ila au cre o6e Bemrune?” .

a) 3a koju KOOMjeHU OATrOBOP je MOrao ca CUIYyPHOIINY xa oapenu KOjoj
BpCTHU KOja ocoba mpumana?

6) YKOJIMKO He MOKe Ca CUTypHOWIY Ia Ogpeau KOjoj BPCTHU Koja 0coba
npunanga, 6POMOIOMHUK MOCTABIBA JOII jeqHO muTame ocobu A: , Ila
JU CTe Bac ABe NpunamgHuile pazauuutux spcra’’. Koju je omrosop
OpODOTOMHUK MOOMO, aKO je Ha OCHOBY Wera ca CUTrypHOIINYy MOTao
Ia ogpenu KOjoj BPCTU Koja ocoba mpumamna?

(Ha mocrasibena nurama OPOJOIOMHUK MOKe H00uTu camo omrosope JIA

3. Ilara je ¢pyurnuja f: R — R ca

—r—1, x<-2
flz) = r—3
x4+ 2’



HokaszaTtu na je f oujexnuja u oapemutu f1(x).

4. Heka je ABC jemmakokpaku tpoyrao (AB = AC). Ha unpasoj BC
onpebene cy tauke D m E rmako ma Baskm pacmopen D — B —C — E u
DB =CE. Aro cy F u G nmoguoxja Hopmana nu3d D wa AC u uz F na AB,
penoM, IOKa3aTu na je:

a) <F'DB = <GEC;
6) FG | BC.

5. ITomohy mumpapa 1,2,...,9 dopmuparn mneBeronuppeHu OpOj
N = (10Cy...Cy, tako nma je cBaku on npsoumdppenux OpojeBa CpC%9,
CoCs, ..., CsCy mewuB ca 7 winu ca 13. Koawmro pemema mma oBaj 3a-
nmarTak?

(Csaka mudppa ce MO¥Ke yInOTPEOUTU CAMO j€IHOM. )

Ipyru paspen — B kareropuja

1. Heka je

1

1 §/23+\/513+\3/23—\/513_
4 4

Ioxkazatu na je 2z° + 222 + 1 npupozxan 6poj.
2. Y ckymy peajiHuUX OpojeBa PEMUTH HejeTHAUNHY
|x(1—x)| <0,05.
3. Ompenutu cBe mpupoaHe OpPojeBe Koju Cy IebUBU ca b U ca 9 um umajy
TavyHo 10 MO3UTUBHUX IEAUIAIA.

4. Heka je M rmaura ymyrap tpoyraa ABC. Axo npase AM,BM,CM
caap:ke [eHTpe onucaHux Kpyrosa tpoyriaosa BMC,CMA, AM B, penowm,
nokaszaru ga je M uenrtap ynucanor kpyra tpoyria ABC.

5. Hahwu 36up cBux Tponudpenux OpojeBa uuje cy cBe Iudpe HEIapHe.

Tpehu paspen — B rareropuja

1. UYersopoyrao ABCD je ocuoBa mupamuge SABCD, a usuna SD je

HeHa BUCHHA. VI3padyHaTu 3ampeMuHy mmpamuze, ako je AB = BC = /5,
AD=DC =+/2, AC=2u SA+SB =2+/5.

2. Y 3aBUCHOCTHU Ol PEAJIHUX ITapaMerapa a U b y CKyILy peajHux OpojeBa
PEINTU CUCTEM jeTHAYUMHA

x + vy + =z = 1,
-r — 2y — 2z = a,
3r + 2y + bz = 4
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3. IlokazaTu ma je 6poj 22" — 4 memus ca 12 3a cse n € N.

4. Hy:xwune crpanuna tpoyriaa ABC cy AB =33, AC =21 u BC =n, rae
jen € N. Tauke D u E usabpane cy ma crpanunama AB u AC, penowm,
tako ma je AD = DE = EC = m, 3a weko m € N. Onpemutu 6pojese n
um.

5. Ha crapmapany maxoBcky Tabiay mocraBsbeHa cy 33 moBua. Jlokazaru
na ce ca Tabie MOske yKIOHATH 28 JIOBAIa, TAKO & C€ IPEOCTAJIUX D HE
HaIanajy.

(JToBar Hamaqa cBa IOJbA YKjU C€ LMEHTPU HAJIA3E HA [PABOj KOja MPOJIa3u
KpO3 IeHTap MoJhba Y KOME Ce JIOBAIl HaJa3uW W 3akJjamna yrao onx 45° wmam
135° ca mBunom Tabie.)

UerpTHu pa3pen — b kareropuja

1. Ogpemutu peanne 6pojese a u b rako na ¢ysrmuja f : R — R 3anara
ca

smaac7 r <0,
4o
f@) =14 2?2 +bz+2), 0<z<2,

1
ez —1, x>2,
Oyme HempeKuIHA.

2. Y CEymy KOMIUIEKCHUX OpOjeBa PELIUTHU jeTHAYUNHY
2% —22% +4=0.
3. Ompenutu cBe mpocTe OpojeBe P 3a KOje jeaHaduHa
st +4=p

“Ma pellema y CKyIy IPUPOIHUX Opojena.

4. Heka je ca xxy = IeduHUCAHA olepannja Ha CKYIy IO3UTHUBHUX

r+y
panuonasHux 6pojena. Ilokazaru na je

(... ((2013%2013) % 2013) ... % 2013) % 2013

2013

npupoaas 0poj.
(Y mperxonnom mspazy 6poj 2013 ce nojasimyje 2013 myra.)

5. Heka cy x1, T2 1 X3 KOPEHU MOJIMHOMA

p(z) = 2* — 22 + 2010.

Yxrosuko cy x3, 23 u x3 koperu nomuuoma ¢(z) = 2°+az®+bx+c, onpenutn

a, buc.
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OKPYKHO TAKMUYEILE 13 MATEMATHWRE
YUEHMNKA CPEIIBHLUMX IITKOJIA, 9.02.2013.

ITpBu pa3pen — A kareropuja

1. IlaTe cy ABe KPYy:KHHUIlE KOje Ce He CeKy. ROHCTpyucaTu HUXOBE 3aje-
IMHUYKE TAHTCEHTE.

2. Ha jemaoMm on0ojkamkoM TYPHUPY YYECTBOBAJO je n > 1 eKkuna u cBake
IBE eKUIlle OAUrpaje cy TadHo jeman meDhycoOuu meu. Jlokazartu na je Tu-
MoBe Moryhe mHymepucatu OpojeBuMa 1,2, ..., n TAKO A je TUM HyMePUCAH
opojem ¢ mobenuo y mebhycobHOM myesy TuM HyMmepumcaH Opojem i+ 1, 3a
cBako i € {1,2,...,n—1}.

(Y ombojum HeMa HepemeHuX Pe3yJTaTa.)

3. Y crymy mpupomgHUX OpOjeBa PEMUTHU jeTHAUUHY
x4+ 76 = ¢

4. Tlomynapue xpy:kuune ki, ko u k camp:ke Ttaury P, m ceky ce jomr y
raukama: ku ky y A, ku ks y B, ky u ks y N. Kpyskuune ka, ca nearpom
y A, u kg, ca nearpoMm y B, canp:ke tauky N. Jlokasatu ma KPYy:KHUILE
ka, kp u k umajy 3ajeIHUYKY Tadky.

5. Heka je n > 2 npuponan 6poj. Iloma rBanparue tabaume A popmara
n X n momymena cy 6pojesuma 1 u —1. 3a csako i € {1,2,...,n} o3HaAUNMO
ca k;, OMHOCHO v;, TPOU3BOA OPOjeBa y —TOj KOJIOHU, OJHOCHO i—TOj BPCTH.
Tabuuma ce 30Be caspuwera ako je

k1—I—kg—l—...—l—kn—l—vl—i-vg—l—...—l—vn:O.

Oppenuru cBe npupoaHe 6pojese n>2 3a KOje MOCTOjU CaBPIIEHA TabIuIA.

Ilpyru pa3pem — A kareropuja

1. [orazatu na #He noctoju r € R Tako ma Bakwn

2
tg2x - ctg3x € <§,9) .

2. Hera cy mg, mp, M. TEEKUIMHE IOYEUA U Tq, Tp, Te HTOIYIPEUHUIN
oarosapajyhiux cmnosba TPUNUCAHUX KPYroBa Mpou3BossHOr Tpoyriaa ABC.
JlokazaTu na BaKu HEjeTHAKOCT

1+1+1 1 1+1
m2  omi  omZ 2 P 2
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3. Ila su mocrtoju mpumponaH 6poj n TAKO ga 3a cBaky ypebeHy meTopky
neaux OpojeBa (x1,Ta, T3, T4, T5) BAKA UMILIUKAL]A

4, .4 4 4 4
ri+ay+rs+ary=n-z; = 1 =07

4. Ilar je omrpoyrau Tpoyrao ABC. Hera cy P u () Tauke Ha CTpaHAIAMA
AB u AC, penowm, takse na npase PQ u BC umucy napaJjenae. O3HaumMo
ca M u N cpemumra nysxku BP u CQ, pemom. Jlokazatu ma KpysKHUIE
onucane oko NABC, NAPQ u AAMN ocum tauke A umajy joumn jemHy
3aje THUYKY Ta4dKY.

5. Ha HexoM CKymy KOMe IPUCYCTBYje m > 1 JbyOW ydeCHHUII FOBOPE HAa
YKYIHO 1 — 1 pa3in4muTuX je3uka, IPU YEeMy CBAKU yUECHUK I'OBOPDU CBe
jesure. 3a koje n je Moryhe ma CBakM yUYECHUK MPUIUKOM MO3APABLAHA C&
ocranuM ydyecHunuMa ynorpebu csux n — 1 jesura? (Csaka nBa ydecHUKa
ce MO3ApaBsbajy HA TAYHO jeJHOM jJe3UKY.)

Tpehu pa3spen — A kareropuja

1. Hexa je n € N. Ila nu mocroju peasiar Opoj ¢ TakaB na 3a cBako x € R
BaKU
sin?"z +c-sin®z - cos?x +cos?x =17

2. Jla nam mocroju marpuna A, 4uju Ccy eJeMeHTU KOMILJIEKCHU OpojeBu,
TakBa Ma 3a HEKe MpuponHe OpojeBe k u n Baku

12 2 2
n: ?
34]“‘4 {35]'

3. Ompenutu cBe npupoaHe OpojeBe N 3a Koje mocToju meiusaal d 6poja
n* 4+ 1 Takas ma je n? <d<n?+3n+7.

AF =

4. Hera je ABC jemmarorparu tpoyrao (AB = AC) u meka je D taura Ha
crparunu BC TakBa 1a Cy MOJYyNPEYHUI KPYyra yuucasor y tpoyrao ABD
u kpyra npunucanor crpanunu CD tpoyraa ACD jemmaxu. Jlokazatu
oa Cy OBU TOJYNPEUHUIU jeIHAKU YeTBPTUHU Bucuue tpoyriaa ABC u3
TemeHa B.

5. Heka cy n n k npupomau 6pojesu u S = {1,2,...,n}. Onpemutu 6poj
ypebenux k—toprm (A1, As, ..., Ax) monckymnosa ckyma S uuja je yauja je-
nHaka S.

UYerBpTH pa3zpen — A kareropuja

1. Monuuru nosuaoM p(r) cTemeHa m + n UMa M—TOCTPYKY HYIY a U
N—TOCTPYKY HyIy b, mpu uemy je n mapan u Baxku a < b. Ilokazartu ma y

TagKU
mb + na

m-+n
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¢yurnmja p(r) UMa JOKAIHA MAKCAMYM.
(ITonuuOM je MOHMUAH akO My je KoepuuujeHT y3 MOHOM Hajselier cremena
jemmak 1.)

2. Durapna omepanuja * qepuHrCAHA HA CKYIy peaJIHUX OpojeBa je TakBa
na 3a cee a,b,c € R Baxku

(axb)xc=a+b+c

Ilorazatu na je a*b=a+b.

3. Hexka je x mpuponman 6poj. lokazaru ma ce x — 1 u x + 1 mory mpen-
craBuTu y OOJuUKYy 30mpa maBa KBaapara Ieamx OpojeBa akO W CaMO aKoO
mocroje 1meau OpojeBUM u W v TAKBU Oa je u + v = 2x m uv — 1 moTmyH
KBaJIpaT.

4. Herka cy KL u M N taurenare na ynucanu kpyr pomba ABCD, rume cy
K,L,M,N rauke na crpanunama AB, BC,CD, DA, penom. Iloka3atu na
je KN || LM.

5. Ha ronmko HaumHAa ce n HyJa U M jeuHUIA MOr'y nmopebaTtn y HU3 Tako
Ia ce Ha TAYHO Kk MecTa MOKe YOUNTHU Iap Pas3InduTUX CyCcenHux OpojeBa?’

IlpBu pa3pen — b kareropuja

1. Herka je O mpecer mumjaronasa Ttpamesza ABCD rom kora je
zﬁ = 258 u tauka M cpemumre crpanute AB. Axo je @ =adu DC =0,
uspasutu Bexkrope AD, M D, OA u OM upexro d u b.

2. ®ymrmmja f: R\ {0,1} — R mara je ca

(@ —x+1)?
fa) = 22(x—1)2 7

Hoxrazatu na je f(x) = f(1—=x) = f(1/z), 3a cee x € R\ {0,1}.
3. Ilokasaru ma He mocTOje mpupomHU OpojeBu a, b, ¢, d TakBu ma je
9% + 2% + 2013 = 2014

4. Y mpoyrny ABC, ca majrpahom crpanunom BC, uzabpaune cy tauke P
u Q va crpanunama AB u AC, penom, Tako na je

<PCB = <QBC = <BAC.

Ilorazaru na mentap O onucane Kpyskauie tpoyriaa APQ nexu Ha cume-
Tpanu crpanune BC.

5. Konuro nvma werBoponudpenux 6pojesa koju canp:ke 6ap ase nuppe 57
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Ipyru pa3spen — B kareropuja
1. Onpenutu KOMIIEKCAH OPOj Z 38 KOJU BasKU
|z — 1| = |z — 3 — 21| u |z| = |z — 4.

2. Tapabona y = az? + bz + ¢ cede y-ocy y tauru (0,8), mOK je meHa
jenuHa 3ajemHumuka Tadka ca x-ocoM tauka (2,0). Kouuko menobpojaux
ravaka (m,n), raksux ma je —2012 <m <2012 u —2012 <n <2012, nexu ma
oBOj mapaboiu?

3. Hera je n > 10 npupogan 6poj. On mera mobujamo OGpoj m TAKO IITO
mudpe 6Gpoja n HAIMIIEMO y OOPHYTOM penocieny (YKOIMUKO ce n 3aBpIiaBa
HyJlaMa, BUX He IumeMo y Opojy m), a 3atum Opoj p Kao p = |n — m)|.
Hera je p; 30mp mugpapa 6poja p. 3arum, Heka je ps 30up mupapa 6poja
p1, nra. Ha oBaj maumn noOujeH je jennomudpen Opoj pi, 3a HEKo k > 1.
Onppenuru py.

4. JloxkazaTu na je y CBAaKOM KOHBEKCHOM YETBOPOYIJY 30Up AujaroHasa
Behu ox momyobuma, a Mamu o1 obUMA.

5. Amna, Dame m Baana npunanajy mopomunama Jlaxkernha u Wceru-
mosmyOuha (cBako npunama caMo jemnHoj o1 te ase nmopoaune). Kao mro um
u npesuMena rosope cBaku Jlaxkeruh yBek naske, a csakm Vcrtmnomyowmh
yBek roBopu ucTuny. Ana je pekao cienehie:

»Wmm Dane naun ja mpunagaMo pa3induToj MOPOIUNN O OCTAJIE
nBojurie.”

a) Y KOJjuUM CllyuyajeBUMa je NPETXOIHU UCKA3 TaJdaH?!
6) Ywuje mpesmme ca curypHOmNY MOKEMO Oa YTBDIUMO?

Tpehu paspen — B rareropuja

1. Hera cy m, 7, p BekTOpuU Takeu ma je |m| =2, |n] = 3, |p] = 2, <(m, 1) =
<, p) = /3, <(m,p) = m/2. Axo je

@ =3+ 27 — p, b=1m— i+ 2p,
onpemurn |d@| u |b]. (Ca <(@,7) o3maden je yrao usmeby Bexropa @ u 7.)

2. IloxkazaTtu na He mocToju x € R Tako na Bakm

2
tg2x - ctgdx € <§,9) .
3. Y ckyny npupomHux O6pojeBa PEIUTU jeTHAUNHY
z! + 76 =y

(Ca ! o3mauen je 6poj 1-2-...-x.)
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4. Jlokazarm [a TPOU3BOJGHY TPOCTPAHY HUPaMHUAy MO:KeMo npecehn
pPaBHU TAKO na ce y mpeceky mobuje pomO.

5. Ha rouTposHO] Be:KOM CBaKM yUEHUK HOOMO je 3amaTKe jemHe Ol IBe
rpyme 3amaTtaka. ¥ KOJUKO onebeme mMa 20 yuenwmrka, a mo 10 yuenumra
pany CBaky IPYyIy 3aJaTaka, Ha KOJWKO HAUYMHA WX HEKYPHU HACTABHUK
Moske mopebaTu y nBa pena Tako Ha YUYEHUIM KOjU Cy HOOMIU UCTY I'PYILY
3aJaTaka celle jelaH M3a APYTOor, a la YYEHUIU KOJU Cele jelaH N0 APYToT
pame paziuyuTe rpyume 3anarara’

UerspTH; pa3pen — b kareropuja

1. Ogpenuru nuMmeH3uje mpaBe KyTuje 0e3 MOKJIONIA Ca KBAIPATHOM OCHO-
BOM U 3ampeMuHOM V' 3a unje npaBibeme je TOTPpeOHa MUHIMATIHA KOJTUUNMHA
MaTepujasa.

2. Heka je a € R\ {0,1}. Y ckyny peannux GpojeBa pPEHIUTU jeTHAYUUHY

(a2 —z+1)°* (a®—a+1)>
22(x —1)2  a2(a—1)2

3. Y ckyny peasHux OpojeBa PEIINTH jeIHAYUHY

P%J ; P%J i WEJ — o) + P%J ; P+%J

(|x] je meo meo 6poja x, omrocuo Hajsehwu neo 6poj we sehu ox x.)

4. TIpecek mapaJiesonunena u paBHA je IeToyTao KO KOTa Cy CBE CTPAHUIE
nysxube 1 nnm 2. OgpenuTu yriosBe TOT METOYIJIA.

5. Komuro nma ¢ymrnmja f : {a,b,c,d} — {a,b,c,d} roje HUCY OUjermmje u
HUCY KOHCTaHTHE (yHKIUje?
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P KABHO TAKMUMYEILE 13 MATEMATUKE
YUEHMKA CPEIILMX ITKOJIA, 16.03.2013.

ITpBu pa3pen — A rareropuja

1. Heka je k > 0. Ha crpanunama Ay By, BiC1 u C1A; tpoyrana A;B1Ch
youene cy tauke Co, As u Bs, penom, Takse na je
Alcg BlAQ ClBQ

CgBl Azcl B2A1

Hame, 3a cBako 2 < 7 < 2012, va crpanunama A;B;, B;C; u C;A; Tpoyraa
A;B;C; youene cy taure Ciy1, A;+1 1 Bi11, penom, Takse na je

AiCit1 BiAiyn  CiBiyn [k, i=1 (mod2)

Ci—l—lBi N Ai+1Ci N Bi+1Ai N %, 1=0 (mod 2)

Iorazatu na ce mpase AjAsgis, B1Bagis u C1Co013 CEKy y JeHO] TAUKMU.

Munow Munocasmesuh

2. Hexa je p mpoct 6poj. Axo moctoju k € N takso ma je k® + pk? mormyn
ky0, morasaru ma 3 |p— 1. Bojan Bawmh
3. Heka cy a,b,c u d peamnu 6pojeBu 3a koje Baku abed = 1 u

11 1 1
a+b+tc+d=—+—-+—-+-.
a b ¢ d
Hoxrazatu ma cy Heka mBa on 6pojesa ab, ac, ad, be, bd, cd jennaka.
Munow Munocasmesuh

4. Ha 41 nmosme maxoBcke Tabiie cTaB/bEH je MO jemaH kpass. JlokaszaTu na
ce Mmehy mumMa mMory Hahwu TpW AMCjyYHKTHA CKyIa TAaKBa & CBAKU CAIPKU
Oap 5 kpasmesBa Koju ce MehycoOHO He HATAmAjy. Bophe Jyeouwuja
Ilpyru pa3pen — A kareropuja

1. Heka je F' ¢urypa Koja oarosapa CKyIly Tadaka ca koopmuaaTtama (b, c)
(y mpaBOyIJIOM KOODAMHATHOM CUCTEMY) IIPU UeMy Cy b U ¢ TAKBU DEaJHU
O6pojeBu ma cy mMomyiau oba pelema KBaApaTHE jeTHAYNHE 22 4+br+c=0
we Behu on 1. Oapenuru noppuinuay ¢urype F. Munow Munocasmeauh

2. Y mpoctopy je mar OeckoHauaH CKyl S Tadyaka MeDy KojuMa He mocToje
Tpu konuHeapHe. CBake IBe Tadke CKyIa S CIOjeHE CYy ILY/KUMAa, & CBaKa
IysK O3HaueHa je ca + mau —. I[lpm Tome, ckym S mma ciaemehy ocobuny:
3a CBaKa nBa KOHAUHA AWCjyHEKTHA monckyma {Aj, ..., An} n {Bi,...,B,}
ckyna S mocroju tadka u3 S Koja je moBe3aHa AY/KUMa O3HAYEHUM ca + Ca
cBuM taukama Aj, ..., A, a Oy:KUMa O3HAUEHUM Ca — Ca CBUM TauKaMa
By, ..., By,. Ako ce obpuine KOHAYHO MHOTO Tadaka CKyla S, TOKa3aTh Ia
IpeocTalie U IaJbe UMajy ONKCAHy OCOOUHY. Lopuc ITobom
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3. Ha crony ce mamasu 2014 rapruna Ha KOjuUMa pPemOM MUY OpOjeBu
20, 21, 22 .. 22013,

Ana n Bpasko HAM3BMEHUYHO Yy3UMAjy 1O jJeAHY KapTUILy Ca CTOJA, a NPBU
kapruiy ysuma Ana. Hakom mro je yzera u mocaemma rapruna, Ana
n3payyHa 30up OpojeBa KOju ce Hajlasze Ha KapTulaMa Koje je OH m3-
abpao, a Dpanko ypamu mcro ca cBojuM kaprunama. OOeserumo ca
A u B 306upose koju cy mobusu Ana u DBpanko, pemom. YKOJIUKO je
H3I(A,B) > 1 nobemuo je Auna, a y cyunporHoM je mobemmo DBpamko.
OnpenuTu Koju urpad uMa moOeIHUUKY CTPATETH]y.

Munow Munocasmwesuh

4. Hera cy AD u BE Bucune, H oprounenrap u O 1eHTap Onucase Kpy-
sgaune omrpoyrior Tpoyria ABC. Axo je K opromnenrap tpoyriaa AOB,

nokaszatu na npasa HK momosu mnyx DFE. Jhywan Bywuh

Tpehu paspen — A kareropuja

1. 3a cryn mpupomaux 6pojeBa A KakeMO Ha je CKYyn-uHmMep8as ako Mmo-
cToje mpuponau 6pojesu a < b taksu na je A = {i € N|a <1 < b}. 3a mate
npupoase 6pojese n u k, koauko nma ypeheHux k-TOpPKU CKyI-MHTEpBaJa
(Aq, As, ..., Ag) TakBux ma je

AlgAQQQAkg{1,2,,n}7

Munow Cmojaxosuh

2. Ougppenutu majsehe ¢ € R (uam gokasatu ga He MOCTOjU) 3a KOje je
Tauno ciaenehe tBpheme:
Axo je a Hyna TOJIUHOMA

P(z) = ana" + apn_12" ' 4+ ... 4 a1z + ag,

rme ¢y ag,ai,...,a, € Cun € N raksu na je |ag| = |a1| = ... = |an| > 0,
Taza je |o| > c. Muanow Munocasmesuh
3. 3a mpupoman Opoj KaKkeMo Ha je NasuHOpoM aKO Ce IMPUIUKOM UUTAHA
weropux mudapa (y DEKAZHOM 3am0UCy) CJIEBa HALECHO W 3[EeCHA HAJIEBO
nobuja uctu 6poj. Ompemutu cBe mpupoaHe Gpojese n 3a Koje je 6poj n*
MaJUHAPOM 3a CBaKU Hpuponax opoj k. Munow Murocaoncoul
4. Y omrpoyriom tpoyray ABC nosyuene cy Bucune AA,, BBy u CC.
Tauke M u N na nysxuma A1Cyp u C1 By cy takse ma je <MAA, = <INAC.
Hokazaru na je M A cumerpada yraa C1MN. Tlywar Byruh
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YerBpTH pa3zpen — A kareropuja
1. OnpenuTu cBe BPEAHOCTU PEAJHOL MapaMeTpa ¢ 3a KOje jeTHAUrHA

3(x+1)*a x+1

- @z +7
N Vit

“Ma TAYHO jeIHO pelleme y CKYIy peajHux Opojesa.
Munow, Munocasmwesuh

2. Ilpupoman 6poj m HAZUBAMO CKOPO OUHAPHU AKO CE MOMKE IPEICTABUTU
Kao 36up paszmumunTux 6pojesa m3 ckyma {2F — 1|k € N}. On cBux ckopo
bunapHux 6pojeBa meka je N omaj xoju je 20142°12-tu mo Besmmummu, moUes
on Hajmamer. Ila au je 6poj N — 2013 ckopo GunapHuU?

Munow Munocasmesuh

3. Hexka je H opronenrap omrpoyrior tpoyraa ABC, a By u C; pemom
nonHokja Bucuna u3 remena B u C. Ilpasa ¢, koja canpsku H u napajeirsa
je ca B1C1, ceue npaBy BC' y taukn K 1 KpyKHUIY OIMCAHy OKO TPOYIJIA
HB,Cy y raukn L (L # H). Kpysuune onucane oko tpoyrnosa HB1Ci u
ABC ce ceky y taurkama A u D. Axo npasa AH ceue Kpy:KHUIY OIUCAHY
orko Tpoyria ABC y rauku E (E # A), n aro je M cpemumre nyxu BC,
nokazatu na tavke D, E, K, L, M nexe Ha UCTO] prmHmum.ﬂywaH Bywuh
4. Oppenuru cBe mpupogHe O6pojeBe n > 2 3a KOje MOCTOju (YHKIW]a
f:{0,1}" — {1,2,...,n} roja 3an0BOJBABA:

Ako cy (z1,22,...,2,) 1 (Y1,Y2, .- ., Yn) ABa HU3a u3 ckyna {0,1}" raksa na
je lzr =yl + w2 — y2| + ...+ [2n — yn| = 2, onza Baxn

f($17x27"'7$n)#f(y17y27""yn)' Hearn Mamuh

ITpeu pa3pen — B kareropuja

1. Y 3aBHCHOCTH O]l PeaJIHOI IapaMerpa a, y CKYIy peajHux OpojeBa
PEUIUTH jeTHAUYNHY
|z =1+ |z +2|=a—2z. Tanzenma

2. Hartu cy tpoyraosu ABC u A;B;Cy maksu na je <BAC > <B1A1Cq,
AB = A1By u AC = A1C4. Hokazaru na je BC > Bi1Ci.  Heanxa Tomukh

3. Ilokazartu na mebhy 6 y3acTonmHNX NpUpOAHUX OpOjeBa mocToju bap jenan
KOjU je y3ajaMHO IPOCT Ca CBaKUM OJ OCTaJIUX . Baadumup Gaamuh

4. Kpyxuune ki, ca mearpoMm O7 U NOJLYOPEYHUKOM 7', U ko, ca IEHTPOM
Os U TONYNIPEYHUKOM 27, HOAUPYjy ce usHyrpa. letusa AB kpyxauie ko
nomupyje kpysxuuiy ki y taukum 1. Hera je mpasa p mopmana m3 Oz Ha
AB, u Heka je BEH OpPyru Opecek ¢ Kpy:xkHumoMm ki tauka C. Heka je D
OHa Tauka Ipeceka p u ks Koja je ca cymporre crpase on Oy y OOHOCY Ha
AB. Iloxazartu na je nmpasa AB cumerpana nyxu CD. Bojan Bawwuh
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5. Ilato je 6 tayaka y paBHu. Heka je p 6poj pasiamumTux IpaBuX Koje
onpebyjy maposu oBux Tauvaka. Koje cBe BpeaHOCTH MO:ke uMaTu p?

Baaoumup Laamuh

Ipyru paspen — B kareropuja

1. Y ckymy peasHux OpojeBa PENIUTHU jeTHAUUHY

VvV —30++V2z+4=28.

Tanzenma

2. Y cryny peasHuUX OpOjeBa DEMINUTU HEjeTHAUUHY

3*+4% -5 S 0.

3 1 5 7
3+ T
Munow Munocasmesuh

3. Y crymy mpupomHUX OpojeBa PEUIUTU jeTHAUNHY
2004061 Lo (2R = (k(k+ 1)L

(Ca (2k)!! o3maden je mpousBoJ mapHUX NpUPOAHUX OpojeBa He Behux on

2k. Huop. 8!l =2-4-6-8.) Bojan Bawuh

4. Y rerusnom uyerBopoyriy ABCD saxu CD = AD + BC. Ilokazartu
Ia IpecedyHa Tadvka CUMeETpaJa yriaosa y temenuma A u B mnpumana

crparunu CD. Haanxa Tomuh

5. Hexra je n mpupoman 6poj, a k meo 6poj, Taro ma je 0 <k <n. Horazatu
na y crymy {0,1,2,...,n} jennauune

r+y=n—k u x4+y=n-+k

UMajy UCTU OpOj pelnema. Baadumup Baamuh

Tpehu paspen — B rareropuja

1. OcuoBuna AB jenmHakOKpakor TpOyIJa MOBpuIvHe 15 mpumamna mpasBoj
x—2y+20 =0, a Bpx My je taura C(1,8). OxpemuTn jenHaunHe mpaBUx

KOjUMa NMPUNAAAjy Kpald TOT TPOYTJIA. Tansenma

2. JloxazaTu HejeTHAKOCT

45v/2
641
Munow Munocasmesuh

sin 26° - sin 58° - sin 74° - sin 82° - sin 86° - sin 88° - sin 89° >

3. Ompemuru muppy necerura Gpoja 163",

Mapro Padosarosuh
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4. Koja je HajMama MOBPIIMHA TPABOYTAOHOT JUCTA TATUPA, KOjU Ce MOKE

CaBUTU TAKO Ma Ce IPEKpUje NeJOKyIHA IOBPIINHA TeTPaeapa KoL Kora Cy
‘7

cBe npune AyxuHe 17 Baadumup Laamuh

5. IlBa mrpaua, Ana u Bpanko, urpajy caemehy urpy:

e [IpBo Ana Gupa mpupoman 6poj m > 2 KOju HUje HebUB ca 3;

e 3arum Bpanko Gupa npupongan 6poj n;

e Onma Ana ma tabuu auMeH3Uja M X N UCENa JeIHO TMOJbE;

e 3arum Bpanko crasma Ha Ty Tabry Tpumuno ¢urype B (dpurype ce mory

OKPETATH) KOje Ce He MOTY NPEKJIANaTH.

Urpy nobuja Bpanko ako MoOke MOKPUTH LelIy Tably TPUMHUHO purypama,
a y nporuBHoM nobuja Ama. Ko om mux uma moburHy crparerujy?

Baadumup Laamuh
UerpTHu pa3pen — b kareropuja
1. latu cy KOMIIJIEKCHU OpOjeBU
a=0G+1)-(t+2)-...-(14+2013)ub=(G—-1)-(i—2)-...- (1 —2013).

Ynopenutu MOIyJie OBUX Opojesa. Munow Munrocasmeouh

2. OgpemuTu ocrarak IPU AEHEHY MTOJIMHOMA
22018 4 22010 4 L 6 4 03 g

nosuHOMOM 22 — 2 + 1.
Tanzenma

— 2n
3. Ogpemutu cBe uerBopoumdpene 6pojeBe n = abced TakBe ga je 3

yeTBOpOIU(peH OpoOj uymje cy muppe Xuspala, CTOTUHA, JECETUNa U je-
Aumna penom b+1, a+ 1, d+1uc+l. Munow Munocasmesuh
4. Heka je H opronenrap omrpoyrior tpoyraa ABC, a By u C; penom
nonuokja Bucuna u3 remena B u C. Ilpasa ¢, koja canpsu H u napaseissa
je ca B1Cq, ceue npaBy BC y tauku K U KPY:KHUIY OIMCAHY OKO TPOYTLJIa
HB,Cy y raukn L (L # H). Kpysuune onucane oxo tpoyrnosa HB1Ci u
ABC ce ceky y taukama A u D. Axo npasa AH ceue Kpy:KHUIY OIUCAHY
oro Tpoyraa ABC'y rauku E (E # A), nokasaru na tauke D, E, K, L nexe
Ha UCTOj KPY/KHUIMN.

Lywarn Byxuh

5. 3a mare mpupomHe OpojeBe n u k, Koauko uma ypebenux k-Topru
crkynosa (Aj, Ao, ..., A) TakBUX Oa je

AlgAQQQAkg{l,Q,,TL}?

Munow Cmojaxosuh
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PEIMTEIHA 3AJATAERKA OIIIITVMHCKOT' TAKMNYEIBEIHA N3
MATEMATUKE YUYEHVKA CPEOIHLUX IITKOJIA, 19.01.2013.
ITpBu paszpen - A xkareropuja

1. Heka je O cpemumre crpanu-
ne BC u k kpykHUIA Cca IPEYHU-
koM BC. FKako je AO > AD =
BC/2, Tto ce tauka A He Hasazn
yHyTap kpyskHune k. Ilarie, kpy-
swuuna k ceue ny:k AO y Taukum
A" (moryhe je A = A'), ma je
<BA'O = <ABA'+<BAA' > <BAA
n <CA'0 = <ACA + «CAA >
qCAA'.

CabupameM oBux HejemHakoctu mobujamo 90° = <BA'C > <BAC, mTo je
u tpebaso nokaszaru. (Tamrenmra 69, crp. 33, 3am. 3)

2. Hexa je P(r) = 22011 +1. Tana je P(x) = (z+1)- (22910 —22009 4 —241).
3aTo, 0OAPEIMMO OCTATAK NPU NEJHEHY IOIMHOMA

On20131A1

Q(I):IQOIO—IQOOQ—I—...—x—Fl

ca x+ 1. Karo je Q(—1) = 2011, To je no Besyosom craBy Q(x) = (z+1)-
R(z) 4+ 2011, a camum TrM

P)=(x+1)-((z+1)  R(x)+2011) = (z +1)*- R(x) + 2011(z + 1),

na je rpaskenu ocrarak jeanak 20112+2011. (Taurenra 67, ctp. 4, M1014)

3. IlokakmMoO ma TakaB OpupomaH Opoj n He mocroju. IIpermocraBumo
cynporro. Hera je a € N majsehu erxcmoment 6poja 2 koju meau nl, Tj.
2¢ | n!, 291 {n!, a b majsehn excmoment 6poja 5 kKoju memum n!, Tj. 5° | n!,
5°+1 f n!. Ha ocnoBy Jleswauapose GopmysTe UMamMo
n n n n n n
o=zl ]+ ] =) L)+ ()

rae je ca [z] osmaden meo meo 6poja z. Kako mo ycmosy 3amarka 10% | n!
u 10"t n!, 10 je k = min{a,b} = b. Ilekamam 3amuc Gpoja % 3aBpIIaBa
ce muzom madapa 2012, Te je om memus ca 22, a muje memus ca 23. OTyma
Mopa butu a — b = 2. Cana je

n—1
2

2=a-v[3)-[]>

n
5 ’

na je n < 8. Ca ampyre crpane, 6poj n! mva 6ap 5 mudpapa, ma je n > 8.
OsuMm cmo mobunu ga je n = 8. Mebyrum, rako je 8! = 40320 nonasumo no
KOHTPaAUKIjeE.
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4. Hera je AD N BC = {R}.
W3 36upa yruosa Tpoyria ABR 3a-
KJbYUY]EMO

180° = <« RAB + <ABR + <ARB
=120° + <ARB,

omuocuo <ARB = 60°. Kaxko
je <APC = <ARB, uyerBOpOyTrao
ACRP je reruBaH. Oparne je
<PRA = «PCA = 60°. Awnausoruo,
<QRB = <«@QDB = 60°. Kako je
<PRA + <ARB + <QRB = 180° To On20131A4
cy tauke P, R u () KoJuHeapHe, IITO

je m Tpebaso moraszaTu.

5. Ilpmmep mHa ciammm 1 morasyje na je Ha Tabiay mMoryhe mocraBuTty 7
JKeTOHA.

I[IpernocraBumo ma ce Ha Tabiy MOKe HOCTABUTU 8 :kKeToHa. AKO ce y
CBaKOM yrJiy TabJie HaJIa3M IO jelaH *KeTOH, IpeocTaa 4 »KeToHa ce MOpPajy
HaJA3UTHU y OCEHUEeHOM neiy ciauke 2. MehyTum, taj ocenuenu neo ce Morke
HOZENUTU HA TpU Aeda (Kao Ha CJauiy 2), ON KOJUX HU y jeNaH HEe MOKE
Ia cTaHe BUINE O jeqHOr »keToHa. Kourpamukmuja! Ako y HEKOM yriry
HeMa yKeTOHa, OHAA HeKa moarabmuna muvensuje 6 X 7 (camka 3) canpsku
bapem 7 sxerona. Jlorkaxkumo ma je to Hemoryhe. IIpermocraBumo ma je
moryhe. Tanma y cBakoj BpcTu mMaMo 0Oap IO jemaH sKETOH, a y jeTHOj On
wux (pemumo W) mMamo gBa, U TO, OpeMa yCJIOBY 3a0aTKa, y KPajmUM
nomuma. Hera je Wi moj cycenna Bpcra, a Wo Bpcrta paznuumra om W
cycemna Wi (cnuga 3). Y W) :KeTOH MOke ma Ce HAJA3U CAMO y CPeIHeM
nomy, aiau taga y Wo Hema mecta HU 3a jedaH »KETOH, ITO HUje Moryhe.
Hakme, Ha Tabay je moryhe mocraBuTu HajBumie 7 KETOHA.

Cnuka 1. Cnura 2. Cnuka 3.
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Ilpyru paspemn - A kareropuja

1. Hera je <ACN = ¢ u AB = 3a.
Tanma je <ANC = 120° — ¢. Ilpu-
MeHoM curycHe Teopeme Ha NACN

. AN
nobujaMo — = — , Ta
sinp  sin(120° — ¢)

je

3 sin(120° — 3 1
3_sin(120°—¢) V3 oL

2 sin ¢ 2 2

omHOCHO ctg ¢ = 2//3. On20132A1

Kako je 0 < ¢ < m/2, 1o je cosp = 2/v/7 u sinp = /3/V/7. Kaxo je
<IMBC = ¢, 10 je <M PC = <PCB+<PBC = 60°, na je <CMP = 120°—¢.
cpP

Cana, npumenoMm cunycue teopeme na AM PC nobujaMo ————— =
sin(120° — ¢)
CM

———, na je
sin 60°

sin 6a
CP=2a-(cosp+— | =— = AC - cosp,
( 7 \/§> V7 7

omnocHo <APC =90°. (Tamrenrta 67, crp. 5, M1019)

2. Heka w € C nma ocobuny na je ckyn S = {w"|n € N} konauan. Kaxo
Baskm |w"| = |w|?, To 3a |w| > 1 nmmamo |w| < |w?| < W3] < ... < W < ...,
onHoCHO ckyn S Huje korauaH. Cimuno, ako je 0 < |w| < 1 umamo |w| >
|w?| > W3] >...> |w"| > ..., na HU y OBOM cayuajy CKyn S HUje KOHAUAH.
Hakue, ako je S komauan ckyi, ouna je |w| =1 nan w = 0.
ITpernocrasumo na 6poj z € C\{0} ca masegenom ocobunom nocroju. Tana
HA OCHOBY MPETXOMHOT [eja pememna uMaMmo |z —i| =1 wmm z—i = 0, kao u
|z4+i|=1nm z4+4i=0. Kako z =i u z = —i He 3a10BOLABA]Y OBE YCIOBe,
To je |z —i| =|z+i| =1. Hera je z = x + yi, z,y € R, pemene nocuaenmer
cucrema jemraumna. Tazna je 22+ (y—1)2 =22+ (y+1)2 =1, majey=0
n x =0, ogaocuo z = 0. Harue, 6poj z € C\ {0} ca nHaBemneroM 0coBGUHOM
HE TOCTOjU.

3. Kaxko je 22+x+1 = (w + %)24—% > 0, TO je maTa Heje ITHAKOCT €KBUBAJIEHTA
ca
—32% —3r -3 < f(x) < 32® + 32+ 3.

JleBa mejemmakocT je exksuBaseHTHa ca 4x2 + (a+4)x +4 > 0, Koja BakM 32
cBako = € R ako u camo ako je D1 = (a+4)?—64 < 0, omrocHo —12 < a < 4.
JlecHa HejeMHAKOCT je eKBUBaJeHTHA ca 212+ (2 —a)z +2 > 0, Koja BaskM 3a
cako x € R ako u camo ako je Dy = (2—a)?—16 < 0, omrocHo —2 < a < 6.
Iakne, pemema 3anatka uune naTepBan (—2,4). (Tanrenrta 66, cTp. 17,
M992)
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4. JTorkazahemo na 3a mpousBomHy Tauky A; € k4 mocroje tauke By € kp
u Cy € k¢ TakBe nma je Tpoyrao Ay B;C) ciauuaH, ajay HE W MOLyIapPaH, Ca
Tpoyraom ABC.

Heka je O wmewrap onwucane
kpyskuune tpoyraa ABC, a A
OIPOU3BOJLHA TadKa KPYKHUIE k4.
Koucrpyummumo wa kpy:rHUNIAMa kp
u ko, penom, tauke By u Ci, Takse
na cy <OBB; u <OCC) jemnaku
u ucre opujeHranuje rao <{OAA;
(oBakBe Tauke MOCTOje U jeAVH-

cTtBeHo cy ompebene). Kako je
OA = OB, <OAA; = <OBB; n
AA; = BBy, To cy tpoyriosu OAA; Om20132A4

u OBB; noxynapHu.

Omnasne je OA; = OBy u <A10B; = <AOB, na cy Tpoyraosu ABO u

A1B1O cimanm. 3ato je gt = G4 . AHANOTHO, et = GFp U A4 =

%Ccl. W3 nocaenme Ttpu jemnaxkoctu, umajyhu wa ymy na je OA; = OBy =

0OC; u OA = OB = OC, nmobujamo A{;gl = Bégl = Cclﬁﬂ na cy TpOYIJIOBU
A1B1Cy u ABC canunu. Yxwomuko je OA; # OA oBu tpoyraosu umehe
6utu nonynapuu. Kako osakBux omabupa tauke Ay € ky uma GECKOHAUHO

MHOT'O, TO U TPasKEHUX omabupa mMa Takohe OECKOHAUHO MHOTO.

5. IMome Tabiue y i-TOM pexy u j-TOj KOJOHU O3HaumuliemMo ca (i,7]).
Axo je caon ma nomwy (1,1), ounraenno noGebyje urpau koju Huje Ha noTE3Y
— 0BesesRIMO TO TOJLe ca 2. 3a CBAKO ApyTOo mose (i, j) ypamumo crenehe:

e Axo je Gap jemHo moJsme Ha KOje CJOH Moke ma nobe ca moma (i,j) y
jemHOM MOTE3y Obenexkeno ca 2, obenexrmmo mome (i) ca 1;

e Axo cy cBa mossa Ha Koja CJIOH MOske ma mobe ca moma (i,7) y jemaom
noresy obenesxena ca 1, obenexumo mome (i,7) ca 2.

OGenexxaBameM IOJbA HA OBaj HAYMH JO0OMjaMO & y CBAKOM TPEHYTKY
BasKU: YKOJUKO C€ CJOH HAJA3UW Ha TMOJbYy obenexkenoM ca 1 mobebhyje urpau
KOju je Ha moTe3y, a y CyIpPOTHOM TIyOu.

[MomroBameM MPETXOAHOr AJIrOPUTMA, TOOUjaMO & Cy MOJba ODeIeKeHA
KA0 Ha CJIMIU. Kako je mome necHO moJbe ODeJIeKEeHO ca 2, 3aKbydyjeMo
Ioa IpYyryu Urpad uMa mo0eTHUYKY CTPATErujy.

N =] Nof | ho| =] N
o e Bl R e Rl R
N =N = =N
e e el e N e
N [N | —| o
e el el A S e
=N ] =N
N| |~ RN =] =




25
Tpehu paspen - A kareropuja

1. Kako 3a w € C Bazu |w|? = w - W, umamo

2011 2011 2011
dlr—al=> (-2 -2 =D (2 —2)F %)
k=1 k=1 k=1
2011 2011
= Z(z?—i—zkz_k—zﬁ—fzk) = Z(|Z|2 +1— 2z — Zzk)
k=1 k=1
2011 2011

=2011(|2 +1) =2 > T —-ZF Y
k=1 k=1
=2011(|z|* + 1).

(Tanrenra 65, ctp. 19, M968)

2. Hera cy ai, ag, ag myae nonuroma A(x) = az® + bx + ¢, B1, B2, B3 HyTe
nomunoma B(x) = bx3+cr+a u y1, Y2, 3 Hysne nomaoma C(z) = cx®+ax+b.
Ha ocnosy Bujerosux ¢gopmyrna 3a nomunom A(zx) umamo

a2 +ai+ a3 = (a1 +az+az)? —2(aian + azaz + azay) = —2b/a. (1)
AmnaJiorso,
BY+ B3+ B3 = —2c/b, 77+ 473 = —2afc (2)

IIpernocrasumo na cy 6pojesu «;, Bi,vi € R, 3a 1<i<3. Tana nz (1) n (2)
nmamo —2b/a >0, —2¢/b>0 u —2a/c > 0. MHOKemeM OBUX HEjeTHAKOCTHU
mobujamo —8 = (—2b/a) (—2¢/b) (—2a/c) = 0, mTo je ouurmenHa KOHTPAANK-
muja. OBuM cMo mokasanu na noiuHoMm P(z) mema cBux 9 peasHux HyJIa.
Kako je om mosmHOM ca peasHUM KOoepuUIUjeHTUMA, TO je OpOj HeroBux
myna xoje ¢y m3 C\ R mapan. Oryma mobujamo na P(x) He MOske mMaTu
Bume on 7 peanHux myna. Onpemmmo cana npumep noauaoma P(x) koju
mMa TavyHo 7 peasHux HyJda. llocmarpajmo ypebene Tpojre (a, b, c) 3a koje
Baku a + b+ c = 0. Tana je A(1) =0, na je A(z) = (x — 1)A1(z), rze je
Ai(z) = ax® + ax — ¢. 3aro momuuoM A(r) mMma TpuU peasHe HyJe aKO U
camo ako je a? + 4ac > 0. Amasorso, momuaoMm B(r) uMa Tpu peasHe HyJe
axko u caMo aro je b2 +4ba>0. Baa=1, b= —4 u ¢ = 3 OUUTIETHO CYy
3aJI0BOJbEHE TOCIEIHhe B HEjeJHAKOCTU. 10 HAM rapaHTyje Ja MOJIMHOMU
A(x) m B(z) nmajy no tpu peasse Hysne. Ilomuaom C(z) nma myny x = 1.
Hakae, onabupom a = 1, b = —4 u ¢ = 3 nonunom P(z) uma 7 peannux
HyJIA.

Apyzo pewewe. Momurom Q(z) = 23 + px + ¢, p,q € R uma cse Tpu peasne

2 3
. q p
HyJIe aKO M CaMO aKO je ImeroBa AUCKpuMuHaHTa D = — 4 — Hemo3u-

4 27

tusHa. I[Ipernocrasumo ma noauaoMm P(x) uma 9 peannux myna. Tana Gu
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c? b3 a? 3 b2 a3
g <0, o e < 0w g o
12 T o7aR w e SV 2 T s

. . c a .
Heje IHAKOCTU BasKUJIe HYKHO je ma BasKku —, b < 0. Mebyrum, Tana je
a ¢

BaKIUIIO <0. /la 0u HaBeneHe

b ¢ a . .
1=—- 3 < 0, korTpamuknUja. Y KOIUKO omabepemo Opojese a, b u ¢
¢ ‘ 2 b? a? &
TaKo Ia Cy 3ad0BoJheHe HejegHakocTn — + —— <0, — 4+ ——= <0, ounxa
Y . 402 273 S a2 o S

he monmmmom P(x) mvatm 7 peannux Hyna (Hejemmakoctu obe3bebyjy ma
MOJIMHOM uMa, 6ap 6 peasHuX HyJja, aJu IOUITO je€ HENAPHOT CTEleHA U UMa
peaJiHe KoepunujenTe, OHAa OH UMa HeapHO MHOTO PeaJiHuX Hysa). Jemnad
takaB omabup je a =1, c=3 u b = —4. OBuM CMO IOKa3aJM Aa TOIUHOM
P(z) moxke nMaT HajBUNIE 7 DEANHUX HYJA.

3. Ropuctuhemo cnenehe tepheme.

Jlema. 3a mpousBOJbAH HEHEraATUBAH €0 OPOj a HEjeTHAUMHA
b
a<2”—2b

rMa OECKOHAYHO MHOIO pemlema y CKYIy IPUPOAHUX OpojeBa.
Hoxas. Horaxumo na 3a a > 0 Baxu

a <23 —2(a+3), (%)

Tj. ma je jemHo pememe mare Hejennaunue b = a + 3. Jlokasz m3BOaMMO
OIPUHITATIOM MaTeMaTUUKe uHAyKnuje. TBpheme TpuBujasuo Basxku 3a a = 0.
3aT0, IPEeTHOCTABUMO Aa TBPDEHmE BaKU 32 ¢ U HOKAKUMO & BAKU U 34
a+1. Tana je

204 = 2. 2013 5 9(3a + 6) > 3a + 9,

unme je TBpheme (*) morasamo.

Kako je 3a b>3 ucnymeno 2° —2b < 2°T1 —2(b+ 1), 10 je u cBako b>a+3
peliema JaTe HejeJHAYMHE, 118 Heje THAUMHA 3aUCTa UMa OECKOHAUHO MHOTO
pelema. O

Yroauro 6poj k mma mpoct menuian Behu on 7, oHma OH MOpa Ha N
u P(n), na je P(n) = 0, kourpamuknuja. Ilakue, 3a cse 6pojese k Koju
uMajy 0ap jeman mpoct mesuaall Behu on 7, nata jeHAYMHA HEMa PeEIIena.
Hoxkazahemo na 3a cBe ocrajie BpeIHOCTHU NPUPOAHOr Opoja k mocMaTpaHa
jenHaumHa uMa OECKOHAUYHO MHOTO pellemna. 3alummMo O0poj k y O0JIUKY
kE=2%-30.57.7 rme cy o,3,7,8 € Ng (Ng = NU{0}). Tlocmarpajmo
Opoj n KOju y mEKaTHOM 3alucCy UMa ¢ jeJUHUNA, & + j ABOjKHU, 3 TPOjKH,
~ metuna u § ceaMuiia. 3a OBakKo uzabpan Gpoj n je

P 1t.90+5 .38 .57.76
ﬂ:k & - _ =2v.30.57.79
S(n) i+ 2(a+j)+38+5y+70

& i+2a+38+5y+ 75 =2 25
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ITo Jlemu, mejemnaunna 20 + 38 + 5y + 70 < 29 — 25 uMa 6eCKOHAYHO MHOTO
pemena (1o j), ma MOCTOju U GECKOHAUHO MHOTO ypeheHnx maposa mpupo-
maux 6pojesa (i,j) 3a KOje BakM

i+20+36+5y+75=2" —2j.

Csakn on osBux ypebenux nmaposa oapebhyje jeman 6poj n koju je pememe
[OYeTHe jegHadwHe. 3aTo, ako 0poj k Hema mpoct menuian sehwm on 7,
IIOCMATpaHa jeAHAUYNHA UMa OECKOHAYHO MHOIO DeIleha.

4. Tepbeme hemo mokasara mpumenom Menesajese Teopeme, Tj. mMOKa3a-
hemo na Baxu
ABy BC; CA;
CBy ACy BA;

=1

Heka je MA=xz, MB =y, MC = z.
Pasmorpumo momnoskaj tauke Ay
omHOCY Ha moJioskaj Tauke M. YEKo-
JuKO ce Tauka M Hamazu yHyTap
ANABC raurka A; ce Hasa3u Ha LyKU
BC ako u camo ako je bGap jeman
on yrimosa AMB u AMC' omrap, a
ako ce rauka M masasu Ban NABC
rauka A; ce manasu ma myxu BC
aKoO U caMO akKo je Oap jemaH o
yraosa AMB u AMC Tym. O 2013 3A 4

3aro, on tauaka A;, By, Ci ce uiau TAyHO ABEe WJIUM HUjEOHA HAJA3E HA
crparunamMa tpoyria ABC. IlpernocraBumo na ce tauke A; m Ci Hamase
Ha crpanunama tpoyriaa ABC, jep ce ocTaju CiaydajeBu CIUUHO PEIIaBajy.

IIpumenom cumycHe Teopeme je

BC,  BC;/MC; sin(<AMB + <AMC — 90°)/sin <M BA

AC,  AC,/MC, sin(90° — <AMC)/sin <M AB
_sin(«AM B + <AMC —90°) sin<MAB
N sin(90° — <AMC) sin <M BA
_sin(<AMB + <AMC —90°) y
N sin(90° — <AMC) x
AmnaJiorso,
CAy sin(90° — <AMC)

z
BA,  sin(«<AMC + <BMC —90°) y’
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Bomehu pauyna o pamopeny mmamo u

AB,  AB{/MB; _sin(<AMB —90°)/sin(<180° — <C AM)
CB;, CBy/MB; sin(<AMB + <AMC — 90°)/sin <ACM

B sin(<AM B — 90°) sin <ACM
 sin(«AMB + <AMC —90°) sin<CAM
sin(<AM B — 90°) x

:sin(<IAMB + 9AMC —90°) =z
Kako je <AMB + <BMC — 90° + <AM B — 90° = 180°, To je
sin(«AMB + <BMC — 90°) = sin(<AM B — 90°),

na TPa)KeHA jeMHAKOCT CJeAu MHOMemeM nobujenux uspasa. (Tamrenmra

64, cTp. 15, M962)

5. Ilpumerumo na je moryhe nzabpartu n+ 1 moackyn ca TpaskeHOM 0COOU-
HOM — IOBOJBHO je omabpaTu cBe moickymoBe ckyma N, Koju campske n — 1
ememMenaTa u CKym N,.

IIpermocTaBuMo m1a je M3ABOjEHO N+ 2 MOACKYTOBA Ca TPaKEHOM OCOOUHOM.
Tana G6ap n + 1 oxn wmux HuUCY jemHaku megoM ckyny N,. 3aro, mpema
HupuxaeoBoMm mpuruny nocroju k € N, Koju ce He HaJysa3u y OapeM 1aBa
Ol BUX, IIa HUXOBA yHUjA HUje jemHara N,. Korrpanurnuja.

Ilakae, moske ce uzabparu HajBume n + 1 CKyn ca TPasKEHOM OCOOMHOM.

YerBpTH paspen - A kareropuja

1. Homen nare ¢pyurmuje je R\{ai,az...,a,}. Kako je hmx*}aii f(x) = £o0,
(YHKIja MMa BEPTUKAJIHY ACUMITOTY Yy CBaKOj Tauyku a;, 1 <i<n. Taxobe
je m lim, 1 f(z) = 0. Kako je uzson mare Qpyurumje (Ha HOMEHY) jeIHAK
flz) ==%", (w_ﬁ < 0, To je f omamajyha Ha cBakKOM O MHTEpBAJA
(ai,ai11), 1 <i<n—1, na no Bonmnano-Komujesoj Teopemu Ha CBAKOM O
OBUX MHTEpBAaJa MMa TAadHO jenny Hyay. Kako 3a & < ay Bamm f(z) < 0,

a3a x > a, Baskn f(z) > 0, To f mva tauno n — 1 mymny. (Tamrenra 67,
crp. 6, M1035)

- n -+ 2
(0]
E+1 “n+3

2 n
2. Hexa je (i) =c¢. Kako 3a 3 <k <n+ 2 Baxku
n+3

kE+1

EO\" E\" [kE+1\" n+2\" s
=) (=) ... <c ,
n-+3 k+1 k+2 n+3

k n
je( ) <ec. Canmaza3<k<n-+2Baxu
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mna je

(n+3)"=3"4+4"+... +(n+2)" <(c"+c" 1 +...4+¢)- (n+3)"

76'(1_071) n

=T (n+3)

< (n+43)"
1—c¢ '

n+3
n+2

1 n
Hagme ¢ > 5 OAHOCHO < ) < 2. Hera je n>3. Ilo OuroMmHOj

hopMyIu BasKU

n+3n7 1+1 n>1+n+n 1 _g
n+2) n+2 n+2 2) (n+2)2 7

ma je mpema nperxoxuoMm 2 > S. Ilocise cpebuBama, 0OBO je eKBUBAJIEHTHO
can<6.

Kako je 32 +42 =52 u 33 +43 4+ 53 =63, to cy n = 2 u n = 3 pemema
nate jemnaunue. Taxobe, 3% +4% + 5% +6* # 74 (jep je 3* + 44+ 55+ 61 =2
(mod 3), a 7* =1 (mod 3)), 3° +4°5 + 5% + 65 + 7° # 8> (jep je 3° +4° +
5% 4+ 6° + 7° menapam, a 8° mapan) u 3% 4 4% + 56 + 65 + 76 - 8% £ 96 (jep je
36445+ 5% 4+65+7+8 =3 (mod 4), a 9° =1 (mod 4)), macy n =2nu
n = 3 jeouHa pelena IaTe jeTHAYNHE.

3. 3a n > 2013 meby marum 6pojeBuma, mo IUpUXI€OBOM NPUHIAILY, IBA
najy mctu ocratak npu messemy ca 2013, mok 3a n = a = 2 mema Opo-
jeBa Koju majy MCTH OCTaTak. 3aTo mocrtoju Hajsehm 6poj n ca HaBene-
HOM ocobmEOM. JIOKa:KMMO Ia 3a IPOM3BOJLAH Ieo 6poj a Baxu a' = a
(mod 2013), omrocHo a’' = a (mod 3), a® =a (mod 11) m a®! = a (mod 61).

Axo je (3,a) = 1, mo Manoj ®epmaosoj reopemu Bazxu a®> = 1 (mod 3), ma je

a% = (a?)% =1 (mod 3), a Tume u a®' = a (mod 3). Tlocaenma jemmarocT
OUMIJIETHO BaKU 3a OpojeBe a koju cy mesmuBu ca 3. CIMIHO TPETXOI-
wom, ako je (11,a) = 1, mo Mamnoj ®epmaosoj Teopemu mmamo a'’ = 1

(mod 11), ma je a®* = (a'®)®.a = a®' (mod 11). Ywomuko 11 | a, oumro

paskn a%' = a (mod 11). Hamokon, Ha ocHoBy mociemume Mame ®epmaose
teopeme, Basku a’l = a (mod 61). Iarme, a®* = a (mod 2013) 3a caku
eo 6poj a, ma je n < 61. Ioraxkumo na je majseha moryha BpenHoct
6poja n jemmaka 60. IloBossHO je mokasaTu ma Gpojesm 2,22,23 ... 260
najy paszaudanre ocrarke mpu gesmemy ca 2013.  Hexka je ca r,(k) o3-
HAUEH MOopenak 6poja a mo Momyny p. 3a rei(2) Basu 161(2) | 60, oqrocHO
r61(2) € {1,2,3,4,5,6,10,12,15,20,30,60}. Karo je 23° = —1 (mod 61), To
je re1(2) # 30. Aro 761(2) | 30, omma 1 = (2“1(2))%??2) = 230 (mod 61),
KOHTpamuEmuja. 3ato je r¢1(2) € {4,12,15,60}. Kako je jomr u 2% = 16
(mod 61),2'2 =210 =48 -4 =9 (mod 61),2' = 2'2.8 =72 (mod 61), To je
761(2) = 60. IIpernmocrasumo ma meby Gpojesmma 2,22, 23, .. 25 mocroje
HEeKa MBa KOja Majy UCTU ocTarak mpu mememy ca 2013. Tama 2¥ =,013 27,
3a mere 1 <z < y < 60. Mebyrnm, omna je 1 = 2% (mod 61), na Baskun
60 =7161(2) | y — . Mebyrum, 0 < y — 2 < 60, KOHTpaUKIM]ja.
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Ha oBaj maumu cmo mokasanu ma je HajBeha moryha BpemmocTt 6poja n
jemnara 60.

4. Hera je AB=¢, BC=a, CA=1b
u <BAC = «. Ilpumerumo na je
N raura npeceka cuMmerpadJe <BAC
u onmcane kpyskuue tpoyria ABC.
Cavmum tum, <BAE = <NAC, a

kako je u <ABE = <ANC, To je
AFE b

ANAABE ~ ANANC, na je — = ——,
c AN

omuocuo AE - AN = bc.

Heka je C' tauka nomupa npase AB

u kpy:xHune ynucane y AABC, a C”

Tauka momupa mpase AB um cmosma

On20134A4
OpUIMCAHE KPY:KHUIE HAacTpaM A.
AC’ AC” b+c—
Tana je AS = ——— u AS, = ————, na raxo je AC' = ﬂ,
cos (a/2) cos (a/2) 2
b b —

AC’”:CH_ te o= te a,TOJe

2bc

AS. A5, = bte—a)(atbte)  (b+o*-a®
4 - cos?(a/2) 2 (cosa+ 1)

mTo je u tpebano nokaszatu. (Tamrenra 68, ctp. 9, M1037)
5. Ilokazahemo na 3a ceako m € N Bawxkwu L,, = M,,_3 + M,,_1, Tj. na ue

OCTOJU M Ca TPAKEHOM OCOOUHOM.

3a csako S C N,,, koju 6pojumo y L,,, umaMo ase moryhHocTu:

1°m ¢ 5. Tanma je S C N,,_1, upu yemy S He caIp:Ku ABa y3aCTOIHA
npupoasa Opoja. Camum TuM, OBakBUX CKymoBa S uma M, 1.

2°m e S. Tana ce y ckymy S He MOr'y HaJsa3uTu O6pojeBu 1 u m—1, na Baxku
S\ {m} € N,,_2\ {1}, upu uemy S He canp:kmu ABa y3aCTOIHA IPUPOIHA
6poja. Camum TuMm, oBakBUX CKymosa S uma My, 3.

W3 1° u 2° 3armyuyjemo ma je 3aucta L., = My,—3+ M,,_1.

ITpeu pa3pen - b kareropuja

1. [Ipupoman 6poj n Mmoxke durtu obmuka 3k, 3k — 1 nmm 3k — 2, 3a Hekun
npuponan 6poj k. Axo je n = 3k, tana je n?4+1 = 9k?+1, mTo HUje DEHUBO
ca 3. Axo je n =3k —1, Tama je n> +1= 3k — 1) + 1 = 3(3k* — 2k) + 2,
mrTo HUje nemuBo ca 3. Axo je n =3k —2, Tama jen?+1=(3k—2)2+1=
3(3k? — 4k + 1) + 2, mro Takobe Huje memmso ca 3. OBUM je mOKa3 y
norunyunoctu 3aspmen. (Taunrenra 69, cTp. 28, 3amx. 5)

2. Hexka je p upBo, a ¢ Apyro mocTaBibeHO HUTame, U Heka cy ca 7(p) u 7(q)
O3HAUYEHE UCTUHUTOCHE BPEIHOCTU OArOBOPA HA OBA MUTAHma. PasMOoTpUMO
cnenehe ciyuajese:
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O6e ocobe cy Bume. Tana je 7(p) = L n 7(q) = L.

O6e ocobe cy semtune. Tana je 7(p) = L u7(q) =T.

Ocoba A je Buna, a ocoba B semrtuna. Tana je 7(p) = L u7(q) =T.
Ocoba A je Bemrruna, a ocoba B suna. Tana je 7(p) =T u 7(¢) = L.
Ilakie, na 6u OPOMOJIOMHUK Ca CUT'YPHOIINY MOrao ma Omapear Koja ocoba
KOjOj BpCTH Ipuiaia, Ha IPBO HUTame oarosop mopa 6utu A (taza je
ocoba A Bemruna, a ocoba b Busa). Ako je Ha IPBO nuUTame OArOBOP 610
HE, a 6pomosoMHuK mocae ApYror mMUTama MOMKE OIPEIUTU KOjOj BPCTU
KOja ocoba mpumnana, oAroBOp Ha apyro murawme je HE, omnocuo 0be ocobe
cy BUIe.

1)
2)
3)
4)

3. Horaxummo na je pyurmuja f 1-1. Hera je f(a) = f(b). Ako je a, b<

0"

r2 2
oxuocHO ab—3b+2a—6 = (a—3)(b+2) = (b—3)(a+2) = ba — 3a + 2b — 6,
b—

ranga je —a—1 = —b—1,na jea="0. Ako je a,b> —2, Taﬂajea
a

Tj. a =>b. Arko jea<—-2mub > -2, Taﬂaje—a—l—m,oLLHOCHo

b—3=(-a—-1)b+2)=—-ab—b—-2a—2,1j. 0=ab+2a+2b—1=
ab+2)+20b+2)—5=(a+2)(b+2)—5. Mebyrum, a+2<0ubdb+2>0,
na je (a+2)(b+2)—5 < —5, omgocHo oBaj cayua]j Huje moryh. Couuno
IOKa3yjeMo m ma ciaydaj a > —2 m b < —2 suje moryh. Ilakme, ako je
f(a) = f(b) Tana je a =b, ma je f 1-1.

Iokaskumo na je ¢yuruja f na. Aro je b > 1, rama je —b— 1< 2, ma je
f(=b—=1)=—(-b—1)—1=1b. Aro je b < 1 ogpemmmo a > —2 Tako na

— 2-5
je fla) = b, Tj. Z——l—Q = b. Tocremme jebeKBI/IBaJIeHTHO ca GZT =
b) 3+2
~ a2 = b, OOHOCHO a = 1_b—2: 1+—b > —2. Ilarie, 3a cBako b € R

nocroju a € R Tako na je f(a) =0b, na je [ na.
N3 nperxonHor 3akmpydyjeMo na je f Oujernuja m na je
—rx—1, =z>1
fHe) =1 3+ 2

1—=z

, x<l1.

(Tanrenra 65, crp. 36, 3amx. 4)

4. FKaxko je DB = C(CE, T0 je
DC =DB+ BC=CFE+ BC = EB.
Tpoyrao ABC' je jemnakokpaku, ma
je <ABC = <ACB. Kaxo je DC =
EB, <BGE = <CFD = 90° n
<EBG = <DCF, 10 je ABGE =
ACFD. Camum tuMm, F'C' = GB, na
jen

AG = AB — GB = AC — FC = AF,

On2013154

1j. AAGF je jemHakoKpaku.
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Cana je

180° = <« AGF + <AFG + <GAF =2 - <AGF + «BAC,
180° = <« ABC + <«BCA+ «BAC =2 - <ABC + <BAC,

na je <AGF = <ABC, omnocuo FG | BC. (Taureura 62, crp. 36, 3an. 5)

5. lBomudpenu 6pojeBu memumBu ca 13 cy 13, 26, 39, 52, 65, 78, 91,
a memuBu ca 7 cy 14, 21, 28, 35, 42, 49, 56, 63, 70, 77, 84, 91. Og
oBUX OpojeBa jemumHo 78 camp:ky nmudpy 7 U HCIyHaBa yCIOBE 3aIaTKA,
na je C1 =7 u Cy =8. Karo je ox oBux GpojeBa jenuno 6pojy 84 mudpa
neceruna 8, To je C3 = 4. Cana je Cy = 2 miu Cy = 9. Pazmorpumo 3ato
creneha mBa ciydaja.

1°Cy =2. Taga je C5 =1 unu Cs5 = 6. Axro je C5; = 1, Tana je Cg = 3.
Cana je C7 =5 (jep me mosxke ouru C7 =9), na je Cs = 6. Mehyrum, Tana
muje moryhe mszabparu Cy. Hera je zato C5 = 6. Tana je Cs = 3 (jep
ve moske Ooutu Cg = 5), na Cy moke Gutu jemako 5 maum 9. MebhyTuwm,
3a C7 = 5 nuje moryhe uszabparu Cy, na je C7 = 9 u camum tum Cg = 1.
MebytuMm, y oBom cayuajy Cy muje moryhe muszabparu.

2°Cy=9. Tana je C5 =1, na je Csg =3 u C7; = 5. Cana je Cs = 2 wiu
Cs = 6. Axo je Cg = 2, Tana je Cg = 6. Axro je Cs = 6, rana Cy Huje
Moryhe n3abpatu.

Iakie, jenuHOo pememe 3anaTra je 0poj 784913526.

Ipyru pa3spen - b kareropuja

/23 + /51 /23 — /51 2
1-HeKajea:3MHb:SM.Taﬂajecﬁ—Hﬁ:—gm
4 4 2
. §/<23+¢m)<23_m) 5/232 — 513 )
ab = = .= T
16 16

Cana, kybupamem uspasa 3z + 1 = a + b nobujamo

23 29
27:1:3—0—273:2—1-9:1:—1-1:a3+b3+3ab(a+b):7—0—3(33:—0—1):7—1-9:17,

na je 2% 4+ 222 +1=2.

2. Jlata HejenHaumHA eKBWBaJIeHTHa je ca —1 < 20z — 2022 < 1,
omaocHo 2022 — 202 — 1 < 0 m 2022 — 202 + 1 > 0. JIucKpuMUHAHTA
npBe HejemHaunHe jemuaka je D = 480, a apyre Do = 320. Camwum

57\6% 54%%)

TUM pellelna IPBe HejeTHAUNHE UMHE CKYII (1—, , a Apyre CKyI

(—oo, #) U (#,—l—oo). Iakie, pemema nate jeqHAUYWHE UYUHE CKYI

(S—JE 5_2‘/5) U (5+2‘/5 5+\/ﬁ). (Tanrenta 66, cTp. 37, 3a1. 5)

10 7 10 10 ° 10
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3. Hexa je Tpaskenu 6poj n. Ilo ycnoBy 3anaTtka je n=32-5-m. Axo je n
IeJbUB HEeKMM TpocTuM 6pojeM p & {3,5}, rana n nma Gapem 12 pasmuamrux
nemuona 1,3,5,9,15,45p, 3p, 5p, Ip, 15p, 45p. Iaxmre, n je obmura 3% - 5¢, 3a
Hero k> 2 u [ > 1. Ilpumerumo ma cy menuwornu 6poja n TadyHo OpojeBu
obmuka 3% -5° 3a 0<a<kumw 0<b<l, manuva (k+ 1) + 1) nerunana.
ITo ycnosy 3anatka je (k+1)(l+1)=5-2, na je k=4 ul =1, ogaocuo
n =3*.5=1405. (Tamrenta 68, crp. 31, 3amx. 2)

4. Heko je O, menrap EKpy:KHUIE
onucane oxko ABMC. Tanma je
<BO,M =2-<gBCM, a u3 tpoyria
BMO,, 180° = 2-<BMO,+<BO,M.
Haxie, B

<BMO, = 90° — <BCM, i

na je <BMA = 180° — <BMO, =
90° + <BCM. On2013254

Amanorno (mocmarpamem kpyskuune omucane oko AAMC) mobujamo
<AMB = 90° + <ACM, na je <BCM = <ACM, tj. CM je cumerpaia
yraa BCA. Cauuno morasyjemo ma cy AM u BM cumerpane yriosa
BAC u ABC, penowm, na je M nenrap ynucane kpy:xuuie NABC.

5. Tponudperux 6pojesa umje cy cBe mudpe Hemapue uma 5> = 125. IIpn
TOME CBaka OU@pa ce Iojasibyje mo 25 myra kao nudpa jeauHuna, 25 myra
Kao nudpa mecerura u 25 nyra kao nudpa CTOTUHA y OBUM OpojeBmMa, Ia
je TpaskeHuU 30Up jeqHAK

25-(14+34+54+7+9)-(1+ 10+ 100) = 69375.

(Tanrenra 66, crp. 38, 3am. 1)
Tpehu paspen - B kareropuja

1. I[Ipumerumo majupe ma je yerBopoyrao ABCD HerouBekcan. Y Cympo-
taOM je SA > AD = /2 u SB > DB = 3, mro je memoryhe, jep je
SA+SB=2++5<3+2.

Hera je AC N BD = {O}. Kako cy ABC u ADC jemmaxokpaku TpPOy-
raosu, 1o je BO L AC u O cpenumre nysxu AC (ABCD je mearoun). W3
[Muraropure Teopeme Baxu DO? = AD?—A0? = 1u BO? = AB?—AO? = 4,
AC-BO AC-DO _ 1

na je moBprmwuHa uverBopoyria ABCD jemunaka

Iamwe, npumenom Iluraropune teopeme na Tpoyraose SDA u SDB no-
6ujamo SA? = SD? + DA% u SB? = SD? + DB?. Cana je SA? — SB? =
DA%? - DB? =1, na je

1
+5

S’A—SB:2 =V5—-2.
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IMocrenma jemnaxoct, 3ajento ca SA + SB = 2+ /5, maje SA = V5 u

3
SB = 2. Hakne, SD = /SA2 — DA2 = /3, na je 3ampemuna TupaMuie £

3
(Tamrenrta 69, crp. 12, M1066)
On 201336 1a On 201336516

2. JlerepMuUHAHTE OBOI CUCTEMA CY

1 1 1 1 1 1

A=| -1 -2 —2|=2-b, Ay=|a -2 —2|=—ab+2a—2b+4,
3 2 b 4 2 b
1 1 1 1 1

Ay=|-1 a -2 |=—-ab—-3a+b-2, A,=|-1 -2 a|=a.

3 4 b 3 2 4

Pasmorpumo 3ato crenehe cayuajese.
1° A =0, 7j. b =2. Tanma je A, =0, Ay = —a, A, = a, na nmamo
caeneha mBa moAcCIydaja.
1.1° a # 0. Jennauunaa HEMa peEIICHA.

1.2° ¢ = 0. Y oBom cayuajy je A = A, = A, = A, =0, na cucrem
pemaBamo ['aycoBum Meromom enmumuHanuje. Ilomaznu cuctem
je eKBUBAJICHTAH Ca

r+y+z=1,
—Yy—z= 17
0=0.

Hakime, z je cmobonua nmpomeHmuBa, Tj. 2z =t 3a t € R. Ilame,
U3 Ipyre U IpBe jemHauvwHe penoM mpobujamo y = —1—tu z = 2.
Ckyn pemema jennaunsue y oBoM cayuajy je {(2,—1—t,t) |t € R}.

2° A # 0, Tj. b # 2. Y oBoM ciayuajy jemHauMHA WMAa j€IVH-
= = Ay z = ==, omHocHO (7,y,2) =
A7 y A’ A7 7y7

b—3 b—2
(a+2, a4 ot a4 ) (Tamrenta 66, ctp. 17, M996)

CTBEHO Dpelneme, r =

2—-0 "2-b
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3. Ban>1je2">2 mnaje2? —4=4-(22""1~1), ommocro matu 6poj
je memus ca 4. Taxobe, 6poj 22" = (227171)2 HUje MebUB ca 3, ma KaKo
je MOTIYH KBaIpaT, gaje ocrarak 1 mpu mememy ca 3. CamMum TuM, naTu
6poj je memus u ca 3, unMe je moka3 3aspumed. (Tamrenra 67, crp. 27,
3am. b)

4. Hera je <CAB = ¢. [lpumenom rocunycue teopeme Ha ANADFE, nobu-
jamo

AD?* + AE?* —ED*  (21—=m)*+m?>—m* 21—m

cosp =

2.AD - AE B 2m - (21 — m) - 2m
Capna, npumenoM kocunycue reopeme Ha NAABC nobujamo
21 — 33.72.11
n?=332+212-2.33.21. — " —9993 2 L % (+)
m m

Kako je m < 21 (jep je EC < AC), 0 je m € {3,7,9,11}. IIposepom oBux
BpeIHOCTU N0OKjaMo na Cy jeauHa pemema jemuadube (x) m =7, n=12u
m =11, n = 30. Mebyrum, 3a n =12 je AC+ BC = AB, mro Huje moryhe,
TaKO Ha je jenmHO pemreme 3anatka m = 11, n = 30.

5. IIpummermMo na ce nBa JIOBIA KOja ce HaJIa3e y MCTOj BPCTU HE HAALA]Y.
Kako je mosana 33, a Bpcra 8, To ce, no dupuxieoBoMm npuHiuny, y 6apem
jenHnoj BpcTy Hasasu b sosana. Jlakie, TOBOJLHO je YKIOHUTU IPEOCTAIINX
28 snoBana.

UYerBpTu paspen - B kareropuja
1. Ha wumrepsamuma (—00,0), (0,2) n (2,400) dpyHEIMja je HENpeKUIHA,

TAKO Oa je NOBOJLHO ompenuTu OpojeBe a m b Ttako ma ¢yHrmuja Oyme
nenperunaa y Taukama 0 u 2. [lpumeruno na je f(0) = 2b, f(2) = 4b*+4bu

lim,_,o+ f(x) = —1, ma 360r HempekumHOCTH ¥ Taukwu 2 Bawu 4b2 +4b = —1,
oxnocHo b = —1/2. Camum tum, 360r Henperuguoctu y tauku 0 je a # 0,
na je
. . sin(ax) . sin(ax) a a
—1= lim f(z)= lim = lim ———= . — = —,
z—0— f( ) x—0~ 4z x—0~ axr 4 4

1
omuocuo a = —4. Ilakne, (a,b) = (_47 _5)
(Tanrenra 65, crp. 19, M973)

2. Ysemumo cmeny t = 2. Tanma je t2 — 2t +4 = 0, ma je t12 = 1 +i/3.
SamumuMo oBe GpojeBe y TPUTOHOMETPUjcKoM o0nuky. Kako je [t12] = 2,
TO je

1
=2 <§+i-\/7§> —9. (cos%—l—isin%),

I ERVE] 5t .. bw
to =2- <§—27> =2- (COS?—FZSHI?),
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a je MOBOJLHO PEIIUTU jeTHAYNHE

5 5
=2 (cosg—i—isin%) u =2 (cos%—i—isin%).

Pemema oBux jemmauumna cy

2k 2k
£C1,2,3=\3/§-( (F—l——w)—i—l (W+—W)>,O<k<2a

R 3
5t 2k 2%
Tase =2 (cos (g + ”) (§ i)) L 0<k<2,

na cy pemema nosassue jemHauwmbe z;, 1 <i < 6. (Tamremra 68, cTp. 28,
3an. 4)

3. lIpumerumo na Basku

p=a+4=a"+42° 4442 = (2® +2)* — (22)* = (2® + 224 2)- (2® — 22 +2).
Kaxo je p mpoct 6poj, a 22 +2x +2 > 1, To je 22 — 2z + 2 = 1, ogHOCHO
r=1,ap=>5.

4. I[IpuHEDUDOM MaTeMaTHYKe MHIYKIZje HeMO HOKa3aTH Aa Basku

2013
(... ((2013%2013) % 2013) ... % 2013) x 2013 = =—=.
n

n

3a n =1 tepbeme TpuBujanuo Basku. IIpernocraBumo ma TBpheme BazKu
3a N U DOKAKUMO Ja Basky u 3a n + 1. Mmamo

(...(2013%2013)...%2013) » 2013 = (... (2013 % 2013) ...+ 2013) x 2013
n+1 n
2013 20152013 2013

x 2013 = .
n 2013+2013 n+1

Iaxrmne, BpeaHocT maTor m3pasa jeanaka je 1.

5. U3 Bujerosux ¢opmyna 3a noauaoMm p(x) mobujamo

X1 + X9 + Tr3 = O,
T1X2 + ToXs + x3x1 = -2,
T1X2T3 = —2010.

Capna je

2 2 2 2
27+ a5+ 25 = (1 + 22 +23)° — 2(v122 + 273 + 2371) = 4,
2.2 2.2 2.2 2
T1To + Tolg + T3] = (Il.IQ + T3 —+ IgIl) — 2I1I2$3(I1 + 2o + Ig) = 47

rir3al = (z12923)? = 20107,



na Kako je u3 BujeroBux popmyna 3a mommHOM ¢(2)

2 2 2
T+ +r3= -—a,
2 2 2 2 2.2
xiws + xyws +azry = b,
2.2 2 _
TiT3 = —c,

To je a = —4, b =4 u ¢ = —2010%2. (Tamrenra 64, ctp. 39, 3a1. 8)

37
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PEIIEIHA 3AIJATAKA ORPYKHOI' TAKMUYEILEIHLA N3
MATEMATHWKE YYEHVKA CPEIOILUX ITITKOJIA, 9.02.2013.

ITpBu pa3pen - A xkareropuja

1. Heka cy nate kpy:xuune k, ca mearpom O u noaynpedruxom R, u k', ca
nearpom O’ 1 MOTyIpPEYHUKOM T, Tae je R > 7.

Amnanusza. Heka 3ajemnamura crospalma TAHTEHTA (] DOAUPYje KPYKHUIE
ku k' y raurkama Ay n A}, penom. Mzabepumo tauxy By ma mysxm A0
rtako ma je AyBy = A0’ (rama je OB; = R —r). Kako je 4,0 | A0 n
A1By = Aj0', A1 ALO’'B; je npasoyraonuk, na je <OB10’ = 90°.

Heka 3ajennuuka yHyTpallma TAHDEHTa to noaupyje kpyskaune k u k' y
raukama Ay u A, penom. VMzabepumo rauxy By zHa npasoj A;0 Tako na je
AsBs = ALO' u na Basu pacmopen O— As — By (tanma je OBy = R+71). Kako
je A20 || ALO" m A3By = ALO', wetBOopoyrao AsALO'Bs je mpaBOyraoHUK,
na je <OB0O" = 90°.

Koncrpyrnuja. Komcrpynmmmo kpyskauny | man npeunuskom OO’. Kon-
cTyumuMo Kpyskuaute [y u ly ca nearpom O m noxynpevnuruma R—r u R+,
penom. Heka cy By u B Tauke npeceka kpyskauna | u l1, a B u B) tauke
npeceka kpyskauna | u lo. Heka cy Ay, Cp, Ay, (5 npecenu moaynpaBux
OBy, OB}, OBy, OB/, ca kpysxaunoMm k, pemom. Komerpywmwmmo mpase t;
u t), i € {1,2}, raro ma je t; L A,0 u t, L C;0. Ilpase t1, ta, t] u th cy
3ajeJHUYKE TAHTeHTE KPYKHUMA ki 1 ko.

Ilokas. V3Boau ce camdHO KAO aHaIU3a.

ITuckycuja. Y KOJIMKO je jeqHa KpysHUNA yHyTap apyre, Tj. OO0 < R—r,
3aaTaKk HeMa pellema, a WHAYe MOCTOjé TAYHO YEeTUPU 3ajeJHUYKE TaH-

TEHTE OBUX KPY/KHUIA.
(Tanrenra 6p. 67, crp. 4, M1012)

Or20131A 1a Or20131A16

2. 3anarak hemo pemmTu MHAYKIXjOM IO Opojy n. 3a n = 2 HyMepPUIINMO
nmobemHMYKY ekuny OpojeMm 1, a oHy kKoja je m3rybusma y mebhycobmoMm my-
eny Opojem 2. IlpermocraBuMo 3aTO ma TBpDhHeme BajKM 3a MPOU3BOJLHUX
n > 2 eKuna U AOKAKMMO 1a omarie ciemu u 3a n + 1 ekuna. Omnabepumo
npou3BossHY erkuny X MeDhy Ttux n+ 1 1 HyMepUImuMO IPEOCTaNuX N IPeMa
WHIYKTUBHO] IpeTmocTaBiu 6pojeBuma ox 1 mo n. Ako je exmna X wuary-
Oua cBe MeueBe MOKEMO je HyMmepucatu 6pojeM n+1 u 3a oBux n+ 1 exkuna
he BaskuTm ycmoBu 3amatka. llpermocTaBumo 3ato na je ekuma X mobOe-
mmiia 6ap jeIHOM U HeKa je j OPOj KOjuM je HyMepPHCAH TUM Ca HAJMAHUM
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nHaexcoM Mehy oHmMa koju cy uaryowmau o oBe ekune. Cana, TUMOBE KOju
cy Ounu HyMepucaHu OpojeBuMa j 10 n, HymMepumumo OpojeBuma j + 1 mo
n+1, penom, ekunama mymepucaaum on 1 1o j—1 (ako je j > 1) 3aapskumo
HyMepanujy, a ekuiry X HyMEpUIIMMO ca j. KRako je eKuma HymMepucaHa ca
j—1 (akxo je j > 1) mobemuna ekuny X, yCJIOBU 3aIaTKa Cy UCIYHEHU U
mokas je szappmen. (Tanrenra 67, cTtp. 5, M1018)

3. IlpermocraBumo npBo ma je x > 7. Tama meBa cTpana jemHadwne maje
octarak 6 mpu mememy ca 7. Mebhyrtum, Kako KBaApaT HUjeIHOT TPUPO THOT
Gpoja mHe maje ocrarak 6 mpu mememy ca 7 (moryhu ocramm cy: 0% = 0,
(£1)2 =1, (£2)? =4u (+3)? =2 (mod 7)), y oBOM ciiyuajy jenHaunna HeMa
pemema. [Ipeocraje jom na ce mcnurajy caydajesu 1 < x < 6. Iuperraom
IPOBEPOM Ce yCTaHOBBaBa na cy pemewma (z,y) € {(4,10),(5,14)} (rana
maamo 4! + 76 = 24 + 76 = 100 = 10% u 5! + 76 = 120 + 76 = 196 = 142).

4. Kopuctuhemo caenehe tBpheme:

Heka cy 1 u v2 kpyskuune ca nearpuma C7 u Cy, penoM, Koje ce
cery y taurama X u Y. Tana je <C1 XCy = <C1 YOy, <XC,1Cy =
<Y (C1Cy nu < XCyC, = <Y Co(.

Heka cy Oy, Os u O neurpu kpysxuuna ki, ko u k, pemom, a M, M # N,
Tauka npecek KpyskHuna ka m kp. Tpoyraosu NOP u NOP cy mo-
nynapuu u jensakokpaku, na je O1N || OoP. Cauuno, tpoyraosu POB
u PO3B cy momynapuu u jemuakokpaku, na je OoP || OB, omnocuo u3
nperxomuor O1N || OB. Kako je u O1N = OB, 1o je ueTBOpyOyrao
010BN mnapanenorpam, na je OO; = BN. Awnasoruao je OOy = AN u
0105 = AB, na cy tpoyraosu ABN u O20,0 nonymapuu. W3 ose mo-
nynapaoctu je <ANB = <0200;. llame, npuMeHOM HaBeIeHOT TBphema,
nMmamo <{PO0Oy; = <BO0O; u <PO0O; = <L40017 na je <AOB =2<0:009 =
2 < AN B. TlonosHoM mpumeHOM HaBeneHor TBphema je <KANB = <AM B,
na je <AOB = 2 << AMB. Camum tuM, Kako ce tauke O u M wHasase ca
ucre crpane npase AB, M ce Hajna3u U Ha KPYKHULIMU k, YUME je HOKa3
3aBPIIIEH.

5. Hexka je ca a;; o3HadeH Opoj KOju je 3aIMCaH y IOJbY KOje Ce HAJA3U y
1-TOj BPCTU M j-TOj KOJIOHU.
3a cBaku mapan Opoj n caemeha Tabnuna je caBprieHa:

Lo i=t
* 1, wumauge ’

jepjerama k;,=—1lumnwv,=1,3a1<1<n.

Heka je n wemapau 6poj. 3 ki + ...+ ky, +v1 4+ ...+ v, =0 cuenu na je
TayHo n ox 6pojesa ki, ..., kn, v1, ..., v, jemHako 1 u Tauno N jemHAKO —1.
To smauu ma je kiko - ... kyviva ... v, = (—1)" = —1. OBo je memoryhe,
jep je kika - ... - kpvivo-... v, = P2 =1, rne je ca P o3HadeH IpOU3BOX

cBux OpojeBa Tabiure.
Cappirena Tabauia MOCTOjU aKO U CaMO aKo je n mapaH 0poj.
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Or20131A4

Ilpyru pa3pen - A kareropuja

1. TIpermocrasumo na je tg2z - ctg3z € (2/3,9). Ilpumerumo na x Huje
obnuka 7/2 + k7, 3a meko k € Z, jep je y cynporHoMm tg2x = 0. Iakie,

2tgx
tgx je mepumHucano, ma Baku tg22xr = % Taxobe, ctg3z # 0, na je u
Stgx — tg3z
tg 3z mepuHMCAH U IO aIUIVOHUM (opMyIaMa Baku tg3r = %

Hexa je
2tgx 1 — 3tg2x
1—tg2x 3tgx —tgix

2 — 6tg 2z 2—6m 2
= 2 1.~ 7 € 9,
3—dtgr+tg*r 3—4m+m

y = tg2x-ctgdzr =

rae je m = tg2xz. Tana je
y-m?+ (6 —4y)-m+ 3y —2) =0. (%)

IIpema mperxomHoM, KBaapaTHa jemHaduHa (x) (IO m) mMa HEHETATUBHO
pememe. Ilakne, D = (6 —4y)? — 4y(3y — 2) >0, onsocno 4y? — 40y + 36 > 0.
Pemasamem oBe kBagpaTHe HejemHaumue nobdbujamo na je y > 9 mmm y < 1,
na je mpema mperxomHoM y € (2/3,1]. Mebyrum, Tana je y >0, 6—4y >0 u
3y—2 >0, na je no BujeroBum popmynama 36up peuema jeqHadune (x) He-
raTUBaH, & NPOM3BO MO3UTUBAH, & CAMUM TUM 00a pelema Cy HeraTUBHA.
Kourpamukmuja.

2. Heka je AB = ¢, BC = a u CA = b. Wsseaumo ¢opmynay 3a
[IOJIYIPEYHUK CIIOJba MPUIKMCaHe KpyskHuUIle Tpoyria. Heka cy ca S u S,
O3HAUEHU IEHTPU YNUCAHE U CIIOJba NPUNUCAHE Kpy:kHUIEe crpanunu BC
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tpoyrna ABC, pemom, a ca S’ m S! mommoskja HOpMAaJa OBUX Tadaka
ma upasy AB, pemom. Tpoyrmosu ASS’ u AS,S! cy canunm, ma je
T AS’ (b+c—a)/2 b+c—a

_— = = = . R i 28 - b

Ta AS! (a+b+c)/2 a+b+c ano-Je rla+b+c), rae
25

b+c—a

je S mopmuna Tpoyraa ABC, To je r, =

at+b+c
2

jeMo ma je mecHa CTpaHa TPaKEHE HEjeIHAKOCTU jeTHAKa

Heka je p = nosryobum Tpoyria ABC. VI3 nperxomHor 3aKbyuy-

1 1 1 (p-aP+p-b)>+@-0c?
Pttt 5 |

Ilame, o HejemqHakoCcTU M3MeDhy KBaaApaTHEe U APUTMETUYKE CPEAUHE je

2 2 _ 2 2 _ 42
m2:2b +24c a >(b—i—cz1 a

=p(p—a),

]

+ 2+i<1<]'+ L+ 1)

m2 m; m2 p\p—a p—-b p—c
P-bp-—o+-—cp—-a)+(—a)lp-—b)
p(p—a)(p—b)(p—c) '

ITo Xeporosom obpacmy je S? = p(p — a)(p — b)(p — ¢), ma Tpaxkena Heje-
MHAKOCT CJIeIM HA OCHOBY HEjeIHAKOCTHU

(p—a)+@-0°+p—c?2p—a)lp-b)+@-bp—c) +{@-c)(p—a).

Jennaroct Basku axo u camo ako je a = b = ¢. (Tanmrenra 66, cTp. 19,

M1011)

3. IlokaxmMmo na Opoj n =5 nMa CBOjCTBO OIMCAHO y 3a1aTKy, TAYHUjE Ia
je jemuuo pememe jenmaumse ri + 3 + x4 + x4 = 5r2 metopxa (0,0,0,0,0).
[IpermocraBuMo nma mMOCTOjU HEKO pememe 3a koje je x5 # 0. Heka je d
majselin 3ajemunurn memmman 6pojeBa x;, 1 <i <5, u Heka je x; = 2} - d,
1<i<5. Jlememenm jemmaunue ca d*, mobujamMo jenaadmmy

14 14 /4 14 14
Ty FTy Ty 4Ty =525,

npu uemy je H3I(z},h, 2%, 2),25) = 1. Kako je (£2)* = 1 (mod 5),
(£1)* = 1 (mod 5), 0* = 0 (mod 5), 3akmydyjeMo ma UETBPTH CTENEH Ma
KOT 1ejor 6poja mpu nessewmy ca b maje ocrarak 0 mam 1. Omasne mmamo
nma je 36up o)t + 25t + 24 + 2 nemws ca 5 jemumo axo cy csu Gpojesm
xh, b, o, 2} nemmsu ca 5. MebyTum, tana 5% | 2/t + 24t + 24t + 2t = 52l
omarne 5 | xf. OBuMm cmo mobuinm ma cy 6pojesu x;, 1 <i <5, nemusu ca
5, ma HUXOB HajBehwM 3ajemHUYKU menauial Huje 1, mITO je KOHTPaAuKITja.
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4. Hera je X, X # A, upeceuna
TauKa KPY/KHUIA ONUCAHUX  OKO
AAPQ u ANABC (osa mocroju jep
PQ u BC nucy napasuenue). Tana je
SXPA=<XQAu <XBA=<XCA
mro 3uaun ga je AXBP ~ AXCQ.
Cana nmamMo

BM  BP/2 BP XB

CN CQ/2 0Q XC
mro 3ajemno ca <XBM = <XCN
mnaje AXBM ~ AXCN. 3a-
KBydyjeMo ma je <XMA =<XNA,
na Tauka X NOpUNALa KPY:KHUIN
onucanoj oko AAMN.

Or20132A4

5. IlokaskmMO na je TparkeHO MOTryhe ako m caMo ako je n mapaH Opoj.

IIpernocraBumo na je n Hemapan u na je tpaskeno moryhe. Tana je yryman

n(n—1)
2 n

Opoj myTa, TO je CBaKU je3mK yHoTpebJheH IO 5 myTa, mTO HUje 1e0 OPOoj.

6poj moznpaBibama Kako je cBakm je3ur ymorpeb/beH jeqHak

Kourpamurnuja.

HoraskmMo na je TpaskeHo Moryhe yRoJuKO je n mapan o6poj. Hymepummmo
ydecHuKe CcKymna bpojeBuma on 1 no n. Heka cy ce ydecHunu HyMepucaHu
caaub, rae n ¢ {a,b}, nozapaBuin jeamkoM KOju je KOHTpYeHTaH ca a + b
0 MOIYIY M — 1, & yYeCHUI a u n, ¢ # N, TO3APABUIN je3UKOM KOjU je
KOHIpYeHTaH ca 2a mo monyny n — 1. Tana ce ydyecHUK HyMepucaH ca a,
3a a4 # n, MO3IPABUO Ha je3uIMa KOjU Cy IO MOAYJY 1 — | KOHIpYeHTHU
caa+i, 1<i<n—1, ma kKako oBU OpOjeBU Aajy pPa3JUUIUTE OCTATKE IPU
nejbemy ca N — 1, TO ce yU4eCHUK HyMEepHCaH Ca a I03APaBUO HA CBUX N — 1
je3uka. YUYeCHUK HyMEPHUCAaH ca N MO3APAaBHO CE HA je3UIVMa KOjU Cy IO
Momyay n — 1 KoHrpyentHu ca 2¢, 1 <7< n — 1, na karko oBu OpojeBU Hajy
pa3auyuTe OCTATKE IPU IeJbEHmY ca n — 1, TO Cé U yUYECHUK HyMEPUCAH Ca
n MO3APaBUO Ha CBUX 1 — 1 je3uka.

Tpehu paspen - A kareropuja

1. Hpumernvo ma 3a ¢pymrnujy f : R — R, nedurucany ca f(z) = sin’z

saskn f(R) =[0,1]. 3aro je

(Vz € R)(sin® z+c - sin® 2 - cos® x + cos® x = 1)
Sy [0, 1)E" +ey(l—y) + (1 -y)" = 1=0).

IMocmarpajmo nomuaom P(y) = y"+cy(1—y)+(1—y)"—1. Axo je P(y) =0 3a
cBako y € [0, 1], To momuaoM P mMa GeCKOHAYHO MHOrO HyJa, na je P myia
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nosuaom. OGpHyTO, ako je P myna momunom Bazku P(y) = 0, 3a y € [0, 1].
Ilakne, TpaskeHa KOHCTaHTa ¢ noctoju akko P(y) = 0. TlocmaTpajmo Hajupe
ciaydaj n > 3. Ha ocHoBy OGuHOMHE (hopMyJie 3aKBbYyUyjeMO na je 3a ImapHe
O6pojeBe n crenen nonamHoMa P jenHak n, a 3a HemapHe OpojeBe 1 jenHaK
n—1. OBuM cMO mokasauu na 3a n > 3 noauHoM P(y) Huje Hysa HOJIUHOM,
na ¢ me nocroju. Ocraje ma pasmorpumo caydajese n € {1,2,3}. Ban=1
miamo P(y) = —cy? + cy, mTo je Hyma moamHOM akko je ¢ = 0. 3a n = 2
maamo P(y) = (2 — ¢)y? + (¢ — 2)y, mTo je HyJTa MOIMHOM aKKO je ¢ = 2. 3a
n = 3 mmamo P(y) = (3—c)y?+ (c—3)y, mTo je HyIa MOIUHOM AKKO je ¢ = 3.
Ilakie, ¢ mOCTOjU akO M caMo je n < 3.

Zpyeo pewemwe. Ila Ou TpakeHa jeqHAKOCT Baskuiaa 3a cBako x € R, ona
MOpa BKUATU U 3a © = /4 u & = 7/3. 3aMeHOM OBUX BPEIHOCTU DEIOM

nobujamo
1 1 3" +1
. . 3
3aT1o0, 3a MOCTOjame TpakeHe KOHCTAHTE ¢ MOTPeOHO je na Baxku 12— o3 =
3"+1
16 — 47:2 . CpebuBamem mocienmwe jennakocTu n06ujamo
3n 41 = 22n—2 +3. 271—1' (*)

Kako 3a n >5 Bamnu mejenmaroct 22772 > 3" (mTo ce MOMke MOKA3ATU TPUH-
UTIOM MaTeMaTwuke WHAyKnuje) u 3 -2 1 > 1, 1o je 3a n>5 y (x) nesa
crpana Behia on mecume. 3a n < 5 mposepom mobujaMo na jeqHAKOCT (k)
Basku 3a n € {1,2,3}. OBum je moraszano na 3a n > 3 TPaKEHO C HE IIO-
croju. Pazmorpumo cana cayyajese n < 3. Huje Temko yBeputu ce na 3a
n =1, n = 2, ogaocuo n = 3, koucraure ¢ = 0, ¢ = 2, ogHOCHO ¢ = 3,
3a/10BOJbABA]Y YCJIOB 3aJaTKa.

2. [IpernocraBuMo ma MaTpuia ca HaBedeHUM ocobunama mocroju. Os3na-
YMMO BeHy gerepMuHaHTy ca d. Ha ocHoBy Komwu-Bureose reopeme mmanmo
—2 = det AF = (det A)* = d* u 4 = det A" = (det A)" = d". Opmasze je
d?* = d", ma je |d|** = |d|". Kaxo je |d| > 1, a ekcrionennujansa GpyHsnuja ca
ocuoBoM Behom on 1 crporo pacryha, mobujamo 2k = n. Mebyrtum, Tana
6u Baxuino (A¥)? = A" mro muje Taumo. Ilakie, MATPUIA Ca HABEJIEHAM
ocobuHaMa He IOCTOjU.

3. Heka je d =n? +a. Kaxo je n = 1 pememe 3a1aTka, IPETIOCTABIMO 14,
jen>1. Tama d nema (n* +1) — (n* —a?) =a®+1, 1j. (N> +a)-b=a%+1,
3a Hexo b € N. U3 oBe jemmakoctu je

a’> —ba+1—-n%b=0, (%)
b VAn2b + 12 — 4
ma je 3n+7>a = 3 + L ITpumerumo ma 3a b > 13 Baku

2
b+ VAn2b+02—4 > 134+ Tn > 14 + 6n, wWro je y KOHTPAIUKIUJU Ca
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npeTxomHOM HejemHakomhy, ma je b < 12. U3z b | a®> + 1 caemn na b me
Mo:ke OuTh memus ca 4, a Hu ca mpoctuMm 6pojem obmmka 4k — 1 (jep Ttanma
—1 mumje kBampaTtHm ocrarak). lakme, b & {3,4,6,7,8,9,11,12} (oBo ce
MOe TOKA3aTU U JUPEKTHO, 0e3 Kopumhiema IpeTX0IHO HABEICHNX UNHe-
muma). Jlasme, He Moxke 6utu Hu b = 1, jep jemmaumna n? = a? —a + 1, 360r
(a—1)?2 <a®+1—a < d? mema pemema y CKyIy TPUPOIHUX OpojeBa. 3a
(a—17
2
Heka je b =5. Tana je 5n = a®> —5a+1= (a—1)? (mod 3), ma cy 6pojesn
nu a—1 nemusu ca 3. Mebyrum, tana 9 |3a = (a —1)? — 5n?, na je u a
IeJbMBO ca 3, WTO HUje Moryhe.

b=2jen?= , mto Takobe muje moryhe. Ilakme, b € {5,10}.

Hajzan, mera je b = 10. Pemasamem jenmaumme (x) mobujamo a = 5 +
V10n2 + 24, a ycuaoB a < 3n + 7 exkBuBaJieHTaH je ca 0 > n? —12n + 20,
omaocno n < 10. Kaxo je 10n? + 24 mormym kBazpar, To je n mapan (y
cynpotroMm je 10n?+24 =2 (mod 4)). Iposepom mobujamo ma je 3a n< 10
6poj a mpupoman jemuuo 3a n € {2,10}. Ban=2 6poj d=17, a3an=10
opoj d = 137, 3amoBosbaBa yCIOBE 3amaTKa.

Tpaskenu OpojeBu cy 1,2 u 10.

4. OssaumMo TpaskeHu nouynpeunuk ca r. Heka je ca S(X) osmauena
noppmuHa urype X.
Basku S(ABD) = r(AB+ AD + BD)/2 u S(ACD) = r(AD + AC — CD)/2
(3a uzBoheme oBe Gopmyie moraenaTy pemene 2. 3a0aTKa 3a 2. paspen),
na je

BD  S(ABD) AB+ AD+ BD

CD ~ S(ACD)  AC+ AD —CD’

Kopucrehiu AB = AC, onasne nobujamo BD(AB+ AD — CD) = CD(AB +
AD+ BD), onrocuo 2BD-CD = (BD—CD)(AB+ AD). Haswe, no Crjyap-
ToBOj Teopemu je AB? — AD? = BD - CD, ma 3aMeHOM Yy IPETXOIHY jel-
HakocT nobujamo BD — CD = 2(AB — AD).

Cana nmamo hy - AC = 25(ABC) = 25(ABD) + 2S(ACD) = r(AB + AD +
BD)+r(AC+AD—-CD) =r(2AB+2AD+ BD — CD) = 4r- AB. IlememeMm
ca AB nmobujamo TpaskeHo TBpbheme.

5. CsaroMm ckyny A;, 1<i<k, MO:KEMO IOAEIUTU jeIHY N-TOPKY 4uja je [-ta
roopauHara, 3a 1<I<n, jennaka 1 ako [ € A;, a 0 unave. [la 6u TpaskeHu
yCa0B 6MO 3a10BOJbEH OTPEOHO je ma 3a cBako [, 1 <1< n, mocroju 6apem
jemuo 1, 1 < i<k, rako ma je [-Ta KOOpIMHATA HU3A IOAEJHEHOD CKYILY
A; jemnarka 1. 3aro [-Tte roopmumarte ckymoBa Aj, Az, ..., Ap MOkeMO
omabpatu Ha ok _ 1 HauMHa, 3a CBako 1 <[ < n, ma caMuM TUM Kk-TOPKU

(A1, Ag, ..., Ay) mva (2F — 1)". (Tamrenra 63, ctp. 12, M932)
YerBpTH paspen - A kareropuja

1. Kako je (m 4+ n)c = mb+na, a (m+n)a < mb+ na < (m+n)b, To je
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a < c¢<b. U3 ycnosa 3anarka ciaenu xa je p(z) = (x —a)™(z —b)". Iame

p'(x) =m(z —a)™ Hz —b)" + (x — a)™n(z — b)" !
=z —a)™ Hz —b)" " ((m+n)x — (mb+na)),

na je p'(¢) = 0 u p/(z) menpexknmna ¢yuruuja. Hera je € > 0 takso na
jea<c—e<c+e<b Tamaszac<d<c+e sagkn (d—a)™t >0,
(d—b)""1 <0 (jep je n mapan) u (m+n)d— (mb+na) = (m+n)(d—-c) >0,
oxuocuo p'(d) < 0. Cumuno, 3a ¢ —e < d < ¢ Basku p'(d) > 0, mro morasyje
Ia je ¢ JOKAJHU MAaKCUMyM naTe (yHKIN]e.

2. Ilpumernnvo na 3 axb=ax*xd cnemm a+b+c= (axb)xc= (axd)*c=
a+d+cuonmarae b =d. Cauuno, u3z a*b =dx*xb ciemu a = d. Cana u3
(axb)xc = (bxa)*c = a+b+c nobujamo axb = bxa. Osnaunmo x = ax0. Tazna
jexx0=(a*x0)*0=a, naje 2z = (z*x0)xx =axx =z*a= (a*x0)*a = 2a,
nakie r = a* 0 = a. Kormauno, kopumhemeM nocaenme ocobure noomjamo
axb=(axb)x0=a+b.

3. Kopuctuhemo crenehe mozuaro tBpheme:

IIpupoman 6poj ce Moske TPEACTABUTU KAO 30UP OBA KBAIpATa
aKO U CaMO aKO Ce CBAKMU H-EIOB IIPOCT mesmiall obauka 4k — 1,
k € N, jaBpa ca mapHUM E€KCIIOHEHTOM.

Karo je H3II(z — 1,2 + 1) € {1,2}, u3 nperxoanor tephema 3armydyjemMo
na cy * —1 u x4+ 1 30upoBu aBa KBagpara ako U CaMO aKO jé TO U HUXOB
npousson 2 —1. OBo je, omeT, eKBUBAJEHTHO MOCTOjaly MeJuX 6pojeBa v u
w 3a koje je 22 —1 = (r—v)?+w?. Cpebusamem nobujamo v?+w?+1 = 2vx,
ma v | w? + 1, omaocuo w? + 1 = uv. Komauno 2z = u +v, a uv — 1 = w?,

OJMHOCHO uv — 1 je MOTHyH KBaJIpaT.

4. Heka je O menrap kpyra yi-
ncasor y pom6. Ozuaunvo <{BAC =
IBCA = a, <AKO = <OKL =
x u <KLO = <OLC = y. WUs
36upa yriuosa uerBopoyriaa AKLC
je 360° = 2a + 2z + 2y, Tj. o+ +
y = 180°. Ilasme, u3 30mupa yriosa
tpoyria AKO je <KOA = y, a
n3 36mpa yriosa tpoyriaa CLO je Or20134A4
<LOC = z.

Iakne, rpoyrnosu KOA u OLC cy cnmuunn, na umamo AK-CL = AO-CO =
AO?. Amamoruo je u AN - CM = AO?, omakne ciemu KA/AN = MC/CL.
Kaxo je jom u <NAK = <LCM, tpoyrnosu KAN u MCL cy cnuuuau, na
je <AKN = <CML, j. KN || LM.

5. Kopuctuhemo cuenehie tBpbheme:



46

Hexka je a,b € N. Tana ce a (jemmarux) oGjerara Moke pamope-
a—1

b— 1) Ha4YVHa.

ouTH y b Hempa3HuX rpyna Ha (

Pasmorpumo npso cayuaj kana je k = 2r — 1 wemapaun 6poj. Tama Tpaskenu
Hu30Bu Mory Owutw obmuka J1NiJoNs...J.N, uau Ny1J1NoJs...N,.J,., roe
cy J; m N;, 3a 1 <1t < r, Heupa3Hu HU30BU jJeOUHUIA U HyJa, penoM. [la
OrCMO mOOUIU HU3 KOJU je HEKOT O OBUX OOJIMKA MOBOJLHO je PACIOpPeIUTH
m jenqVHUNA y r HEIPA3HUX I'Pyla U n HyJa y r Henpa3Hux rpymna. Ilaxie,

(o) ()
HM30Ba NPBOI U APYIor OOJMKA MMa II0 , Ia je yKyIaH

r—1 r—1
. . m—1\/n-1
Opoj HU30Ba jemHAK 2 .
r—1 r—1

Y cayuajy ma je k = 2r mapan Opoj TpasKeHU HU30BU MOTY OUTU OOJIUKA
J1N1J2N2 e JTNTJT+1 NI N1J1N2J2 .. ,NTJTNT+17 raoe cy omner Ji n Ni7 3a
1 <@ < r, HeOpa3HU HU30BU jeqUHUIA U HyJIa, pemoMm. [la ducmo mobunu
HU3 IPBOT OOJIMKA [OBOJFHO je PACIOPEAUTH M jeAUHUIA y T + 1 HenpasHy
IPyIy ¥ n HyJia y 7 HEOPA3HUX IpyHa, a ma OucMO moOMIM HU3 APYTOT
0bMUKa MOBOJLHO je PACHOPEOUTU M jJeAWHUIA V I HEIPa3HUX IPyIa 1 n
Hyna y r+1 Henpasuy rpyny. Jlakie, rpaskeHu Opoj HU30Ba y OBOM CIy4dajy

jenHax je
m—1\/n-1 " m—1\/n—-1
r r—1 r—1 r )
(Tanrenra 62, ctp. 15, M906)

IlpBu pa3pen - b kareropuja

1. N3 ycnosa 3anaTka je E = /@—FB?—}-C"Z% = 2b+d—b=ad+b. Karo je
7 S B WAL AD = F1515oz
MA = —b, 10 je uz nperxomuor MD = MA+AD = —b+d+b = d. Taure A,
O u C cy ronuneapue, na je AO = )\E, 3a HeKO A € R, a kako cy tauke B,
OuD KOJIMHEapHe nobujamMo §5 = uﬁ. Iame, 1@ = 1@ +§8 =2b+a
u EﬁzBA—i—zﬁ: —2b+d+b=d—b, na gaxo je 1@—}—@:1@:%7
13 IPEeTXONHNUX jeTHAKOCTU n00ujamMo

— — -, —

2b = A(2b+ @) — (@ — b) = (A — p)a@ + (2X + p)b.

Harkne, 0 = A — p u 2 = 2\ + yu. Pemasamem oBor cucrema modujamo
A=pu=2/3, na je

(ﬁ:—@:—;(cwﬂg) u ()—J\>/I:(ﬁ+m:—%~(2a+5).

(Tanrenrta 6p. 62, crp. 36, 3am. 3)
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2. Tpaskene jemHaKOCTU CJEme U3

(1-2?2-0-2)+1)3 (22—2+1)3

fA-z) = (1—2)2(1—2—1)2 - 22(x—1)2
) 3 N -
f(l> - ((%) —%+1) 7(—1‘25”) Ol (g2 g g)
DTy w ey SE e

3. Bpojesu 9% u 2013¢ memusu cy ca 3, ma 6pojesu 2° u 2014% najy ncru
ocTaTak mpu nepbeny ca 3. [Ipumerumo ma 6poj 2014 maje ocrarak 1 mpu
nebelmy ca 3, Ia U CBAKU HEIMOB CTENEH Maje OCTaTak 1l mpu nebemy ca
3. CamuMm TmMm, b naje ocratak 1 mpu memewmy ca 3. I[lpumermmo na je
22k — gk g 2241 — 92k.9 — 4k .2 35 cBako k € N, na 2% naje ocrarax 1 mpu
nememy ca 3, a 221 ocrarak 2 npn nememy ca 3. Jawrme, b Mopa GuTu
nmapan 6poj. Omaszxe je b>2, ma je 2 = 4-2"2 gemuso ca 4. Bpojesu
9 u 2013 majy ocrarak 1 npu nemeny ca 4, ma u 6pojesu 9 u 2013° najy
ocrarak 1 mpu mememy ca 4. OnpaBae 3akbydyjeMo na 20144 naje octaTak
2 nmpu memewmy ca 4, ma xkako je 2014 mapan, to je d = 1. Mebhyrnu,
6pojesu a, b, ¢ cy mpupomau, ma je 9% +2°+2013°>94 242013 > 2014, mTo
IOKa3yje ma maTa jemqHadrHa HEMa pellema y CKYIy TPUPOTHUX Opojena.

4. Heka je S Tauka npeceka mpaBux
BQ u CP, a a« = <BAC. WUs
30upa yraosa rpoyriaa BCS umamo
180° = <«SBC + «SCB + <«BSC =
200 + <BSC, na je <BSC = 180° —
2a. Hame, mnocmarpajyhm xpy-
JKHUILy ommcaHy Oko Tpoyriaa APQ
nvamo <POQ = 2 < PAQ = 2a, a
kako je <PSQ = <«BSC = 180° —
2 (kA0 YHAKPCHM YIJIOBH), TO je
<POQ + <PSQ = 180°, ma rauxe
P, O, Q nu S nexe HA UCTO] KPYy- Ox2013154

SKHUTA K.

Kako je PO = QO (ka0 mosynpevHuny KPYsKHUIE ONUCAHE OKO TPOYTJIa
PAQ), TO cy yrioBu HaJ OBUM TETUBAMa KDPY:KHULE Kk jeIHAKMU, OXHOCHO
<PSO = €«0S5Q. W3 jemmakocTu yHAKPCHUX yIUIOBA 3aKJ/byUyjeMO Oa je
npasa OS cumerpasa <BSC. Kaxko je <SBC = <BCS, 1o je rpoyrao BCS
jemHarOKpakuy, na ce cumerpasa <BSC mormaana ca CUMeTPaJoOM CTPAHUIE
BC, omuaocuo OS je cumerpaina crpanune BC.

5. Bpoj 5555 je jemmHu derBoporudpeHn Opoj Koju mMa deTupu nudpe
5. OnpenrMo KOJMKO MMa YeTBOPOIM(PpEHuX OpojeBa KOju MMajy TadHO
Tpu mudpe 5. Vima tauno mux 8 Kom KOjuX Iudpa Xnsbana HUje jeqHaka b
(mudppa xmibana He Moske 6utu 0 miwm 5, HOK cy ocraJse nudpe jenHake 5) u
TavHO BUX 3-9 = 27 Koa KOjux nmudpa je IMHUIA, JeCeTUIA UIN CTOTUHA HUje
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jemnaka 5. OmpenmMo KOJMKO mMMa deTBOPOIU(ppeHux OpojeBa KojuMa Cy
TAYHO ABe nudpe jenHake 5. YKOJIUKO je mudpa Xmbala jefHaxa b, Tama
rMaMo Tpu MoryhHocTu 3a mpeocrasy mudpy 5 (ona moske Gurm numppa
jenuHUNA, meCeTUNa WM CTOTUHA), & 3aTUM 3a CBAKy Ol IPEOCTAJE ABe
nudpe umamo 9 moryhuocru, 1j. oBux 6pojesa nma 3-9-9 = 243. Ykonuro
nudppa xmmbala HUje jenHaka b, nuppy Xuibana MOKEMO onadparu Ha 8
HaUWHA, & 3aTUM U MECTO 3a IpeocTaly mudpy Koja HHUje jemHaka b Ha 3
HauyyHa 1 Ty nuppy Ha 9 HaumHa, Tj. OBUX OpojeBa mma 8- 3 -9 = 216.
Bpojesa ca Tpaskenum cBojcrBoM nuMa 1+8+427+243+216 = 495. (Taurenta
64, crp. 34, 3an. 6)

Ipyru pa3pen - B kareropuja

1. Hera je z =z + yi, 3a x,y € R. IlaTe jennakocTu ce cBOze HA
(-1 +y*=(2-30°+(y-2?% 2"+y’=(e-4)"+y°

[IpBa jennaumua ekBuBaJIeHTHA je ca * +y = 3, a apyra ca x = 2. OnaBne
nobujamo x =2 u y = 1, na je tpaskenu 6poj z = 2+4. (Tanrenra 69, crp.
29, 3am. )

2. Kako mapabosa nomupyje z-ocy y Tauru (2,0) maamo na je y = a(x—2)32,
a Kako je meH mpecek ca y-ocom tauka (0,8) umamo u 8 = a(0—2)%. Onasne
je a = 2, ma je mara mapabosa y = 2(z — 2)%. Ilpumerumo ma je 3a cBe
(x,y) ca mapabose ucnymeno y >0, n na ako je y < 2012, pazxu n —2012 <
—v1006 + 2 < = < V1006 + 2 < 2012, ma je MOBOJBHO MCIUTATU KOJMKO
nenobpojuux rtadaka (m,n) rtakBux ma je n < 2012 sexum ma napabouu.
Tarobe, 3a cBaky nenobpojuy Bpennoct 6poja m € (—v/ 100642, v/1006+2),
MOCTOjU TAYHO jemHa 1eaoOpojHa BpemHoCcT Opoja n TakBa Oa je TaduKa
(m,n) ma naroj napabosu. Iaksme, 6poj TpaKeHNX Tavaka je jemHAK OpOjy
nenunx 6pojesa y maTepBaty (—v/1006 + 2,1/1006 + 2), Tj. 63.

3. Yronumko je 6poj p jemmar 0, Tj. yromuko je m = n (oBakse Gpojese n
HA3UBAMO naaundpomuma), Tana je py = 0 ma je Tpaskenu 6poj jemmax 0.
Yroauko je p # 0 tamga je cBaku o HapenHux Opojesa ehiu on HyJue, Kao
30up mupapa HeHysia meaor opoja. Ilpumermmo ma 30up mudapa O6poja
naje MCTU ocTaTak Kao M caMm 0poj npu npedemy ca 9. CaMuMm TM, KaKO
OpojeBu m m n mMajy wuctu 30mp nupapa, OHU HAjy UCTU OCTATAK IIPU
nememy ca 9, ma je p memus ca 9. Kopumrhemem uctor cBojcrBa 1oo6mjamo
na je pi, Kao M CBaKU HapeaHu Opoj, memus ca 9. CaMuMm TuM, pg je nNebUB
ca 9, jennonu¢dpen u Behwn ox Hyie, na je pr = 9.

4. Heka je ABCD partu yerBopoyrao u O Ipecek HmeroBuxX IujaroHalia.
[Mpumenom mejemuaroctu Tpoyraa ua ANABC, ABCD, ACDA, ADAB no-
bujaMo pemom

AB + BC > AC, BC+CD > BD, CD + DA > AC, DA+ AB > BD.
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CabupameM OBUX HEjeIHAKOCTU HOOUjaMo
2(AB+ BC +CD + DA) > 2(AC + BD),

OHOCHO 1a je 30up aujaroHasia 4eTBOPOYIJIAa Mamu 01 obuMa.
[Mpumenom mejemuaroctu Tpoyriaa na ANABO, ABCO, ACDO, ADAO no-
oujamMo pemoMm

AO + BO > AB, BO+CO > BC, CO+ DO >CD, DO+ AO > DA.
CabupameM OBUX HEjeTHAKOCTU HOOUjaMO
2(A0+ BO+CO+ DO) > AB+ BC+CD + DA,

onuocuo AC'+BD > (AB+ BC+CD+ DA)/2, tj. 36up aujaroHasa 4eTBO-
poyraa je sehu on momyobuma. (Tamrenra 65, cTp. 38, 3an. 4)

5. Oszmaummo ca a uckas ,,Ana je Uctunomyouh”, tj. a =,,Ana je Vcrtu-
vomyOuh” (rama umamo ma je —a =, Auna je Jlazkeruh”), ca b =, Baune je
Uctunomyouh” u ca ¢ =,,Buana je Uctunomyouh”. Aununa usjasa, ,,Mau
ja wmu Dade mpumamaMo pa3jndnTo] MOPOIUNU O OCTAaJe ABOjure”, ce
MOKE MPEICTABUTHU KAo:

A= ((ayb)A(ayc))y((ayb)A(byc)).

O3HAYMMO JI€BU IO OBOI MCKa3a ca L = ((a Vb)A(aY c))7 a IeCHU ca

D = ((a VOYA (DY c)) Hanpasumo oxrosapajyhy Tabaumy MCTUHUTOCTU

(y ropmoj nmosnosunu Tabaune, rae je Ana Jlaskeruli, MopaMo ma cTaBuMO
u ucka3 —A, jep je o Tauam):

|a|b|c|a!b|a¥c|b¥c|L|D|L¥D|ﬁA|

0j0j0] O 0 0 010 0 1
0(0]1 0 1 1 010 0 1
0(11]0 1 0 1 011 1 0
011 1 1 0 110 1 0
11010 1 1 0 110 1
1101 1 0 1 011 1
11110 O 1 1 00 0
1111 0 0 0 00 0

Ucka3 A je tauan y canemehum cayuajesuma: a =0, b=1, ¢ =0; a =0,
b=1,c=1,a=1,b=0,c=0umwa=1,b=0, c=1. Mebyruwm, y
cayuajesuma a =0, b=1,¢=0ua=0,b=1, c=1 Aua yBek Jaxke, Tako
Ia OH HUje Morao ma usroBopu uckas A. Ilakmie, natu uckas je Tayan caMo
y cayuajesuma a = 1, b=0,¢c=0wuna=1,b=0, c =1. Axo Ana nawxe,
OHZIa mocMaTpaMo Heranujy —A u oHa je Tauna y caydajesuma a = 0, b =0,
c=0ua=0,b=0, c=1. 3ajeqauuro 3a cBa oBa 4 cayuaja je b =0, Tj.
Baue je Jlaskeruh.
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Tpehu pa3zpen - B kareropuja

1. U3 natux ycaosa je mi-m = |m|? =
m -1 = |m|-|7i| - cos(n/3) = 3, m-p = |m|-|p|- cos(m/2
|7i| - |p] - cos(m/3) = 3, ma je
|@|? = (3% + 271 — p) - (3m + 271 — )
=9m-m+4n-a+p-p+12m -7 — 45 - p— 6m - p = 100,
=(m—+2p) - (m— 71+ 2p)
M AR-A+A4p-p—2m -1 — 47 - p+4m-p=11.

1bf?

I
S

Omasze je |@ =10 u |b] = V11. (Tanrenra 66, ctp. 38, 3an. 2)
2. Bugmeru 1. 3amarak 3a 2. pazpen A kareropuje.

3. IlpermocraBumo npBo na je x > 7. Tanma meBa cTpana jemHadyuHe naje
ocrarak 6 mpu gememy ca 7. MeDhyrum, kako KBaapaT HUjeTHOT TPUPOTHOT
Gpoja He maje ocrarak 6 mpu mememy ca 7 (moryhwm ocramm cy: 0% = 0,
(£1)2 =1, (£2)2 =4, (£3)2 =2 (mod 7)), y oBOM cayuajy jeqHAUMHA HEMA
pemema. [Ipeocraje jom na ce ucnurajy caydajeu 1 < z < 6. uperraom
IPOBEPOM Ce yCTaHOBBaBa na cy pemewma (z,y) € {(4,10),(5,14)} (razna
mvamo 4! + 76 = 24 + 76 = 100 = 10% u 5! + 76 = 120 + 76 = 196 = 142).

4. Hera je AB = a u CD = b. Wzabepumo tauxky P ma crpamunu BC
tako na Baskn BP/PC = a/b. 3arum, mzabepumo tauxy N € BD Tako
na je NP || CD, a sarum un tauxy M € AD tako ma je MN | AB.
Konauno wmzabepumo taury @ € AC tako ma je MQ || DC. IoBomuO
je morazatu nma je MNPQ pombd, jep Ttama tauke M, N, P, @ upu-
nazgajy mcToj paBHu. 300r HauuHa omabupa Tavaka u TajecoBe TeopeMme
je BP/PC = BN/ND = AM/MD = AQ/QC, na je QP | AB, n camum
tum M N PQ je mapamenorpam. Hame, uz QP || AB u NP || DC je no
P CP NP BP NP b-BP

TanecoBoj TeopeMu — = — u —— na je —— = =1,
a

BC b  BC’ QP a-CP

IOTO 3aBplIaBa Hall JOKa3.

Ox 2013354
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5. Ompemumo yuenuke koju he cemeru y mpsom pemy. OBo cy yueHUnu
KOjU pajie IPBY WU APYTY IPYILY 3aJATAaKa, TAKO a4 TO MOKEMO YPaIUuTH
Ha 2 HAUYMHA. 3aTUM, y CBAKOM peny Tpeba pacnopemutu mo 10 yueHuka
y NPOM3BOJLHOM pENOCHIeny. 3a CBAaKM pen TO MOkemo ypamutu Ha 10!
HaunHA, TAKO Ma je Tpaskenu 0poj pacmopena jemmax 2 - (10!)2. (Tanrenra
62, crp. 38, 3ax. 1)

UYerBpTu pa3spen - B kareropuja

1. Heka je myskmua cTpanuie KBaapara KOjU UMHU OCHOBY KyTUje jeTHAKA
a, a myxwHa BUCuHe jemHaka b. Tama je V = a?b, a mospmmHA KyTuje
jemmaka je P = a® + 4ab. Tlo ycmoBy 3amaTka, TOTPeGHO je OAPEIUTH a

u b Tako ma mpu ycaosy V = a’b mospmuHa KyTuje Oyae MuHUMATHA. V3
[aTOr ycJoBa je b = ma je ToTpeGHO OOpPEeIUTN MUHUMAJHY BPEIHOCT

$yHIKT]E

a?’

4v
P(z) = 2* + —.
x
Ia 6u y tauku a pysrnuja P(z) mmana muaumyMm norpebHO je ma je 0 =
4v
P'(a) = 2a——5, omwocro a = V/2V. Kaxo je P'(z) > 03ax >a, a P'(x) <0
a

3a 0 < & < a, y Taury a je MuanMyM QyHEIMIje P(x).
Iakme, na Ou ce ynorpeduiao MUHIMAJIHO MaTeprjaia noTpebHO je HalpaBu-

v
TH KyTHjy uUdja je OCHOBa KBaapaT cTpaxuie a = v/2V, a Bucuna b = { 1
(Tanrenra 66, crp. 38, 3amx. 3)
2. Yeemmvo cvene 2(r — 1) =t n a(a — 1) = b u pemumo jennauuny
0="0(t+1)2 = (b+1)3%2 = b’t> — (b> + 3b + 1)t2 + 3%t + b2 (%)

N3 nonasme jemmaumue 3HAMO ma je b jenHo pememe jenHaumbe (), ma
nememen b*t3 — (b% + 3b + 1)t2 + 3b%*t + b? ca t — b mobujamo

0= (t—b)(b** — (3b+ 1)t — b).

Camum TuMm, pemema jemuauune (x) cy t1 = b u

3b+ 1+ /962 +6b+ 1 + 463

t fmd
3 202

IIpumerumo na je

46 + 9% 4+ 6b + 1 =4a®*(a — 1)* + 9a*(a — 1)* + 6a(a — 1) + 1
=4a5 — 12a° + 21a* — 22a® + 15a® — 6a + 1
=(2a® — 3a* + 3a — 1)?,
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a - 7—2a3+6a2—6a+27—2(@—1)3i_a—1
(a—1)2" ° 7 2a%(a — 1)2 a2(a—1)2 a2’

Ilakie, moBOJBHO je pemmru ciaenehe Tpu jennauune

na je to =

a 1= a—1
@z =T

z(z—-1)=ala—1), z(xz—-1)=

. 1++/1+4a(a—1) 1+ (2a-1)
Pemema npBe jemHaumHe Ccy 12 = 5 = 5 ,
OMHOCHO 1 = a U T = 1 — a. Pemema apyre jennauuse cy

1 4a 1 a+1
=—-|1x4/l1+ — | ==-(1%£
34Ty < + (a—1)2> 2 ( a—lD7

. Pemema tpehe jennauwune cy

=)

. Kako je z; € {0,1}, 3a 1 <i <6, To cy a4, 3a

OHOCHO T3 = ury =

a—1 1—a

1 4(a —1) 1
Y TRV S P2 I S
75675 < a2 ) 2 (

a—1

Q|

OIHOCHO Iy = u xg =

1 <1< 6, pemmema moveTHE jeTHAYNHE.

3. Hpumermvo na je [z + 5] > |z, [z + 2] > (o + 2] u 2+ 2] > [+ 3].
JlaTa jenHauyrHa €KBMBAJIEHTHA je CUCTEMY KOju ce mobuja kKanga ce CByIa
Heje IHAKOCT 3aMEHU jeTHAKOUINYy.

Bpoj ¢ € R nuje pememe jemnaumua |z + %J = |x] ako m camo ako je
T € [k + %, k+ 1) 3a Heku 11e0 Opoj k. CaMuM TUM, CKYII pellena NPeTX0aHe
jemmaumae je R\ Uyey [k + 2,k +1). Cmano, jensaunna |2+ 2| = [z + 2]
mva ckyn pemema R\ Uyey [+ 2,k +3), a jenmaumna [z + 2| = [z + 3
cryn pemema R\ (J,cz [k + %, k+ %) Ckyn periema IOYETHE jeHAYNHE je
IpeCceK OBUX CKyHOBa, OXHOCHO:

U ([kwé) u [k+%,k+%)u [k—i—%k—i—%))

keZ

4. IlomTo je mpecek paBHU U HapaJjesONuIena IeTOYrao, TO PABaH IPecerna
5 crpana mapaJesnonunena. Heka je KLMHP matu meTtoyrao, Tako na je
K e AA,, L € BBy, M € CCy, H € C1Dy u P € D;A; (Bumetn ciuky).
Taure K, L, M, H ce Hana3e y UCTOj paBHU, Ia Kako ce npase KL u HM
He cexry, 10 je KL | HM. Cununo je LM || KP.

[Mponysxumo mysxku KP u MH no wmuxosBor mpecera O. Tana je KLMO
mapaJiesorpamM, ma je

LM = KO =KP + PO u LK =MO=MH+ HO.
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Kako je LM, KP,LK,MH € {1,2}, nobujamo na je LM =LK =2u KP =
MH =1, asarum u HO = PO = 1.

Pasmorpuvo cama APOH. Kako je PH € {1,2} u 360or mHejemHakocTu
rpoyraa PH < PO+ HO =1+ 1 = 2, nobujamo na je PH =1, tj. na je
APOH jemnarocrpanununu. Onartie mvmamo na je <PHO = <HPO = 60°,
na je <PHM = <HPK = 120°. U3 napanenorpama KLMO je <KLM =
<POH =60° u <LKP =<LMH = 120°.

Hakme, ueTupu yria naror neroyria jemHaka cy 120°, a jeman 60°.

Ox2013454

5. Dpoj Oujernuja Ha CKyIy O YeTHUPHU €JIEMEHTA je jemHakx Opojy mep-
MyTanuja Ha CKYIy Ol YeTUPU ejleMeHTa, OHOCHO 4-3-2-1 = 24. Kako KOH-
CTaHTHUX (yHKIUja nMa 4, a ykymas 0poj ¢pymEkmuja je 4* (cBaku enement
cryna {a,b, ¢, d} ce MOxKe CIUKATU y IPOU3BOJLAH eJIeMeHT cKyna {a, b, ¢, d}),
TO je Tpaskenu 6poj jemmak 4*—24—4 = 228. (Tamrenta 69, cTp. 12, M1062)
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PEIIIEIHLA 3AITATARKA JPKABHOI' TAKMMYEILEIHLA N3
MATEMATHWKE YYEHVKA CPEAOILNX ITKOJIA, 16.03.2013.

ITpBu pa3pen, A kareropuja

1. Osmaummo ca T;, i = 1,2013, reskumre Tpoyraa A;B;C;. Hexka je a; =
m7 b_; = TEZ uc, =TC;,i=1,2013, rue je T'=T,. Ioka:xkuMo HAjIpe Oa
je Ty = Ty, mro 3a mocaenuny mva 1; = T, i = 1,2013. Ilomro je T TexumTe
tpoyraa Ay B1Cy, Baxku aj + bz +¢1 = 0. U3z medpunnmjuje rauara Az, By u
Cy uMaMo a5 = ﬁ(b} +kei), by = k%rl(c_i +kay) mcés = %ﬂ(di —l—kb_i), na je
as + b; + ¢5 =0, omaocuo T je tesxgumre Tpoyraa As BsCy.

N3 nepunnnmje raurke As mmamo

1 . 1 .
n=— (kb ﬂ)zi(kﬁ K2d) + kb)
4 k+1( 2T e) = Gy \Pa T Rartat i
1 - K —k+1
= (K@ +b+E)+ (2 —k 1*):7-i
(k+1)2 ( (a1+ 1+Cl)+( + )al (k+1)2 ay

[Mocnenmwa jemmarkoct yra3dyje ma cy tauke 1, A; u Az KojuHeapHe, ma
npasa Aj;As canpsxku tauky 1. Awnasorso, npase ByBs u C1C3 camnpxke
tauky 1, na ce upase A1 A3, B1Bs u C1C3 cexy y tauku T. Ciauuno, 3a-
KbydyjeMo na ce npase Ao Aok 3, Bogyr1Bogis 1 Copy1Coryisz, k= 1,1005,
cery y tauku 1. Ilaxne, T € AjAspis, T € B1Bag1s, T € C1Co013, unme je
IOKAa3 3aBPIIEH.

2. Hera je k2 + pk? = a?, Tj.
E2(k 4 p) = a®. (*)

Hokaskumo majupe na p{ k. Ipernocrasumo cynporHo, Tj. na je k = pl 3a
mexo | € Z. Tana ce mocMmarpana jemmaumna csomu Ha p2l2(pl + p) = a3,
tj. p?I2(1+ 1) = a®. Omarae 12(1 + 1) = [ + [> mopa GuTtu moTHyH Ky6.
Mebytum, Basu 12 < 13+ 1% < 3+ 312+ 3]+ 1 = (I + 1)3, xourpamuknuja.
Tume je noxaszano ma p {1k, tj. na cy k u p y3zajamuo npoctu. Mebhyrum,
Tana cy u k u k + p yzajaMHO IpOCTH, Na U3 jeqHaunHE (*) 3aKIbY4yjeMO
na k> m k 4+ p oba mopajy 6urm normynu Ky6osu. Omatie je k = ki u
k3 +p =103 najep=>b—k}=(b—kp)b>+ bk + k?). Karo je p mpoct
6poj u b? + bk + k? > 1, mopa Baskutu b — k1 = 1, 1j. k1 = b — 1. Ilaxme,
p=0b%—(b—1)3 = 3b%2—3b+1, omakyie HEMOCPEIHO CIemu TBPheme 3a1aTKA.

3. Horaxumo na je Bpennoct uspasa (ab—1)(ac—1)(ad —1) jenuara mHymnu.
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Kopumhemem matux ycioBa mMamMo

(ab—1)(ac —1)(ad — 1) = a®bed — a®(be + bd + cd) + a(b+c+d) — 1
=a? — a(abc + abd + acd) + a(b+ c+d) — 1
=a® — a(abc + abd + acd + bed) + abed 4+ a(a + b+ c+d) —a® — 1

1 1 1 1
—a<a+b+c+d ———————— >—
a

OBum cMo mokasaau ga je 1 € {ab,ac,ad}, nma rako je abed = 1, 10 je u
1 € {ed,bd,bc}, a camum TaM cy Gapem msa on 6pojesa ab, ac, ad, be, bd,
cd jemHaKA.

4. Paznoxumo tabiay Ha YeTHUPU CKyNa [I0JbA YUjU Cy EJIEMEHTU O3HAUEHU
uCTUM OPOjeM Ha HAPETHO] CIIUIN:

1212111212
4131413143413
(2112111212
4131413143413
(2112111212
4131413143413
(2112111212
4131413143413
Ip 20131A 4

ITocmaTpajMo kpasmeBe KOju Cy mocTaBheHu Ha Tabay. Kpamesm ymyTap
ICTOr CKyIla Ce He Halalajy, Ia YKOJIUKO HEeKa TPU Ol O3HAYEHA UEeTUPU
CKyma camp:ke mo 6ap 5 kpasma, AOKa3 je 3aBpiieH. Y CYIpPOTHOM y Oap
IBa Ol OBUX CKyIOBa ce He Haja3u Bumie on 4 kpasma. Mebyrum, Tana ce
y IBa ckymna Hajasu oap 41 —8 = 33 kpaJspa, mTO je HeMoryhie jep cBaku
CKyIl canp:ku 1o 16 moJsba.

Ilpyru pa3pemn - A kareropuja

1. Y saBucnoctu on D = b? — 4c¢ pasnukyjemo cienehe ciayuajese:

1° D > 0. Tanma cy pemema 12 peajHu OpojeBU, T€ je DATH YCJIOB €K-
BUBAJICHTAH Ca T12 € [-1,1]. OsmauuMo kBaapaTHy (YHKIU]Y 224 br+c
ca f(z). llorpeGHU 1 DOBOLHU yCIOBU 1a cy 00e HeHe Hyjle y MHTEPBAIY

[-1,1] cy:

Pemasamem omrosapajyhux mejempaumba mobujamo —2 < b<2, ¢c>2b—1,
c>—b—1. Tauke pasuu bOc KOje 3a10BOJbABA]Y OBE yCJIOBE CY CBE TauKe
u3Han mpaBux ¢ = b—1 uw ¢ = —b — 1, 3a koje Baskm —2 < b < 2. Y3
TOo M3 ycaoBa D > 0 mMaMO na BaKU C < b2/4. Ilocnenwy nejemmakocT
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3a/10BOJbaBajy Tauke WCIOM Tpaduka KBagpaTtHe dymrmmje ¢ = b?/4. Kako
je v?/4 > b— 1, 10 je rpaduk KBagpaTHe QyHEIUje ¢ = b%/4 uzHanm mpase
c=b—1, mpu yemy umajy 3ajemruury taury (2,1). Cmawmuno, 360r b?/4 >
—b—1, rpaduk pyurmmje c = b?/4 je mznan mpase ¢ = —b—1, mpu yemy mmajy
3ajemqaunury tauky (—2,1). VI3 cBera HaBemeHor nobujaMo ma Cy pelema y
OBOM CJIyuajy CBe Tauke obsactu F| (BUIETH CIUKY y3 3aIaTaK).

2° D < 0. Y oBoM ciyuyajy peuema Cy KOHjyrOBAHO-KOMILJIEKCHU OpPOjeBU.
3aro je |z1| = |x2|. Kako je ma ocmosy Bujerosux dpopmyna |c| = |z1z2| =
|z1]|z2| = |21|%, TO je |z1] <1 & |c| < 1. Ilakne, y oBoM ciyuajy mobujamo
Tauke usHAA rpadura ¢yEEnUje ¢ = b?/4 3a koje Baxku ¢ € [—1,1]. Tume
cMo mobusu obsact Fy.

Tpaskena obmact F mpencrasipa yHujy obaactu Fy u Fh, OAZHOCHO TO je
Tpoyrao ca temenuma A(—2,1), B(2,1) u C(0,—1). 3aro je mospmmua
obnactu F jennaka 4.

N /
AN /
A /
F;
XC
Ve N
Ve N
Ip 20132A 1
2. Hexra cy uzbpucane taure 11, To, ..., Ti. Hera cy meby mpeocramaum
TaukamMa maTa ABa MUCjyHKTHa ckyma {Ai, As,...,Ap} u {B1,Ba2,...,Bn}.
[Ipema ommcanoj ocobuHHM, y NOJNA3HOM CKYIy IIOCTOjU Tadka Koja je
moBe3aHa IysKUMa O3HaueHuM ca + ca taukama Ay, Ao, ... Ay, T, 1o, .o T,
a O3HaYeHMM ca — ca raukama Bi, Bs, ..., B,. Ona je ouuriemnHo pasiau-

unTa o1 ¢BUX m3bpucanux. Jlakie, CKyI mpeocTajmx Tavyaka 3a,10BOJbABA
ATy OCOOUHY.

3. Ilokaskumo na Ana uma moOeTHUYKY CTPATErU]jy.

[Momenumo xkapTume y mapose: (20,21007) (21 21008) ). Tana
Ana 6upa KapTuIe TAKO Ia U3 CBAKOT mapa mzabepe TAUHO jenHy KapTUIly
(ITO OH OUUIJIIETHO MOKE YUUHUTH).

BpojeBu koju ce Hasasze Ha KapTUNaMa Yy KCTOM Mapy nOajy UCTU OCTa-
tak mpu gememy ca 2'0°7 — 1. Bamcra, maposu cy obmmka (2¢,2171007) 34
i € {0,1,2,...,1006}, a Bazgm 2¢H1007 — 20 = 2¢(21007 _ 1) m1o je memmso
ca 21997 _ 1. Kako Ana u3 cpaxor mapa Oupa IO jeJHY KAPTUIY TO je
A=20 42t 422 4 421006 = 21007 1 = (mod 2!°97 — 1), na je 6poj A
nemus ca 21907 — 1. Kako je A= B (mod 2'°7 — 1), 10 je u B nemuso ca
21007 _ 1 a cammm tum H3 (A, B) > 21097 — 1, ynme je mokas 3aBpmes.

1006 92013
91006 o

4. Osmaummo ca M u N penom cpenumta nyxu AB u DE. Heka je H'
Tauka cumerpuana taukn H y onnocy ma N. Tana je wersopoyrao EHDH'
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napasenorpam (jep My ce mamjarosaJie mosose), na je <H'DFE = <DEB =
90° — <CED u <H'ED = <EDH = 90° — <FEDC. W3 oBuUX jeiHAKOCTU
sakmpyuyjemo na H' opromenrap tpoyria CDE.

Tpoyraosu CAB u CDE cy cauunu (uerBopoyrao ABDE je tetusan, na
je <BAC = <EDC un <ABC = <DEC). Tlpu toj cnmuunoctu taukama M
u H y ANCAB oarosapajy tauke N u H' y ACDE. Heka je M’ tauka
cumerpuuHa tauku M y ommocy Ha Tauky N. JloraxkuMo ma y mpeTxo-
nHOj camuHocTy Tauka M’ onrosapa Tauku K. Tpoyrao MED je jenna-
KOKpaku, ma kako je N cpenumre nyxu D, to je MN 1L ED, nu camum
tum M'E = M'D. Taxobe, uersopoyrao EM DM’ je mapanenorpam, na je
<M'DE = <MED. Kako je M meHTap KPY:KHUIE OMUCAHE OKO TETUBHOT
uerBopoyria ABDE, to je <EMD =2<EBD, na je <MED = <ACB, a
camum M 1 <M'DE = <ACB. Kako je K optounentap tpoyria AOB,
10 je <KAB =90° — <OBA = <ACB, na je ADEM' ~ AABK, wto je u
tpebano mnorazatu. Cana je <NH'M' = <MHK, na rakxo je <MHH' =
<NH'M’ (jep je HMH'M' mnapanenorpam), to je <MHK = <MHN,
omuocuo Tauke H, N u K cy 3aucrta KOJUHEADHE.

M s OK

Tp 2013 2A 4

Tpehu paspen - A kareropuja

1. 3a cBaky k-topry ckyn-unrepBasa (Aj, As..., Ar) Koja 3amoBosbaBa
ycioBe 3anaTka ypamuhemo cienehie: mamumeMo pemoM ejeMeHTe CKyTa
{1,2,...,n}, HA CcBaKM OX KpajeBa CBAKOT O] CKYI-WHTEPBAJA IOMUIIEMO
L,aperpany”’, u 3aTuMm OpojeBe 3aMeHMMO Kpysknhmnva. Ha mpumep, 3a k =
2, n =4 u cxynose A; = {2}, As = {2, 3,4}, nanucauau 6ucmo

1 1] 2] 3 4 |

o | | o | o o |

Ha oBaj maumn nobujamo pacnopen n kpyskuha u 2k nperpana. C o63upom
na je ckyn A; menpasan, usmeby k-te u (k+ 1)-Be nperpane Mmopa ce Haja-
3utu Oap jeman kpyxuh. Ilakne, ako yrJOHUMO jeman kpy:xkuh mameby
Te mBe mperpamne, mobujamo pacmopen n — 1 kpyskuha m 2k mperpana.
[IprmernMo 1 1a je oBa Be3a k-TOPKM CKYyN-UHTEPBAJa KOjU 3a10BOJHABA]Y
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yCcJoBe 3amarTka u pacmopena n — 1 kpyskmha u 2k mperpana OujeKkTUBHA,
n+ 2k — 1)

Ila TpayKeHUX pacuopena nMma ( o)

2. Hexka je S cKkyn cBuX peajHUX KOHCTAHTU C KOj€ 3a10BOJbABA]Y HABEAECHU
YCJIOB.
IlokasxkmMO Hajupe na je cBaka HyJja IOCMATPAHOr IIOJIWHOMA IO MOIYIY

. Tana

1
Beha ox 7" IIpernoctaBuMo cynporHO, Heka je Pla) =0 u |af < 3

je Ha OCHOBY IPOIY/KeHEe HejeTHAKOCTU TPOYyILJa
lao| = |ana™ + an_1a" ' + ...+ aral < |apa”| + an_1a" 7 4.+ |arol

1 1 1
=lanllaf™ +|an-1lla]" ™ + ... +|ai]la] < ao| ( * et _>

on T gn—1 2
1
:|aoﬁ (1—’§E>.

N3 nocaenme vejequnaroctn nobujamo na je |ag| = 0, mTo je y cynpoTHOCTH
ca yciaoBuMa 3anartka. Jlakie, 3 €s.

[Mocmarpajymo nomuroM P, (z) = 2" + 2" 1 + ...+ 2 — 1 u nokaszkmMo 1a 3a

11 1
—i——). Kopurmrhemem

n > 2 oBaj IOJMHOM UMa HYJIy y WHTEPBAJY (5, 515
n

HejeTHAKOCTHA

1 n
(1—1——) <e,saceeneN, u 2" 1>n4+1, 3an>2,
n

MaMO
P, 1+i = 1+i ﬂ_l
"\2 2n) \2 2n) 1-(+5)

_|_

:n+1. 1_i. 1
n—1 2n

n+1 1\n n+1 1
2omloaedn a-mle 2ot
n—1 n—1 ~ n-1
. 1 1 ]
Kako je jom P, 5)= "o < 0, a P,(z) menpernana QyHKIN]a, 3aKLYIY-
1 1
jemo ma moctoju 6poj a, € (5, 3 + 2—> rakas ga je P,(a,) =0.
n

1
Ji| ,e< =+ —
akrJie, ¢ 2+2n

KOHCTaHTa.

, 3a ceako n € N, ma je ¢ < > OIHOCHO 3 je TpaskeHa

3. Ilpomabumo Hajupe tpakene GpojeBe kojuMma je uudpa jemuauna (y
nexaqHoM 3anucy) jensaka 1. Bpoj 1 oumriienHo 3amn0Bo/baBa yciioBe 3a-
natka. Heka je 3aton = lay ...axl, k > 0, naauaapom 3a Koju cy u 6pojeBu
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n?,n?, ... mammapovu. Onu ce 3aBpmasajy madpom 1. Iokxazahemo ma

mocToju cTemen 6poja n Koju He moumme madpom 1. IIpsa muappa Gpoja nl,
l € N, jemnaka je memom memy 6poja (1 +h)!, roe je h =0,a;...a,1. Hexa
je i majsehn mpupoman 6poj 3a koju je (1 + h)! < 2 (takas 6poj mocrojm,
jepje 14+ h <2 alim,,io(l+h)" =+00). Tana je

2< (L+h)* <2(1+h) <4,

Te je mpsa madpa 6poja (1+ h)' Tt a Tume u 6poja nitl, jemmara 2 wmm 3,
ma n't! muje namuuapom. Iakme, jemuEu Gpoj Koju ce 3aBpmaBa MuGPOM
1 u 3amoBOJ/baBa ycioBe 3amaTka je 6poj 1.

Axo je n Opoj Koju 3amM0BObABA YCIOBE 3aaTKa UKje je Mocaenma mudpa
jemmaka 9, omma 6u m 6pojesu n?, (n?)? (n?)3,... 6w mamuEapOMHU ca
nocyueqmHoM udpom 1, mrTo cmMo nokazanu ga Huje moryhe. CramdHO, ako
je mocienma muppa O6poja n muppa 3 uam 7 M ako OM OH 3a10BOJHABAO
yCIIOB 3amaTka, oEma 6u m 6pojesu nt, (nt)?, (n)3,... 6umm mamuEIpOMU
ca mocienmoM mudpom 1, mrTo omer Huje moryhe. Ywkosuuko je mocien-
ma (a TuMme u mpBa) mudpa 6poja n mappa 5 wau 6, oxna Gpoj n? moumme
nudpoM 2 unn 3 ako ce n 3aBpImaBa DUGpPoM b, a mudpom 3 unn 4 y caydgajy
na ce n 3aspirasa muppom 6. 3aTo ce Opoj n He MOsKe 3aBpIIaBaTy NUGPOM
5 mau 6. Y cayuajy ma ce 6poj n 3apmasa mudpom 2 nim 8, ona Ou ce
opojesu n?, (n*)?, (n*)?,... sappmasamu muppom 6 u Gunu Gu TATUHPOMH,
mTo cMo Buzenun na wuje moryhe. Candgno, ako je mociemma nudpa 6poja
n jemHaka 4, onma 6u ce 6pojesu n?, (n?)?, (n?)3,... sappmasamu madpom 6
n 6uinu 6u nmasuHEApPOMHU, MTO je HeMoryhe. Kako mocienma nudpa 6poja n
He Moke Ouru 0, mOKa3ayu CMO na je jeauHu OpOoj ca TParKeHOM OCOOUHOM
opoj n =1.

4. TIlo ycnoBy 3amatra je <MAN = <A,AC, a kako je 2 < A AC =
<A1C1 By, 10 je <MAN = % <t A1C1B;. Heka npasa cuMeTpudHa IPaBoOj
AN y omuocy ua upaBy AM ceue npaBy A1C7 y tauku K. IIpernocrasumo
na ce K wmanaszu ma nysu A;Cp (caumuno mocrymamo u y ciaydajy pa K
auje ua nyxu A1C7). Tama uz <NAK = 2< MAN = <NC1K caemu na
rauke K, C1, A u N nexe ma ucrom kpyry. Hame, <NKA = <NC1A =
90° — % < A1C1B; = 90° — % < NAK, na je tpoyrao ANK jennakokpaku,
1j. AK = AN. Iarae, tpoyraosu AMK u AMN cy nomymapau, ma je
IKMA=<AMN, wro je u Tpebayio KOKA3aTH.

C

A C1 B
Ip 2013 3A 4
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YerBpTH paspen - A kareropuja

1. Ilonasna jemnauuwHa je nepuHucaHa 3a OpoOjeBe KOjU 3a00BOJHABAjY
yeaose ¢ > 0 m 22 —x +1 > 0. Kako apyra HejemHakoCT BaEkn 3a
cBe peasiHe OpojeBe, TO je moBossHO ma je x > 0. Ilocmarpajmo m3spas
3(x+1 z+1
L(z) = ( ) _ .
NG Viz—xz+1

x+1 1

1 T 1 \/E—f——ﬁ
L(:z:)—3<\/5+—> —27_3<\/5+—> S VTTVE
\/E 7\/1\;51“"1 \/5 /./L'_].‘f'%

na je L (1) = L(z). 360r oBe jeHAKOCTH 3aK/bydyjeMO A4 YKOJIMKO j€ HOKH
6poj = pememe jennauune L(x) = a, oHIA je pelleme Te jeqHauuHe u Opoj

Kako je x > 0 Baxm

s Haxkne, na 6u jennaumua L(x) = a nMasa TAYHO jETHO DeIlene, HY:KHO

1
je ma OpojeBu x u — Oyny jemHaku, ma kako je x > 0, o je x = 1. Ilomro je
x
L(1) =4, jenuua BpenHOCT mapamMerpa @ KOja MOKe OUTU pellerne 3a1aTKa
je a=4.

Pemmmvo jemmaumny L(z) = 4. Hera je y = /a + Hama jemnauuna je

L
NG

€KBUBAJICHTHa ca Y - =4, 1p; yemy BayKU

=)

1 / 1
y—\/E'i‘ﬁ)Q \/E'ﬁ—z

dymrmmja [ : [2,00) = R nmedumumcama ca f(y) = je cTporo

1
VY =3

omanajyha, ma je wena majseha spemmocr f(2) = 1. 3aro je (ma mcrom

. 1
uvaTepBaty) ¢yukuuja g(y) = y - [ 3 — ﬁ) KA0 IIPOW3BOI IBE MO-

sutuBHe pactyhe ¢ymruuje pacryha. Iakue, jemmauuna ¢(y) = 4 moke
vmatu (10 y) HajBume jenHo pememe. OUUIienHO pelmeme Te jenHavnHe
je y =2, a 36or HaBeneHOT u jenuuo. V3 y = 2 mobujamo z = 1. OBuM cmo
IOKa3aau ma je 4 jemuHa BPEAHOCT 3a @ TaKBa [a MOJAa3HA jeIHAUNHA UMa
TAYHO jeIHO PENIeHkeE.

Apyeo pewewe. Hera je L: (0,00) — R, nedpunucana ca

3z+1) a+l
N3 Vi —z+1

L(z) =

Huje temko yrBpauTu na je
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OakJie 3aKbYUyjeMo na je mocMmarpaHa (QyHKUMja cTporo omanajyha mza
narepsaay (0,1), nok je na uarepsaay (1,+00) crporo pacryha. Onasne,
kako je lim, o, L(x) = 400 u lim, o L(z) = +00, 360r HEIpeKuIHOCTH
dyuruuje L umamo na jennauuna L(r) = a uMa jeJUHCTBEHO DENICHE AKKO
jea=L(l) =4 (3a a >4 nocMaTpaHa jeIHAYNHA UMa TAYHO ABA DELICHA,
oK 3a a < 4 Hema pemema). V3 cBera HaBeneHoOr 3akmbydyjeMo xa je a = 4
jenrHa BpeIHOCT mapaMerpa Koja 3aJ0BOJbaBa YCJIOBE 3aaaTKa.

2. Ob6enexumo ca A cKyn cBUX CKOpPO OuHapHUX OpojeBa, a ca B ckym
B={n—-0b(n):neN\{1}}, rge je b(n) 6poj jenuuuna y GuHAPHOM 3ALICY
opoja n. Ckynosu A u B cy jemHaku. 3aucra, 3a CBAKM CKOPO OMHAPHU
Opoj m Basku

m=2" —1)4+ ...+ (2% —1)=2% 4 ...+ 2% —p(2" 4+ ...+ 2%) € B.

Basku u o6puyTO, ako je m € B, tana je m = n — b(n) 3a Hexku TpuposaH
opoj n Behm ox 1, ma je n = 2% + ...+ 2% u 3aT0 je

m=n—->bn)=2"+.. . +2% —k=02" -1 +...+ (2% -1) e A

(YKOMMEKO y mpeTXoHoM u3pasy noctoju cabupak 2°—1 mera nzocrasmamo,
Tj. MoskeMo mpernocrasutu ga je a; € N, 3a 1 <i<k).

[Mporabumo 201429*2-tu 6poj nmo Besmuman y ckymy B. ®ymrmuja f(n) =
n —b(n) je weonanajyhia u npuroMm Bazku:

f@2n)=f(2n+1) u f@2n+1)< f(2n+2),

3a CBaKWU NPUPOAaH Opoj n. 3aucra, nmapad Opoj 2n y OUHAPHOM 3aIUCy
ce 3apmasa ca 0, na je b(2n + 1) = b(2n) + 1 u oryx f(2n) = f(2n + 1);
akKo ce HemapaH Opoj 2n + 1 y OumHApPHOM 3amucy 3aBpliaBa ca TadHo k
jemmavmna (k> 1), rana je b(2n+1) =b(2n+2) — 1+ k > b(2n + 2) u 3aro
je f(2n+1) < f(2n+ 2). Hakue, saxu f(2) = f(3) < f(4) = f(5) < f(6) =
f(7) < ... ma je k-tm Gpoj mo Besmumnm y ckymy B sampaso f(2-k) =
f(2-k+1) u3aro je N = f(2-20142012) = 2. 20142012 — p(2 - 20142912). C
o6zupom ma 22013 | 2.20142012) 5 22014 4 9. 20142012 zaxmyuyjemo ma cy
nocaemmux 2014 madpapa 6poja 2 - 2014212 y Guraprom zamucy 100...00.

20

13
IMocremmux 2014 madapa y OGumaprOM 3amucy 6poja 2 - 20142012 — 1 cy

011...11. O 6 6a 6poj j
crane nuppe y OmHapHOM 3ammcy oba Opoja ce momymapajy

2013
u 3aTo je b(2-2014%012 — 1) — p(2 - 2014%°'2) = 2012, onakne ciemu na je
N —2013 = f(2-20142°12) 2013 = £(2-20142012 _ 1), ma je u N — 2013 cxopo
ounapaU 6POJ.

3. Osmaummo ca O nenrap onucane Kpysxaune tpoyriaa ABC, a ca M u
01 pemom cpemumra nysxu BC u AH. Kako je O1H = OM un O1H || OM
uversopoyrao Oy HMO je mapanenorpawm, na je MH || OO,. Tauke A u D
Cy TpecedHe Tauke KPY:KHUIA onucanux oko Tpoyriosa HB1Cy u ABC),



62

na je AD HOpMAaJIHO Ha MPaBy KOja MPOJIa3u KPO3 MEHTPE OBUX KPY/KHUIA,
omuocuo OO0 L AD. Kako jeu DH | AD, 3akmyuyjemo na tauke D, H, M
npunaznajy jensoj npasoj. OBoj mpasoj npunana u tauyka F' cumerpuyna ca
Ay omuocy Ha O (AF je upevynur kpyskuune onucane oxo rpoyraa ABC,
na je <ADF = 90°). 36or EF | AE u BC 1 AF 3akmyuyjemo gna je
EF | BC, na je H oprouenrap tpoyraa AFT, rane je T npeceuna Tadka
npasux AD u EF. Onasne je TH | AF, a Baxxku u ¢ | AF, na T npunana
npasoj { u THNAF = {L}. Hame, xaro je BCFFE jemmakokpaku Tpames,
10 je ME = MF, na us3 HM = EM (jep cy tauke H u E cumerpuune y
onnocy ua npasy BC) zakmyuyjemo na je HM = MF. Cana, uz Tanecose
reopeme umamo TK/KH = FM/MH = 1, na je K cpequmre TH, onaoCHO
rauke D, E, K, L, M u O nesxe na OjuaepoBoj kpyskaunu tpoyraa AFT.

Ip 2013 4A 3

4. IlpermocraBumo na 3a n € N onncana ¢yuruuja [ mocroju. 3a
x = (z1,...,2,) € {0,1}" u ¢ € {1,2,...,n}, o3HAUNMO ca ;(X) HU3 ©3
cryma {0,1}" koju ce mobuja 3amenom 6poja z; Gpojem 1 — x; y HU3Y X.
IIpenuzuuje,

0i(x) = (x1,..., i1, 1 — 24, Tig1, ..., Tp).

3a cBaro x nmamo zxa je {f(p1(x)),..., f(pn(x))} ={1,2,...,n}, jep je 360r
nmaror ycaosa f(pi(x)) # f(p;(x)), 3a 1<i<j<n.

Osmaunmo ca S ckyn csux maposa (x,y) € {0,1}" x {0,1}" rakBux na ce
X W y Pa3iuKyjy y Ta4HO jemHO] KoopmmHaTh 7 3a koje je f(y) = 1. Ha
OCHOBY HPETXOIHOT 3akmpydyjemo ga je |S| = 2", Hera je k = |f*1{1}|.
3a cBako y € f {1} mocToju TauHO N HM30Ba X KOjU Ce OX Y PA3IUKy]y Y
TauyHO jenHoj koopauHartwh, na je |S| = k-n. U3 osora cmemm na n | 2™ ma
moCTOju TpUpoaaH 6poj m Takas ma je n = 2™,

I[Ipernocrasumo cama ma je m martu meo Opoj u ma je n = 2. 3a cBako
x € {0,1}", o3naunmo x = (x1,...,2,). Hedpurnmumo f(x) kao HuM 36up
CBUX OHUX MHIEKCA { < n 3a Koje je x; = 1 YKOJInKO je oBaj 30up pa3audur
on 0 minu ka0 n axo je oBaj HuM 36up jennar 0 (mum 36up GpojeBa a u b je
O6poj unja je k-ta nudppa y OMHADHOM 3amucy jenHaka 1 ako U caMo ako Cy
k-te nudpe y GunapHuM 3anucuMa 6pojeBa a u b pazmauyure). IIpumernmo
na je Ha oBaj HaumH QyHEKIUja [ KOOpO AepuHUCAHA, jep je HuUM 30up
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opojesa mamux on 2 yBek Mamu on 2. Tarobe, 3a HU30Be X U Y KOju ce
Pa3NuMKyjy y TAYHO ABe KOOpAMHATE ¢ U j, He Moske BasgkuTy f(X) = f(y), jep
cy y cynporHoM 6pojeBu ¢ u j jennaxu. Jlakise, cBako n = 2" 3amoBoJraBa
YCIIOBE 3aIATKA.

ITpBu paszpen - B kareropuja

1. Hera je f(z) = |z — 1| + | + 2|+ 2z. Tana je

-1, <=2
fle)=4q 2¢+3, -2<z<1
dr+1, =z =>1.
Hakae, f(z) > —1, na 3a a < —1 jennauuna mema pemema. Ako je a = —1

CKyn pemema jequauute je (—oo, —2]. ame, npumernmo na 3a —2 < x < 1
Baskn —1 < f(x) <5, a3a x> 1 Baxu f(x) > 5. Harze, aro je —1 <a <5

jemHaumHa ce cBomu Ha 2r +3 = a, a 3a a = 5 HA dx + 1 = a. Y mpBOM
a—3 a—1
CIyYajy pellewme je © = ——, a y APYIOM & =

2
ctp. 9, M1036)

(TamrenTa 68,

2. Hexka je Cp rtaura y yHY-
Tpammoctu yriaa BAC taksa na
je <dBACy; = <B1ACy u ACy; =
AC. Tama 36or maumaa omabupa
Tauke Cy mu AB = A{B; Baxn
AABCQ = AAlBlOl, Ia je BCQ =
BlCl. Kaxko je AC = ACQ7
10 je AACC, jenHakokpaku, IIa
je <ACCy; = <AC,C. Capna je
4BCCy < <ACCy, = <ACC <
<BC2C, mna kako je Hanm Behuwm
yruiom tpoyriaa BCCy Beha crpann-
na, To je BC > BCy = B1(C4, mro je
u Tpebaso MOKA3ATH.

Co

Tp 201315 2

3. Heka cy martu 6pojesu a,a + 1l,a+ 2,a+ 3,a +4,a +5. Mebhy marum
OpojeBuMa mMOCTOje 3 MapHa U TPU HEmapHa U TAYHO jeJaH ox OpojeBa a u
a+5 je memapan. Hera je a menapan 6poj (CIMYHO MOCTYIAMO YKOJIUKO je
a + 5 menapan). ITocmarpajmo Gpojese a, a+2 u a+ 4. IIpumerumo na je
TAYHO jemaH ol OBUX OpojeBa memus ca 3 (ako je a nemus ca 3 tana a+ 2
un a + 4 HuCy memuBu ca 3; ako @ maje ocrarak 1 mpu gememy ca 3 6poj
a+ 2 je memus ca 3, a a + 4 Huje; ako @ naje ocTarak 2 NIpU AeJLemYy ca 3
Tana je a+4 memus ca 3, a a+ 2 muje). Hera je b omaj on 6pojesa a+ 2 u
a+ 4 xoju Huje memus ca 3. Hokaskmmo ma b 3amoBOJbABA YCIOBE 3aTATKA.
ITpernocrasumo cynporuo. Heka je ¢ € {a,a+1,a+2,a+3,a+4,a+5}\{b}
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Opoj xKoju Huje y3ajaMHO IpocT ca b u Heka je d > 1 3ajeqHMURN qesumialn
6pojesa b u ¢. Tana d memu u b — ¢, na raxo je |b —c| < 4 (36or Haunna
onabupa 6poja b), To d moske 6utu 2 wnu 3. Mebyrum, b Huje nessuB HU
ca 2 vz ca 3. Konrpamukuuja.

4. Hera je E cpemumre nysxu COs.
Kako je O.C = 0,05 = r tpoyrao
010-5C' je jennarokpaku, na je O1F
werosa BucuHa, Tj. <O1EO0 = 90°.
Hera je mpecerk mpasux CD u AB
rauka F. Ilo ycnoBy 3amaTtka je
<TFE = 90°, a AB je raurenra
kpyskHUe ki, ma je u <O\TF =
90°. Iariue, uerBopoyrao O1 EFT je
[IPABOYTAOHUK, 1a je BF = O1T =r.
Heka je CE = z. IIpema mperxo-
maoMm je OoF = CE = x, O F =
EF —OFE =r—u2, u CF = CE +
EF =r+x. Takobe, FD = O;D —
OxF = 2r — (r —z) = r+x, na
J;OKEB};T; FD, mro je m Tpebaio Tp 201315 4

5. Y norazy hemo Bumie myTa KOPUCTUTU UMHCHUILY Ha YKOJUKO cy [ u I’
npaBe HEeKEe PABHU TaKBe Ja Ce Ha MPBOj HAJA3U M, a HA APYroj N Tavaka,
npu deMmy ce mpase | m [’ He CeKy y HEKO] O& OBUX m -+ n Tadaka, Tana
mapoBU OBUX Tadaka oapebyjy ykymHo mn + 2 mpaBux.

Hera cy mate taure T = {Ay, Ao, A3, Ay, A5, Ag}. Hera je m(T) majsehn
Opoj Tauaka OBOT CKyIla KOje Jieske Ha UCTOj mpaBoj. Pasmorpumo ciaenehe
cay4dajeBe:

1° m(T) =6. Tana je p=1.

2° m(T) = 5. Tana je mer Tayaka KOJMHEAPHO, a MPEOCTAJTA TadKa Ca
CBAKOM OJI OBUX Tavaka onpebyje mo jemny mpaBy, Tako ma je p = 1+5 = 6.
3° m(T) = 4. Heka cy 6e3 ymamema ONITOCTA KoJduHeapHe Tauke Ap, As,
As, A, u Hera ce oHe HaJja3e Ha upasoj [. Tauke A; u Ag onpebyjy npasy
I". Axo ce npase [ u I’ He CeKy UM ce CEKy y TAUKU PA3JIUYUUTO] O TAUAKA
ckyna T, tana je p=4-2+4+2=10. Axo ce npase | u !’ cexy y rausku uz T
TO Mopa 6uty Heka on tavaka Ay, As, Az, Ay (jep je mmaue m(T) =5), ma
jep=3-24+2=8.

4° m(T) = 3. Hera cy Ge3 ymamema onmrocTt tauke Aj, As u As komune-
apue u Heka onpebyjy mpasy [. IIpermocraBuMo mpBO ma Cy u mpeocratie
Tauke KosuHeapue u na oapebyjy mpasy I’. Tanma npecek mpasux [ u [
(ako moctoju) He Moske Oumrtm tauka u3 T (jep je mmaue m(T) = 4), na
jep=3-3+2=11. IlpernocraBumo 3aro na tauke Ay, As; u Ag HUCY
roJuHeapHe. Ykoauko npase AjgAs, AsA¢ u AgAs He cery | y HEKO] on
ravaka u3 T, tana je p=3-3+ 3+ 1= 13 (naposu rtauaka uz T onpebyjy
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npase A;A;, 3a 1 <i1<3,4<j <6, upase AsAs5, AsAg, AgAs u npaBy [).
[MpernocraBumo 3aTo na, 6e3 ymamema onmrocTu, npasa A4 As ceue mpaBy
Iy Taukn As. Tanma, maposu tauaka ckyma T \ {Ag} onpebyjy 2-2+2 =06
npaBux. Y KOJUKO ce Ag HaJa3u HA HEKO] Ol OBUX MPABUX, 0€3 yMameHmha
ommrocTtu, Ha Aj Ay, Tana je p =6+ 3 =9. Yroauko ce Ag He HAJA3U HU
Ha jeqHOj OX OBUX IpaBux, Tana je p=6+5=11.

5° m(T) = 2. Y oBoM ciyuajy CBake IBe O HATUX Tadaka ozxpebyjy

pa3aImuuTy IpaBy, TAKO Oa je p = —— = 15.

Iakne, moryhe Bpemnoctu 3a p cy u3 ckyna {1,6,8,9,10,11,13,15}.

Ipyru pa3pen - B kareropuja

1. IIpumermmo na je maTtu m3pal3 Ae@UHUCAH aKO U caMoO ako je x = 30.
Mebyrum, 3a x > 30 Basku 2z + 4 > 64, Te je

Vr—30+V2r+4>04+8=38,

OIHOCHO jenmHO pememne nare jemnauumue je © = 30. (Tanrenra 62, cTp. 3,
Ipumep 5)

2. /la 6w m3pas Ha JIeBOj CTpaHM HejeJHAYMHE OMO neQUHUCAH MOpa Ia
paskn 2° +at — 25 £ 0, ommocuo 23(1 +x — 2?) # 0. 3aro mara HejeaHAUMHA

1-5 0 1+ V5

2 7772 ’
Hegka je f(x) = 3*+4*—5% u g(r) = 23 +a*—2°. Pemmmo mejennauune f(r) >
0 n g(x) > 0. Hejemnauuna f(r) > 0 HakOH memema ca H” eKBUBAJICHTHA

3 x 4 xT

je ca h(z) = (g) + (g) > 1. Kako je h(x) 36up mBe cTporo onanajyhe
¢dyurnuje (momro je excnoHeHnujastHa GyHKOUja ca ocHoBoM m3meby 0 u 1
crporo onanajyha) u cama je crporo onanajyhia. 3aro jennaumna h(x) = 1
MOKe MMAaTU HAjBUIIE jenHo pememe. OuuriemHo pememe Te jeTHAYunHe
je x = 2, ma cy 300r HaBemeHe MOHOTOHOCTH (yHEKImje h(x) cBa pemema
uejequaunue h(x) > 1 sanpaso x < 2. Hawue, f(r) > 0& o < 2.
Pemasame nejennaunne ¢g(z) > 0 cBOAM ce Ha pelmiaBame KBaAPATHE HEjel-
HaJrHe, y3 pa3iinkoBame ciaydajesa = > 0, ogrocuo x < 0. Jobujamo

glz) >0z e (—oo,ﬂ>u(0,l+\/g>.

nma cmuciaa 3a ¢ € D =R\

2 2
Pemema nonasze mejennauune cy cBu O6pojeBu x 3a koje Baxku f(r) >0 u

g(z) > 0, wmm f(x) <0 u g(x) < 0. Onasne, umajyhu ma ymy cxyn D na
KOM TOJIa3Ha HejeHaurMHa UMa CMUCIa, noOMjaMo na Cy pellema MOJa3He

HejeTHAYUNHE
1—-+5 1 5
T € (—oo, 2\/_> U (O, +2\/—> U[2,00).
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3. Jemwo pememe je k = 1: Tama nesa crpana ushmocu 2!! = 2, a nmecua
(1-2)!! =21l = 2. Morazkumo ma He moctoju k > 2 Koje je pememe mare
jemnaumnue. IIpernocraBumo cynporro. [Ipumerumo na je npBu ABOCTPYKU
(ParToOpumjes ¢ JeBe CTpaHe CACTABJLEH CAMO OJ JeJHOT YMHUONA, APYTH O
nBa umHUMONa, Tpehm on Tpm uuHMOmA, WUTA. MOCAEmmU OX k UYMHUIATA.

Ilakie, seBa cTpaHa IPOU3BOL je YKYIHO 1+2+3+- - +k = kD) yymmnana.

2
IIBocTpyku parTopujel Ha NeCHOj CTPAHU CACTaBJ/heH je TakoDe o k(k+1)
py puj A ) CTP Je A =

ynHKIana. lIpuMernMo na cy YMHUOIM C JIeBe CTPaHE jeNHAKWU, PenoM: 2,
2,4,2, 4,6, ..., 2k — 2, 2k, IOK Cy UMHUOUU C NE€CHE CTPAHE JENHAKU: 2,
4,6,8, ..., k(k+1)—2, k(k+1). Onasze je jacHO ma je CBAKU UMHUIALL
Ha JIEBOj CTPAHU MAmU O HheMy oAroBapajyher mo peny Ha HeCHO] CTPaHU
(ocum mpBor, Kaza BasKM JeLHAKOCT), Te je 3a k > 2 jeBa cTpaHa CTPOIO
Mama OJ IECHE.

4. Hera je <DAB = a u <ABC =
B, a I mpeceuna Tauyka CUMETPAJA
yrana ABC u crpanune CD. Heka je
FE raura crpanurne C'D takBa na je
DA = DE. Tlo ycunoBy 3amaTtka je
EC = CB. Yersopoyrao ABCD je
TeruBaH, na je <ADE = 180° — 3, u
caMUM TUM

180° — <ADE 8

2 2
Ananorno je <CBE = «/2. DBe3 ymamema ONIMTOCTA MOMKEMO TIPeT-
nocrasuTu na je « > B (y cayuajy a = 8 je E = F). Tana Basku pacuopen
D—FE—F—C, naus <AEF = 180°— 3/2 u <ABF = (3/2, 3akmyuyjeMo na
je BFEA rerusan uersopoyrao. Onmasne je <FAF = <EBF = (o — 3)/2,
na je <DAF = /2 + (o — f)/2 = a/2, mT0 je n Tpebaso mOKA3aTH.

Ilp 201320 4

<DAE =

5. Oxpemumo npBO 6pOj peniewma jenHauvHe T +y =n —k y AaTOM CKYILY.
Tana je x <n—k u 3a cearko 0 < x < n— k nmocroju tauno jemnuo 0 <y < n
Tako ga je r +y =n — k. Ilakmre, oBa jennaumaa nMma n — k + 1 pemema.
IokaskuMo u ma jemHaumHa T +y =n + k uma n — k + 1 pemema y marom
crkyny. Raro je 0 < y < n, o je x > k. Tarobe, 3a cBako k < z < n
mocroju tavno jemuo 0 < y < m TAkKBO ma Baxku * +y = n + k, ma u oBa
jemHaumua uMa TadHO N — k 4+ 1 pemema y 1aTOM CKYITy.

Tpehu pa3zpen - B kareropuja

1. OppennmMo jemHaunHy IpaBe ¢ Koja canp:ku Bucury us temena C' maror
rpoyraa. Koedunujent npasna npase koja canpsu ocHosuny AB je 1/2,
ma je KoepuuujeHT mnpaBua npase ¢ jenHaxk —2. Jlakue, jenaunHa OBe
npase je y = —2x + ¢, 3a Heko ¢ € R. Karo je C € ¢, 10 je 8 = =2+ ¢, na
je ¢ = 10, onnocHo jemmauumna upase ¢ je y = —2x + 10. Hera je D(u,v)
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Tavka mpeceka mpaBux p m ¢q. Tanma je u —2v = —20 u 2u +v = 10, ma je
D(0,10). Iakne, CD = /(1 —0)2 + (8 — 10)2 = v/5, ma raxro je C'D Bucuna
tpoyraa ABC, a 15 merosa nospmuna, 10 je AB = 61/5. Hexka je A(a1,as),
B(b1,b2) (Moskemo mpermocTaBuTn ma je as < by). Taura D je cpemmmre
nysxu AB, na je a1 + by =0 u as + by = 20, a camum tuMm ae < 10. Ilame,
npema mperxomoM je 3v5 = AD = /(a3 —0)2 + (az — 10)2, ma kako je
a1 = 2a2 — 20, TO KBAIPUPAKLEM IIPETXOMHE jeTHAKOCTU I00UjamMo

45 = (2as — 20)* + (ag — 10)? = 5a3 — 100az + 500,

1j. ag = 7. Cana je A(—6,7) u B(6,13), na je jennauyuna npase Koja caap:Ku
kpak AC : x — Ty + 55 = 0, a npase koja canpsku kpak BC : x —y+ 7= 0.
(Tamrenrta 63, crp. 33, 3am. 2)

2. Hera je S = sin26° - sin58° - sin 74° - sin 82° - sin 86° - sin 88° - sin 89°.
Kopucrehu sina = cos(90° — @), kao u sin 2« = 2 sin « cos o, UMaMo

S =c0s64° - cos32° - cos 16° - cos 8° - cos4° - cos2° - cos 1°

_ cos 64° - cos32° - cos 16° - cos 8° - cos4° - cos2° - cos 1° - sin 1°

sin 1°
_ cos 64° - cos32° - cos 16° - cos 8° - cos4° - cos 2° - sin 2°
N 21sin 1°
~ cos 64° - c0s32° - cos 16° - cos 8° - cos4° - sin4°
N 22sin 1°
cos 64° - sin 64° sin 128°

26 sin 1° T 27sin1°’

ITomro je sinx < x, 3a ¢cBakKO MO3UTUBHO X, a sin 128° > sin 135°, mobujamo

_ sin128° _ sinl135° /2 V2 45V/2

© 27sinle T 27sinl°  28sinZ5 T 2% & 64w

mTo je u Tpebaso moKa3aTu.

3. Ipumerumo ma je 165 = 220 = (219)2 = 10242 = (-1)? = 1 (mod 25).
Onpemuvo 3ato ocrtarak npu aememy 32013 ca 5. Karo je 31 =1 (mod 5),
10 je 32013 = 3 (mod 5), na je 163" = 163 = —4 (mod 25). Ipu Tome
1632013 je memuB ca 4, ma mocienme OBe NUPpE y AEKATHOM 3alUCy YMHE
6poj roju je memuB ca 4 m maje ocrarak 21 npm nememy ca 25. JenuHn
oBakaB 6poj je 96, ma je mudpa mecermna maror 6poja 9, a mudpa je-
muHATA 6.

4. Hera je ABCD upaBunan terpaenap crpanune 1. Hberosa mospmmHa
je V/3, ma mOBpIIMHA IMCTA HANMPA KOJU T'a IPEKpuBa Mopa ouru Gap v/3.
Ha ciunu je mpuka3as manup DOBPIIMHE \/3 KOJUM Ce MOKE MPEKPUTH TATH
rerpaenap (E je cpemmmre ny:xu BD).
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5. Jloraskmmo ma Ana yBer Moske mobemutu 6e3 063upa Ha TO KAKO UTPa
Bpanmko. Hawume, ako Bpamko 6upa n = 1 Ana ouurnemuo mobebyje, a
VHAYEe OH UI'pa Ha cielehm HauYwH: y OpBOM IOTely Oupa m =5, a y Apy-
TOM H;Cella MoJhe Koje ce Haja3u y tpehoj Bpctu m apyroj rosmouu. [Iper-
MOCTABUMO 114 Hallla TBPAMA HUje TaYHA, Tj. Aa 3a HEKO n > 2 bpaHko Moke
npekputu nobujeny tabiay TpuMuHUMA. Taga TPUMUHO KOjU IIPEKPUBA
oJbe Koje ce Hajgaszum y Tpehoj BPCTU M IPBOj KOJOHU IIPEOCTAIa ABa
IoJba UMa y APYTOj WM YETBPTOj BPCTU. 300T cUMeTpuje, MOKEMO IPET-
IIOCTABUTHU [a IIPeocTaja OBa I0Jsa uMa y aApyroj spctu. Mebyrum, tana
He IIOCTOjU TPUMUHO KOju 0e3 IpeKjamama Ca OCTAJUMa MOKEe IPEKPUTU
[IPBO [OJbE Yy NMPBOj BPCTU. KOHTpAIUKIM]A.

UYerBpTu paspen - B kareropuja

1. IIpumeTumo na je

la| =V/12 +12 - /22 + 12 .- /20132 + 12

bl =/ (=1)2+12 - \/(=2)2+12 - ... /(=2013)2 + 12,

na je |a| = [b].

2. Hexa je p(x) = 220834220104 42348 u ¢(v) = 22 —2+1. [Ipumermvo na
q(x) mva nBe pazmuumte HysTe o u 3. MHOkemeM jennakocT a? —a+1 =0
ca a+ 1 mobujamo o® +1 =0, u comruno 32 +1 = 0.

Ocrarak npu nesbewmy noauHoMa p(x) ca ¢(x) je cremeHa HajBumie 1, ma

p(x) = q(z) - r(z) + ax + b, (%)
3a meke r(r) € R[X] u a,b € R. IIpumernmo na je
pla) = a2 £ a0 ¢ 1603 18 =(a®) 4 (a®)0 4. 4 ad48=7
u canuno p(B) = 7. Cana, samenom x = aux = 3y (%) nobujamo 7 = aa+b

u7=af+0b, na kKako je a # 3, 1o je a = 0 u b = 7, OOHOCHO TpasKEeHU
ocrarak je 7. (Tamrenra 64, crp. 40, 3anx. 15)
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3. Rakocy a+1,b+1, c+1ud+ 1 uudpe, to je a,b,c,d < 8. V3 ycaosa

20 2(1000a + 100b + 10c + d
?”: (1000a + - + e ):1000(b+1)+100(a+1)+10(d+1)+c+1

HakoH cpebuBama mobujamo

100(17a — 28b) = 3333 4 28d — 17c. (%)
Kako cy d u ¢ nuuppe ve Behe on 8, mmamo
—136=28-0—17-8<28d —17¢ < 28-8—17-0 = 224,

ma 3a mecHy cTpany jennaumbe (%) Baskm 3197 < 3333 + 28d — 17¢ < 3557.
Tarobe 36or (x) mmamo 100 | 3333 4+ 28d — 17¢, na HA OCHOBY MPETXOTHUX
HejeqHakocTn MMaMo na je 17a — 28b € {32,33,34,35}. Pasmorpumo 3ato
cnenehe ciyuajese:

1° 17a — 28b = 32. Kako 4 memm 28 u 32 1o 4 memu a. Kaxko je a mudppa (u
Beha je om 0), To jemuno moske ouru a € {4,8}. Henocnennom nposepom
3a a = 4, omgocHo a = 8, mobujamo b ¢ Z. 3aro y OBOM ciaydajy HeMa
pemema.

2° 17a — 28b = 33. W3 17(a — b) = 11(3 + b) nobujamo ma 11 | 17(a — b),
onuocuo 11 | a —b. Kako cy a u b nudpe, 1o je |a —b| < 11, ma je a = b.
MebyTtum, 3a a = b mHema pemema, jep je 17(a —b) =0 < 11(3 +b).

3° 17a—28b = 34. Kako 17 meau 17 u 34, o 17 | b. Oryna, kako je b mudpa,
mopa 6utm b = 0. Tana je a = 2. Cana 360r (%) Tpeba pemmuTyn jeqHaunHy
28d — 17¢ = 67. Ouuro ¢ He MOxke Outum mapua nudpa. 3a ¢ = 1 gobujamo
d = 3. Henocpennom nposepom 3a ¢ € {3,5,7} nobujamo na d ¢ Z. 3aro je
Yy OBOM CIy4ajy jeAwHO pememe n = 2013.

3° 17a—28b = 35. Kako 7 mequ 28 u 35, o 7 | a. 3aro je a =7 (jep je a # 0),
omarie je b= 3. Cana ocraje ma pemwumo jenuauuny 28d —17¢ = 167. 360r
28d > 167 umamo d > 6. Hemocpemmom mposepom 3a d € {6,7,8} mobujamo
na ¢ € 7Z. 3aT0 1y OBOM CJIy4dajy HEMa pPelena.

W3 cBera HaBemeHOr 3akmydyjeMo Oa je jeanHn OpPOj KOjU 3a10BOJHABA
ycioBe 3anatka n = 2013.

4. Hera je <BAC = «a, <ABC = 3, <BCA =+ (f > v) u Hera je A; npecek
npasux AE u BC. Kako je AE nponasu kpo3 oproienrap tpoyriaa ABC,
to je AA; | BC. Takobe, raro je <HC1A = <HB;A = 90°, 10 ce Taura
A Hasa3m HA KPY/KHANU OMMCAHO] OkO Tpoyraa HBiC;. Ilpumernmo na je
<HBA; =180°— <BB1C —<BCB; =90° —v u <FBA; = <FAC =90° —~
(rkao yraosu mHang teruBoM EC kpyskHuue onucane oko tpoyria ABC), na
Kako je <BA1H = <«<BAFE, 10 je ABA1H =2 ANBAE, a camum tum HA; =
FA;. Cana je AKHA; =2 AKFEA;, na je <HKA; = <FKA;, a camum
um u <HKE =2 << HKC. Heka je M mauka npeceka npasux AB u HL.
Tana je <AMH = <AC 1By = v (yrioBu ca napaJielHUM KpanuMa), Ia je
<HKC =<MKC =<MBC —<AMH = 8 —~, omnocuo <EKL = 2(8 — 7).
IMame, <EDA > <ADH =90° u <EBA = <ABC +<CBE = +<B1BC =
B84 90° — v > 90°, na raro cy <EDA u <FBA yrnosu Han tetusom KA
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KpysKHUIle onmcane oko Tpoyria ABC, To je
<EDA =<FEBA =03+ <B1BC=p+90° -~

u tauke D u B Hajxaze ce ca ucre crpane upase AH. Ilpumerumo na ce
rauke L u C manase ca ucre crpane upase AH (jep je <AHL < 90°), a
rauke D u C ca pasmuuurux crpasa npase AH (jep ce B u D nanase
ca ucre crpane AH). Iakiue, tauke D u L Hasaze ce ca pa3HUX CTDaHa
npase AH, na je <LDA = <LHA (ka0 yraosu man retnsom LA KpyxHUIIE
onucane oko Tpoyraa HBiCh), a kako je <HAL = <HKC (rao yriosu ca
HOpMAaJHUM Kpaimuma), 1o je <LDA = 90°—<HAL = 90°— (5 —~). Konauno
<EDL = <EDA—<LDA = [+90°—~—(90°— (B—7)) =2(f—~) = <EKL,
na tauke D, L, ' u K 3aucrta jgexe Ha UCTOj KPY/KHUIU.

(Bumeru cauky y3 3. samarak 3a 4. paspen A kareropuje.)

5. 3a csary k-topry ckymoBa (A, As...,Ar) KOja 3amoBosmaBa yCiIoBe
3amaTka umMaMo maprunujy ckyna {1,2,...,n} ma k + 1 ckymosa — A,
Ao \ Ay, As\ As, ..., {1,2,...,n}\ Ax. Tarobe, om cBake mapruunuje
(P1,Py,...,Pry1) cryma {1,2,...,n} ma k + 1 ckymoBa moskemMO mnoGUTU
jemuy k-topry (A1, As, ..., Ag) ca Tpaskenom ocobunom (aro je A; = Py,
A, = PUPy, ..., Ay, = PLU...UP, n {1,2,...,n} =P U...UP;C_H).

Ilakie, 6poj TpaskeHUX k-TOPKU jedHAK je OpOojy pacmopena OpojeBa CKyma
{1,2,...,n} y k+ 1 ckynoBa (cBaku 6poj y jeman ckym), mro je moryhe
ypamuru ua (k+ 1)" nauuna.
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