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ПРЕДГОВОР  
 

 

 
Ниедно истражување на човекот не може да се нарече 

вистинска наука ако не е поткрепено со математички 

доказ. 

Проблематична е веродостојноста на тврдењата во 

науките каде што нема примена на ниту една математичка 

дисциплина, т.е. кои не се поврзани со математиката. 

Леонардо да Винчи  

 

 

 
Книгава Репетиториј по елементарна математика – трет дел е наменета за 

ученици од средното образование. Идејата на оваа серија од четири збирки задачи 

е да овозможи повторување на материјалот за кој авторите сметаат дека е 

неопходен за успешно продолжување на студиите на полето на математиката, 

физиката, информатиката, електротехничките, машинските и градежните науки. 

Книгава содржи 480 решени задачи. Како и во првите два дела од оваа серија, така 

и во оваа книга повеќето од задачите кои се на ниво на задачите кои се задаваат на 

општинските и регионалните натпревари по математика, но во книгава се 

поместени и задачи кои со се значително поголема тежина. Оттука, оваа збирка 

задачи може да им послужи и на учениците кои се подготвуваат за натпреварите 

по математика.  

Во книгава четири одделни целини се обработени задачи од експоненцијал-

ните и логаритамсклите функции, равенки и неравенки, тригомотеријата, 

аналитичката геометрија и неравенствата. Притоа, задачите се распределени по 

области. Така, на пример, задачите од неравенствата се распределени во шест де-

ла, и тоа: Елементарни неравенства, Математичка индукција и неравенства, Нера-

венства меѓу средините, Неравенство на Коши-Буњаковски-Шварц, Логаритамски 

неравенства и Тригонометриски неравенства.  

Рецензентите, д-р Слаѓана Брсаковска, д-р Даниел Велинов и д-р Сања 

Костадинова, придонесоа со своите сугестии и забелешки да се подобри содржи-

ната на книгава, за што посебно им благодариме.  

И покрај вложениот напор, не можeме да се ослободиме од впечатокот дека се 

можни значителни подобрувања на оваа збирка решени задачи, како и отстра-

нување на евентуалните пропусти и грешки. Затоа, однапред сме благодарни на 

секоја добронамерна забелешка, критика и сугестија.  

На крајот, ќе ни биде особена чест и задоволство ако оваа збирка придонесе 

учениците да навлезат во тајните на математиката, а посебно ако математиката им 

стане животна определба на некои од нив.  

 

Скопје                  Авторите  

јануари, 2020 г.                 
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I   ЕКСПОНЕНЦИЈАЛНИ И ЛОГАРИТАМСКИ  

ФУНКЦИИ, РАВЕНКИ И НЕРАВЕНКИ   

 
1. ИДЕНТИТЕТИ  

 
1. Нека ,a b  и x  да се позитивни реални броеви различни од 1. Докажи дека  

log

log
1 loga

ab

x
ax

b  . 

Решение. Последователно добиваме  
log

log

log log

log log

log log (log log ) log log log log log

1 1 1 log .

a

ab

a x

b x

x
x a x x a x a x ax

x b
ax a

ab x a b x a x b x

b

      

     

  

2. Нека 0x  . Докажи го равенството  

2 3 !

1 1 1 1
log log log log

...
n nx x x x

    .  

Решение. Користејќи го равенството log log 1a bb a  , за , 0a b   добиваме  

2 3 !

1 1 1 1
log log log log

... log 2 log 3 ... log log !
n n

x x x xx x x x
n n         . 

 

3. Нека 0x  . Докажи го равенството  

1

21 1 1 1 1
log 2 log 4 log 4 log 8 log 2log 2 log 2

... (1 )( )
n n

x x x x xx x
n  

     . 

Решение. Равенството ќе го докажеме со користење на равенствата  

log logn
a ax n x , ( 0x  )    и   1 1 1

( 1) 1k k k k 
  .  

Имаме:  

1 2 2 2

1 1 1 1 1 1
log 2 log 4 log 4 log 8 log 2 log 2 1 2(log 2) 2 3(log 2) ( 1) (log 2)

21 1 1 1 1 1
log 2 2 2 3 1

21 1
log 2

... ...

( ) (1 ... )

(1 )( ) .

n n
x x x x x x x x x

x

x

n n

n n

n

     



      

      

 

 

 

4. Докажи го равенството  

2 2log (log ... 2 )

n

n  . 

Решение. Имаме   
1 1 1
2 2 2 1/2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

log (log ... 2 ) log log (...((2) ) ...) log log 2 log log 2

log (2 log 2) log 2 log 2 .

n n

n

n n n n
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5. Ако a  и b  се катети, c хипотенуза на правоаголен троиаголник и 1c b   и  

1c b  , докажи дека   

log log 2log log .b c c b c b c ba a a a       

Решение. Заради 2 2 2 2c a b b    и позитивноста на броевите ,a b  и c  доби-

ваме c b . Значи 0c b  , 1c b   и 1c b  , па постојат logc b a  и logc b a . . 

Ако го логаритмираме равенството  
2 2 2 ( )( )a c b c b c b     , 

прв пат со основа c b , а втор пат со основа c b , ги добиваме равенствата:  

2log log ( ) 1,c b c ba c b    2log log ( ) 1c b c ba c b    . 

Ако ги поможиме овие две равенства, добиваме: 

4log log log ( ) log ( ) 1 log ( ) log ( )

               log ( ) log ( ) 2

               2 log 1 2log 1 2

               2 log 2log .

c b c b c b c b c b c b

c b c b

c b c b

c b c b

a a c b c b c b c b

c b c b

a a

a a

     

 

 

 

        

    

    

 

 

Од последното равенство следува бараното равенство.  

 

6. Докажи ги идентитетите  

2

2

2 21

1
log 2log( 1 ) 2log( 1 )x x

x x
x x x x 

 
        

Решение. Јасно, за секој реален број x  важи 2 1 0x x   . Според тоа,  

2 2 2

2 2 2

2 2 21 1 1

1 1 1
log log log( 1 ) 2log( 1 )x x x x x x

x x x x x x
x x x x     

     
         и  

2 2 2

2 2 2

2 2 21 1 1

1 1 1
log log log( 1 ) 2log( 1 )x x x x x x

x x x x x x
x x x x     

     
       ,  

Што и требаше да се докаже.  

 

7. Докажи дека  

а) 
1( 1)1

( 1)!
1

(1 )
nn

nk

k n
k






  ,   

б) 1

1

log(1 ) log(1 ) (1 ) log(1 ).
n

k
k

k k n n


       

Решение. а) Имаме:  

2 3 1

2 3

2 3 4 ... ( 1) ( 1) ( 1)1
1 2 3 ... ( 1)!1 2 3 ...

1

(1 )
n n n

n

n
n n nk

k n nn
k

      

       


     

б) Доволно е равенството под а) да се помножи со ( 1)!n  и да се логаритмира 

добиеното равенство. Деталите ги оставаме на читателот за вежба.  

 

8. Ако 0, 1, 0kx x a    и 1( 1,2,3,..., )ka k n   , докажи го равенството 

1 1 11 2
log log log

1 2

1
... ...

log
n

x x xa a an

a a a x
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Решение. Имаме   

1 1 11 2 1 2 1 2
log log log

1 2

1 1 1
... log ... log log ... log ...

log
n x n x x x n

x x xa a an

a a a a a a a a a
x

     
   . 

 

9. Нека 1 2, ,..., kn n n  се сите делители на природниот број n , различни од 1  и 

n . Докажи дека  

2
1 2log

(log log ... log )kn
n n n k    . 

Решение. Нека 1 2 ... .kn n n    Тогаш 1 2 1 1... .k k kn n n n n n n     Оттука 

2
1 2( ... ) k

kn n n n   па според тоа   

1 2log 2(log log ... log )kk n n n n    .  

 

10. Позитивните реални броеви a  и b  го исполнуваат равенството  

2 2log(1 ) log 2log2 1 log(100 ) loga a b b       . 

Пресметај го збирот a b .  

Решение. Од својствата на логаритми добиваме  

  2 2log(1 ) log(100 ) log log4 log10 loga b a b      
 

  2 2log[(1 )(100 )] log40a b ab    

Бидејќи logy x  е монотона функција, имаме  

2 2log[(1 )(100 )] log40a b ab   , 

2 2(1 )(100 ) 40a b ab           (*) 

Од тоа што ,a b  , според неравенството меѓу аритметичка и геометриска сре-

дина  имаме 21 2a a   и 2100 20b b  , при што и во двата случаи важи 

равенство ако и само ако 1a   и 10b  . Значи, ако 1a   или 10b  , тогаш  

2 2(1 )(100 ) 40a b ab   , 

што противречи на (*). Според тоа, 1, 10a b   па затоа  

1 10 11a b    . 

 

11. Најди 35log 28 , ако 14log 7 a и 14log 5 b .  

Решение. Имаме:  
14

14 714 14 14 14 14

14 14 14

1 loglog 28 log 14 log 2 1 log 14 log 7 2
35 log 35 log 5 log 7

log 28 a
a b a b a b

   
   

     . 

 

12. Да се пресметаат lg 2  и lg5  ако се знае дека lg2 lg5 0,210  .  

Решение. Нека 1lg 2 x  и 2lg5 x . Тогаш за 1x  и 2x  важи  

1 2 0,210x x   и 1 2 1x x   

па  затоа 1x  и 2x  се решенија на квадратната равенка  

2 0,210 0x x   . 

Решенијата на ова равенка се 0,7  и 0,3 . Бидејќи lg 2 lg5 , добиваме дека  
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lg 2 0,3  и lg5 0,7 . 

 

13. Нека 0x  . Докажи го идентитетот  

5 2 3 10 55 5 5

551 1 1 1
log log log log log

...
x x x x x
     . 

Решение. Ако го искористиме идентитетот 1(log ) loga bb a  , добиваме  

5 2 3 105 5 5

5

2 101 1 1 1
log log log log

55
log

... log 5 log 5 ... log 5

log 5 2log 5 ... 10log 5

(1 2 3 4 ... 10) log 5

55log 5 .

x x xx x x x

x x x

x

x x

       

   

     

 

 

 

14. Нека , , , 0a b c N  . Докажи дека  

  
log log log

log
log log log log log log a b c

abc

N N N
a b b c c a N

N N N N N N
 

      .  

Решение. Користејќи ги особините на логаритамската функција имаме  

2

2

log log log log log log

log log log log log log

log ( log log log )

log log log

log 1

lo

log log log log log log

abc abc abc abc abc abc

abc abc abc abc abc abc

abc abc abc abc

abc abc abc

abc

a b b c c a

N N N N N N

a b b c a c

N a b c

a b b

N

N N N N N N

  

  

  

 



     

  





2

log log log

log log log

g log log

log

log log log

log
.

abc abc abc

abc

N N Nabc abc abc
N N Na b c

a a a

abc

a b b

N

N N N

N

 

 

 





 

 

15. Нека , 0a x  . Докажи дека 

2 2 3 1

211 1 1

log log log log log log
... log

n n
x x x x x x

n
ana a a a a a

x




  
    . 

Решение. Аналогно како во задача 3 добиваме:  

2 2 3 1

2

2

2

1 1 1

log log log log log log

1 1 1
log 2log 2log 3log ( 1) log log

1 1 1 1
1 2 2 3 ( 1)log

1 1 1 1
1 2 2 3 ( 1)log

211 1

log

...

...

( ... )

( ... )

(1 ) log .

n n
x x x x x x

x x x x x x

x

x

x

a a a a a a

a a a a n a n a

n na

n na

n
an na

x
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2. ЕКСПОНЕНЦИЈАЛНИ И ЛОГАРИТАМСКИ  

РАВЕНКИ И НЕРАВЕНКИ  

 
1. Да се реши равенката  

1 2 3 4 5 63 3 3 3 3 3 364.x x x x x x            

Решение. Имаме  
5 6 4 6 3 6 2 6 1 6 63 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 364x x x x x x            

6364 3 364x   

6 03 3x   

6.x   

 

2. Да се реши равенката 
612 4

2 2 2 2x x x   .  

Решение. Ќе воведеме смена 12x t , 0t  , при што 12 x t , 34 x t  и 26 x t . 

Притоа добиваме:  
3 2

2 2 2 2t t t   . 

Бидејќи 2t  и 
3

2t ,  и t  и 3t  се ненегативни реални броеви, од неравенството  меѓу 

аритметичка и геометриска средина добиваме  
3

3 3 2
22 2 2 2 2 2 2 2 2

t t
t t t t t



       . 

Равенство е исполнето ако и само ако 
3

2 2t t  и 3t t . Во двата случаи добиваме 

дека решенија се 1 0t  , 2 1t   и 3 1t   . Јасно, 3t  не е решение.  

Конечно, решенија на почетната равенка се 1 0x   и 2 1x  .  

 

3. Определи ги решенијата на равенката 

8 27 64 125 24 30 40 60 .x x x x x x x x        

Решение. Ако воведеме смени 2xa  , 3xb  , 4xc   и 5xd  , равенката го 

добива обликот  
3 3 3 3a b c d abc abd acd bcd       , 

каде , , , 0a b c d  .  

Од неравенството меѓу аритметичка и геометриска средина добиваме  

3 3 3

3 3 3

3 3 3

3 3 3

3

3

3

3

a b c abc

a b d abd

a c d acd

b c d bcd

   

   


  


  

         (1) 

Ако овие неравенства ги собереме, добиваме 
3 3 3 33 3 3 3 3 3 3 3a b c d abc abd acd bcd        

3 3 3 3a b c d abc abd acd bcd             (2) 

Во (2) равенство важи ако и само ако неравенствата во (1) се равенства. Во (1) 

неравенствата се равенства, ако и само ако  
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a b c d   . 

Од a c , добиваме 2 4x x . Единствено рашение на последната равенка е 0x  .  

Не е тешко да се провери дека тоа е решение и на почетната равенка.  

 

4. Да се реши равенката  3 81 10 9 3 0x x   . 

Решение. Дадената равенка ја запишуваме во обликот  
1 1

23 (9 ) 10 9 3 0.x x      

Воведуваме смена 
1

9 x y  и ја добиваме равенката 23 10 3 0y y    чии решенија 

се 1 3y   и 1
2 3

y  . Според тоа, 
1

9 3x   па затоа 3 9x   т.е. 2x   и 
1

19 3x   па 

затоа 3 9x   и 2x   .  

 

5. Дадена е функцијата 2( ) ( ) (3 2) 3 1,f x k x k x k       каде   е збирот на 

корените на равенката 16 5 4 64 0x x     и k  е реален параметар.  

а) Да се најде  . 

б) Ако 3,   да се најдат сите вредности на параметарот k , за кои корените 

на равенката ( ) 0f x   се позитивни. 

Решение. а) Со смената 4xy   дадената равенка се сведува на системот:  

2 20 64 0

0

y y

y

   




, 

чии решенија се 4y   и 16.y   Оттука наоѓаме 1x   и 2x  , па затоа 3.   

б) Ако 3k  , тогаш равенката ( ) 0f x   го добива обликот 7 10 0x    и 

нејзиното решение е 10
0 7

0.x   Нека 3k  . Тогаш од Виетовите формули 

следува дека корените 1x  и 2x  на равенката ( ) 0f x   се позитивни ако и само ако 

2

3 2
1 2 3

3 1
1 2 3

3 20 16 0

0

0

k
k

k
k

D k k

x x

x x







     



  


 

 

Од првото неравенство имаме 10 2 37 10 2 37

3 3
[ , ],k    од второто добиваме 

2
3

( , ) (3, ),k     а од третото 1
3

( , ) (3, ).k      Конечно, од пресекот на 

добиените интервали заедно со случајот 3k   добиваме:  

10 2 37 10 2 371
3 3 3

[ , ) [3, ].k      

 

6. Да се определат реалните решенија на равенката  
3

2 7 3 4 38 0,5 1
x
x xx

   . 
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Решение. Имајќи предвид дека 38 2  и 
10,5 2 , дадената равенка ја сведу-

ваме на равенката 
3 4 3

2 7 3 32 2 1
x x
x x
  
   , од каде што добиваме 

3 4 3
2 7 3 32 1
x x
x x
  
 


 . Но 

2 1y   ако и само ако 0y  , па од претходната равенка ја добиваме равенката 

3 9 4 3
2 7 3 3

0x x
x x
  
 
  , која што се сведува на квадратната равенка 2 14 48 0x x   , 

чии решенија се 1 6x   и 2 8x  .  

За овие вредности на x , изразите во почетната равенка се дефинирани, а ос-

вен тоа за нив равенката е задоволена. Значи, равенката има две реални ре-

шенија 1 6x   и 2 8x  .  

 

7. Да се реши равенката  

3 1

3 6 1

2 2
2 6(2 ) 1

x x

x x


    . 

Решение. Воведуваме смена 2xt  . Со замена во дадената равенка се добива 

равенката 
3

3 8 26( ) 1
tt

t t    , која што е еквивалентна со равенката 
32( ) 1

t
t   . 

Од последната равенка се добива 2 1
t

t    од каде што 1t    или 2t  . Со оглед 

на направената смена, t  е позитивен број, па, значи 2t  , од каде што добиваме 

1x  .  

Лесно се проверува дека 1x   е навистина решение на дадената равенка.  

 

8. Определи ги сите решенија  на равенката  

3 3 3 21897x y z   , 

такви што , ,x y z  и x y z  .  

Решение. Равенката можеме да ја запишеме во облик  

3 (1 3 3 ) 27 811x y x z x     . 

Бидејќи NZD(3 ,811) 1x   и  NZD(1 3 3 ,27) 1y x z x    , од последната равенка 

добиваме  

3 27

1 3 3 811.

x

y x z x 

 

  

 

Од првата равенка добиваме 3x  , а втората равенка го добива обликот  

3 33 3 810y z    

3 43 (1 3 ) 3 10y z y    . 

Заради  3NZD(3 ,10) 1y   и 4NZD(1 3 ,3 ) 1y z  , добиваме  

3 43 3

1 3 10.

y

z y





 

 

 

Од првата равенка 3 4y   , т.е. 7y  , а втората равенка го добива обликот 

7 23 3z  , т.е. 9z  .  

Конечно, решение на почетната равенка е 3, 7, 9x y z   . 
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9. Да се реши равенката 
15 8 500

xx x  .  

Решение. Со степенување на степен x  на дадената равенка добиваме  
2 1 2 35 8 2 5x x x x   , т.е. 

2 3 35 2x x x  . 

Понатаму, со логаритмирање имаме  
2

2( 3 ) log 5 3x x x   , 

2( 3)( log 5 1) 0x x   , 

од каде што добиваме 1 2 53, log 2x x   .  

 

10. Во множеството реални броевиа реши ја равенката  
2 4

3log ( 7 9) 8x x x     . 

Решение.  Имаме  
2 4 2 2 2

3 3log ( 7 9) 8 4log | 7 9 | 8 | 7 9 | ( 3)x xx x x x x x x             . 

Од  
2 27 9 ( 3)x x x     

се добива едно решение на равенката 18x  . Од 
2 2

2

7 9 6 9

2 13 0

x x x x

x x

     

 

 

се добиваат две решенија: 0x   и 13
2

x   . Решенија на дадената равенка се само 

0x   и 18x  , бидејќи за 13
2

x   , x+3<0.  

 

11. Во множеството реални броевиа реши ја равенката  

2
2

2 6 9
log ( 2 7)log 4 1.

x x
x x

 
    

Решение. Дадената равенка е еквивалентна со равенката  
2 2

2 4log ( 2 7) log ( 6 9)x x x x        

2 2
2 2log ( 2 7) log ( 3)x x x     

2 2 7 | 3 |x x x    .  

Решението на последната равенка е 5x    и тоа е решение и на дадената равенка.  

 

12. Во множеството реални броевиа реши ја равенката  
1 1

2 2log (9 7) log (3 1) 2x x     . 

Решение. Бидејќи 
1 19 0,3 0x x    добиваме дека дефиниционата област е  

D  . Сега, од 22 log 4  и 2 2 2log log loga b ab   следува дека дадената 

равенка е еквивалентна на равенките  
1 1

2 2 2

1 1
2 2

log (9 7) log (3 1) log 4

log (9 7) log 4(3 1)

x x

x x

 

 

   

  
. 

Според тоа,  
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1 19 7 4(3 1)x x    , 

1 19 7 4(3 1)x x      

2( 1) 1

2( 1) 1

3 4 3 7 4 0

3 4 3 3 0.

x x

x x

 

 

    

   

, 

Воведуваме смена 13x t   и равенката ја сведуваме на квадратната равенка 
2 4 3 0t t   , чии решенија се 1 21, 3t t  . Според тоа,  

1 03 1 3x    или 1 13 3 3x   , 

па добиваме дека 1 0x   или 1 1x  .  

Конечно, решенијата на почетната равенка се 1x   и 2x  . 

 

13. Во множеството реални броевиа реши ја равенката  

12 3

1
2 log 2

log (4 4)
x

x x
 

   . 

Решение. Користејќи ги својствата на логаритамската функција 1
log

log
b

a a
b  , 

log a
ba b  и log ( ) log loga a ac d c d   , дадената равенка ќе ја запишеме во 

облик: 
2 1

2 2 2log (2 4) log 2 log (2 3)x x x     

2 1
2 2log (2 4) log [2 (2 3)]x x x   . 

Воведуваме смена 2x y  и равенката го добива обликот  

2
2 2log ( 4) log [ (2 3)]y y y   , т.е. 2 4 (2 3)y y y   . 

Квадратната равенка 2 3 4 0y y    има решенија 1 1y    и 2 4y  . Равенката 

2 1x    нема решенија, а равенката 2 4x   има решение 2x  .  

Со замена на 2x   во почетната равенка добиваме дека 2x   е решение на 

почетната равенка. 

  

14. Во множеството реални броевиа реши ја равенката  
2 2

3 7 2 3log (9 12 4 ) log (6 23 21) 4x xx x x x       .  

Решение. Бидејќи  
2 29 12 4 (3 2 )x x x     и  26 23 21 (2 3)(3 7)x x x x     , 

од дадената равенка следува равенката  

(3 7) (2 3)2log (2 3) 1 log (3 7) 4x xx x      , 

т.е. равенката  
2

(3 7) (3 7)2[log (2 3)] 3log (2 3) 1 0x xx x      , 

од каде што добиваме  

(3 7)log (2 3) 1x x     или  1
(3 7) 2

log (2 3)x x   . 

Решавајќи ги овие равенки добиваме  

1 4x   , 2 2x    и 1
3 4

x   . 
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Лесно се проверува дека решение на почетната равенка е само 1
3 4

x   .   

 

15. Во множеството реални броевиа реши ја равенката  

3log (4 3 1) 2 1x x    . 

Решение. Дадената равенка има смисол за 4 3 1 0x    од што следува 1
4

3x   

т.е. 1
3 4

logx  . Понатаму од 3log (4 3 1) 2 1x x     последователно добиваме  

 2 14 3 1 3x x   , 

24 3 1 3 (3 )x x    .  

Воведуваме смена 3xy   и од последната равенка ја добиваме равенката 

23 4 1 0y y    чии решенија се 1
1 3

y   и 2 1y  . Според тоа, 1
3

3x  , па е 1 1x    

или 3 1x  , па е 2 0x  . Со непосредна проверка наоѓаме дека 1
1 3 4

logx   и 

1
2 3 4

logx  , што значи дека најдените решенија се решенија и на почетната 

равенка.  

 

16. Во множеството реални броевиа реши ја равенката  
1 1

1
6 6log (3 4 2 9 ) log 5x x

x

 
     . 

Решение. Јасно е дека за 0x   равенката не е дефинирана. За 0x   воведу-

ваме смена 1
x

y  , при што равенката последователно го добива обликот  

6 6log (3 4 2 9 ) log 5y y y     ,  

6 6 6log (3 4 2 9 ) log 6 log 5y y y     ,  

6 6log (3 4 2 9 ) log 5 6y y y     . 

Ако антилогартимираме, добиваме  

3 4 2 9 5 6y y y     ,  

22 2
3 3

3 ( ) 2 5 ( ) 0y y     .  

Воведуваме смена 2
3

( )y t , при што добиваме 23 5 2 0t t   . Решенијата на 

последната квадратна равенка се 1 1t   и 2
2 3

t  . 

За 1 1t  , ја добиваме равенката 2
3

( ) 1y  , од каде имаме 0y  . Равенката 

1 0
x

   нема решенија.  

За  2
2 3

t  , ја добиваме равенката 2 2
3 3

( )y   која има единствено решение 1y  . 

Решение на равенката 1 1
x

   е 1x   .  

Значи, единствено решение напочетната равенка е 1x   . 

 

17. Во множеството реални броевиа реши ја равенката  
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1 log

4 log 110
x

xx


 . 

Решение. Јасно 0x  . Ако ја логаритмираме дадената равенка последователно 

добиваме  
log 1

4
log log 1

x
x x


  ,  

1
4

(1 log )(1 log ) 0x x     

од што следува log 1 0x   или 1
4

1 log 0x   т.е. 1
1 10x   или 4

2 10x  . 

 

18. Во множеството реални броевиа реши ја равенката  
2 2

23 log ( 4 6) 4x x x x     . 

Решение. Ја запишуваме равенката во видот  
2 2log(( 2) 2) 1 ( 2)x x     . 

Бидејќи  
2

2log(( 2) 2) log 2 1x     

следува  
2 2log(( 2) 2) 1 1 ( 2)x x      . 

Равенство е исполнето за 2 0x  , т.е. 2x   кое е и единствено решение на 

дадената равенката.  

 

19. Определи ги реалните решенија на равенката: 

2 3log (1 ) logx x  . 

Решение. Воведуваме смена 3log x y , од каде што се добива 3yx  . 

Заменувајќи во почетната равенка, добиваме 

2log (1 3 )y y  ,  

1 3 2y y  ,  

31
2 2

( ) ( ) 1y y  .  

Едно очигледно решение на последната равенка е 2y  . Ако 2y  , тогаш 

21 1 1
2 2 4

( ) ( )y    и  23 3 3
2 2 4

( ) ( )y   , 

 од каде  

3 31 1
2 2 4 4

( ) ( ) 1y y    . 

Ако пак 2y  , тогаш 
21 1 1

2 2 4
( ) ( )y    и 23 3 3

2 2 4
( ) ( )y   , од каде  

3 31 1
2 2 4 4

( ) ( ) 1y y    . 

Значи, 2y   е единственото решение на равенката 31
2 2

( ) ( ) 1y y  , од каде што 

се добива, (враќајќи се во извршената смена), дека 9x   е единственото реше-

ние на почетната равенка.  
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20. Во множеството реални броевиа реши ја равенката  
2 2

3 4 2 1log (2 1) log (6 11 4) 4x xx x x      . 

 Решение. За основите на логаритмите да бидат позитивни треба 3 4 0x   и 

2 1 0x  , од каде што се добива дека 1
2

x   . За ваквите вредности на x , 2 1x  

и 26 11 4 (2 1)(3 4)x x x x      се, исто така, позитивни. Значи, равенката има 

смисла само за 1
2

x   . По ред имаме:  

2 2
3 4 2 1log (2 1) log (6 11 4) 4x xx x x       

3 4 2 12log (2 1) log (2 1)(3 4) 4x xx x x        

3 4 2 1log (2 1) log (3 4) 3x xx x      

3 4

1
3 4 log (2 1)

log (2 1) 3
x

x x
x


 

   .  

Воведуваме смена 3 4log (2 1)x x t    и ја добиваме равенката 12 3
t

t   , чии што 

решенија се 1  и 1
2

. Заменувајќи ги овие вредности за t  во направената смена, се 

добиваат решенија за x  и тоа 1 3x   , 2 1x    и 3
3 4

x  . Од нив само за третата 

вредност на x  равенката е осмиследна. Значи, единственото решение на дадена-

та равенка е 3
3 4

x  .  

 

21. Во множеството реални броевиа реши ја равенката 

3loglog 33 9x x
x  . 

 Решение. Равенката ја логаритмираме со логаритам со основа 3 , од каде се 

добива равенката  
2

3log 3 (log ) 2x x  . 

Ставајќи 3log x u  и користејќи го равенството 1
log

log
b

a a
b   се добива равенка-

та 21 2
u

u  , т.е. 3 2 1 0u u   , односно 2( 1)( 1) 0u u u    . Според тоа, 1 1u   

и од 2 1 0u u    добиваме 
1 5

2 2
u    и 

1 5
3 2

u   .  

Според тоа, решенија на дадената равенка се 1 3x  ,  
1 5

2
2 3x

 

  и  
1 5

2
3 3x

 

 .  

 

22. Во множеството реални броевиа реши ја равенката  

2log 2( 1) 1
x

x   . 

Решение. По ред имаме:  

2 22log log
2 1 1

x x
x x    

2 22log log
2

x x
x x  

2 2
2 2 22(log ) log 2 (log )x x 

 
2

2(log ) 1x   

2log 1x    



Експоненцијални и логаритамски равенки и неравенски 

  19  

1
1 2

x  , 2 2x  .  

 

23. Во множеството реални броевиа реши ја равенката  

21
2 2 2 2

log [1 log (1 log )]x x x    . 

Решение. Мора да биде 21 log 0x  , т.е. 1
2

x  . Исто така, мора да биде 

21
2

0x x   од каде што следува 1
2

0 x  . Според тоа, множеството решенија на 

равенката е празно множество, па затоа дадената равенка нема еални решенија 

 

24. Во множеството реални броевиа реши ја равенката  

10 10log log 4
4 32 0

x
x   . 

Решение. Јасно е дека равенката е определена за 0x  . За 0x  , 10log x  

можеме да го запишеме во облик  

4

4

log
10 4 10log 10

log log log 4
x

x x   , 

од каде добиваме  

10 4 10 10 104log (log )(log 4) log 4 log 4log
4 4 (4 )

x x x
x   . 

Сега, равенката можеме да ја запишеме во обликот  

10 10log log
4 32 4 0

x x
   ,  

10log
2 4 32 0

x
   ,  

10log 24 4
x
 ,  

10log 2x  .  

Значи, решение на равенката е 100x  . 
 

25. Во множеството реални броевиа реши ја равенката   
7

4 6
log 2 log 0x x   . 

Решение. Дефиниционата област D  на равенката е определена со 0x  , 1x  . 

Дадената равенка е еквивалентна со  

2

71
6log 2

log 2 0
x

x    , 

односно со  
71

2log 2 6
log 2 0

x
x    . 

Воведуваме смена log 2x t , со што последната равенка се трансформира во 

26 7 3 0t t   , со решенија 1
1 3
t   и 3

2 2
t   .  

Конечно, враќајќи се во смената, добиваме 8x   и 
3 2
2

x   , вредности кои 

припаѓаат на дефиниционата област на појдовната равенка, па се и нејзини 

решенија. 
 

26. Во множеството реални броевиа реши ја равенката   

2 2
2log ( 7 10) 3 cos( 7) 1 1x x x       .  
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Решение. Мора да биде 2 7 10 0x x    , од каде што се добива 2 5x  . 

Исто така, мора да биде 
2cos( 7) 1 0x     од каде се добива 

2cos( 7) 1x   , 

т.е. 2 7 2x k   , k  или 2 7 2x k  , k . Од 2 7 0x    добиваме 

2 7 2x k   каде што 0,1,2,...k  . Затоа, 22 4 7 5x k     каде што 

0,1,2,...k  . За 0k   и 1k  , x  не постои во множеството на реалните броеви. За 

2k   се добива 3x  , а за 3k   се добива 29 5x    што не е можно. Значи, 

равенката има смисла само за 3x  , а тоа е и нејзино решение.   

 

27. Нека 0, 1; 0, 1a a b b    . Во множеството реални броеви реши ја равен-

ката  

log log log log .a b a bx x x x   . 

Решение. Последователно добиваме  
log log log log

log log log log

2

2

2

log log (log log )

log log log( ) log [log log( )]

log log log( )

log [log log( )]

1 .

x x x x

a b a b

x x a b

x x ab x x ab

x x ab

x x ab

x x ab

  

  

    

 

 

  

  

 

28. Нека a  и b  се рационални броеви такви што 1a  , 0b   и bab a  и 
3ba

b
a . Определи ги вредностите за a ?  

Решение. Прв начин. Со логартимирање на дадените равенства со основа a  

добиваме  

log log

1 log

log 1

b
a a

a

a

ab a

b b

b b



 

 

   и   

3log log

1 log 3

log 1 3

ba
a ab

a

a

a

b b

b b



 

 

 

Сега од последните две равенки имаме  

1
2

1 1 3

4 2

b b

b

b

  





 

Со замена во равенката bab a  добиваме  
1
21

2

21
4

2 4

a a

a a

a a

 





 

Бидејќи 1a   добиваме дека 4a  . 
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Втор начин. Од 3ba
b

a  следува дека 1 3bb a   . Ако замениме во bab a ќе 

добиеме 2 3b ba a  . Од условот 1a   добиваме 2 3b b  , 1
2

b  . Сега ако 

замениме во bab a  имаме 
2
a a , од каде добиваме дека решение е 4a  . 

Според тоа, 4a   е единствениот број за кој се исполнети равенствата.  

 

29. а) Нека ,a  . Во множеството реални броеви реши ја равеката  
lg 1

4 (lg 1)10
a x

b xx


 . 

б) За 1a b   најди ги решенијата на равенката.  

Решение. Со логаритмирање на дадената равенка со основа 10 се добива:  
lg 1

4
lg (log 1)lg10

a x
x b x


   

од каде после средувањето добиваме  
2lg (1 4 )lg 4 0a x b x b    . 

Последната равенка при 0a   е квадратна со непозната lg x  и решенијата на 

истата се  
24 1 (4 1) 16

2
lg

b b ab

a
x

   
 , 

а ако 0a   е линеарна со непозната lg x  и нејзиното решение е 4
1 4

lg b
b

x


 . Во 

првиот случај решенијата на равенката се  
24 1 (4 1) 16

2
1/2 10

b b ab

ax

   

  

а во вториот случај  
4

1 410
b
bx  .  

За да равенката има реални корени при 0a   треба дискриминантата на 

квадратната равенка по lg x  да е ненегативна од каде што се добива условот 

2(4 1) 16 0b ab   , т.е. 16 ( ) 8 1 0b a b b    .  

Во случајот кога 0a   равенката има решение ако 1 4 0b  , т.е. 1
4

b  .  

б) Ако 1a b  , тогаш 
3 5

210x


  т.е.  110x   и 410x  .   

 

30. Најдете ги сите вредности на параметарот k , за кои што равенката  

2lg( 2 ) lg(8 6 3) 0x kx x k      

има двоен корен, а потоа одреди го тој корен. 

Решение. Дадената равенка ја трансформираме во квадратна равенка  
2 (2 8) 6 3 0x k x k      

која што има двоен корен ако дискриминантата е еднаква на нула, т.е. ако  
2(2 8) 4(6 3) 0k k    , 

односно 2 14 13 0k k   . Оттука 1 1k  , 2 13k  .  

За 1k  , почетната равенка го добива обликот  

2lg( 2 ) lg(8 9) 0x x x     или 2 6 9 0x x    , 
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од каде што следува 3x  .  

За 13k  , на сличен начин наоѓаме дека 1 2 9x x   , но за оваа вредност на 

x  логаритмот не е дефиниран.  

Значи, единствена вредност за k  е 1, и во тој случај 3x  .  

 

31. Нека 1a  . Во множеството реални броеви реши ја равенката  

2log 3log 0ax a x
a a  . 

 Решение. Имаме  

2

2

2

2

5 4

2

31
log log

log 3log

log log

log

log log

log 3log 0

0

0

0,

a a

a a

a a

a

a a

ax a x

ax a x

a x ax

ax a x

a x

ax a x

a a







 

 





; 

и притоа треба да е 1
a

x   и 
2

1

a
x  . Според тоа, 5 4log 0a a x  , т.е. 

4

1

a a
x  .  

 

32. Во множеството реални броеви реши ја равенката  

8log log .... log logx ax x
a a a x    , 0a  . 

Решение. Имаме  

8log log .... log logx ax x
a a a x    , 0a   

log 2log .... 8log logx x x aa a a x    , 0x   

36log logx aa x  

236log 1a x   

1
6

loga x    

Решенија на равенката се: 6x a  и  
6

1

a
x  .  

 

33. Определи ги сите цели броеви x , за кои 2
2log ( 4 1)x x   е исто така цел 

број.  

Решение. Цели броеви x  за кои 2
2log ( 4 1)x x   е определен се  

( ,2 5 ,2 5 , )x      . 

Нека n  е цел број за кој постои x  така што  

2
2log ( 4 1)x x n   . 

Тогаш  

  2 4 (1 2 ) 0nx x             (1) 

од каде добиваме 1/2 2 5 2nx    , односно  

2 5 2nx     или  2 5 2nx    . 
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Бидејќи x , постои k  така што 25 2n k  . Значи, доволно е да ги 

определиме сите n  за кои 5 2n  е полн квадрат. Ќе разгледаме неколку случаи.  

а) Ако 0n  , тогаш 22 5n k  , односно 21 2 ( 5)n k  . Бројот 22 ( 5)n k   е 

парен, па според тоа последното равенство не е можно.  

б) Ако 0n  , тогаш 2 6k  , т.е. 5 2n  не е полн квадрат. Значи и овој случај 

не е можен.  

в) Ако 0n  , тогаш 5 2n  е непарен, па затоа 2 1k m   за некој m . Со 

алгебарски трансформации добиваме  
2( 1) 2 1nm m    .         (2) 

Ако 1n  , тогаш 22 1n   е рационален број и равенството (2) не е можно за 

ниту еден m .  

Ако 2n  , тогаш 22 1n   е непарен број а ( 1)m m  е парен, па равенство меѓу 

нив не е можно.  

Ако 2n  , тогаш 2 25 2 9 3   . Со замена во (2) ја добиваме квадратната 

равенка  
2 4 5 0x x    

чии решенија се 1x    и 5x  . Не е тешко да се провери дека за најдените 

вредности за x , 2
2log ( 4 1)x x   е цел број и во двата случаи е еднаков на 2.  

 

34. Во множеството реални броеви реши ја равенката  

4 4 4 4log log log logx a
a x a xa x

ax ax a    , 

каде a  е позитивен реален број различен од 1. 

Решение. Да забележиме дека 1x   и 0x   (за да постои 4logx ax ). Со пре-

оѓање на логаритми со основа a  дадената равенка се трансформира во равенката  

4 1 14
log log

log (1 ) log (1 )
a a

x
a ax a x

ax a    , 

и со понатамошни трансформации го добива обликот:  

2 2(log 1) (log 1)

4log 4log
a a

a a

x x

x x
a

 
  . 

Оттука log 0a x  . Последната равенка е еквивалентна со       

  | log 1| | log 1| 2 loga a ax x a x             (1)  

За да ја решиме равенката (1) ќе разгледаме два случаи: 

а) Нека log 1a x  , тогаш равенката преминува во равенката log loga ax a x . 

Одовде добиваме решение, 
2

1
ax a . Натаму, заради log 1a x   добиваме дека 

1a  .  

б) Нека 0 log 1a x  . Тогаш (1) преминува во равенката 2 2 logaa x , чие 

решение 

1
2

2
ax a . Овде да забележиме дека условот 0 log 1a x   ќе биде 
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исполнет само ако 1a  . Но за 1a   добиваме 2 1x  , па тоа не е решение на 

дадената равенка, затоа за решението на равенката 2x  важи истото како и за 1x , 

т.е. е решение на почетната равенка само ако 1a  .  

Според тоа, при 1a   почетната равенка има две решенија 

1
2

2

1 2, aax a x a  , 

додека за 0 1a   равенката нема решение.  

 

35. Да се реши неравенката 23 2 3 3x x   .  

Решение. Со замена 3x t  се добива 2 2 3 0t t   . Дискриминантата на 

равенката 2 2 3 0t t    е 16 0D   , а нејзините корени се 1 3t   и 2 1t   . 

Според тоа, решението на неравенка 2 2 3 0t t    е ( , 1) (3, )     и како 

3 0xt    добиваме дека 3 (3, )x   , од што следува дека (1, )x  .  

 

36. Да се реши неравенката 25 4 5 5x x   .  

Решение. Воведуваме смена 5xy   и ја добиваме неравенката 2 4 5 0y y   . 

Решенија на квадратната равенка 2 4 5 0y y    се 1 1y    и 2 5y   па затоа 

решение на последната неравенка е ( 1,5)y  . Но, 5 0xy    па затоа 5 (0,5)x   

од што следува дека ( ,1)x  .  

 

37. Реши ја неравенката 
| | 1

1 6( 2 1) ( 2 1)
x x
x






   . 

Решение. Бидејќи важи 1 2 11

2 1 2 1
( 2 1) 2 1 

 
     , неравенката го добива 

обликот 
| | 1

1 6( 2 1) ( 2 1)
x x
x



   . Оттука, бидеќи 2 1 1   следува дека 
| | 1

1 6

x x
x




 , 

т.е. 
26| | 6

6( 1)
0

x x x

x

  


 . 

Ако 0x  , тогаш 
25 6

6( 1)
0x x

x
 


 , односно 
( 2)( 3)

1
0

x x

x

 


 , па затоа [0,2] [3, )x   . 

Ако 0x  , тогаш 
27 6

6( 1)
0x x

x
  


 , односно 

( 1)( 6)

1
0

x x

x

 


 , од каде добиваме дека   

[ 6, 1] ( 1,0)x      .   

Конечно [ 6, 1] ( 1,0) [3, )x       . 

 

38. Реши ја неравенката 
2 5 3

2 2| 1| 1
x x

x
 

  .  

Решение. Прво да ја определиме дефиниционата област. Од својствата на 

експоненцијалната функција, следува | 1| 0,| 1| 1x x    , од каде 1x    и 

дефиниционата област е D  \{ 1} . Имајќи предвид дека зависно од основата, 

експоненцијалната функција може да биде растечка или опаѓачка, ќе разгледаме 

два случаи: 
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Случај 1. Нека 0 | 1| 1x   . Тогаш бидејќи  1x    добиваме  

( 2, 1) ( 1,0)x     . 

Тогаш од 
2 5 3

2 2 0| 1| 1 | 1|
x x

x x
 

    , добиваме 
2 5 3

2 2
0x x   . Решението на по-

следната неравенка е По разложувањето на квадратниот трином имаме неравенка 
3
2

( ,1) ( , )x     и како ( 2, 1) ( 1,0)x     , добиваме дека решението на 

дадената неравенка е ( 2, 1) ( 1,0)x     . 

Случај 2.  Нека | 1| 1x  , односно ( , 2) (0, )x     . Тогаш од неравенката 

2 5 3
2 2 0| 1| 1 | 1|

x x
x x

 
    , следува дека 

2 5 3
2 2

0x x   , т.е. 3
2

(1, )x .  

Конечно, решение на почетната неравенка е 3
2

( 2, 1) ( 1,0) (1, )M       . 

 

39. Реши ја  неравенката 3 2log ( 2) log 3xx   .  

Решение. Нека 3log ( 2)a x   и ( 2)log 3xb  . Тогаш 2 3ax   и 3 ( 2)bx  , 

т.е. 2 ( 2)abx x   . Според тоа 1ab  , т.е. 1
a

b  . Од a b  следува дека 1
a

a  . 

За 0a  , од 2 1a   следува дека 1a  . Тогаш 2 3 3ax   , т.е. 1x  . За 0a  , 

од 2 1a   следува дека 1 0a   . Тогаш од 2 3ax   се добива дека 

13 2 1x    , т.е. 5
3

1x    .  

Значи решенија на неравенката се 1x   или 5
3

1x    .  

 

40. Реши ја неравенката 3log log 81.xx 
 

Решение. Областа на дефинираност на 3log x  и log 81x  е (0,1) (1, )  , па 

множеството решенија на дадената неравенка мора да е подмножество од таа 

област. Дадената неравенка се трансформира во: 
 

3

4
3 log

log
x

x  . 

Можни се два случаи.  

а) 3log 0x  , т.е. 1x  . Тогаш неравенката се трансформира во  3log 2x  , а 

од тука се добива дека 23 9x   . Множеството решенија во овој случај е [9, ) . 

б)  3log 0x  , т.е. 0 1x  . Тогаш неравенката се трансформира во 3log 2x    

, а од тука се добива дека 1
9

x  . Множеството решенија во овој случај е 1
9

[ ,1) .  

 Според тоа, множеството решенија на дадената неравенка е 1
9

[ ,1) [9, )  .  

 

41.  Да се реши неравенката 1
3

2
4log (log ( 5)) 0x   .  

Решение. Бидејќи 1
3

1
3 3log log logx x x    добиваме 2

3 4log (log ( 5)) 0x   , 

од каде следува 2
40 log ( 5) 1x   . Според тоа, 21 5 4x   , т.е. 26 9x  .  
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Решението на неравенката е ( 3, 6) ( 6,3)   .  

 

42. Реши ја неравенката  

2log (3 2 ) 1
x

x  . 

Решение. Прво да забележиме дека мора 0x   и 3 2 0x  . Неравенката е 

еквивалентна со 2 2
2log (3 2 ) log

x x
x x  . Ќе разгледаме два случаи: 

1) 20 1x   т.е. ( 1,1) \{0}x  . Неравенката се сведува на системот  

2

3 2 0

3 2

x

x x

 


 

 

кој на горниот интервал нема решение.  

2) 2 1x   т.е. ( , 1) (1, )x     Неравенката се сведува на системот  

2

3 2 0

3 2

x

x x

 


 

 

кој земајќи го предвид горниот интервал има решение интервалот ( 3, 1)  .  

Конечно, решението на почетната неравенка е интервалот ( 3, 1)  .  

 

43. Реши ја неравенката   

lg (5 20) lg2x x x x    . 

Решение. Имаме  

lg2 (lg10 lg2) lg5 lg5xx x x x      

па затоа неравенката го добива видот  

lg (5 20) lg5x xx   .   

Оттука  

5 20 0

5 20 5

x

x x

x

x

  

  

 

па затоа 20.x   

 

44. Да се реши неравенката 2
2 2log ( 7 10) log (3 11).x x x     

Решение. Ако ги искористиме својствата на логаритмите добиваме дека дадената 

неравенка е еквивалентна со системот неравенки 

2

2

7 10 0

3 11 0

7 10 3 11

x x

x

x x x

   


 


   

 

Решението на првата неравенка е ( ,2) (5, ),x     на втората 11
3

( , )x   и на 

третата [3,7]x . Конечно, наоѓаме (5,7].x   
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3. СИСТЕМИ ЕКСПОНЕНЦИЈАЛНИ И  

ЛОГАРИТАМСКИ РАВЕНКИ  

 
1. Во множеството реални броеви реши го системот  

log log 110

1000.

y xx y

xy

  




 

Решение.  Да забележиме дека мора , 0x y  . Ако воведеме ознаки log yx a  и 

log xy b , тогаш log log log loga x y b  , па затоа a b . Значи, може да воведе-

ме смена log logy xx y t  .  

Првата равенка од системот  го добива облик 110t t  , а со смена ,t z

каде , 0t z   добиваме квадратна равенка 2 110 0z z    со решенија 1 11z    и 

2 10z  . Заради позитивноста останува само 10z  , односно 100t  . Почетниот 

систем сега може да се запише во облик  

log 100

1000

yx

xy

 




 

Ги логаритмираме двете равенки и добиваме  

log log 2

log log 3

x y

x y

 


 
 

Може да забележиме дека log x  и log y , согласно Виетовите правила, се корени 

на квадратна равенка 2 3 2 0p p    чии решенија се 1 21, 2p p  . На крај од  

log 1

log 2

x

y





 или 

log 2

log 1

x

y





 

ги добиваме решенијата на системот  ( , ) (10,100),(100,10)x y  . 

 

2. Да се реши системот равенки   

21
3

2 2

( 3) ( )

log ( ) log ( ) 4

x y y x

x y x y

  


   

 

Решение. Имаме: 

2 2

2 2
2 2

3 3

log ( ) log 16

x y
x y

x y




 

  

, 

2

2 2

2

16

x y
y x

x y

  

  

, 

2 2

3 5

16

x y

x y




 
, 
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од каде што добиваме 5x   , 3y   . 

 

3. а) Дали има решение системот равенки  

2 2 0

2 2 0

x y x y

x y

 



  


 

 

б) Реши го системот равенки 

2 2

2 2 2

x y x y

x y y

a

b

 



  


 

 

каде ,a b  

Решение. а) Од 2 2 0x y  , за секои ,x y  следува дека дадениот систем 

нема решение.  

б) Бидејќи 2 2 0x y   и 2 0y   од втората равенка на системот следува дека 

0b  . Понатаму, ако втората равенка ја помножиме со 2 y  и ја собереме со 

правата добиваме 22 2x y y a b    , па затоа 0a b  .  

Воведуваме смена 2 , 2x yu v   и дадениот систем го трансформираме во 

системот  

1

u
v

v

uv a

u bv

  


 

 

односно  

2

2

1

1

av

v

bv
v

u

u





 


 


. 

Според тоа, 
2

2

1

1

av bv
vv




  од што ја добиваме биквадратната равенка  

4 2( 1) 1 0bv a b v     .          (1) 

Равенката (1) има реални решенија ако 2( 1) 4 0D a b b      и како 0b   и 

1 0a b    добиваме 1 2a b b    и притоа  

21 ( 1) 42

2

a b a b b

b
v

     
  или 

21 ( 1) 42

2

a b a b b

b
v

     
 .     (2) 

Понатаму, 2 0y v   па од (2) следува дека  

21 ( 1) 4
1 2

a b a b b

b
v

     
  или 

21 ( 1) 4
2 2

a b a b b

b
v

     
 .    (3) 

Ако од (3) замениме во 
2 1bv
v

u   добиваме дека  
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21 ( 1) 4

2

21 ( 1) 4

2

1

a b a b b

a b a b b

b

u

     

     

  или 

21 ( 1) 4

2

21 ( 1) 4

2

2

a b a b b

a b a b b

b

u

     

     

 .       (4) 

Но, 2 0x u  , па затоа од претходната дискусија и од (4) следува дека при 0b  , 

1 2a b b   , 1, 0a b a    почетниот систем има решенија  

2 2( , ) (ln ,ln )i i i ix y u v , 1,2i  , 

а при 0b  , 1 2a b b   , 1, 0a b a   , 0a b   почетниот систем има 

решение 2 2 2 2( , ) (ln ,ln )x y u v .  

 

4. а) Да се реши равенката  2 22 2 6x x   .  

б) Да се реши системот равенки  

2 2

41
8

2 2 8

4 4 .

x y

x y

   


 

 

Решение. а) Дадената равенка е еквивалентна на равенката 4

2
4 2 6

x

x   , т.е. 

на равенката 24 2 6 2 4 0x x     . Во последната равенка ведуваме смена 2xy   и 

ја добиваме равенката 24 6 4 0y y    чии решенија се 1
1 2

y    и 2 2y  . Но, 

2 0xy    па затоа 2 2x  , т.е. 1x   е единствено решение на почетната равенка.  

б) Дадениот систем е еквивалентен на системот  

2 2

4 2 4 2 8

41
2 2 .

8

x y

x y

    



 


 

Воведуваме смена на непознатите 2xu   и 2yv   и го добиваме системот  

2 2 41
8

2

.

u v

u v

 


 

 

Од првата равенка наоѓаме 2u v   и ако замениме во втората после средувањето 

ја добиваме равенката 216 32 9 0v v    чии решенија се 1
1 4

v   и 9
2 4

v   . 

Меѓутоа, 2 0yv    па затоа 1
1 4

v   и притоа добиваме 9
1 4

u  . Конечно, ако се 

вратиме на старите непознати наоѓаме 9
4

2x   и 1
4

2y   што значи дека решение 

на дадениот систем е 9
2 4

logx   и 2y   .  
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II  ТРИГОНОМЕТРИЈА  

 
1.  ИДЕНТИТЕТИ  

 

1. Пресметај sin cos
sin cos

x x
x x



, ако 2
5

sin cosx x  . 

Решение. Нека sin cos
sin cos

x x
x x

A 


 . Тогаш  

2
5

2
5

1 22 2sin cos 1 2sin cos
sin cos 1 2sin cos 1 2

( ) 9x x x x
x x x x

A
   

    
    , 

 од каде 3A   . 

 

2. Ако 
2
   , докажи дека  

tg tg tg tg tg tg 1        . 

 Решение. Од равенствата  
tg tg

1 tg tg
tg( )

 

  
    и 1

2 tg
tg( ) tg( ) ctg


        

добиваме 
tg tg 1

1 tg tg tg

 

   
 . Оттука добиваме  

tg tg tg tg tg tg 1        . 

 

 

3. Да се пресмета вредноста на изразот sin 2 3 cos

1 tg ctg
A   

  
  ако 1

2
cos   и 

sin 0  . 

Решение. Од 1
2

cos   и sin 0  , следува дека 

31
4 2

sin 1     и 3

2
sin 2 2sin cos     . 

Според тоа,  

sin 2 3 cos

1 tg ctg
0A   

  
  . 

 

4. Да се докаже идентитетот  
sin 2 cos

1 cos2 1 cos 2
tg .x x x

x x 
   

Решение. Имаме  

2

sin 2 cos 2sin cos cos sin
1 cos2 1 cos 1 cos 1 cos2cos

x x x x x x
x x x xx   
     2 2

2

2

2sin cos

22cos
tg .

x x

x

x  

 

5. Да се пресмета вредноста на изразот sin cos2
1 tg ctg

A  
  

 , ако 1
2

sin  . 

Решение. Од 1
2

sin   следува  

2 31
4 4

cos 1     и 
2 2 3 1 1

4 4 2
cos2 cos sin       .  

Според тоа,  



А. Малчески, Р. Малчески,  М. Главче, С. Малчески, Д. Треневски  

 

 32 

sin cos2
1 tg ctg

0A  
  

  . 

 

6. Да се пресмета вредноста на изразот cos 3 sin

1 tg ctg
A   

  
 , ако 1

2
cos  . 

Решение. Ако 1
2

cos  , тогаш 331
4 4 2

sin 1        , а tg ctg 1   . 

Според тоа,  
3 31 1

2 2 2 2
3 ( )cos 3 sin

1 tg ctg 1 1 2
A

     

   
    

т.е.  А прима две вредности и тоа: 1 и  1
2

 . 

 

7. Да се пресмета вредноста на изразот sin 3 cos

1 tg ctg
A   

  
  ако 1

2
sin  . 

Решение. Ако 1
2

sin  , тогаш 31 4
4 4 2

cos 1        , а tg ctg 1   . 

Според тоа,  
3 31 1

2 2 2 2
3 ( )sin 3 cos

1 tg ctg 1 1 2
A

     

   
    , 

 т.е. А прима две вредности, и тоа: 1 и 1
2

  . 

 

8. Да се пресмета вредноста на изразот 
tg ctg 2

sin 2cos
A

 

 
  ако се знае дека 

3
5

cos   и  е остар агол.  

Решение. Бидејќи   е остар агол имаме sin 0   па затоа  

2 9 4
25 5

sin 1 cos 1       . 

Според тоа,   
sin 34 1
cos 3 tg 4

tg , ctg
 

       

од што следува  
34

3 4

64
5 5

2tg ctg 2 1
sin 2cos 24

A
  

  
   . 

 

9. Да се пресмета вредноста на изразот 
tg 6ctg

sin 5cos
B

 

 
  ако се знае дека 

12
13

sin  и  е остар агол.  

Решение. Бидејќи   е остар агол имаме cos 0   па затоа  

2 5144
169 13

cos 1 sin 1       . 

Според тоа,   
sin 512 1
cos 5 tg 12

tg , ctg
 

       

од што следува  
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512
5 2

2512
13 13

tg 6ctg 1
sin 5cos 10

B
 

  
   . 

 

10. Докажи дека  
3 5 1

14 14 14 8
sin sin sin    . 

Решение. Нека 3 5
14 14 14

sin sin sinx    . Равенството го множиме со 
14

8cos   и 

добиваме  

  

3 5 2 3 5
14 14 14 14 14 14 14 14

3 7 3 3 3 6
14 14 14 14 14 14

6
2 14 14

8 cos 8cos sin sin sin 4sin sin sin

2(cos cos )sin 2 cos sin sin

cos( ) cos .

x        

     

  

       

    

  

 

Следствено, 8 1x  , т.е.  
3 5 1

14 14 14 8
sin sin sin    . 

 

11. Докажи дека  
3 5 3 5

14 14 14 14 14 14
4sin sin sin 1 sin sin sin          

Решение. Левата страна на равенството ќе ја трансформираме користејќи ги 

тригонометриските идентитети  
1
2

sin sin [cos( ) cos( )]       

1
2

sin cos [sin( ) cos( )]       

При тоа, добиваме: 

3 5 2 4 5 5 5 41
14 14 14 2 14 14 14 14 14 14

7 3 9 3 9
14 14 14 14 2 14 14 14

3 5
14 14 14

2
4sin sin sin 4 [cos( ) cos ]sin 2sin cos 2sin cos

14

(sin sin ) (sin sin ) sin sin sin sin

1 sin sin sin ,

        

       

  


    

       

   

 

бидејќи 9 5
14 14

sin sin  , што и требаше да се докаже.  

Забелешка. Со не големи пресметки и трансфрормации, може да се докаже 

дека двете страни на равенството кое го окажуваме се енакви на 1
2

. 

 

12. Докажи дека  

1
4

cos36 cos72  . 

 Решение. Имаме: 

2sin36 cos36 cos72 2cos72 sin 72 sin144

2sin36 4sin36 4sin36

sin(180 36 ) sin36 1
44sin36 4sin36

cos36 cos72

.


  

  

 

 

13. Докажи го идентитетот  
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2 2

1 2
sin 2

2sin(15 )cos(15 )1

1 cos (45 )
1

 




 

 
   

Решение. Имаме:  
1
2

1 2 90
sin

2

30 30
2 2 2 2

2 2

2 2

2( sin ) 2(sin30 sin )sin 1 2sin1
1 sin 1 sin1 1 cos(90 ) 2cos

2sin cos 2sin(15 )cos(15 )

cos (45 ) cos (45 )

1 1




   

 

     
     

 

 

     

 

 

 

14. Да се докаже идентитетот  
2

2

2

2

1 tg1 sin 2
sin cos 1 tg

sin




 
  

   . 

Решение. Последователно добиваме:  
2sin

2
2 2 22 2cos2 2

2 2 2 2

2 2 2 2sin
22 2 2

2cos
2

1
1 tg cos sin(sin cos )1 sin 2 sin cos 2sin cos

sin cos sin cos sin cos1 tg cos sin
1

sin cos cos sin .



   

  




       

      


    

       

 

 

15. Да се упрости изразот 

sin53 2cos40 sin13

cos63

  

Решение. Користејќи го тригонометрискиот идентитет  

2sin cos sin( ) sin( )      , 

имаме  

sin53 [sin(13 40 ) sin(13 40 )]sin53 2cos40 sin13

cos63 cos63

sin( 27 ) cos(90 27 )

sin 63 sin 63
tg63 .

   

  



   

 

 

16. Да се докаже дека  

2 tg1 tg2 ctg1 tg2   . 

 Решение. Од  

tg 2 tg1

1 tg2 tg1
tg1 tg (2 1 )




    

се добива  

1 tg2 tg1 ctg2 tg1 1     
односно  

2 tg1 tg2 ctg1 tg2  . 

 

17. Да се пресмета 3 3sin cosx x  ако sin cosx x a  . 

Решение. Изразот 3 3sin cosx x  ќе го запишеме во обликот: 



Тригонометрија  

  35  

3 3 3 2 2

3 3

sin cos (sin cos ) 3sin cos 3 sin cos

3(sin cos )sin cos 3 sin cos .

x x x x x x x x

a x x x x a a x x

    

    
 

Квадрирајќи го равенството sin cosx x a  , добиваме  
2 2 2sin cos 2sin cosx x x x a   ; 

21 2sin cosx x a  ; 

2 1
2

sin cos ax x  .  

На крајот имаме  
23 3 3 21
2 2

sin cos 3 (3 )a ax x a a a      . 

 

18. Ако важи sin sin a   , cos cos b   , 2 2 0a b  , тогаш  

2 2

2sin( ) ab

a b
  . 

Докажи!  

Решение. Ако равенствата  

sin sin a    и cos cos b    

ги помножиме меѓусебно, ќе добиеме 

1
2

sin( ) sin cos sin cos

sin( ) [sin 2 sin 2 ]

sin( ) sin( )cos( )

ab        

      

       

 

Ако пак ги квадрираме и ги собереме, добиваме  

  2 2 2 2(sin sin cos cos ) 2 2cos( ) 2[1 cos( )]a b             .  

Според тоа, ќе имаме: 
2 2

2
sin( )a bab   , т.е. 

2 2

2sin( ) ab

a b
  . 

што требаше да се докаже.  

 

19. а) Да се упрости изразот  sin 2 cos2 1
sin 2 cos2 1

x x
x x

A  
 

 .  

б) За кои вредности на x  важи 0A  ? 

Решение. а) Користејќи ги тригонометриските идентитети, имаме 
2 2

2 2

sin 2 cos2 1 2sin cos cos sin 1
sin 2 cos2 1 2sin cos cos sin 1

2sin (cos sin ) 1 tgcos sin
2sin (cos sin ) cos sin 1 tg

x x x x x x
x x x x x x

x x x xx x
x x x x x x

A     
    

 
  

 

  

 

при што sin 0x   и cos 0x  .  

б) 0A   ако и само ако  

2 2cos sin cos2 0x x x   . 

Според тоа  
3

2 2
2 (2 , 2 ) ( 2 ,2 2 )x k k k k          ,  

т.е. 
3

4 4
( , ) ( , )x k k k k          , k . 
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20. Ако 1 2cos
x

x    , тогаш 1 2cos
n

n

x
x n   . Докажи!  

Решение. Прв начин. Од 1 2cos
x

x     ја добиваме равенката  

2 2 cos 1 0x x    

чии решенија се  

1 cos sinx i   , 2 cos sinx i   . 

Бидејќи 
1

1
2x

x , имаме:  

1 (cos sin ) (cos sin )

cos sin cos sin 2cos .

n

n n n

x
x i i

n i n n i n n

      

      

 

 Втор начин. Нека 1
n

n
n

x
S x  . Прво да забележиме дека  

1 1 1n n nS S S S   . 

Да претпоставиме дека равенството важи за секој природен број помал или ед-

наков на n . Тогаш имаме  

1 4cos cos 2cos( 1) 2(2cos cos cos( 1) ) 2cos( 1)nS n n n n n               

Следствено, според принципот на математичка индукција, равенството важи и за 

секој природен број.  

 

21. Даден е збирот  
3 5

7 7 7
cos cos cosn n nS      , n . 

Ако n  не е делив со 7, тогаш  

1
21

2 1
2

,
cos

,

n
S n

n




    


za  neparen broj

za  paren broj
. 

Докажи!  

 Решение. Ако n  е делив со 7 ( 7n k ), тогаш  

cos cos3 cos5S k k k    . 

Ако k  е парен, тогаш 3S   , а ако k  е непарен, тогаш 3S   .  

 Нека n  не е делив со 7; се воочува дека:  
2
7 7 7

sin 2sin cosn n n   ,  

6 4 5
7 7 7 7

sin sin 2sin cosn n n n      

4 2 3
7 7 7 7

sin sin 2sin cosn n n n      

Собирајќи ги овие равенства добиваме  
6
7 7

sin 2 sinn nS  , 

од каде што добиваме  
6
7 7

7 7

sin sin( ) 1
22sin 2sin

cos
n n

n n

n
S n

 

 


     . 

 

22. Да се најдат сите вредности на   за кои збирот од квадратите на корените 

на равенката  
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2 21
2

(sin 1) cos 0x x    
 

е најголем. Колкав е тој збир? 

Решение. Од Виетовите правила следува дека  

2 2 2 2 21
1 2 1 2 1 2 2

2 2

( ) 2 [ (sin 1)] 2( cos )

sin 2sin 1 cos 2 2sin 2(1 sin )

x x x x x x         

          

 

Значи, 2 2
1 2x x  има најголема вредност за sin 1    и тој збир 2(1 1) 4  .  

 

23. Да се најде збирот  

log tg1 log tg2 ... log tg89 .  
 

 Решение. Имаме 

log tg1 log tg2 ... log tg89 log( tg1 tg2 ... tg89 )

log( tg1 tg2 ... tg44 tg45 ctg 44 ... ctg1 )

log((tg1 ctg1 ) (tg2 ctg2 )... (tg44 ctg44 ) tg45 )

log(1 1 1 ... 1) log1 0.

       

       

       

      

 

 

24. Не користејќи таблици ниту калкулатор, да се пресмета остриот агол   

ако се знае дека  

ctg 2 2 3 6     . 

Решение. Имаме  

32 105 15
2 2 2 2

2 1 15 75
2 2 2 2

2sin cos2 3 sin 60 sin 45 15
22 1 sin 45 sin30 2sin cos

ctg 2 2 3 6 2( 2 1) 3( 2 1) ( 2 1)( 2 3)

ctg .
 

 

           

    
 

Бидејќи   е остар агол и ctg ctg7 30'  , добиваме 7 30'  .    

 

25. Докажи дека за секој природен број n , cos( )nx  може да се изрази како 

полином по cos x  од n -ти степен.  

Решение. Тврдењето ќе го докажеме со помош на принципот на математичка 

индукција. Индукцијата ќе ја спроведуваме по n . Во доказот се користат 

формулите: 

cos( ) cos cos sin sin       

и 
1
2

sin sin (cos( ) cos( ))      . 

За 1n   тврдењето е очигледно.  

Нека тврдењето важи за секој n k  и нека за такви n  имаме: 

cos( ) (cos )nnx P x  

каде што (cos )nP x  е полином по cos x  од n -та степен. За 1k   добиваме: 

  1 1
2 2

cos( ( 1) ) cos( ) cos cos sin sin

cos cos cos(( 1) ) cos( ( 1) )

k x kx x kx x kx x

kx x k x k x
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од каде што се добива  

1cos(( 1) ) 2cos cos cos(( 1) ) 2 (cos )cos (cos )k kk x kx x k x P x x P x       

Дадениот израз за cos(( 1) )k x  е полином по cos x  од степен 1k  . Според 

принципот на математичка индукција, тврдењето важи за секој природен број.  

 

26. Да се определи аголот  , ако се знае дека 
2

[0, ]  и  

1 2

6 3 2 2 2
sin 

  
  . 

 Решение. Имаме 

  

2 2

2 2 4 4

6 3 2 2 21 2 1 2

6 3 2 2 2 6 3 2 2 2 6 3 2 2 2

2 2 2 231 2 1
2 2 2 24(1 2)

1 1 1 cos 1 cos

6 2 6 2 6 2 6 2

7
6 8 6 8 8 6 24

sin

( 3 2 2 2 2 )

cos sin cos sin

cos sin sin cos sin( ) sin ,

 

   

        

 



      

      

  

     

   

    

 

од каде што е јасно дека 7
24
  .  

 

27. Најди ги сите вредности на реалниот број k  за кои изразот  

6 6 4 4sin cos (sin cos )x x k x x    

не зависи од x .  

Решение. Имаме:  
6 6 4 4

2 2 4 2 2 4

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 23 3 21
4 2 4

sin cos (sin cos )

(sin cos ) (sin sin cos cos )

( ( sin cos ) 2 sin cos )

( sin cos ) 3sin cos (1 2sin cos )

1 sin 2 (1 sin 2 ) 1 sin 2 .k

x x k x x

x x x x x x

k x x x x

x x x x k x x

x k x k x

   

    

  

    

      

 

Изразот не зависи од x  ако 3 2 0k  , односно за 3
2

k   . 

 

28. Пресметај ја вредноста на изразот  
sin3 sin6 sin3 cos3 cos6 cos3
sin sin 2 sin cos cos2 cos

... ...x x nx x x nx
x x nx x x nx
      . 

Решение. Користејќи ја адиционата теорема  

sin( ) sin cos sin cos       

и тригонометриската формула за двоен агол sin2 2sin cos    , добиваме  

sin3 sin 6 sin3 cos3 cos6 cos3
sin sin 2 sin cos cos2 cos

sin3 cos3 sin 6 cos6 sin3 cos3
sin cos sin 2 cos2 sin cos

sin3 cos cos3 sin sin 6 cos2 cos6 sin 2
sin cos

... ...

[ ] [ ] ... [ ]

x x nx x x nx
x x nx x x nx

x x x x nx nx
x x x x nx nx

x x x x x x x x
x x

A

 

      

      

  sin3 cos cos3 sin
sin 2 cos2 sin cos

... nx nx nx nx
x x nx nx
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1 1 1
2 2 2

1 1 1
2 2 2

sin(3 ) sin(6 2 ) sin(3 )

sin cos sin 2 cos 2 sin cos

sin 2 sin 4 sin 2

2sin cos 2sin 2 cos 2 2sin cos

sin 2 sin 4 sin 2

sin 2 sin 4 sin 2

...

...

... 2 2 ... 2 2

x x x x nx nx

x x x x nx nx

x x x

x x x x nx nx

x x nx

x x nx
n

n

  
   

   

        

 

 

29. Провери ја точноста на равенството  
2 2 1 1tg 2tg2 2 tg2 ... 2 tg2 ctg 2 ctg2n n n n         . 

Решение. Не е тешко да се провери точноста на следното равенство 

  ctg tg 2ctg2    .          (1) 

Навистина  
2 2cos sin cos sin cos2

sin cos 2cos sin sin 2
ctg tg 2 2 2ctg2    

    
        . 

Равенството (1) може да се трансформира во облик  

  tg ctg 2ctg2    .           (2) 

 Сега  

2tg2 2ctg2 4ctg4     

2 3 32 tg2 4ctg4 2 ctg2     

3 3 4 42 tg 2 2 ctg4 2 ctg2     

.............................................. 
1 12 tg2 2 ctg 2 2 ctg2n n n n n      

Ако ги собереме претходните равенство (2) го добиваме бараното равенство 

  2 2 1 1tg 2tg2 2 tg2 ... 2 tg2 ctg 2 ctg2n n n n         .  

 

30. Определи ја најголемата вредност на изразот  

sin cos cos cos sin sinx y z x y z  . 

Решение. Од особините на апсолутна вредност, заради неравенството | sin | 1x  , 

имаме  

sin cos cos | sin cos cos | | sin | | cos cos | | cos cos |x y z x y z x y z y z     

Аналогно,  

cos sin sin | cos sin sin | | cos | | sin sin | | sin sin |x y z x y z x y z y z     

Со собирање на последните две неравенства добиваме 

  sin cos cos cos sin sin | cos cos | | sin sin |x y z x y z y z y z   .  

Добиениот израз на десната страна на последното неравенство има една од 

вредностите cos( )y z  . Било која од тие вредности не е поголема од 1. Значи, 1 

е најголема вредност која може да се добие.  

 На пример, за 
2

0,x y z     имаме  

2 2 2 2
sin cos cos cos sin sin sin0cos cos cos0sin sin 1x y z x y z        . 

  
31. Пресметај ја вредноста на изразот  
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(1 tg1 )(1 tg2 )...(1 tg44 )   . 

Решение. За било кое  , за кое tg  е определено имаме  

sin(45 )

cos45 cos
1 tg tg 45 tg




      . 

Но, тогаш  

sin 46 sin 47

cos1 cos 45 cos 2 cos 45

sin88 sin89

cos 43 cos 45 cos 44 cos 45

1 tg1 ,1 tg 2 ,...,

1 tg 43 ,1 tg 44

   

   

 

Според тоа,  

44 442

2

sin 46 sin 47 sin88 sin89

cos1 cos 45 cos 2 cos 45 cos 43 cos 45 cos 44 cos 45

cos 44 cos 43 cos 2 cos1

cos1 cos 45 cos 2 cos 45 cos 43 cos 45 cos 44 cos 45

221 1

cos 45 ( )

(1 tg1 )(1 tg 2 )...(1 tg 44 ) ...

...

2

     

  

   .

 

   

32. Определи ја најголемата вредност на изразот sin(cos ) cos(sin )x x . За кои 

вредности на x  таа се достигнува.  

Решение. Тригонометриската функција cos x  прима вредности во интервалот 

[ 1,1] . На тој интервал  тригонометриската функција sin x  е монотоно растечка. 

Според тоа, најголема вредност на првиот собирок sin(cos )x  е sin1  и таа се 

достигнува во точките во кои cos 1x  . Решенија на последната равенка се 

реалните броеви 2 ,x k k   .  

Најголема вредност на вториот собирок е 1 и таа се достигнува во точките во 

кои sin 0x  . Решенија на последната равенка се сите реални броеви од облик 

,x l l   .  

Збирот на двата собироци ќе биде најголем ако постојат точки во кои и двата 

собироци достигнуваат најголема вредност. Пресек на множествата {2 , }k k   и 

{ , }l l   е {2 , }k k  . Во тие точки изразот достигнува најголема вредност и 

таа е 1 sin1 .  

 

33. Нека   е остар агол таков што важи 3
5

cos  . Докажи, дека   не е од 

облик r , каде r  е рационален број.  

Решение. Доволно е со индукција по n  да докажеме дека tg n  може да се 

прикаже во облик n

n

p

q
, каде ,n np q   се такви што 3(mod5),np   4(mod5)nq  . 

Оттука следува дека tg 0n  , т.е. n m   , каде m .  

За 1n   имаме 3
4

tg  , па тврдењето важи. Нека тврдењето важи за некој 

природен број n , т.е. нека постојат ,n np q  со споменатите својства. Тогаш  

4 3tg tg

1 tg tg 4 3
tg( 1) n n

n n

p qn

n q p
n

 

   
    . 
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Ако 1 2(4 3 )n n np p q   , 1 2(4 3 )n n nq q p   , тогаш 1 1,n np q    и  

1 2(4 3 ) 2(4 3 3 4) 3(mod5)n n np p q         и  

1 2(4 3 ) 2(4 4 3 3) 4(mod5)n n nq q p        ,  

со што доказот е завршен.  

 

34. Најди ја најголемата и најмалата вредност која ја достигнува функцијата   
6 6( ) sin cosf x x x  . 

Решение. Имаме  
6 6 2 2 4 2 2 4

4 2 2 4

2 2 2 2 2 23
4

( ) sin cos (sin cos )(sin sin cos cos )

sin sin cos cos

(sin cos ) 3sin cos 1 sin 2

f x x x x x x x x x

x x x x

x x x x x

     

  

    

 

Бидејќи 20 sin 2 1x   добиваме max ( ) 1f x   и 1
4

min ( )f x  . 

 

35. Нека 2 2sin sinx y m   ( m  е дадена вредност). Да се најде најголемата 

вредност на  
2 2( , ) sin ( )cos( ) sin ( )cos( )f x y x y x y x y x y       

при дадениот услов. 

Решение. Изразот ( , )f x y  го трансформираме на следниот начин:  

2 2

2 2

( , ) [1 cos ( ) ]cos( ) [1 cos ( ) ]cos( )

       cos( ) cos ( )cos( ) cos( ) cos ( )cos( )

       cos( )[1 cos( )cos( ) ] cos( )[1 cos( )cos( ) ]

       [ cos( ) cos(

f x y x y x y x y x y

x y x y x y x y x y x y

x y x y x y x y x y x y

x y x

       

         

         

   

1
2

2 2

)][1 cos( )cos( ) ]

       2cos cos [1 (cos 2 cos 2 )]

       2cos cos (sin sin ).

y x y x y

x y x y

x y x y

  

  

 

 

Бидејќи 2 2sin sinx y m  , добиваме ( , ) 2 cos cosf x y m x y . Ќе направиме оценка 

на производот  cos cos .x y  Од неравенството 2(cos cos ) 0x y   добиваме  

2 2cos cos 2cos cosx y x y   

односно,  

2cos cos 2x y m  . 

Според тоа најголема вредност на функцијата е (2 )m m . 

 

36. Докажи  дека   
sin

cos( )cos( ( 1) )
tg( ) tg( ( 1) )

k k
k k



    
       . 

Користејќи го тоа пресметај го збирот  1
cos( ( 1) )cos( )

1

n

k k
k
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Одговор. 
tg( ) tg

sin

n   


 

 

37. Пресметај го збирот 
2

1
.

cos( 1) cos

n

k k k   
  

Упатство. Искористи ја претходната задача: наместо   стави   и наместо 

1n  стави n  Бараниот збир е 
tg tg

sin

n 


.  

 
38. Докажи дека, за секој  природен број n важи  

а)  
1

1
22

cos 2 2 ... 2
n

       (има вкупно n   корени); 

б)  
1

1
22

sin 2 2 2 ... 2
n

        (има вкупно n   корени). 

Решение. а) За 1n   тврдењето е точно, бидјеќи 2
4 2

cos   . Да претпоста-

виме дека тврдењето е точно за  природниот број n , т.е. дека важи равенството 

под а). За да тврдењето е точно за секој природен број доволно е да се докаже дека 

а) важи за 1n . Значи, треба да се докаже дека  

2

1
22

cos 2 2 ... 2
n

      

(вкупно 1n  корени). Имаме: 

1
1 12 2 2

2

1 cos 1 2 2 ... 2

2 2 22

2 2 ... 2 1
4 2

cos cos ( корени)

2 2 ... 2 ( 1 корени).

n n

n
n

n

 
 



    

  

  

     

  

б) Слично како под а), со тоа што 
12

2

1 cos

22
sin

n

n







  . 

 
 

2.  ТРИГОНОМЕТРИСКИ РАВЕНКИ И НЕРАВЕНКИ   

 
1. Да се реши равенката:   

2
sin cos2 1x x  . 

Решение. Бидејќи 
2

| sin | 1, | cos2 | 1x x  , дадената равенка е еквивалентна со 

вкупноста од следните два системи равенки: 

2
sin 1

cos 2 1

x

x

 




         или        2
sin 1

cos 2 1

x

x

  


 

 

Решение на првиот систем е: (4 1)x k    и ,x t  ,t k  односно (4 1)x k   . 

Решение на вториот систем е: (4 1)x m    и 
2

x t   , ,t k  а таков x не 

постои. 
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Според тоа, решение на дадената равенка е : (4 1)x k   , k . 

 

2. Да се реши равенката:   

2
sin cos2 1x x    . 

Решение. Бидејќи 
2

| sin | 1, | cos2 | 1x x  , дадената равенка е еквивалентна со 

вкупноста од следните два системи равенки: 

2
sin 1

cos 2 1

x

x

 


 

         или        2
sin 1

cos 2 1

x

x

  




 

Решение на првиот систем е: (4 1)x k    и 
2

x t   , ,t k  а таков  x  не по-

стои. Решение на вториот систем е: (4 1)x m    и x t  , односно (4 1)x k   , 

,t k . 

Според тоа, решение на дадената равенка е  (4 1)x k   , k . 

 

3. Да се реши равенката   
2

2
1 cos 2 sin3 cos( )x x x    . 

Решение. Користејќи ги равенствата:  
2 21 cos 2 sin 2x x  , 

2
cos( ) sinx x    , sin3 sin 2sin 2 cosx x x x   

дадената равенка ја трансформираме во еквивалентната равенка  
2sin 2 2sin 2 cosx x x  

која е еквивалентна со равенката  

sin 2 cos (sin 1) 0x x x  . 

Оттука ги добиваме решенијата: 

2
kx  , 

(2 1)

2

s
x

 
 , 

(4 1)

2

m
x

 
  за , ,k s m . 

 

4. Да се реши равенката  
2 1

4
cos sinx x   . 

Решение. Имаме 
2 1

4

2 1
4

2 3
4

cos sin

cos (1 cos )

cos cos 0

x x

x x

x x

  

   

  

 

Ова е квадратна равенка по cos x  па затоа  

1 1 3 1 2
2 2

cos x       , т.е.  3
2

cos x    и 1
2

cos x  . 

Но, 3
2

cos x    не е можно, бидејќи 1 cos 1x    , а од 1
2

cos x   имаме: 

3
2x k    , k .  

 

5. Да се реши равенката  
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2 1
4

sin cosx x    

Решение. Дадената равенка е еквивалентна на равенката  
2 3

4
sin sin 0x x    

од која добиваме 3
2

sin x     и  1
2

sin x  . 

Не постојат вредности на x за кои што 3
2

sin x   , бидејќи 1 sin 1x   ; до-

дека од 1
2

sin x   следува  

6
2x k    и 5

6
2 , ( , )x t k t    .  

 

6. а)  Реши ја тригонометриската равенка 
2

6 3
sin( ) cos( ) 2cosx x x      

б) Ако најдените позитивни решенија се внатрешни агли во еден триаголник со 

страна 4a cm , тогаш да се најдат радиусите на впишаната и опишаната круж-

ница на триаголникот. 

Решение. а) Од адиционите теореми:  

sin( ) sin cos cos sin        

и  

cos( ) cos cos sin sin       

последователно добиваме имаме:  
2

6 6 3 3
sin cos cos sin cos cos sin sin 2cosx x x x x        

23 31 1
2 2 2 2

sin cos cos sin 2cosx x x x x     

2cos 2cosx x  

cos (2cos 1) 0x x  .  

Според тоа, cos 0x   па затоа   

2
x k   , 0, 1, 2,k     

 или  1
2

cos x   па затоа  

3
2x k    , 0, 1, 2,k    . 

б) Аглите на триаголникот се 
2 3

,   и 
6
  и тоа е половина од рамностран 

триаголник.  

Ако страната 4a cm  лежи наспроти аголот 
6
 , тогаш другите две страни се 

8c cm  и 4 3b cm . Плоштината на триаголникот е 28 3P cm , а неговиот 

полупериметар е 
2

(6 2 3)a b cs cm    , па затоа за радиусот на впишаната 

кружница имаме 4 3

3 3

P
s

r cm


  , а за радиусот на опишаната кружница имаме 

4 8 4 3

4 4 8 3
4abc

P
R cm cm 


   .  

Ако страната a  лежи наспроти аголот 
2
 , тогаш аналогно се добива  
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2 3

3 3

P
s

r cm


   и 4 2 2 3

4 4 2 3
2abc

P
R cm cm 


   . 

Ако страната a  лежи наспроти аголот 
3
 , тогаш аналогно се добива  

8 3

3

6 3

3

4

3 32

P
s

r cm cm


    и 
4 3 8 3

3 3

8 3

3

4 4 3

4 34

abc
P

R cm cm
 


   . 

 

7. а) По непозната x  да се реши равенката  

2sin( ) cos( ) 2cos , ( 90 )x x x       

б)   Ако ,   и најмалото позитивно решение по x  на равенката различно од 

  и   се агли на триаголник со страна acm , тогаш да се определат висините и 

тежишните линии на триаголникот. 

Решение. а) Од адиционите теореми имаме:  
2sin cos cos sin cos cos sin sin 2cosx x x x x      

и го како 90 ,    односно cos sin   ; sin cos    добиваме  

2cos sin cos ,x x   

од каде што следува  

cos (sin cos ) 0.x x   

Од последната равенка добиваме  

cos 0x   т.е. 
2

x k   , k  

или  

sin cos 0x   т.е. 
2

cos sin cos( ) cosx        т.е. 2x k   , k . 

б) Најмалото позитивно решение на дадената равенка, што е различно од  , е 

2
  што значи дека навистина станува збор за триаголник, кој е правоаголен. Јасно, 

висините во триаголникот се  

, , sinb a ch a h b h a    . 

Понатаму, за страните на триаголникот имаме tgb a   и 
cos

ac


 , па затоа 

неговите тежишни линии се  

2 2cos
c a

ct 
  , 

22 4 12

4 2

a tga
at b


    и 

22 42

4 2

a tgb
bt a


   . 

 

8. Да се реши равенката  
22sin 3sin 2

cos( )
0.x x

x




  

Решение. Бидејќи функцијата на левата страна на равенката е периодична со 

период 2 , доволно е равенката да ја решиме на интервалот [0,2 ] . Равенката 

има смисол ако cos( ) 0,x   т.е. cos 0,x   што значи 3
2 2

( , )x   . За овие 

вредности на x  дадената равенка е еквивалентна на равенката  

sin (sin 3cos ) 0x x x  . 
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Од последната равенка имаме sin 0x   и tg 3.x   Од тука и од условот 

3
2 2

( , )x    наоѓаме дека во интервалот  0,2  решенија се x    и 4
3

.x   Конеч-

но, сите решенија на дадената равенка се  

(2 1)x k    и 4
3

2 , ( , 0, 1, 2, 3, )x t k t       . 

 

9. Дадена е тригонометриската равенка 2cos tg ,a x x  каде a  е реален 

параметар. Ако едно решение на дадената равенка е 5
0 12

,x   да се докаже дека 

2[2(2 3)] .a    

Решение. Во дадената равенка заменуваме 
2

2 1

1 tg
cos

x
x


  и ја добиваме екви-

валентната равенка  
3tg tg .x x a                        (1)  

Пресметуваме  

4 6

4 6

tg tg5
12 4 6 1 tg tg

tg tg( ) 2 3.
 

 

  


      

Конечно, бидејќи 5
0 12

x   е решение на дадената равенка која е екви-валентна на 

равенката (1) добиваме: 
3 2

2

(2 3) (2 3) (2 3)[(2 3) 1]

(2 3)(8 4 3) [2(2 3)] .

a        

    
 

 

10. Да се реши равенката  

cos sin 1x x   . 

Решение. Имаме:  

2
2

sin cos 1 /x x     

2 2 2
2 2 2

sin cosx x    

2
4 2

sin( )x     

4 4
5 2x k     , т.е. (2 1) ( )x k k       

или 

4 4
7 2x k     , т.е. 

2
3 2 ( )x k k    . 

 

11. Да се реши равенката   

cos sin 1x x   

Одговор. 
2

2x k    или (2 1)x k    (k ).  

 

12. Да се реши равенката   

sin cos 2x x   . 
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Решение. Ако дадената равенка ја помножиме со 2
2

, добиваме  

2 2
2 2

sin cos 1x x    т.е. 
4

sin( ) 1x     

па затоа 
4 2

3 2x k      или 
4

5 2 , ( )x k k     

 

13. Да се реши равенката sin cos 2.x x    

Одговор. 
4

7 2 , ( )x k k     

 

14. Да се реши равенката  
23sin 2cos 0x x  . 

Решение. Од 2 2cos 1 sinx x   со замена во дадената равенка добиваме 

22sin 3sin 2 0x x   . Воведуваме замена sin x t  и ја добиваме квадратна 

равенка 22 3 2 0t t   , чии решенија се  1
1 22

, 2t t   . Бидејќи |sinx|1, вториот 

корен отпаѓа, па затоа 1
2

sin x  . Конечно, решенија на почетната равенка се  

6
2 ,x k k    и 5

6
2 ,x t t   . 

 

15. Да се реши равенката   
22sin 7cos 5x x  . 

Решение. Од 2 2sin 1 cosx x   со замена во дадената равенка добиваме  

22cos 7cos 3 0x x   . 

Воведуваме замена cos x t  и ја добиваме квадратна равенка 

22 7 3 0t t   , 

чии решенија се  1
1 22

, 3t t  . Бидејќи |cosx|1, вториот корен отпаѓа, па затоа 

1
2

cos x  . Конечно, решенија на почетната равенка се  

3
2 ,x k k   .  

 

16. Да се реши равенката  

sin cos tg ctgx x x x   . 

Решение. Дадената равенка се трансформира во равенка  
1

sin cos
sin cos

x x
x x  , 

т.е. во  
2

sin 2
sin cos

x
x x  . 

Со квадрирање и средување се добива: 
2 3sin 2 sin 2 4x x  . 

Бидејќи 1 sin 2 1x   , следува дека 2 3sin 2 sin 2 2 4x x   , т.е. дадената равенка 

нема решение.   
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17. Да се најдат решенијата на равенката   
1 1

sin cos
2 2

x x
   

во интервалот 0 x   .  

Решение. Бројот x  е решение на горната равенка ако и само ако x  е решение 

на системот 

  
21 1

sin cos
( ) 8

x x
 

  
             (1) 

  1 1
sin cos

0
x x
                 (2) 

Од равенката (1) имаме  

2 2

1 1 2
sin cossin cos

8
x xx x

   ; 

2 2

1 2
sin cossin cos

8
x xx x

  ;  

2

4 4
sin 2sin 2

8
xx

  ,  

22sin 2 sin 2 1 0x x   .  

Ставајќи sin 2y x  добиваме квадратна равенка по y  чии решенија се 1 1y   , 

1
2 2

y  . Решенија на равенката sin 2 1x    во интервалот [0, ]  се 3
4

x   и  

12
x  , а на равенката 1

2
sin 2x   е 5

12
x  . Останува да се провери дали за овие 

вредности е исполнето неравенството (2), т.е. 1 1
sin cosx x

 .   

Бидејќи на интервалот [0, ] , sin 0x  , неравенството (2) е секогаш исполнето 

за cos 0x  , т.е. за сите 
2

( , ]x   . Ако cos 0x  , тогаш неравенството се 

трансформира во cos sinx x , кое е исполнето за сите 
4

[0, ]x  .  

Конечно, решенија на почетната равенка се решенијата на (1) кои лежат во  

4 2
(0, ] ( , ]   , т.е. 3

4
x   и 

12
x  . 

 

18.  Да се реши тригонометриската равенка  
3 3

10 2 10 2
sin( ) 2sin( )x x    . 

Решение. Запишувајќи ја дадената равенка во обликот  

  3 3 3
10 2 10 2 10 2

sin( ) sin( ) sin( )x x x         

и користејќи ја формулата за разлика на синуси се добива  
3

2 5 10 10 2
2cos( )sin( ) sin( )x xx      . 

Користејќи ја тригонометриската врска 
2

cos sin( )    равенката ја 

трансформираме во  

  3 3
10 2 10 10 2

2sin( )sin( ) sin( )x xx      , т.е. 3
10 2 10

sin( )[2sin( ) 1] 0x x     .  

 Од последната равенка, следува  
3
10 2

sin( ) 0x    или 1
10 2

sin( )x   . 

Од првата равенка се добива  
3
10 2

x k    ,  k  
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а од втората  

10 6
2x k     ,  5

10 6
2x k     , k  

Значи решенијата на дадената равенка се:  
3 10

5
kx   ,  4 30

4
kx   , 14 30

15
kx   , k . 

 

19. Да се реши системот равенки: 

1
2

1
2

sin cos

cos sin .

x y

x y

  




 

 Решение. Со собирање на двете равенки и одземање на првата од втората 

равенка, добиваме  

sin( ) 0

sin( ) 1.

x y

y x

 


 
 

Тогаш: x y n   , 
2

2y x k    , од каде што следува дека:  

1
2 4

( )nx k    , 1
2 4

( )ny k    , ,n k . 

 

20. За кои реални броеви x  и y  важи равенството  

24 12 sin( ) 9 0?x x xy    

 Решение. Имаме  
2 2 2 2

2 2

4 12 sin( ) 9 4 12 sin( ) 9sin ( ) 9cos ( )

(2 3sin( )) 9cos ( )

x x xy x x xy xy xy

x xy xy

     

  
 

па дадената равенка ја запишуваме во обликот  
2 2(2 3sin( )) 9cos ( ) 0x xy xy   . 

Од последната равенка следува дека  

2 3sin( ) 0x xy   и cos( ) 0xy   

Од втората равенка добиваме:  

2
xy k   , k , 

Па заменувајќи во првата равенка ќе имаме 3
1 2

x   , 3
2 2

x   и соодветно  

2
1 3 3

ky     , 2
1 3 3

ky    , k . 

 

21. Да се најдат оние [0,2 ]x  , кои што ја задоволуваат неравенката  

2cos | 1 sin 2 1 sin 2 |x x x     

Решение. Да забележиме прво дека неравенката е осмислена за секоја вред-

ност на x .  

Ако cos 0x  , левата страна на неравенката е негативна, а десната е нене-

гативна, па значи неравенката е задоволена за сите x  за кои што cos 0x  , т.е. 

за сите 3
2 2

( , )x   .  
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Нека cos 0x  , т.е. 3
2 2

[0, ] [ ,2 ]x     . Во тој случај и двете страни на нер-

авенката се негативни, па по квадрирањето насоката на неравенството се 

менува, и добиваме  

2 2

2

4cos 2 2 cos 2

2cos 2 1 | cos 2 |

| cos 2 | cos 2

x x

x x

x x

 

 

 

 

Последната неравенка е очигледно задоволена за сите x  за кои што cos2 0x  , 

па водејќи сметка дека 3
2 2

[0, ] [ ,2 ]x     , добиваме дека 3 7
4 2 2 4

[ , ] [ , ]x x       .  

 Заедно со другите решенија (кога cos 0x  ), добиваме дека 7
4 4

[ , ]x   .  

 

22. Да се реши неравенката  

  2 2 2 2 2 2
1 2 997 1 2 997tg tg ... tg ctg ctg ... ctg 1994x x x x x x         

 Решение. Дадената неравенка е еквивалентна со неравенката:  
2 2 2

1 1 2 2 997 997( tg ctg ) ( tg ctg ) ... ( tg ctg ) 0x x x x x x       , 

од каде добиваме дека за секој {1,2,....,997}i  важи: 

tg ctg 0i ix x   односно tg ctgi ix x . 

Од последната равенка добиваме дека за {1,2,....,997}i  важи: 

   3
4 4

| |ix k k m m          

За ваквите вредности на ix , всушност во неравенката важи равенство.  

 

23. Нека :[0,1]f   е функција така што за 
2

[0, ]x   важи  

  2 (sin ) 3 (cos ) sinf x f x x  .        (1) 

 а) да се определи (0)f , 

 б) да се определи функцијата .f   

 Решение. а) Ако во (1) замениме за 0x   и за 
2

x  , го добиваме системот 

линеарни  равенки  

2 (0) 3 (1) 0

2 (1) 3 (0) 1

f f

f f

 


 
, 

по чие решавање се добива 3
5

(0)f  .  

б) Ако ја воведеме смената 
2

t x  , од (1), добиваме дека за 
2

[0, ]t   важи 

2 (cos ) 3 (sin ) cosf t f t t  , односно за 
2

[0, ]x   важи  

  2 (cos ) 3 (sin ) cosf x f x x  .        (2) 

Решавајќи го системот равенки (1) и (2) по непознати (sin )f x  и (cos )f x , доби-

ваме 
1
5

(sin ) (3cos 2sin )f x x x  . 

Конечно, ставајќи sin x y , добиваме дека за [0,1]y  важи  
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23 2
5 5

( ) 1f y y y   . 

Лесно се проверува дека добиената функција го задоволува равенството (1).  

 

24.  Во множеството на целите броеви решете ја равенката  
1 1 1

10
arctg arctg arctg

x y
  . 

 Решение. Ако користиме дека 
tg tg

1 tg tg
tg( )

 

  
   и tg(arctg )   , за секое 

( , )   , tg tg 1   , добиваме дека дадената равенка е еквивалентна по ред 

со равенките  
1 1 1

10
tg(arctg arctg ) tg(arctg )

x y
  ,  

1 1

1 1

1
101

x y

x y




 , 

( 10)( 10) 101x y   .  

Бидејќи 101 е прост број од последната равенка ги добиваме системите  

10 1

10 101

x

y

 


 
,  

10 1

10 101

x

y

  


  
 ,  

10 101

10 1

x

y

 


 
,  

10 101

10 1

x

y

  


  
, 

чии решенија се поредените парови (11,111), (9, 91), (111,11), ( 91,9)  , соодветно.  

Конечно, решение е секој подреден пар  

( , ) {(11,111), (9, 91), (111,11), ( 91,9)}x y    . 

  

25.  Реши ја равенката 2 2sin 2 2 sin (2 2 ) cosx x x   . 

 Решение. Ако cos 0x  , тогаш 2sin 1,sin 2 2sin cos 0x x x x   , па равенката 

нема решение. Дадената равенка ја делиме со 2cos x  и добиваме 

22 tg 2tg 2 2 0x x    , 

(tg 1)( 2 tg 2 2) 0x x     

Значи tg 1x   или tg 2 1x   . Решенија на овие две равенки се: 

1 4
x k   , 2 8

x m   , ( , ).k m  

 

26. Да се реши неравенката  

2

1 sin 1 sin
1 2sin 1 4sin

.x x
x x

 
 

  

Решение.  Очигледно ,x k k   . Имаме  

2

1 sin 1 sin
1 2sin 1 4sin

0x x
x x

 
 

      
2

2

1 2sin sin 2sin 1 sin

1 4sin
0x x x x

x

    


     

2

2

2sin

1 4sin
0x

x




 . 

Понатаму, од 22sin 0x   следува  

21 4sin 0x   т.е. 
21

4
sin x  

што значи 1
2

| sin |x  . Конечно, решенијата на дадената неравенка  се дадени со  
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6 6
( 2 , 2 ) \{2 },k k k k           и  

5 7
6 6

( 2 , 2 ) \{(2 1) },k k k k        .  

 

27. Реши ја равенката  
1

16
cos cos2 cos4 cos8x x x x  . 

 Решение. Равенката можеме да ја запишеме во облик  

16cos cos2 cos4 cos8 1x x x x   

Ако последната равенка ја помножиме со sin x , добиваме  

(2cos sin )(2cos2 )(2cos4 )(2cos8 ) sinx x x x x x , 

и ако го искористиме идентитетот sin 2 2sin cos    , добиваме  

(2sin 2 cos2 )(2cos4 )(2cos8 ) sinx x x x x ,  

(2sin 4 cos4 )(2cos8 ) sinx x x x ,  

2sin8 cos8 sinx x x ,  

sin16 sinx x .  

Ако го искористиме идентитетот 
2 2

sin sin 2sin cos
 

   , за равенката 

sin16 sin 0x x  , добиваме 15 17
2 2

2sin cos 0x x  . Равенката 15
2

sin 0x   има реше-

нија 2
15
kx  , k . Равенката 17

2
cos 0x   има решенија 2

17
kx   , k .  

Решенија на равенката се 2
15
kx  , k  и 2

17
kx   , k , каде 15k s  и 

2 1 17k s  , s . 

 

28. Да се реши системот равенки  

2

1

cos 2

xy

x y z




  

. 

Решение. Од првата равенка добиваме дека реалните броеви x  и y  се со ист 

знак. Бидејќи 20 cos 1z   за било кој реален број z , добиваме дека  

22 cos 1x y z     . 

Бидејќи x  и y  се со ист знак, добиваме дека тие се позитивни.  

Од неравенството меѓу аритметичка и геометриска средина за позитивни реал-

ни броеви  x  и y  за кои е исполнето 1xy  , имаме 2 2x y xy   . 

Од друга страна 22 cos 2x y z    , па според тоа 2x y  . Сега го добива-

ме системот  

1

2

xy

x y




 
. 

Не е тешко да се провери дека единствено решение на системот кое е позитивно е 

1x y  . 

Тогаш од втората равенка на почетниот систем добиваме 2cos 0z  , чии 

решенија се 
2

z k   . Конечно решенија на системот се 
2

{(1,1, ) | }k k    . 
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29. Реши ја равенката  
| | 22 cos lg(1 | |) 0x y x y     . 

 Решение. Равенката ќе ја запишеме во обликот  
| | 22 lg(1 | |) cosx x y y    . 

За произоволни ,x y , имаме | | 0x   и 21 | | 1x y   , од каде добиваме дека 

неравенствата | |2 1x  , 2lg(1 | |) 0x y   , cos 1y   се точни. Според тоа  

  | | 2cos 1 2 lg(1 | |)xy x y      .        (1) 

Равенство е можно ако и само ако почениот и крајниот израз во (1) се еднакви на 

единица, т.е. cos 1y   и | | 22 lg(1 | |) 1x x y    . Од равенката cos 1y  , добиваме 

дека решенија се 0 2y k   , k . 

Од неравенството | |2 1x   во множеството реални броеви, за равенката  
| | 22 lg(1 | |) 1x x y     

добиваме   
| |2 1x  ,            (2) 

2lg(1 | |) 0x y   .          (3) 

Решение на (2) е | | 0x  , односно 0x  , а решение на (3) кога 0x   е 1 | | 1y  , 

односно 0y  . 

Конечно добиваме дека единствено решение на почетната равенка е 0x y  . 

 

30. Реши ја равенката   

3 41 3sin 3 1 cosx x    . 

Решение. Равенката ќе ја запишеме во облик  

3 41 3sin 1 cos 3x x    . 

Може да ги направиме следниве оценки: sin 1x  , односно 3sin 1x  , од каде 

31 3sin 4x    и cos 0,x  односно 4cos 0x  , од каде 41 cos 1x  . Тогаш за 

левата страна на равенката важи  

3 41 3sin 1 cos 4 1 3x x      . 

Равенството важи ако и само ако истовремено  
31 3sin 4x   и 41 cos 1x  , 

односно sin 1x   и cos 0x   што е точно за 
2

2x k   , за k . 

 

31. Во множеството реални броеви, реши ја равенката 
sin cos
cos sin

a x b a x b
b x a b x a

 
 

 , ,a b  и , 0a b  . 

Решение. Од равенката следува дека cos 0b x a   и sin 0b x a  , па 

множејќи ја равенката со ( cos )( sin )b x a b x a   ја добиваме равенката  

( sin )( sin ) ( cos )( cos )a x b b x a a x b b x a      

која е еквивалентна на почетната.  
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 Со множење и соодветно групирање, ја добиваме равенката  
2 2(sin cos )( (sin cos )) 0x x a b ab x x     . 

 Значи sin cos 0x x   или 2 2 (sin cos ) 0a b ab x x    . 

 Од sin cos 0x x   добиваме дека 
4

x k   , k  се решенија на почетната 

равенка. 

 Од  
2 2 (sin cos ) 0a b ab x x     и 0ab   

добиваме дека  
2 2

sin cos
a b

ab
x x


    

Користејќи дека  
2 2 2a b ab   

добиваме  
2 2

2sin cos 2
a b ab

ab ab
x x


       . 

Множејќи го ова неравенство со 2
2

 добиваме  

2 2 2
2 2 2

sin cos 2x x   , 

т.е.  

4
sin( ) 2x    , 

што не е можно.  

Значи равенката  
2 2 (sin cos ) 0a b ab x x     

нема решение.  

 Според тоа, сите решенија на почетната равенка се елементите на множеството 

4
{ | }k k    . 

 

32. Во множеството реални броеви реши ја равенката 2 6 cos( ) 9 0x x xy   . 

Решение. Прв начин. Равенката ја трансформираме во облик  
2 2( 3cos( )) (3sin( )) 0x xy xy   . 

Истото е можно само ако  

3cos( ) 0,x xy   sin( ) 0xy  . 

Од основното тригонометриско равенство 
2 2sin ( ) cos ( ) 1xy xy  , 

последните две равенства се еквивалентни со системот  

3cos( ) 0

cos( ) 1

x xy

xy

 


 
. 

Ќе разгледаме два случаи.  

Случај 1. cos( ) 1xy  . Тогаш од првата равенка добиваме 3 0x  , односно 

3x   . Според тоа,  
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cos( 3 ) 1

cos(3 ) 1 .

y

y

 


 

Решенија на последната равенка се 3 2y k  , од каде добиваме 2
3
ky  . Значи, 

решенија во овој случај се 2
3

{( 3, ) | }k k  .  

 Случај 2. cos( ) 1xy   . Тогаш од првата равенка добиваме 3 0x  , односно 

3x  . Според тоа, cos(3 ) 1y   . Решенија на оваа равенка се 3 (2 1)y k   , од ка-

де добиваме 
(2 1)

3

k
y

 
 . Значи, решенија во овој случај се 

(2 1)

3
{(3, ) | }

k
k

 
 .  

Конечно, решенија на равенката се  
(2 1) 2

3 3
{(3, ) | } {( 3, ) | }

k kk k
      . 

Втор начин. Од неравенството меѓу аритметичка и геометриска средина имаме 

2 29 2 9 6 | |x x x   . Јасно е дека 0x   не е решение на дадената равенка.  

Според тоа равенката можеме да ја запишеме во облик 
2 9
6

cos( ) x
x

xy   .   

Ќе разгледаме два случаи.  

Случај 1. 0x  . Тогаш,  
2 6| |9 6
6 6 6

1
xx x

x x x
    , 

2 9
6

cos( ) 1x
x

xy     . 

Равенство се достигнува ако и само ако 2 9x  , т.е. 3x  . Но тогаш, равенката го 

добива обликот cos(3 ) 1y    , а нејзини решенија се  

3 2 (2 1)y k k      , т.е. 2 1
3
ky   . 

Случај 2. 0x  . Тогаш   
2 6| |9 6
6 6 6

1
xx x

x x x
      , 

2 9
6

cos( ) 1x
x

xy    . 

Равенство се добива ако и само ако 2 9x  , односно 3x   . Но тогаш 

cos( 3 ) 1y  , односно cos(3 ) 1y  . Решенија на последната равенка се  

3 2y k  , т.е. 2
3
ky   . 

Значи, решенија на равенката се  
(2 1) 2

3 3
{(3, ) | } {( 3, ) | }

k kk k
      . 

 

33. Да се најдат сите агли  за кои множествата  

{sin ,sin2 ,sin3 },{cos ,cos2 ,cos3 }        

 се совпаѓаат, т.е. се еднакви. 

Решение. Ако двете множества се совпаѓаат, тогаш  

sin sin2 sin3 cos cos2 cos3       . 

Користејќи ги равенствата  

  

4 2
2 2

4 2
2 2

sin sin3 2sin cos 2sin 2 cos

cos cos3 2cos cos 2cos2 cos

  

  

     

     
  

добиваме    
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sin 2 2sin 2 cos cos2 2cos2 cos

sin 2 (1 2cos ) cos2 (1 cos )

      

      
 

Од последното равенство гледаме дека се можни два случаи.  

Случај 1. 1 cos 0   . Во овој случај 1
2

cos   , од каде добиваме  

2
3

2k     . 

За добиените вредности на   важи sin3 0   но 0 {cos ,cos2 ,cos3 }    .  

Случај 2. sin2 cos2   . Во овој случај tg2 1  , па
8 2

k    . Не е тешко да 

се види дека за вака определените вредности за   е исполнето cos3 sin    и 

sin3 cos   . 

Значи, бараното множество вредности за   е 
8 2

{ | }k k   .  

 

 

 

3.  РЕШАВАЊЕ НА ТРИАГОЛНИК И ЧЕТИРИАГОЛНИК  
 

1. За аглите  на  важи  

. 

Докажи, дека  е рамнокрак.  

Решение. Бидејќи , добиваме . Значи, за 

 важи  

 

Последното равенство е исполнето ако и само ако  и како  

и  се агли на триаголник мора да важи , т.е.    . Според тоа,  е 

рамнокрак.  

 

2. За должините на страните ,a b  и c  и аглите 

,   и   во еден триаголник е исполнето равен-

ството  

  3a b a  .     (1)  

 Определи барем еден негов агол. 

 Решение. Нека ABC  е триаголник со страни 

, ,BC a CA b AB c   , агли 

, ,A B C      и C  е подножје на 

висината спуштена од темето C  кон AB . Од правоаголните триаголници AC C  

и CC B  имаме  

cos , cosAC b BC a     

, ,   ABC

cos 2sin sin 1   

ABC

180 ( )    cos cos( )   

ABC

cos( ) 2sin sin 1

cos cos sin sin 2sin sin 1

cos cos sin sin 1

cos( ) 1.

    

      

    

  

360 ,k k    

 0k  ABC

A
C

C

B
 



ab

c
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Според тоа,  

cos cosc AC BC b a     . 

Сега, равенството (1) можеме да го запишеме во облик  
2cos ( cos cos )ab c b a c      

2 2cosab c c    

cos 0ab   .  

Бидејќи , 0a b  , последното равенство е еквивалентно со cos 0  , и бидејќи 

0     , добиваме 90  .  

Значи, ако во траиголникот важи (1), тогаш тој е правоаголен.  

 

3.  Докажи дека еден триаголник ABC  е рамнокрак, ако и само ако 

  sin cos sin cosA A B B   .       (*) 

 Решение. Нека A  и B  се два остри агли во триаголник ABC  кои се 

еднакви меѓу себе  A B  . Тогаш јасно е дека 

sin sin

cos cos

A B

A B




 

Сега јасно е дека (*) е исполнето. 

Обратно, нека ABC  е триаголник во кој што е исполнето (*). Тогаш  

sin sin cos cosA B B A   , 

од каде што го добиваме равенството 

2 2 2
2sin [cos sin ] 0A B A B A B    . 

 Бидејќи 0 180A B   , т.е. 
2

0 90A B  , имаме  

2 2
0 cos , sin 1A B A B    

и последното равенство е можно ако и само ако  

2
sin 0A B  . 

Од тоа што | | 90A B  , од последното равенство имаме 0A B  , т.е. 

A B .  

 

4. Докажи дека, отсечката што ги сврзува ортоцентарот и тежиштето на 

остроаголниот триаголник ABC  е паралелна со страната AB  ако и само ако  

tg tg 3A B  . 

Решение. Нека H  е ортоцентар, а T  

е тежиштето на остроаголниот триагол-

ник ABC . Нека подножјата на висините 

спуштени од A  и C  кон спротивните 

страни се D  и E  (види цртеж).  

Да забележиме дека H  припаѓа на ли-

нијата (правата) паралелна со AB , а која 

минува низ тежиштето на триаголникот, 

ако и само ако  

A B

C

E

D
1A1B

H

T
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3CE

HE
 . 

Според тоа, доволно е да се докаже дека  

tg tgCE

HE
A B  . 

Бидејќи  

EAH DHC  и 90E D  , 

добиваме  

DAB ECB . 

Според тоа, BDA BEC , а исто така HEA BEC . Сега, tg CE AE

EB HE
B    и 

исто така tg CE

AE
A  , од каде добиваме  

  tg tg CE CEAE

HE AE HE
A B    .  

 

5. Даден е рамностран триаголник ABC  со страна 12 cm . Две кружници со ист 

радиус еднаков на 3 cm  ја допираат страната BC  од надворешната страна на 

триаголникот, се допираат меѓу себе и едната кружница ја допира правата AB . Да 

се најде плоштината на триаголникот чии темиња се центрите на кружинците и 

средината на страната AB .  

Решение. Нека S  и T  се центрите на 

кружниците и нека E  е средината на страната 

AB  (види цртеж). Тогаш, имаме 2 3ST  , 

sin60 3 3x EB  , 3 4 3h x   .  

Според тоа, плоштината P  на триагол-

никот EST  ќе биде:  

2 3 4 3

2
12P   . 

 

6. Нека P  е точка во внатрешноста на триаголникот ABC  таква што 

BPA BCA APC ABC   . Точките D и E  се центри на кружниците впи-

шани во триаголниците APB  и APC , соодветно. Докажи дека правите AP , BD  

и CE  се сечат во иста точка. 

Решение. Нека подножјата на нор-

малите спуштени од точката P  до 

,BC CA  и AB  се ,X Y  и Z , соодветно 

(цртеж десно). Со испитување на трите 

тетивни четириаголници AZPY , BXPZ  

и CYPX  заклучуваме дека  

1) sinYZ PA A ,  и  

2) YXP BPC A  . 

Нека { }BD AP Q   и { }CE AP R  . 

Бидејќи BD  и CE  се симетрали на аг-

лите ABP  и ACP  соодветно, 

60
x
h

A B

C

T

S

E
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добиваме  
AQ AB

QP BP
   и  ACAR

RC CP
 . Затоа за да докажеме дека Q  и R  се совпаѓаат, 

доволно е да докажеме дека AC AB

CP BP
 . Сега од 1)  добиваме 

 AC AB

CP BP
    AB CP AC BP     sin sinCP C BP B    XY XZ .  

Бидејќи APB C APC B    од 2) добиваме дека XZY XYZ  , па затоа 

XY XZ , а тоа повлекува AC AB

CP BP
 .  

 

7. Да се најдат тангенсите од аглите во еден триаголник, ако тие се цели 

броеви.  

Решение. Нека ,   и   се аглите во триаголникот, за кои без ограничување 

на општоста можеме да претпоставиме дека     . Но тогаш 
3

(0, ]  , па 

според тоа tg (0, 3] . Бидејќи tg  е цел број, добиваме дека tg 1  . Тогаш  

tg tg

1 tg tg
1 tg tg( ) tg( )




       

 

 
     . 

Од последното равенство имаме  

tg tg 1 tg tg      , 

кое може да се запише во облик  

(tg 1)(tg 1) 2    . 

Сега е очигледно дека tg 1 1    и tg 1 2   . Значи, бараните тангенси се  

tg 1  , tg 2   и  tg 3  . 

 

8. Нека , ,a b c  се должините на страните на триаголникот ABC , а , ,a b ch h h  се 

должините на соодветните висини. Ако a b ca h b h c h      тогаш триаголникот 

ABC  е рамностран. Докажи! 

Решение. Да претпоставиме дека триаголникот ABC  не е рамностран, 

односно нека a b  .  

Од sinah b   и sinbh a   имаме  

sin sina b b a    , 

односно  

( )(1 sin ) 0a b    . 

Тогаш, 1 sin 0   и оттука 90  . Значи, c  е хипотенуза и затоа a c  . Тогаш, 

( )(1 sin ) 0a c   , односно 90  , а со тоа добиваме контрадикција. Аналогно 

се разгледуваат и другите случаи ( b c , a c ) 

  

9. Нека M  е точка од страната AB  на триаголникот ABC . Изрази го растоја-

нието меѓу ортоцентрите на триаголниците AMC  и BMC  преку AB c  и 

CMA  . 

Решение. Нека H  и 1H  се ортоцентрите на триаголниците AMC  и BMC , 

соодветно (цртеж десно).  
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Од сличноста на правоаголните триагол-

ници ADH  и AEM , следува дека  

AHD AME   . 

Затоа  

ctgHD AD   . 

Од сличноста на правоаголните триаголници 

BFM  и 1BDH , следува дека 1BH D  , 

односно 1 ctgDH DB   . Значи:   

1 1 ( )ctg ctgHH HD DH AD DB c       . 

 

10.  Да се покаже дека за секој триаголник ABC важи равенството  
2 2 2sin( ) sin( ) sin( )

sin sin sin
0

a b c  
  

     

  
 

Решение. Од 2 2 24 sina R  , 2 2 24 sinb R   и  2 2 24 sinc R  , каде што R  

е радиусот на опишаната кружница, доволно е да се покаже дека  

   sin sin( ) sin sin( ) sin sin( ) 0              .      (1) 

 Но,  

1
2

1
2

1
2

sin sin( ) [cos( ) cos( )]

sin sin( ) [cos( ) cos( )]

sin sin( ) [cos( ) cos( )]

      

      

      

        

        

        

 

па со собирање на овие три равенства се добива равенството (1).  

 

11. Најдете го аголот   на триаголникот ABC , ако за неговите агли , ,    

важи равенството 
sin sin

cos cos
sin






 

 
 .  

 Решение. Бидејќи , ,    се агли на триаголник, од 
sin sin

cos cos
sin






 

 
  доби-

ваме cos cos 0   , 
2

cos 0



 

, 
2 2 2


 

     па затоа  

2 2

2 2

2sin cossin sin

cos cos 2cos cos
sin

 

 




 

   

   

 

 
 , т/е/ 

2

2 2 2
2sin cos cos   . 

Од последното равенство следува 
2

cos 0 , т.е.  
2 2
  ,  што не е можно, или 

2
2 2

sin   , т.е. 
2 4
  , односно 

2
  .  

 

12. Ако 
2 3

cos cosx x , тогаш x  не може да биде агол во триаголник.  Докажи! 

Решение. Од равенката директно следува дека 
2 3

2x x k    и  
2 3

2x x k    , 

k . Бидејќи x  е агол во триаголник, следува дека 1k  . Но во тој случај 

12x k    и 12
5
kx    , од каде следува дека x  не може да биде агол во 

триаголник.    

A B

C

H E

1H

M

FD
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13. Нека , ,    се агли на триаголник за кои е исполнето равенството  

cos3 cos3 cos3 1    . 

Докажи дека еден од нив е тап агол и пресметај го збирот на двата остри агли.  

Решение. Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека за 

аглите се исполнети неравенствата     . Тогаш   и   се остри агли а   е 

аголот за кој треба да докажеме дека е тап.  

Даденото равенство ќе го запишеме во облик  

cos3 cos3 1 cos3     . 

При тоа, 
23 3 3

2 2 2
2cos ( ) cos ( ) 2sin     . 

Бидејќи , ,    се агли во триаголник, имаме    . Според тоа 

3 3 3 3 3
2 2 2 2 2

sin sin ( ) sin[ ( )] cos ( )          

од каде добиваме  
23 3 3

2 2 2
cos ( ) cos ( ) cos ( )     , 

3 3 3
2 2 2

cos ( ) [cos ( ) cos ( )] 0      , 

33 3
2 2 2

cos ( ) sin sin 0
    , 

Сега имаме три можности, и тоа 

а) 3
2

sin 0  . Бидејќи 
2

0    , добиваме 3 3
2 4

0    , па според тоа 

3
2

sin 0  . Значи, овој  случај не е можен.  

б) 3
2

sin 0  . Бидејќи 
2

0    , добиваме 3 3
2 4

0    , па според тоа 

3
2

sin 0  . Значи и овој случај не е можен. 

в) 3
2

cos ( ) 0  . Бидејќи   и   се остри агли во триаголник, добиваме 

3
2 2

( )   , од каде добиваме 
3
  .  

Значи, триаголникот е тапоаголен, во кој тапиот агол е 120   и збирот на 

острите агли е 60  .  

 

14. Определи ги аглите на триаголник со страни ,a b  и c , ако неговата плош-

тина е  

  
2 21

4
( )P a b  .          (1) 

 Решение. Плоштината на триаголникот  ABC  во кој должината на неговите 

страни е BC a , AC b  и  AB c  е еднаква на:  

  1
2

sinP ab C ,          (2) 

каде C  е аголот при темето C . Од равенствата (1) и (2) добиваме  

2 21 1
2 4

sin ( )ab C a b   

22 2 ( )

2 2
sin 1

a ba b
ab ab

C
   . 
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Бидејќи  sin 1C  , добиваме 
2( )

2
0

a b

ab


 . Од друга страна, за било кои позитивни 

реални броеви ,a b  е исполнето 
2( )

2
0

a b

ab


 . Заради последните две неравенства, 

имаме 
2( )

2
0

a b

ab


 . Последното равенство е можно ако и само ако a b , т.е. 

триаголникот е рамнокрак. Но, сега  sin 1C  , т.е. 90C  .  

Значи, триаголникот е рамнокрак правоаголен и аглите се 90 ,45 ,45 .  

 

15. Во рамнокрак триаголник со агол 120  впишаната кружница има радиус 

5cm . Определи ги страните на триаголникот.  

Решение. Нека O  е цента-

рот на впишаната кружница во 

дадениот триаголник ABC  со 

агол 120  кај темето C . Нека 

D  и E  се допирните точки на 

кружницата со AC  и AB  соод-

ветно (види цртеж). Во право-

аголниот триаголник ODC , 

60DCO  .  

Од тоа следува дека sin60DO CO , т.е. 102

3 3
CO DO  . Според тоа,  

5(2 3)10

3 3
5CE CO OE


     . 

Од триаголникот ACE  следува дека cos60CE AC , т.е.  
10( 3 2)

3
AC cm


 .  

Слично се добива дека cos60AE AC , т.е. 10( 3 2)AB cm  .  

 

16. Во кружница со радиус R  впишан е триаголник со агли 15  и 60 . Да се 

најде плоштината на триаголникот.    

Решение. Од тоа што централниот агол е двапати 

поголем од периферискиот агол над ист лак следува 

дека аголот   од цртежот е 150 . Тогаш 15  .  

Од рамнокракиот триаголник AOB  следува 

дека 2 cos15AB R . Од рамнокракиот триаголник 

AOC  следува дека 2 cos30 3AC R R  . Според 

тоа  

2 2

2 cos15 3 sin15sin15
2 2

3sin30 3

2 4
.

R RAB AC

R R

P    

 

 

 

17. Нека , ,    се аглите во еден триаголник. Докажи дека  





15

105

60

R

A B

C

O

A B

C

O

D

E
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  2 2 2sin sin sin 2cos cos cos 2         .      (1) 

Решение. Бидејќи       , имаме  

1 cos22 2 2 21 cos2
2 2

21
2

21
2

2

sin sin sin sin [ ( )]

1 [cos2 cos2 ] sin ( )

1 [cos2 cos2 ] 1 cos ( )

2 cos( )cos( ) cos ( )

2 cos( )[cos( ) cos( )]

2 2cos( )cos cos( )

2 cos cos

      

    

     

     

     

   

 

     

   

   

     

     

   

  cos ,

 

од каде што се добива (1). 

 

18. Во рамнокрак правоаголен триаголник ,ABC  конструирана е симетралата 

на остриот агол кај темето ,B која што ја сече страната CA  во точката .M  Над 

отсечките AM  и CM  се конструирани квадрати. Докажи дека плоштината на 

едниот квадрт е двапати поголема од плоштината на другиот.  

Решение. Согласно со ознаките од цртежот имаме 2
1P x  и 2

2 ( )P a x  , каде 

што 1P  и 2P  се плоштините на соодветните квадрати. Бидејќи  

  
2

2
2 2

sin 2sin cos 2 x a ax
s s s

    ,       (1) 

  1

2 2
sin BC a

AB a
   ,         (2) 

од (1) и (2) , добиваме 
2

2 1

2

ax

s
 , т.е.  

2 2 2s ax .       (3) 

Од друга страна  

  2 2 2s a x  .       (4) 

Равенствата (3) и (4) ја даваат квадратната равенка  
2 22 2 0x ax a   , 

чии решенија се 1 2x a a   и 2 2x a a  . Бидеј-

ќи 2a a a  , предвид доаѓа само второто решение 2 2x a a  . Значи,  

2 2 2
1 ( 2 1) (3 2 2)P a a     

2 2 2 2 2 2
2 1( ) ( 2 ) (2 2) (6 4 2) 2(3 2 2) 2P a x a a a a a a P            , 

што и требаше да се докаже.  

 

19. Нека ортоцентарот H  на рамно-

кракиот триаголник ABC  лежи на впи-

шаната кружница. Да се најде косинусот 

на аголот   при основата AB  на тој 

триаголник.   

A

B

C
M

x

a

a x

s



2
 2



A B

C

O

H

D
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AB

C

D

1C

1D

2C

2D

Решение. Нека O  е центарот на впишаната кружница во рамнокракиот три-

аголник ABC  (види цртеж). Тогаш имаме 
2

OAD   , AHD  . Од правоагол-

ните триаголници AHD  и AOD  добиваме ctgHD AD   и 
2

tgOD AD   . Би-

дејќи 2HD OD , добиваме 
2

ctg 2tg  , од каде што, пак, добиваме 2
3

cos  .     

 

20. Дадени се две паралелни прави 1p  и 2p  и една точка  C  меѓу нив. Да се 

одреди правоаголен триаголник ABC , со прав агол во дадената точка C  и 

другите две темиња A  и B  кои лежат на правите 1p  и 2p  соодветно, така што 

неговата плоштина да биде најмала.  

Решение. Нека d  е растојанието 

меѓу правите 1p  и 2p  и нека  a  е рас-

тојанието од точката C  до правата 2p
 

(види цртеж). Положбата на триаголни-

кот ABC  наполно е определена со аго-

лот x  што катетата AC  го зафаќа со 

нормалата ED  на правите 1p  и 2.p  

Бидејќи CBE ACD x   (како агли 

со заемно нормални краци), од право-

аголните триаголници ACD  и CEB , 

имаме 
cos

a
x

AC   и 
sin
d a

x
BC  , па плоштината на триаголникот ABC  ќе биде 

( )1 1
2 2 cos sin sin 2

a d aa d a
x x x

P AC BC
     . 

Според тоа, плоштината P  ќе биде најмала ако е sin 2x  најголемо, т.е. ако 

sin2 1x  , од каде што добиваме 
4

x   .  

 

21. Во правоаголниот триаголник ABC  дадени се катетата CA b  и аголот 

60   при темето A . Од темето C  спуштена е нормал CD  на хипотенузата 

AB . Од точката D  спуштена е нормала 1DC  на катетата BC . Од точката 1C  

спуштена е нормал 1 1C D  на хипотенузата AB  итн. Да се пресмета збирот на дол-

жините на така добиените нормали, кога нивниот број неограничено се зголемува.  

 Решение. Аглите  

1 1 1, , ,...CAD DCC C DD  

се еднакви меѓу себе и се по 60 , бидејќи 

тоа се агли со заемно  нормални краци 

(види цртеж). Од правоаголните триагол-

ници 1 1 1, , ,...ACD DCC DD C  добиваме  

sin60CD b , 1 sin60C D CD  , 

1 1 1 sin60C D C D  , …  

sin60CD b , 2
1 sin 60C D b  , 

x

x

A

B

C

D

E 1p

2p

a
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3

1 1 sin 60C D b  , …  

Збирот на овие отсечки (кога нивниот број неограничено се зголемува) формира 

еден бесконечен геометриски ред со прв член 1 sin60a b  и количник 

3

2
sin60 1q    . 

Според тоа, збирот S  на овој ред ќе биде  

1 sin60
1 1 sin60

3(2 3)
a b

q
S b

 
    . 

 

22. Нека во остроаголен триаголик ABC  те-

жишните линии повлечени во B  и C  се 

заемно нормални.  Докажи дека   
2
3

ctg ctgB C  . 

Решение. Нека T  е тежиштето на триагол-

никот, 1A  е средината на отсечката BC  , а 'A  

е проекцијата на точката A  врз правата BC

(види цртеж). Од  

'

'
ctg BA

AA
B  ,  '

'
ctg CA

AA
C  , 

добиваме  

1

' ' ''

' ' '

'

ctg ctg CA BA CABA

AA AA AA

BC BC

AA AA

B C    

     

 (1) 

Бидејќи 90BTC  , следува дека 1
1 1 2

TA A C BC  , а освен тоа 1 13AA TA . 

Според тоа, од (1) добиваме  

1

1 1 1

2 2
33 3

ctg ctg
TABC BC

AA TA TA
B C     . 

 

23. Тежишните линии at  и bt  во триаголникот ABC  образуваат со страната 

AB  агли чиј збир е 60 . Пресметај ја плоштината на триаголникот ABC , ако 

3a bt t  .  

Решение. Бидејќи тежишните линии со стра-

ната AB  формираат агли чиј збир е 60 , следу-

ва дека  

  1 1120 , 120 ,ATB ATB   

  1 60ATB   и 1 60ATB  . 

Нека 1, ,AT n AT m BT s    и 1B T t . Сега  

3 ( )( )a bt t m n s t mt ms nt ns         

A

B C1A

T

'A

A B

C

1A1B

T
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1 1

1 1 1 1
2 2 2 2

3 3
4 4

sin120 sin60 sin120 sin60

( ) .

ABA BP ns sm mt nt

ns sm mt nt

   

    

 

Бидејќи 1 1A B  е средна линија во ABC , следува дека триаголниците ABC  и 

1 1A B C  се слични со коефициент на сличност 2. Оттука следува дека  

1 1
4ABC A B CP P , т.е. 

1 1 1 1

1 1
3 4A B C ABA BP P  .  

Значи  

1 1 1 1
1ABC ABA B A B CP P P   . 

 

24. Пресметај ја најголемата вредност на изразот sin sin sin    , ако ,   

и   се агли во триаголник.  

Решение. Барем два од аглите ,   и   се остри. Нека се тоа аглите   и  . 

Бидејќи   и   се остри агли, следува дека 
2

0 cos 1
 

  , а бидејќи 0    , 

следува дека 
2 6

0 cos( ) 1  
  .  

Добиваме: 

 
2 2 2 3 3

3 2 6 2 6 3

sin sin sin 2sin cos sin 2sin sin sin sin

2sin 2sin( )cos( ) sin

  



       

    

       

     

    
 

 

3 2 6 3

1 1
2 2 6 2 2 6 3

3 3

3 2 6 3 3 3 2

2sin 2sin( ) sin

4sin( ( ))cos( ( )) sin

4sin cos( ) sin 4sin sin .



   

   

   

     

    

       

    

 

 Ако 
3
     , тогаш 3 3

2
sin sin sin     . Значи најголемата вред-

ност што може да ја прими изразот sin sin sin     е 3 3

2
. 

 

25. Радиусите на опишаната и впишаната 

кружница на на еден правоаголен триаголник се 

однесуваат како 5 : 2 , соодветно. Одреди ги 

острите агли во триаголникот. 

Решение. Нека R  е радиус на опишаната 

кружница, а r  радиус на впишаната кружница 

во правоаголниот триаголник  

2 2

2 2

ctg ctg 1

2 2 ctg ctg
ctg( ) 1

 


  





 . 

Важи 

2 2

2 2

ctg ctg

(ctg ctg )

AB AD DB OD OD

r

   

 




 

O

A B

C

D

2


2
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Бидејќи 
2 2

45o 
  се добиваме: 

2 2
2 (ctg ctg )R r 

 . Оттука  

5
2 2 2

ctg ctg 2 2 5R
r

    
 . 

Триаголникот ABC  е правоаголен па 90 .    Значи 
2 2

45o 
  Од равен-

ството 2 2

2 2

ctg ctg 1

2 2 ctg ctg
ctg( ) 1

 


  





 , следува дека 
2 2

ctg ctg 6
 . Земајќи    и 

решавајќи го системот равенки 
2 2

ctg ctg 5 
 , 

2 2
ctg ctg 6

 , добиваме дека 

2
ctg 3  и 

2
ctg 2


. Оттука 2arcctg3, 2arcctg2.      

 

 

26. Нека   и   се остри агли во триаголник. Третиот агол   е тап ако и само 

ако tg tg 1   . Докажи!  

Решение. Нека tg tg 1   . 
2

, (0, )   , па tg , tg 0   . Тогаш  

1
tg 2

tg ctg tg( )   


   . 

Функцијата ( ) tgf x x е растечка функција на интервалот 
2

(0, ) , од каде мора 

2
   , односно 

2
    . Конечно, 

2
( )         е тап агол. Обратно, 

нека   е тап агол. Тогаш tg 0  . Имаме tg( ) tg( ) tg 0          . Однос-

но 
tg tg

1 tg tg
0



 


 

 
 и tg , tg 0   , од каде мора 1 tg tg 0    , т.е. tg tg 1   .  

 

27. Даден е триаголник ABC  и точка P  во внатрешноста. Нека 

1{ }AP BC A  , 1{ }BP AC B  , 1{ }CP AB C  . Докажи дека  

1 1 1 1 1 1AC P BA P CB P BC P CA P AB PP P P P P P     . 

Решение. Нека е даден триагол-

никот како на цртежот десно. Тогаш  

1 1 sinAC PP PA PC    , 

1 1 sinBA PP PB PA    ,  

1 1 sinCB PP PC PB    .  

Понатаму,  

1 1 sinBC PP PB PC    , 

1 1 sinCA PP PC PA    ,  

1 1 sinAB PP PA PB    , 

па равенството што требаше да се докаже  е еквивалентно на  

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

sin sin sin

sin sin sin .

AC P BA P CB P

BC P CA P AB P

P P P PA PC PB PA PC PB

PB PC PC PA PA PB P P P

           

           

  

  
 

A

B

C

1A
1B

1C

P
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A

B

C

R

R

R
1h

2h

3h

28. Докажи дека во секој остроаголен триаголник важи 
2cos cos cos sr
R

a b c     , 

каде , ,a b c  се страните, , ,    се аглите на триаголникот, ,r R  се радиусите на 

впишаната и опишаната кружница, соодветно, а s  е полузбирот на страните. 

Решение. Нека  O  е центарот на опишаната 

кружница на триаголникот. Важи  

ABC AOB BOC AOCP P P P   .    (1)  

Од триаголникот ABC  имаме дека 1

2

ch
AOBP  , 

каде 1 cos
h

R
  , 2AOB   како централен агол 

за аголот   над ист кружен лак. Значи AOBP 

cos

2

cR 
. Аналогно се добива cos

2
aR

BOCP    и 

cos

2

bR
AOCP 


.  Ако уште земеме предвид дека 

ABCP sr  и замениме во (1) се добива  

cos coscos
2 2 2 2

( cos cos cos )
cR bRaR Rsr a b c     

     , 

 односно 2cos cos cos sr
R

a b c     , што и требаше да се докаже. 

 

29. Во рамнокрак триаголник аголот при основата е еднаков на  . Пресметај 

ја должината на основата на триаголникот ако висината спуштена врз основата е 

за m  поголема од радиусот на впишаната кружница.  

Решение. Нека ABC  е триаголник со основа AB  во 

кој BAC  . Од темето C  спуштаме нормала CD ,

CD h , која во исто време е и симетрала на BCA . 

Нека симетралата на аголот BAC  и симетралата CD  се 

сечат во точката O  која е центар на впишаната 

кружница. Допираните точки на впишаната кружница 

k  со страните ,AB BC  и CA  ќе ги означиме со 

, ,D M N  соодветно. Должината на радиусот на 

кружницата е ON r OD   и 
2

OAN OAB   . 

Триаголниците CON  и CAD  се слични (имаат по еден прав агол и агли со 

взаемно нормални краци). Во триаголникот ONC  имаме,  ,NOC 

CO h r m    и ON r , па според тоа cos cosr ON OC m    . 

Триаголникот ADO  е правоаголен и еден негов остар агол е 
2
 , а една негова 

страна е cosOD m  . Бидејќи 
2

ctgAD

OD
  , добиваме  

2 2 2
ctg cos ctga AD OD m    . 

Конечно, должината на основата е 
2

2 cos ctga m  .  

  

M

O

BDA

N

C



2


2
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30. Од точка во внатрешноста на рамностраниот триаголникот ABC  се спуш-

тени нормали кон страните ,AB BC  и CA . Должините на спуштените нормали се 

еднакви на , ,m n p  а должината на страната на триаголникот ABC  е еднаква на a .  

Да се пресмета односот на плоштините на триаголникот ABC  и триаголникот 

чии темиња се подножјата на нормалите.  

Решение. Нека P  е произволна точка во вна-

трешноста на рамностраниот триаголник ABC . 

Точките ,K L  и M  се подножја на нормалите 

спуштени од точката P  кон страните ,AB BC  и 

CA  соодветно. (цртеж) Бидејќи  

90

PKB PLB PLC PMC

PMA AKP

  

  
, 

четириаголниците ,AKPM BLPK  и CLPM  се те-

тивни. Затоа 120KPL LPM MPK    (би-

дејќи аглите на триаголникот a  се еднакви на n  и 

тетивноста на погорните четириаголници). Од равенствата b , d  и S  добиваме 

дека 

  31
2 4

sin120LPKP mp mp  ,  

  
31

2 4
sin120LPMP mn mn  ,  

  
31

2 4
sin120MPKP np np  . 

 Плоштината на триаголникот KLM  е еднаква на 

3

4
( )KLM KPL LPM MPKP P P P pm mn np      . 

Бидејќи плоштината на триаголникот ABC  е 
23

4ABCP a , добиваме 

23
2

4

3

4
( )

ABC

KLM

aP a
P pm mn nppm mn np



   
  . 

 

31. Дали постои триаголник, таков што за неговите агли ,   и   е точно ра-

венството 

tg tg +tg ctg +ctg ctg        . 

Решение. Нека постои триаголник со агли ,   и   за кои е исполнето 

даденото равенство. За било кое  , k   е исполнето равенството 1
ctg

tg 


 . 

Користејќи го идентитетот 
2ctg 1

ctg
ctg2 =




  и равенството      , имаме  

  1 1 1
ctg ctg ctg

ctg +ctg ctg 0    
  

   ,  

  
2 2 2ctg 1 ctg 1 ctg 1

ctg ctg ctg
+ 0

  
 

  

  
, 

  ctg2 ctg2 ctg2 0     , 

A B

C

K

LM

P

p

n m
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  ctg2 ctg2 ctg[2 (2 2 )] 0         .           (1) 

 Во идентитетите  

  ctg[2 (2 2 )] ctg(2 2 )        , 

  
ctg2 ctg2 1

ctg2 ctg2
ctg(2 2 )


 

 

 
  , 

ако воведеме ознаки ctg2 x   и ctg2 y  , и замениме во (1) добиваме  

1
0

xy

x y
x y




   . 

 Последното равенство можеме да го запишеме во обликот  

2 23
2 4

( ) 1 0
y

x y    . 

Не постојат реални броеви за кои ова равенство е исполнето. Бидејќи последното 

равенство според воведените ознаки за x  и y  е еквивалентно со почетното 

равенство, добиваме дека не постои таков триаголник.  

 

32. Даден е триаголникот ABC . На страната BC  избрани се точки D  и E  

така што BD EC  и BAD CAE . Докажи дека ABC  е рамнокрак. 

Решение. Да забележиме дека ABD ACEP P  бидејќи имаат еднакви основи и 

заедничка висина. Од тоа имаме 

sin sin
2 2

AB AD BAD AC AE CAE  , 

односно AB AD AC AE   .  

Аналогно ABE ACDP P , од што се добива  

sin sin
2 2

AB AE BAE AC AD CAD  , 

односно AB AE AC AD   .  

 Ако го помножиме ова равенство со равенство-

то AB AD AC AE    добиваме  

2 2
AB AD AE AC AE AD     . 

Од ова се добива 
2 2

AB AC , односно AB AC . 

 

33. Во триаголник со агли ,   и   е исполнето равенството  

2 2sin sin sin    . 

Ако   и   се остри агли, докажи дека   е прав агол.  

Решение. Бидејќи збирот на аглит во триаголникот е  , користејќи ги адицио-

ните теореми, даденото равенство го добива обликот   

  2 2sin sin sin[ ( )] sin( ) sin cos cos sin             

  sin (sin cos ) sin (cos sin )       .        (1) 

Од формулата 
2

sin( ) sin     и формулата за разлика на синуси, добиваме  

2 2 2 2

2 4 4
sin cos sin sin( ) 2sin cos

          

2 2 2 2

2 4 4
cos sin sin( ) sin 2sin cos

           , 

A

B D E C
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па равенството (1) го добива обликот  

  
2 2 2 2 2 2 2 2

4 4 4 4
2sin sin cos 2sin cos

       
   .   (2) 

Бидејќи   и   се остри агли во триаголникот, добиваме дека sin  и sin  се 

позитивни. Од друга страна  

2 2

2 2

 

 

    

   
 

па според тоа  
2 2

4 2
0

     

2 2

4 2
0

    . 

 Сега е јасно дека (2) важи ако и само ако  

  
2 2

4
sin 0

 
 .           (3) 

Бидејќи   и   се остри агли имаме 0     , од каде добиваме  

2 2

4 4 4

     . 

Сега, равенството (3) е можно ако и само ако 
2 2

4
0

 
 , т.е. 

2
  . Конечно  

2 2
( )         . 

 

34. Нека O  е центарот на опишаната  кружница околу рамнокрак ABC  со 

основа AB . Правата AO  ја сече страната BC  во точка D . Познато е дека BD  и 

CD  се природни броеви, а AO CD  е прост број. Определи ги овие броеви.  

Решение. Да означиме , ,AO R BD b CD c    и OD d . Бидејќи CO  е 

симетрала на агол во ACD  важи d c
R b c
 . Од друга страна, ако правата AO  ја 

сече опишаната кружница во точка E , тогаш од својството на секантите AE  и 

BC  следува ( )( )R d R d bc   . Ако во последното равенство заменима cR
b c

d


 , 

добиваме  
2( )2

2

b c c

b c
R




 . 

Нека 1 1NZD( , , ), NZD( , ), ,b c bR
k k k km

k b c R m R b     и 1
c

km
c  . Тогаш  

2 2
1 1 1

1 1

( )2
1 2

m b c c

b c
R




 . 

Бидејќи  

1NZD( , ) 1m R   и 1 1 1 1 1 1 1 1 1NZD( 2 , ) NZD( 2 , ) NZD( , ) 1b c b c b c c b c        

добиваме  
2 2
1 1 1 1( )R b c c   и 2

1 12m b c  . 

Според тоа, 1c  е точен квадрат, на пример 2
1c n . Тогаш  

2
1c kmc kmn  , 2 2

1 ( 2 )b kmb km m n    и 2 2
1 ( )R kR kn m n   . 
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Бидејќи 
2 2

1 sin b c m
R n

BAC    , заклучуваме 2 2n m n  . (Обратно, при овој 

услов триаголникот постои и е остроаголен, т.е. правата AO  го сече кракот BC .) 

Во случајов 2n  . Бидејќи 2 2( )R c kn m n mn     е прост број, добиваме дека n  

е прост број, 1k   и 2 2 1m n mn   , т.е. ( 1)( 1) ( )m m n m n    . Можни се два 

случаја:  

1) 1m nl   и тогаш ( 2) 1l nl nl n    , т.е. 
2

1 2

1

l

l l
n 

 
 . Последниот број е 

негативен за 2l  . Затоа 1l   и оттука 1n  , што е противречност.  

2) 1m nl   и тогаш ( 2) 1l nl ml n    , т.е. 
2

2 1

1

l

l l
n 

 
 . Последниот број е 

помал или еднаков на 1 за 3l  , а за 1l   е еднаков на 1 . Останува 2l   

и оттука 3, 5, 35n R c m b      и 45c  .  

 

35. Низ темето A  на остроаголниот ABC  повлечена е симетрала на аголот, 

која ја сече страната BC  во точка L , а кружницата опишана околу триаголникот 

ABC  во точки A  и N . Од L  на AB  и на AC  спуштени се нормали LK  и LM , 

соодветно, при што K AB , M AC . Докажи дека плоштината на 

четириаголникот AKNM  е еднаква на површината на ABC .  

Решение. Нека точките се означени како на цртеж лево: LM AC , LK AB ; 

ALM ALK  па според тоа ML LK . 
1 1 1
2 2 2

( )ABC AKN ALCP P P AB LK AC LM AB AC LK          

1 1
2 2

sin sin cos cos .

AKNM AKN ANMP P P AN KP AN MP AN KP

AN AK AN AL AN LK

       

         
 

 
Значи,  

ABC AKNMP P  1
2

( ) cosAB AC AN   . 

Ова е точно бидејќи NVB NUC , (цртеж десно), па според тоа 
1 1
2 2

( ) ( ) cosAB AC AV VB AU UC AV AN        . 
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36. Даден е правоаголен триаголник со должина на хипотенузата a , која е 

поделена е на n  еднакви делови ( n  е непарен број). Нека   е аголот под кој од 

точката A  се гледа оној од n те делови на хипотенузата кој ја содржи нејзината 

средина. Докажи дека 
2

4

( 1)
tg nh

n a
  . 

Решение. Нека DE  е отсечката која ја содржи средината на хипотенузата и 

BH x , каде H  е подножната точка на висината спуштена од темето A  кон 

основата BC . Тогаш, 2( )x a x h  . Ако со   и   ги означиме аглите EAD  и 

DAH , добиваме EAH   .  

Од правоаголниот триаголник AHE  следува tg( ) HE

AH
  . Понатаму, 

HE HD DE  , HD BD BH   и 1
2
n

n
BD a , па затоа 1

2
n

n
HE a x  . Значи,  

1
2tg( )
n

n
a x

h

 
  ,   

1
2tg
n

n
a x

h

 
  . 

Ако го искористиме идентитетот 
tg tg

1 tg tg
tg( )

 

  
  , 

добиваме   

22 2 21
4

( )
tg

n
n

ah

nh a n ax x  
  . 

Но, 2 ( )h x a x  , па затоа 

2

4

( 1)
tg nh

a n 
  . 

 

37. Даден е ABC . Нека M  е внатрешна точка на страната ,AB  1 2, ,r r r  се 

радиуси на кружниците впишани во триаголниците AMC , BMC и ABC , со-

одветно, а 1 2, ,    се радиуси на кружниците кои: 

а) лежат во аголот ,BCA  

б) однадвор се впишани во триаголниците AMC , MBC  и ABC . 

Докажи дека  

1 2

1 2
.

r r r
  

  

Решение. Лема. Нека CAB    и ABC   . Тогаш 

2 2
tg tgr 


 . 

Доказ. Нека O  е центарот на впиша-

ната кружница и K е точката во која таа 

ја допира страната AB . Точката 1O  е 

центар на опишаната кружница, а L  е 

точка во која таа ја допира страната AB . 

Тогаш  

2 2 2 2
2 2tg tg tg tg

(tg tg )r r rAB AK KB
  

       и 
2 2

(tg tg )AB AL LB
     . 
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Сега тврдењето на лемата следува од претходните равенства.  

Нека AMC  . Од лемата следува   

1

1 2 2
tg tg

r 

  и 2

2 2 2 2 2
tg tg tg ctg

r    


  . 

Ако ги помножиме овие равенства добиваме 

1 2

1 2 2 2

r r rtg tg
 

  
  , 

што и требаше да се докаже. 

 

38. Нека D  и E  се подножните точки на висините спуштени соодветно од 

темињата A  и B  на ABC , F  е пресечната точка на симетралата на аголот 

аголот во темето C  со страната AB , а ,O I  и H  се соодветно центарот на 

опишаната кружница, центарот на впишаната кружница и ортоцентарот на ABC . 

Докажи дека, ако 2CF CF

AD BE
  , тогаш OI IH .  

Решение. Нека , , , , cBC a AC b ACB CAB CF s       . Бидејќи 

ABC AFC BFCP P P  , направи цртеж, следува дека  

1 1 1
2 2 2 2 2

sin sin sinc cbs as ab
 
   , т.е. 2

2 cosab

c a b
s




 . 

Понатаму, од sinAD b   и sinBE a   следува  

2 2

2 2

2 cos 2 cos 1 1
( )sin ( )sin sin sin

( )
a bCF CF a b

a b a b a b a bAD BE

 

      
      . 

Оттука и од условот на задачата следува 1
2 2

sin

 , т.е. 

3
  . Нека правата CF  ја 

сече опишаната кружница околу ABC  во точката M . Тогаш OM AB . Но, 

како CH AB  следува дека OMC MCH , т.е. OCM MCH .  

Од HCE , бидејќи  

2 2 2
( )EHC ECH          

добиваме дека 
sin
CECH


 . Од BCE  следува 
sin

cos 2 cosaCE R


    , па ко е 

3
   добиваме CE R .  

Оттука следува дека триаголниците CHI  и COI  се складни, па затоа OI IH , 

што и требаше да се докаже.  

 

39. Нека ABC  е триаголник при што точките 1 1,A B  и 1C  се средини на стра-

ните ,BC  CA  и AB  соодветно. Нека P  е точка од опишаната кружница k  околу 

триаголникот ABC . Правите 1 1,PA PB  и 1PC  ја сечат по вторпат кружницата k  

во точките ', ', 'A B C  соодветно. Нека точките , , , ', ', 'A B C A B C  се попарно 

различни, и правите ', 'AA BB  и 'CC  формираат триаголник. Докажи дека пло-

штината на тој триаголник не зависи од изборот на точката P . 

Решение. Нека 0 0 0, ,A B C  се точки на пресек на правите ', 'AA BB  и 'CC  (види 

цртеж). Ќе покажеме дека 
0 0 0

1
2A B C ABCP P . Ќе го разгледаме шестоаголникот 
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' 'ABCC PA . Според теоремата на Паскал, пресеците на спротивните страни се 

сечат во точки кои припаѓаат на една права. Според тоа, точките  

  1'AB C P C  , 1'BC PA A   и 0' 'CC AA B   

лежат на една права. Според тоа, точката 0B  лежи на средната линија на 1 1A C  на 

триаголникот ABC . Аналогно, точката 0A  припаѓа на средната линија 1 1B C  и 0C  

припаѓа на средната линија 1 1B A  на триаголникот ABC  (види цртеж).  

Отсечките AC  и 1 1A C  се 

паралелни, па според тоа, три-

аголниците 0 0 1B C A  и 0 1AC B  

се слични. Од сличноста до-

биваме  

  0 0 1 0

0 1 0

B C A C

AC B C
 .   (1) 

Аналогно, од тоа што 

1 1||BC B C , добиваме дека три-

аголниците 1 0 0B A C  и 1 0A BC  

се слични. Според тоа, од 

сличноста добиваме  

  1 0 0

1 0 0 0

A C BC

B C A C
 .    (2) 

Од (1) и (2) добиваме дека 

0 0 0

0 0 0

B C BC

AC A C
 , кое е 

еквивалентно со равенството:  

0 0 0 0 0 0B C A C AC BC   . 

Според тоа,    

0 0 0

0

1
0 0 0 0 0 0 02

1
0 0 02

sin

sin

A B C

ABC

P B C A C A B C

AC BC AC B P

 

  
. 

 Точката 0C  припаѓа на средната линија 1 1B A  на триаголникот ABC  од каде 

што добиваме дека 1
0 2

( , ) ( , )d C AB d C AB , со ( , )d X YZ  е означено растојанието 

од точката X  до правата YZ . Тогаш  

  
0 0 0 0

1 1 1
02 4 2

( , ) ( , )A B C ABC ABCP P AB d C AB AB d C AB P      .  

 Десната страна на последното равенство не е во зависност од точката P . 

Значи, независност од изборот на точката P  имаме 
0 0 0

1
2A B C ABCP P .  

 

40. Во триаголник ABC  припишаната кружница наспроти темето A  ги допира 

правата AB  во точката P  и правата AC  во точката Q , а припишаната кружница 

наспроти темето B  ги допира правата AB  во точката M  и правата BC  во точка-

та N . Нека K  и L  соодветно се подножјата на нормалите повлечени од C  кон 

правите MN  и PQ . Докажи, дека четириаголникот MKLP  е тетивен.  

A

B

C

1C

1B
1A

'A

'B
'C

A

B

C

P

k
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Решение. Аглите на триа-

голникот да ги означиме со 

, , .   Бидејќи 
2

90KMP


  , 

доволно е да докажеме дека 

2
90KLP


  .  

Нека I  е центарот на впи-

шаната кружница во триаголни-

кот ABC  и D  е допирната точ-

ка на впишаната кружница со 

AB . Од ||CK IB  и ||CL IA  сле-

дува KCL AIB . Понатаму, од 
2

b c aCN AD     и 
2

KCN


  следува  

2 2 2 2
cos cos cos cosCK CN AD AI

     . 

Аналогно 
2 2

cos cosCL BI
 , па затоа CK AI

CL BI
 . Според тоа, триаголниците 

KCL  и AIB  имаат по две пропорционални страни и агол меѓу нив е еднаков, па 

затоа тие се слични. Од сличноста на овие триаголници следува 

2
KLC ABI


  , па затоа 

2
90KLP KLC CLP


    .  

 

41. Нека R  и r  се радиуси на опишаната и впишаната кружница во триагол-

никот ABC , а 'R  и 'r  се радиуси на опишаната и впишаната кружница во три-

аголникот ' ' 'A B C . Ако 'C C  и ' 'Rr R r , тогаш ~ ' ' 'ABC A B C . 

Докажи!  

Решение. Во секој триаголник со агли , ,   , а R  и r  се радиусите на 

опишаната и впишаната кружница соодветно, е исполнето равенството  

cos cos cos 1 R
r

     . 

Според тоа, за триаголникот ABC  имаме  

cos cos cos 1 R
r

A B C    , 

а за триаголникот ' ' 'A B C  е исполнето равенството  

'
'

cos ' cos ' cos ' 1 R
r

A B C    . 

Но, од равенството ' 'Rr R r  имаме '
'

R R
r r
 , па според тоа  

cos cos cos cos ' cos ' cos 'A B C A B C     . 

Од равенството 'C C  добиваме cos cos cos ' cos 'A B A B   , па според тоа  

' ' ' '
2 2 2 2

2cos cos 2cos cosA B A B A B A B    . Да забележиме дека  

' ' 'A B C C A B       , 

па од претходното равенство добиваме ' '
2 2

cos cosA B A B   

Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека A B  и 

' 'A B . Тогаш, ' 'A B A B   , а заедно со ' 'A B A B    

добиваме ', 'A A B B    и како 'C C , заклучуваме ~ ' ' 'ABC A B C .  
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42. Нека квадратот ABCD  е впишан во кружницата k  и P  е произволна точка 

од k . Докажи дека барем еден од броевите PA , PB , PC  и PD  е ирационален. 

Решение. Претпоставуваме, спротивно, односно дека броевите PA , PB , PC  

и PD  се рационални. Нека кружницата k  има радиус r  и точката P  припаѓа на 

помалиот лак BC . Ако CAP   , тогаш од триаголникот APC , следува 

2 sinPC r    и 2 cosPA r   . Понатаму,  

2 2
2 sin 2 sin(45 ) 2(sin cos ) 2( )PC PAPD r PBD r r          . 

Бидејќи, 
2 2

PC PA  е рационален број, тоа значи дека PD  е ирационален број, што 

претставува противречност.  

 

43. Околу даден правоаголник со страни a  и b , опишан е друг правоаголник 

чија плоштина е 2m . За кои вредности на параметарот m  задачата има решение? 

Решение. Нека   е аголот меѓу страните на  

правоаголниците ABCD  и 1 1 1 1A B C D . За дол-

жините на страните на  опишаниот право-

аголник 1 1 1 1A B C D  имаме:  

1 1 1 1 sin cosA D AA AD a b     ,  

1 1 1 1 cos sinA B BA BB a b     .  

Од условот  за плоштината  имаме:     

 2 ( sin cos )( cos sin )m a b a b      , 

 а со средување на изразот се добива  
2

2 2
sin cos m ab

a b




  , т.е. 

2

2 2

2( )
sin 2

m ab

a b




 . 

Тогаш услов задачата да има решение ќе биде 0 sin 2 1  , односно решавајќи ја 

неравенката,  го добиваме бараниот услов  
2

a bab m   . 

 

44.  Во внатрешноста на квадратот ABCD  е избрана точка P  така што 

15PAB PBA  .  Докажи дека триаголникот PCD  е рамностран.   

Решение. Триаголникот ABP  е рамнокрак, па затоа неговото теме P  припаѓа 

на симетралата MN  на страните AB  и CD  на квадратот (цртеж). Според тоа,  

триаголникот DCP  е рамнокрак,  PC PD .  Нека 

PCD PDC  . Ако должината на страната на 

триаголникот е a , тогаш MP PN a  . Од право-

аголниот триаголник PMB  имаме 
2

tg15 ,aMP    а 

од правоаголниот триаголник PNC  имаме 

2
tgaMN   . Ако замениме во равенството 

MP PN a  ,  добиваме 
2 2

tg15 tga a a  ,  т. е.   









a

b

A B

CD

1A

1B

1C

1D

B

A D

C

M N
P

15

15
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1

3

1

3

1
tg45 tg30 3 1 3 3

1 3 1 3 11 tg45 tg30
tg 2 tg15 2 2 2 3


  

  
          . 

Јасно, 60   и триаголникот PCD  е рамностран.  

  

45. Должините на помалата дијагонала, 

страната и поголемата дијагонала во ромбот 

формираат геометриска прогресија. Определи 

ги аглите на ромбот! 

Решение. Нека ABCD  е ромб во кој дија-

гоналата 1d BD , страната a AB  и дија-

гоналата 2d AC  се последователни членови 

на геометриска прогресија.  Значи, постојат 

броеви b  и q  такви што 1d b , a bq , 

2
2d bq .Од правоаголниот триаголник AOB , според теоремата на Питагора 

имаме  

1 22 2 2

2 2
( ) ( )
d d

a  ,  
2 2 4 2 2

4 4
b b q b q  , 4 24 1 0q q   . 

Ако воведеме смена 2q t , ја добиваме квадратната равенка 2 4 1 0t t    чии 

решенија се 1/2 2 3t   .  

 За решението 2 3t   , добиваме 2 3q   , и 1d b , 2 3a b  ,

2 (2 3)d b  .  Од правоаголниот триаголник AOB , добиваме  

1
2 1

2 2
2

2 (2 3)
tg 2 3

d

d

dOB b
dOA b 

      . 

Конечно, аглите на ромбот ABCD  се 2arctg(2 3)    и 2arctg(2 3)    . 

Аналогно се постапува и за решението 2 3t   . 

 

46. Впишаната кружница во правоаголниот ABC  ја допира хипотенузата AB  

во точката 1C . Точките 1P CC  и Q AC  се такви што ||PQ BC  и четириагол-

никот 1AC PQ  е тангентен. Докажи, дека 1 2CP O O , каде 1O  и 2O  се центрите на 

впишаните кружници во 1AC C  и 1BC C .  

Решение. При стандардните ознаки за ABC  имаме 1AC s a   и 1BC s b  . 

Нека X  и Y  соодветно се допирните точки на впишаните кружници во 1AC C  и 

1BC C  со страната 1CC . Имаме  

1 1 1 1( )

2 2 2

CC CA AC CC b s a CC a b s
CX

       
   , 

1 1 1 1( )

2 2 2

CC CB BC CC a s b CC a b s
CY

       
   . 

Според тоа, CX CY , што значи дека двете кружници ја допираат страната 

1CC  во една иста точка (направи цртеж). Тогаш 1 2 1O O CC .  

D C

A Ba

 




1d 2d

O

1

2

d
2

2

d
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Нека  

1 1 1ACO C CO    и 2 1 2BCO C CO   . 

Тогаш 2QPC PCB    и бидејќи 1PO  е симетрала на 1QPC , добиваме 

дека 1 90QPO   . Сега, од 1CPO  наоѓаме  

1 180 2 (90 ) 90CO P       . 

Според тоа, 1 2O P CO , т.е. P  е ортоцентар на 1 2CO O . Но,  

1
1 2 2

45O CO ACB  , 

па затоа  

1 2 1 2 1 2 1 22 cos ctgCP R O CO O O O CO O O   . 

 

47. Во трапезот ABCD  со основи AB  и CD , 90DAB   и 30ABC  . 

Центарот на кружницата k  лежи на основата AB  и ги допира ,AD DC  и CB . 

Пресметај ја плоштината на трапезот ако радиусот на кружницата k  е r .  

Решение. Нека N  и M  се допирни точки на k  со BC  и CD  соодветно, а E  

е подножје на нормалата спуштена од темето C  врз основата AB . Јасно е дека  

h EC OM ON r    , 

каде h  е висина на трапезот.  

Триаголникот CEB  е правоаголен, со 

еден остар агол 30EBC  , па според 

тоа  

ctg30EB

EC
 , ctg30 3EB CE r   . 

Од правоаголниот триаголник BNO  

добиваме  

1
2

sin30ON

OB
  , 

па затоа 2 2OB ON r  . Сега за должи-

ната на основата AB  имаме  

2 3a AB AO OB r r r      , 

а за должината на основата DC  имаме  

3 3 (3 3)b DC AE AB EB r r r        . 

Значи,  

3 (3 3) 2 6 3

2 2 2

r ra bP h r r
     . 

 

48. Нека ABCD  е конвексен четириаголник со плоштина еднаква на 
2 2

4
AB CD . 

Докажи, дека ако AD BC , тогаш AD BC .  

Решение. Нека  

, , , , ,AB CD E AEB AB a CD b CE x DE y         и AD BC z  . 

Ако ги одземеме равенствата  

k

A B

CD

O E

M

N
r

r

r
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2 2 2

2 2 2

( ) ( ) 2( )( )cos

2 cos ,

a x z y z x z y z

b x y xy

       

   
 

добиваме 
2 2 2 ( )(1 cos )a b z x y z       . Ако знакот е негативен, тогаш 

z x y x   , па значи D  е меѓу A  и E , што противречи на првото равенство. 

Според тоа,  
2 2sin sin

2 2 4 2
(( )( ) ) ( ) ctga b

ABCD ABE CDEP P P x z y z xy z x y z             , 

од каде следува дека 
2

ctg 1  , т.е. 90  .  

 

49. Нека ABCD  е четириаголник таков што AD BC  и 120A B  . 

Рамностраните триаголници , ,ACP DCP DBR  се на иста страна од правата AB . 

Докажи дека точките ,P Q   и R  се колинеарни.  

Решение. Нека O  е пресечна точка 

на AD  и BC . Бидејќи 120A B   

добиваме дека 60AOB  . Нека l  е 

симетралата на надворешниот агол во 

темето O  на триаголникот AOB .  

 Од 60APC AOC   добиваме 

дека , ,O P A  и C  припаѓаат на една 

кружница. Според тоа  

60POA PCA  . 

Надворешниот агол на триаголникот 

AOB  е 120  па PO  е негова симетра-

ла. Значи, P  припаѓа на правата l . Слично, Q  и R  припаѓаат на l , па ,P Q   и R  

се колинеарни.         

 

50. Квадратот ABCD  со отсечките RQ  и PT  кои се сечат во точката O  и се 

паралелни со неговите страни е разделен на четири правоаголници (направи  

цртеж). Плоштината на правоаголникот ORCP  е двапати поголема од плоштината 

на правоаголникот OQAT .  

Колку е вредноста на аголот PAR ? 

Решение. Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека 

должината на страната на квадратот е 1. Ќе воведеме ознаки AT DP x  , 

AQ BR y   (направи  цртеж) и од условот на задачата добиваме  

(1 )(1 ) 2x y xy   , т.е.  1x y xy   . 

Ќе го пресметаме збирот на аглите DAP  и RAB . Притоа  

1 1

1 1

tg tg

1 tg tg 1
tg( ) 1

yx

yx

DAP RAB

RAB DAP
DAP RAB



  
    . 

Сега, јасно е дека 45DAP RAB  , од каде добиваме  

90 45 45PAR    . 

A B

C
D

P
Q

O
R

l
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51. Определи ги сите конвексни четириаголници во кои збирот на синусите на 

спротивните агли се еднакви.  
Решение. Да го разгледаме конвексниот четири-

аголник (види цртеж). Нека  е неговата 

дијагонала и ќе воведеме ознаки , 

,  и . Тогаш од 

условот на задачата имаме  

 

па според тоа   

   

   

Според формулата за збир од два синуси, добиваме  

2 2 2 2
2sin cos 2sin cos

   
  . 

Ако во последните два изрази поделиме со израз различен од нула, добиваме  

2 2
cos cos

 
  

Според формулата за разлика од два косинуси, добиваме  

  2 2 2 2

2 2
2sin sin 0

   
 

   

  
2 2

2sin sin 0
 

  .  

Од последното равенство, добиваме  или .  

Ако  тогаш , а ако  тогаш .  

Но, тоа значи две страни во четириаголникот се паралелни.  

Според тоа,  е паралелограм или трапез. 

 

52. Даден е ромб  со . Нека  е средината на 

страната  и . Определи ги односот  и .  

Решение. Нека  е пресекот на 

дијагоналите  и . Од 

 следува дека 

четириаголникот  е тетивен. Тогаш  

, 

па затоа четириаголникот  е 

тетивен. Од  

и  

следува, дека . Освен тоа,  е средна линија за , па 

затиоа  

 и . 

 

ABCD BD

ABD 

CDB  ABD  CBD 

180 ( )

180 ( )

BAD

BCD

 

 

  

  

sin( ) sin( ) sin[180 ( )] sin[180 ( )]               

sin( ) sin( ) sin( ) sin( )             

   

  ||BC AD   ||AB DC

ABCD

ABCD 90BAD    M

CD , ( )BP AM P AM  :BP PD BPD

O

AC BD

90APB AOB 

ABOP

180POD POB

PAB PMD

 

 

DPOM

PDO PMO PBO PAO

~BDP AMO OM ACD

2
180BPD AOM   

2
: : : 2cosBP PD AO OM AC AD   





 A

B C

D
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53. Дадена е кружница со центар на страната AB  на тетивниот четириаголник 

ABCD . Останатите три страни ја допираат кружница. Докажи дека  

AD BC AB  . 

Решение. Прв начин. За четириаголник важи  

    ,      . 

Центарот O  на кружницата е пресек на симетралите на аглите   и  . Нека FHG  

е нормала на симетралите на аглите FAH GOH   .  Значи,  

AH AF  и HO GO          (1)  

Од  

2 2 2
OFG COE

        и OE OF   

следува FGO OCE   т.е.  

GO CE        ( 2)  

Од (1)  и ( 2)  добиваме  

AO AH HO AF CE        (3)  

Аналогно добиваме  

BO BE DF  .   ( 4)  

Од (3)  и ( 4)  добиваме  

               AB AD BC  . 

Втор начин. Нека O  е центар на кружницата, r  е нејзин радиус, а E  и F  се 

точки во кои таа ги допира страните BC  и AD . Тогаш 

ctgBE r  ,    
2

ctgEC r


 ,    
2

ctgDF r  , 

ctgFA r  ,    
sin

rOB


 ,    
sin

rOA


 . 

Равенството AD BC AB   е еквивалентно со секое од равенставата 

2 2 sin sin
(ctg ctg ) (ctg ctg ) r rr r


 

     , 

1 cos1 cos
2 2 sin sin

ctg ctg
    

 
   , т.е.  

2 2 2 2
ctg ctg tg tg

     ,  

при што последното равенство непосредно следува од равенствата     , 

   .  

 

54. Дали може на кружница со радиус 1  да се изберат 1975  точки, такви што 

растојанието меѓу секои две од нив да е рационален број? 

Решение. Нека , ,A B C  се три точки на дадената кружница со центар во точка-

та S  и 2ASB   , 2BSC   . Тогаш 2( )ASC    и 

2sinAB   , 2sinBC   , 2sin( )AC   . 

Од sin( ) sin cos cos sin      , следува дека растојанијата меѓу точките 

, ,A B C  ќе бидат рационални броеви ако sin , cos , cos , sin     се рационални 

броеви. Ќе го користиме идентитетот  
2 2

2 2 2 2

2 22( ) ( ) 1m n mn

m n m n
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Земаме:  
2 2

2 2 2 2

2sin , cos ,m n mn

m n m n



 
     

а аналогно за аголот  .  

Со замена на различни парови цели броеви ,m n  

добиваме агли кои имаат рационален синус и 

косинус. Понатаму, земаме точка A  на кружницата 

и нанесуваме два пати поголеми агли од најдените. 

Тогаш растојанието меѓу секои две од дадените 

точки е рационален број.  

 

55. Нека A  и B  се соседни темиња на правилен n аголник, со центар во O . 

Триаголникот XYZ , кој е складен со триаголникот OAB , на почеток е поставен 

така што точките , ,X Y Z  се совпаѓаат со точките , ,O A B , соодветно. Потоа 

XYZ  се движи во рамнината на n аголникот , така што темињата Y  и Z  

остануваат на n аголникот. Каква фигура ќе опише точката X  кога точката Y  

еднаш ќе го помине целиот n аголник?  

Решение. Нека , ,A B C  се три последователни темиња на n аголникот. Раз-

гледуваме што се случува со X  кога Y  се движи од A  до ,B  а Z  од B  до C . Ко-

га Y  се совпаѓа со A  или B  јасно е дека X  се совпаѓа со O . Затоа ќе го 

разгледаме случајот кога Y  е внатрешна точка на отсечката ,AB  а Z  е внатрешна 

точка на отсечката BC .  

Бидејќи 180 ,ZXY YBZ BOA ABO OAB     кружницата опишана 

околу триаголникот XYZ  минува низ B . Радиусот на таа кружница го пресме-

туваме од триаголникот OAB , бидејќи 
( 2)

2 2

n

n n
A B

       . Воведуваме оз-

нака R OA  и добиваме  

2
sin( ) cos

2
n n

R Rr
  

  , 

каде r  е радиус на опишаната кружница 

околу триаголникот OAB .  

Со   го означуваме аголот со големина 

n
 . Аглите XYZ  и XBZ  се еднакви како 

агли над ист лак. Затоа  

OBZ OBC XYZ XBZ    

што значи дека точките , ,X O B  се ко-

линеарни. BX  е тетива на кружницата и 

како B  се наоѓа меѓу Y  и Z , добиваме дека таа е подолга од BO , а најдолга е 

кога се спвпаѓа со дијаметарот на таа кружница. Максимална должина OX  до-

стигнува кога Y  и Z  се симетрични во однос на BO  и изнесува  

1
cos

2 ( 1)d r R R


    . 

Бараното множество е ѕвезда која се состои од n  сегменти со должина d , при 

што секој почнува од O  и е насочен кон теме од n аголникот.  
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56. Околу триаголникот ABC  со агол 
3

2     е опишана кружница k  со 

радиус R  чиј дијаметар го преполовува аголот  . Да се најде плоштината на 

триаголникот ABM  ако M t BC  , каде што t  е тангента на k  повлечена во 

точката A .   

Решение. Бидејќи дијаметарот на опишаната 

кружница е симетрала на аголот  (види цртеж), 

следува дека триаголникот ABC  е рамнокрак. 

Според тоа, ќе имаме 90   , 2CAM  , 

90ACM   , 90 3AMC   .  

Применувајќи ја синусната теорема за ABC , 

добиваме  

 2 sin2AC R  , 

 2 sin(90 ) 2 cosAB R R    ;  

ако пак ја примениме на AMC , ќе добиеме:  

sin(90 ) cos
cos3sin(90 3 )

2 sin 2AM AC R



  

 


 . 

За плоштината на триаголникот ABM :  

  
42 sin sin1

2 cos3
sin(90 ) 4P AB AM R     


 .  

 

57. Нека  ,   и   се аглите во триаголникот ABC , s  е неговиот полупери-

метар, а R  е радиусот на опишаната кружница. Ако  
2 23 (3 cos2 cos2 cos2 ) 2R s       

докажи дека триаголникот е рамностран. 

Решение. Следните равенства се еквивалентни:  
2 23 (3 cos2 cos2 cos2 ) 2R s         

2 23 (1 cos2 1 cos2 1 cos2 ) 2R s          

2 2 2 2 23 (2sin sin sin ) 2R s      

2( )2 2 2 2

2
3 (2sin 2sin 2sin )

a b c
R

 
      

2 2 2 2 23 (4sin 4sin 4sin ) ( )R a b c        

Од синусната теорема имаме  
2 2 2 2 2 23 ( ) 2 2 2a b c a b c ab bc ac         

а оттука добиваме       
2 2 2( ) ( ) ( ) 0a b b c a c       

т.е. a b c  . Значи триаголникот е рамностран.  

 

58. Во правоаголен триаголник ABC , 90C  , правата што минува низ сре-

дината на хипотенузата и центарот на впишаната кружница ја сече катетата AC  

во точка N  под агол од 75 . Одреди ги острите агли во ABC .  



A

B

C

M

O

t
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Решение. Ако O  е центар на впишаната кружница, тогаш 
2

45
 

  и 

2
180 135AOB


  

 
. Заради претходното  

2
180 (75 )AON     , 

2
180 75AOM AON     , 

2
135 60BOM AOM      

За AOM , според синусната теорема   

2 2
sin sin(75 )

OM AM




 
, т.е. 

2

2

sin(75 )

sin
AM OM







. 

За BOM  според синусната теорема   

22
sin(60 )sin

OM BM




 
, т.е. 

2

2

sin(60 )

sin
BM OM







. 

Точката M  е средина на отсечката AB , па затоа AM BM , т.е. 

2 2

2 2

sin(75 ) sin(60 )

sin sin
OM OM

 


 

 
. 

Ако во последново равенство замениме 
2 2

45
   , добиваме  

2 2 2 2
sin(75 )sin(45 ) sin(60 )sin   

   . 

Користејќи адициони теореми добиваме 

  cos120 cos(30 ) cos60 cos(60 )         

  cos(60 ) cos(30 ) cos60 cos120 1            

  2sin 45 sin(15 ) 1      2sin 45 sin( 15 ) 1     

  2
2

sin( 15 )     15 45    

Значи, аглите на триаголникот се 60  , 30  . 

 

59. Докажи дека 
2 2

2

sin( )

sin( )
a b

c

 



 

 
, каде , ,a b c  се должини на страните на 

триаголник, а   и   се неговите агли. 

Решение. Ќе ја трансформираме левата страна на равенството 

 

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2

sin( ) sin( )sin( ) (sin cos sin cos )(sin cos sin cos )

sin( ) sin ( ) sin ( )

sin cos sin cos sin cos sin sin sin sin sin cos

sin sin

sin (cos sin ) sin (sin co

    

  

   

  

 



 
             

     

           

 

     2 2 2 22

2 2 2 2

s ) sin sin sinsin

sin sin sin sin
.


 

   

   

 



2


2



2



2


A B

C

M

N

O
75
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Ако ја искористиме синусната теорема, имаме sin
sin

a
c




 и 
sin

sin
b
c





, од каде со 

замена се добива бараното равенство.  

 

60. Нека Ѕ е пресекот на дијагоналите на конвексен четириаголник ABCD . 

Одреди го аголот помеѓу дијагоналите на четириаголникот, ако е познато дека   

30SAB SBC   и  45 .SCD SDA   

Решение.  Од синусната теорема применета на секој од триаголниците ACD , 

ABC  и ABD  дадени на цртежот, ги добиваме следниве равенства  

sin(180 ) sin

sin 45 sin 45

xAC x

AD


  , 

sin( 30 ) sin( 30 )

sinsin(180 )

x xAB
xAC x

 


   и sin 45

sin(150 )

AB

AD x
  . 

Со замена во равенството ACAB AB

AD AC AD
  , ја добиваме равенката  

sin( 30 )sin 45 sin
sinsin(150 ) sin 45

x x
xx




  , 

 која е еквивалентна со  
2sin 45 sin(150 )sin( 30 )x x   , 

односно со равенката  

1 1
2 2

(cos120 cos(180 2 ))x     . 

Последната равенка се сведува на 

1
2

cos2x   , чии решенија се 60x   

или 120x  . Значи помалиот агол 

меѓу дијагоналите изнесува 60x  . 

 

61. Докажи дека   
2 2 2sin( ) sin( ) sin( )

sin sin sin
0

a b c  
  

     

  
, 

каде , ,    се агли во триаголник, а ,a b  и c  се соодветните страни. 

Решение. Собироците од левата страна на равенството ќе ги помножиме и 

поделиме редоследно со sin ,sin ,sin    и ќе ги искористиме равенствата  

sin sin sin
a b c k  
  

, 

при што добиваме  
2 2 2sin( ) sin( ) sin( )

sin sin sin

2 2 2

sin sin sin

2 2 2

2
(*

( ) sin sin( ) ( ) sin sin( ) ( ) sin sin( )

sin sin( ) sin sin( ) sin sin( )

[sin sin( ) sin sin( ) sin sin( )]

a b c

a b c

k k k

k

  

  



  

  

      

     

     

  

  
        

        

         )

 

Ако ја искористиме адиционата формула  

sin( ) sin cos cos sin        , 

добиваме: 

45

135 x

45 30x 

30

150 x

3045x 

x

x180 x

180 x
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2

2

2

(*) [sin (sin cos cos sin ) sin (sin cos cos sin )

sin (sin cos cos sin )]

[sin sin cos sin cos sin sin sin cos

sin cos sin sin sin cos sin cos sin ]

0 0

k

k

k

   

 

  

  

  

         

    

        

        

 

 

62. Нека , ,a b c  се страните а , ,    соодветните агли во триаголникот ABC  

со плоштина P . Докажи дека важи равенството  
2 2 2(sin 2 sin 2 ) (sin 2 sin 2 ) (sin 2 sin 2 ) 12a b c P           . 

 Решение. Ќе ги прегрупираме собироците на левата страна од равенството во 

облик  
2 2 2 2 2 2( sin 2 sin 2 ) ( sin 2 sin 2 ) ( sin 2 sin 2 )a b b c c a          . 

Со примена на синусната теорема и формула за синус од двоен агол, ќе трансфор-

мираме збировите во заградите. Од 
sin sin

a b
 

 односно од sin sina b  , со 

замена, првиот збир добива облик  
2 2 2 2sin 2 sin 2 2 sin cos 2 sin cos

2 sin cos 2 sin cos

2 (sin cos sin cos ) 2 sin( )

2 sin( ) 2 sin 4

a b a b

ab ab

ab ab

ab ab P

  

 

   

   

     

   

     

  

 

Аналогно,  
2 2sin 2 sin 2 4b c P    и 2 2sin 2 sin 2 4c a P   . 

Собирајќи ги изразите се добива  
2 2 2 2 2 2( sin2 sin2 ) ( sin2 sin2 ) ( sin2 sin2 ) 12a b b c c a P            

што требаше да се докаже. 

 

63. Во триаголникот ABC  симетралата на B  ја сече страната AC  во точката 

D , а симетралата на C  ја сече страната AB  во точката E . Симетралите се 

сечат во точката O  при што OD OE .  

 Докажи дека, или триаголникот ABC  е рамнокрак или 60BAC  .  

 Решение. Симетралата на BAC  е 

AO . Нека , , , ,      се агли како што 

е прикажано на цртежот. Според си-

нудна теорема имаме  

  
sin sin sin sin

,AO OE AO OD
   
  .  

Според тоа, sin sin   , од каде доби-

ваме     или   и   се суплементни 

агли. Двата случаи ќе ги разгледаме 

одвоено. 

 

A

B C




 





E D
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Случај 1. Ако    , тогаш 2 2     , т.е.    . Според тоа, 

триаголникот ABC  е рамнокрак.  

 Случај 2. Ако    , тогаш   и   се суплементни агли. Според тоа, 

2 2 180     , односно 60   . Значи, 60BAC   што и требаше да се 

докаже.  

 

64. Тангентата t  во точката B  кон опишаната кружница k  околу триагол-

никот ABC   ја сече правата AC  во точка M . Определи го количникот AM

MC
 ако 

AB

BC
k .  

Решение. Ако триаголникот ABC  е рамнокрак со AB BC , тогаш 1AB

BC
 . 

Правата која минува низ B  и е нормална на тангентата t  повлечена во B  минува 

низ ценарот на опишаната кружница и е нормална на отсечката AC . Според тоа 

||t AC  и t AC   (види цртеж 1). Затоа овој случај не го разгледуваме (не ги 

исполнува условите од задачата).  

Без ограничување на општоста ќе претпоставиме дека AB BC , цртеж 2. Нека X  

е точка од тангентата t  така што B  е меѓу M  и X  (види цртеж). Аглите ACB  и 

MBA  се еднакви , како перифериски агол над кружен лак и агол меѓу тетива 

определена со крајните точки на кружниот лак и тангентата во една од крајните точки 

на лакот. Од исти причини точно е и равенството XBC CAB . Според тоа 

  sin sin(180 ) sin sinMBC CBX CBX CAB    .       (1) 

Од синусната теорема за триаголникот ABC  имаме  

sin sin sin
BC BA BA

CAB BCA MBA
  .              (2) 

 Од формулите за пресметување на плоштина на триаголник и од равенствата  

(1) и (2), имаме 
1 2
2

1 2
2

2 2

2 2

sin sin
sinsin

2sin
sin

1 .

MBA

MBC

MB BA MBAP MBA BCMA BA
P MBCMC BAMB BC MBC BC

MBA BCBA BA
BACBABC BC

k

 

 
  

   




 

 

 65. Точката O  припаѓа на внатрешноста на триаголникот ABC , при што  

A

B

C

t

crte` 1 

k

A

B

CM

X









crte` 2
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60

60

60

COA B

COB A

AOB C

 

 

 

 

Ако ,AO BO  и CO  се страни на триаголник, тогаш постои триаголник на кој дол-

жините на страните му се еднакви на должините на висините на триаголникот 

ABC . Докажи!  

Решение. Нека D  е точка на пресек на CO  со опишаната кружница околу 

триаголникот ABC . Тогаш 

BDO BDC BAC A   , 

како агли над ист кружен лак. 

 Ќе го разгледаме триаголникот OBD . Јасно е дека 

  180 BOD BDO OBD    
 BOC BDO OBD    

а сега според условот од задачата  

60 .OBD BOC BOD EOC A      
Според синусна теорема за триаголникот OBD , имаме  

 
sin sin60

OB OD
A
 .   (1) 

 Потполно аналогно, разгледувајќи 

го триаголникот AOD , добиваме  

 
sin sin60

OA OD
B
    (2) 

Од (1) и (2)  следува дека  

 
sin sin

OB OA
A B
 .   (3) 

Од триаголникот ABC  се добива  

 sin bh

c
A  , sin ah

c
B   (4) 

Ако (4) ги замениме во (3), тогаш 

добиваме  

b a

OB OA
h h

 . 

Со потполно аналогна постапка, про-

должувајќи ги AO  и BO , се добиваат 

равенствата  

b c

OB OC
h h

   и   
a c

OA OC
h h

 . 

Од равенствата 
a b c

OA OB OC
h h h

   и од тоа што , ,OA OB OC  се страни на триаголник, 

добиваме дека и , ,a b ch h h  се должини на страни на триаголник, сличен на него.   

 

 66. Најди ги сите тројки ( , , )a b c  каде што , ,a b c  се должини на страни на 

триаголникот ABC  со агли , ,   , такви што броевите cos , cos , cos    се дол-

жини на страни на триаголник, складен со триаголникот ABC .  

O

60

A

B

C

D

A
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 Решение. Од условите на задачата следува дека cos , cos , cos   се 

позитивни. Значи, триаголникот ABC  е остроаголен. Нека a b c  . Тогаш 

    , па cos cos cos     . Од условот на задачата следува cosa    и 

cosc   . Оттука следува дека : cos : cosa c    . Од синусна теорема добиваме 

: sin : sina c    , па од ова и претходното равенство добиваме  

cos : cos sin : sin     , 

односно sin cos sin cos     . Значи sin 2 sin2    или 2 2     (ова не е 

можно, бидејќи тогаш 
2
  , па cos 0  ). Значи    , односно 

3
      , па 

постои само една тројка со бараното својство. Тоа е тројката 1 1 1
2 2 2

( , , ) . 

 

67. Во еден триаголник должините на страните , ,a b c  во дадениот редослед се 

последователни членови на аритметичка прогресија. Докажи дека  

1
2 3

tg tg



  

(  е агол спроти страната a ;   е агол спроти страната c ).  

Решение. Од синусната теорема имаме 
sin sin sin

a b c
  
  . Ако замениме во 

равенството  

2a c b   

добиваме  

sin sin 2sin    . 

Ако ги искористиме идентитетите  

2 2
sin sin 2sin cos

x y x y
x y

 
   и sin2 2sin cosx x x , 

добиваме  

2 2 2 2
2sin cos 2sin cos

   
 . 

Од друга страна, од равенството 

2 2 2
sin sin(90 ) cos

  
   , 

добиваме  

2 2 2
cos (cos 2sin ) 0

  
  . 

Бидејќи 
2

cos 0

  и  

2 2 2
sin cos(90 ) cos

  
   , добиваме  

2 2
cos 2cos 0

 
  . 

Сега заради формулате cos( ) cos cos sin sinx y x y x y   имаме  

 
2 2 2 2 2 2 2 2

cos cos sin sin 2cos cos 2sin sin 0
           

 
2 2 2 2

3sin sin cos cos
    

од каде се добива точноста на бараното равенство.  

    

68. Над страните на триаголникот ABC  од надворешна страна конструирани 

се триаголници BPC , QAC  и ARB  такви што 
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45 ,

30 ,

15 .

CBP QAC

PCB ACQ

RBA BAR

 

 

 

 

Докажи дека 90QRP   и QR RP . 

Решение. Нека , ,    се аглите при 

темињата , ,A B C ; , ,a b c  се спротивните 

страни на темињата и P  е плоштината на 

ABC . Од синусната теорема добиваме 

sin 45

sin105 2 cos15

aCP a  , sin 45

sin105 2 cos15

bCQ b  ,  

па затоа  

2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

31
2 22cos 15 2cos 15 2cos 15

3 3

2cos 15 2cos 15 4cos 15 cos 15 4cos 15 cos 15

2 cos( 60 )

2 ( cos sin )

.

a b ab

P Pa b a b c a b c

PQ CP CQ CPCQ

   

    

     

     

 

Повторно од синусната теорема следува  

sin30

sin105 2cos15

bAQ b  , sin15

sin30 2cos15

cAR c  . 

па затоа  

2 2

2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 2

2 2 2

31
2 24cos 15 4cos 15 4cos 15

3

2cos 15 2cos 15 8cos 15 cos 15

3

8cos 15 2cos 15

2 cos( 60 )

2 ( cos sin )

.

b c bc

Pb c b c a

Pa b c

QR AQ AR AQAR

 

 

    

     

   

 

 

На сличен начин се покажува дека 
2 2 2

2 2

2 3

8cos 15 2cos 15

Pa b cQR    . 

Од досега изнесеното следува дека PR QR  и 
2 2 2

PR QR PQ  , што значи дека 

триаголникот PQR  е рамнокрак и правоаголен со прав агол кај темето R .  

 

69. Ако , ,a b c  се должините на страните, а , ,    се аглите наспроти 

страните на триаголникот. Докажи дека, ако 
2

tg ( tg tg )a b a b


    , тогаш 

триаголникот е рамнокрак.  

Решение. Ако , ,    се аглите на триаголникот, тогаш 

2

2

cos

2 2 sin
tg ctg





 
  , 

што значи дка даденото равенство е еквивалентно на равенството  
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2 2

2 2

cos cos

sin sin
(1 tg ) (1 tg ) 0a b

 

 
      . 

Ако последното равенство го помножиме со 
2

sin cos cos


  , добиваме 

2 2 2 2
cos (sin cos cos sin ) cos (sin cos cos sin ) 0a b

   
        . 

Последното равенство е еквивалентно на равенството  

2
sin ( cos cos ) 0a b


   . 

Значи, 
2

sin 0


 , т.е.    , па триаголникот е рамнокрак, или cos cosa b   . 

Од синусната теорема имаме sin sina b   , па ако ги квадрираме последните 

две равенства и ги собиреме добиваме 
2 2 2 2 2 2(cos sin ) (cos sin )a b     ,  

од што следува a b , т.е. триаголникот е рамнокрак.  

 

70. Даден е ABC  за кој 90A  . Точките D  и E  се на страните AC  и AB , 

соодветно и важи ABD DBC  и ACE ECB . Отсечките BD  и CE  се 

сечат во точката I . Дали е можно должините на сите отсечки , , , ,AB AC BI ID CI  и 

IE  да се природни броеви.  

Решение. Ќе докажеме дека сите дадени отсечки не може да имаат должини 

природни броеви. Нека ABD DBC    и ACE ECB   (види цртеж). 

Бидејќи I  е центар на впишаната кружница за ABC  и 90A  , добиваме 

45BAI CAI  . Од синусната теорема за ABI  следува  

sin(45 )

sin 45
sin cosAB

BI


    . 

Според тоа, бројот sin coss     е 

рационален. Од друга страна имаме  

sin(45 ) cos(45 ) 2 coss        

па затоа cos  е ирационален број. Но, од 

правоаголниот ACE  имаме  

cos AC AC

EC CI IE
    

и ова е рационален број, што е противреч-

ност. Од добиената противречност следу-

ва дека не е можно сите посочени отсечки да имаат должини природни броеви.  

 

71. Даден е конвексен четириаголник ABCD  за кој најкратката страна е Ab  и 

најдолгата страна е ( )CD AB CD . Докажи дека на отсечката CD  може да се 

избере точка E  со следново својство: за секоја точка P E  од отсечката CD  

должината на отсечката, која ги поврзува центрите на кружниците опишани околу 

триаголниците APD  и BPE , не зависи од изборот на точката P .  

Решение. Ќе докажеме, дека бараната точка E  е пресечната точка ма правата 

CD  и правата која минува низ точката B  и е паралелна на AD . Прво ќе 
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докажеме дека E  лежи на отсечката CD . Од условот имаме AB AD  и 

BC CD , па затоа ABD ADB  и CBD BDC . Значи  

ABC ABD DBC ADB BDC ADC     . 

Аналогно, BAD BCD  и тогаш  

ABC BAD BCD CDA   , т.е. 180ABC BAD  . 

Лесно се гледа дека 180ABC BAD  , бидејќи во спротивно четириаголникот 

ABCD  ќе биде паралелограм. Отту-

ка добиваме, дека E  лежи на отсеч-

ката CD .  

Ќе докажеме, дека за произволна 

точка P  од отсечката CD , различна 

од E , е исполнето равенството 

1 2O PO APB , каде 1O  и 2O  се 

соодветно центрите на кружниците 

опишани околу триаголниците APD  

и BPE .  

Прв случај. Ако 90ADP  , тогаш 90BEC   и точките 1O  и C  се од 

различна страна на правата PA , а точките 2O  и C  се од различна страна на 

правата PB  (цртеж десно). Тогаш  

1 290 90APO ADP BEC BPO     , 

па затоа 1 2O PO APB .  

Втор случај. Ако 90ADP  , ана-

логно на првиот случај (сега точките 

1O  и C  се од иста страна на правата 

PA , а точките 2O  и C  се од иста стра-

на на правата PB , цртеж десно), 

повторно имаме  

1 2O PO APB . 

Од синусната теорема добиваме  

1 1

2 2

2 sin

2 sin

O P ADP O PAP

BP O P BEP O P
  , 

па затоа 1 2APB O PO . Според тоа,  

1 2 1 2sin
AB AB

ADCAP
O O O P  , 

што значи дека 1 2O O  не зависи од изборот на точката P . 

 

72. Нека A  е најмалиот агол во ABC . Точките B и C ја делат опишаната 

кружница околу триаголникот на два кружни лака. Нека U е внатрешна точка од 

лакот меѓу B и C кој не ја содржи точката A. Симетралите на страните AB и AC ја 

сечат правата AU во точките V и W соодветно. Правите BV и CW се сечат во 

точката T. Докажи дека AU TB TC  . 
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Решение. Нека ,A   ,B  C  се средини на страните AC и AB соодветно и 

BAU  , UAC  . Бидејќи WB' е симетрала на страната AC, ACW    и 

аналогно , бидејќи VC  е симетрала на страната AB, ABV   . Оттука добиваме 

( ) ( ) 2BTC              

Применувајќи ја синусната теорема за триаголникот BTC добиваме 

2 sin
sin( ) sin( ) sin 2 sin 2 cos

TC BC RTB R
    

     

каде што R е радиусот на опишаната 

кружница. (Да забележиме дека заради 

условот на  , cos 0   и дека 

0, 0     ). Следува: 

2 2

cos

2 sin cos

cos

2

(sin( ) sin( ))

2 cos .

R

R

TB TC

R

 







     





 

Бидејќи точките U, A, B и C лежат на кружни-

цата, UBC    и UCB   , а оттука сле-

дува: 

 

2 2

2

2 sin( ) 2 sin( )

sin( ) sin( )

2 sin cos

2 cos .

AU R R

R

R

R

 



     

     





 

односно AU TB TC  . 

 

73. Тангентата t  во точката B  кон опишаната кружница k  околу триагол-

никот ABC   ја сече правата AC  во точка M . Определи го AM

MC
 ако AB

BC
k .  

Решение. Ако триаголникот ABC  е рамно-

крак со AB BC , тогаш 1AB

BC
 . Правата која 

минува низ B  и е нормална на тангентата t  

повлечена во B  минува низ ценарот на опиша-

ната кружница и е нормална на отсечката AC . 

Според тоа ||t AC  и t AC   (види цртеж 

десно). Затоа овој случај не го разгледуваме (не 

ги исполнува условите од задачата).  

Без ограничување на општоста ќе претпоставиме дека AB BC , цртеж 2. Нека 

X  е точка од тангентата t  така што B  е меѓу M  и X  (види цртеж лево). Аглите 

ACB  и MBA  се еднакви , како перифериски агол над кружен лак и агол меѓу 

тетива определена со крајните точки на кружниот лак и тангентата во една од 
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крајните точки на лакот. Од исти причини точно е и равенството XBC CAB . 

Според тоа 

sin sin(180 ) sin sinMBC CBX CBX CAB    .     (1) 

Од синусната теорема за триаголникот ABC  имаме  

sin sin sin
BC BA BA

CAB BCA MBA
  .         (2) 

Од формулите за пресметување на плоштина на триаголник и од равенствата  (1) и 

(2), имаме 
1
2

1
2

2

2

2

2

2

2

sin

sin

sin
sin

sin
sin

21 .

MBA

MBC

MB BA MBAPMA
PMC MB BC MBC

MBA BCBA
MBCBABC

MBA BCBA
BACBABC

BA

BC
k

 

 
 





  





 

 

74. Дадени се кружница   и нејзина тетива AB . Точката C  лежи на тетивата 

AB  и DE  е тетива која минува низ C . Кружницата D  ги допира   во точката 

D  и правата AB  во точката F , а кружницата E  ги допира   во точката E  и 

правата AB  во точката G . Докажи дека CA CB  ако и само ако CF CG .   

Решение. Нека тан-

гентите на   во точ-

ките D  и E  ја сечат 

правата AB  во точки-

те M  и N , соодветно 

и нека O  е центарот 

на кружницата  .  

Нека CA CB . То-

гаш заради правите 

агли четириаголниците 

OCDM  и OCNE  се 

тетивни. Оттука следува  

MOD MCD NCE NOE   , 

па затоа MOD NOE , од што следува OM ON  и DM EN . Првото 

равенство заедно со OC MN  дава CM CN , па затоа  

CF CM MF CM MD CN NE CN NG CG         . 

Нека CF CG . Тогаш  

CM MD CM MF CF CG CN NG CN NE         . 

Ако означиме EDO DOE   , тогаш аглите CDM  и CEN  се 90  , 

при соодветен избор на знаците. Во сите случаи имаме  

sin sin cosCDM CEN   . 



А. Малчески, Р. Малчески,  М. Главче, С. Малчески, Д. Треневски  

 

 96 

Тогаш од синусната теорема применета на CDM и CEN  следува  

cos

sin
CM CN

MD EN




  , 

од што заедно со CM MD CN NE    следува CM CN  и MD NE . Според 

тоа, MOD NOE , па затоа OM ON  и како OC  е тежишна линија во рамно-

кракиот NMO  добиваме OC MN AB  . Последното значи CA CB , што и 

требаше да се докаже.  

 

75. Пресметај го аголот   во триаголникот ABC , ако 

31 1
a c b c a b c   

  , 

каде , ,a b c  се должини на страните на триаголникот ABC  наспроти темињата 

, ,A B C  соодветно и   е аголот кај темето .C    

Решение. Го множиме равенството 31 1
a c b c a b c   

   со 0a b c    и 

добиваме еквиваалентно равенство  

1b a
a c b c 

   . 

Последното равенство го множиме со ( )( ) 0a c b c    и добиваме еквивалентно 

равенство   
2 2 2b bc a ac ab ac cb c        

или  

  2 2 2c b a ab   .           (*) 

Од друга страна според косинусна теорема имаме 2 2 2 2 cosc a b ab    , а зара-

ди (*) добиваме 1
2

cos  , од каде добиваме дека 60  .  

 

76. Нека за аглите ,   и   во триаголникот ABC  важи равенството  

2 2 2sin sin sin

sin sin
1

  

 

 
 . 

Пресметај го аголот  . 

Решение. Применувајќи ги синусната и косинусната теорема даденото равен-

ство го трансформираме на следниов начин  
2 2 2

2 2 2
2 2 2

4 4 4

2 2

2 cos
1 2cos

b c a

R R R
b c

R R

a b c bc

bc bc




 



  
    . 

Според тоа 1
2

cos  . Бидејќи   е агол во триаголник добиваме 
3
  . 

 

77. Нека за аглите , ,    на триаголникот ABC  важи равенството  

2 2 2sin sin sin

sin sin
1

 


  

 
. 

Пресметајте го аголот  .  

Решение. Според синусната теорема имаме: 
sin sin sin

2a b c R  
  

, па затоа   
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2 2 2
2 2 2 2 2 22 2 24 4 4

24

sin sin sin

sin sin
1

b c a

R R R

bc

R

b c a
bc

 
     

  

 
. 

Значи,  
2 2 2a b c bc   .          (1) 

Од косинусна теорема имаме  
2 2 2 2 cosa b c bc    .         (2) 

Од (1) и (2) добиваме 2cos 1   а оттука 
3

  .  

 

78. Нека 2 1a p p   , 2 2b p p   и 2 1c p  ( 0p  ) се должините на 

страните на еден траиголник. Да се пресмета средниот по големина агол на тој 

триаголник.    

Решение. Прво имаме  
2( 1)а p p   ,  2( 1) 1b p   ,  2 1c p  , 

па  

- ако 0 1p  , тогаш b a c  ;  

- ако 1p  , топгаш 3a b c   ;  

- ако 1p  , тогаш c a b  .  

Значи, a  е средна по големина страна на триаголникот, па   е среден по го-

лемина агол на триаголникот. Според косинусната теорема, имаме  
2 2 2 2 22 2 2

2

( 2 ) (2 1) ( 1) 1
2 22( 2 )(2 1)

cos
p p p p pb c a

bc p p p

      

 
   , 

па 60  .  

 

79. Нека ,a b  и c  се должините на страните на еден триаголник и нека ,   и 

  се неговите внатрешни агли (аголот   лежи спроти страната a , а   и  -

спроти b  и c  соодветно). Да се докаже дека  

( )cos ( )cos ( )cos 3b c c a a b
c b a c b a

A           

Решение. Со примена на косинусна теорема, за изразот A  имаме  

  

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

( )( ) ( )( ) ( )( )

2 2 2

( ) ( ) ( )b c b c a c a a c b a b a b c
c b bc a c ac b a ab

b c b c a a c a c b a b a b c

b c a c a b

A      

        

     

  

 

од каде што, по средувањето, ќе добиеме 3A  .  

 

80. Шест квадрати се поставени како што е прикажано на цртежот. Најдете го 

односот на збирот плоштините на квадратите ,A B  и C  и на збирот на 

плоштините на квадратите ,E F  и D .  

 Решение. Да означиме  

1 A B CP P P P    и 2 E F DP P P P   . 

Очигледно: 
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2 2 2
1 1 1 1P a b c    и 2 2 2

2P a b c   . 

Од косинусната теорема, применета за 

триаголникот T , добиваме  

 

2 2 2
1 2 2

2 2

2 2

2 cos(2 )

2 cos( )

2 cos ,

a b c bc

b c bc

b c bc

     

   

  

  

 



  

односно  
2 2 2
1 2 cosa b c bc    .    (1) 

Слично, од триаголниците Q  и R  наоѓаме  

  2 2 2
1 2 cosb a c ac    ,   (2) 

  2 2 2
1 2 cosc a b ab    .   (3) 

Ако од (1), (2) и (3) замениме во рела-

цијата за 1P  добиваме  

2 2 2
1 2( ) 2 cos 2 cos 2 cosP a b c ab bc ca        .        (4) 

Слично, од триаголникот P  наоѓаме  

  2 2 2 2 cosa b c bc    ,          (5) 

  2 2 2 2 cosb a c ac    ,          (6) 

  2 2 2 2 cosc a b ab    .          (7) 

Ако ги собереме (4), (5), (6) и (7) добиваме  
2 2 2

1 23( ) 3P a b c P    , 

па затоа 1

2
3

P

P
 .  

 

81. Даден е трапез со основи a  и b  ( a b ), висина h , заемно нормални дија-

гонали и агол меѓу краците еднаков на  . Докажи дека  1 1 1( )ctg
h b a
   .   

Решение. Да го разгледаме триаголникот .AED  Од косинусната теорема 

добиваме  
2 2 2

2 cosAE AD DE AD DE     , 

т.е.  
2 2 2

2
cos AD DE AE

AD DE

 


 .   (1) 

Од друга страна имаме  
1
2AEDP AE h     и sinAEDP DE AD     , 

па затоа      

  sin AE h

DE AD




     (2) 

Од (1) и (2) добиваме  
2 2 2

2
ctg AD DE AE

AE h

 


 . 




a

bc

a
a

c

c
b

b

1a

1b

1c

A

B

C

E

F

D

P

T

Q
R



a bA B

CD

S

'CE
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Бидејќи дијагоналите на трапезот се заемно нормални, имаме 
2 2 2

AD AS SD  , 

2 2 2
DE BS SC  , од каде следува  

2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( )AD DE AS BS SD SC a b       . 

Ако последното равенство го замениме во (3) и искористиме дека AE a b  , го 

добиваме равенството: 
2 2 2( )

2( )
ctg

a b a b

a b h

  


 , кое е еквивалентно на равенството 

1 1 1( )ctg
h b a
   . 

 

82. Докажи дека помалата висина во 

паралелограмот ABCD  е еднаква на 
2 2

2
tga b

a
  , каде што a  и b  се должините 

на страните, а   е остриот агол меѓу 

дијагоналите на паралелограмот.   

Решение. Од условот на задачата 

следува дека a b , т.е. a bh h . Значи, 

треба да докажеме дека 
2 2

2
tga b

a a
h   . 

Плоштината P  на паралелограмот ABCD   е: 

1
1 22

2 2 sin sin( ) 2 sin sinAOB AODP P P OA OD OA OB OA OB d d              

Од друга страна aP ah , па затоа 1
1 22

sinaah d d  , т.е. 
2

1 2sin
aah

d d

 .  

Од косинусна теорема за триаголникот  добиваме  

1 2 1 2 22 2 2 2 21
2 2 2 2 4 sin

( ) ( ) 2 cos (2 2 cos )aahd d d d
b a b


        . 

Последното равенство е еквивалентно на равенството 
2 2

2
tga b

a a
h   , кое и треба-

ше да се докаже.  

 

83. Нека AM  и BN  се тежишните линии во триаголникот ABC  и T  е нивна-

та пресечна точка. Ако BC a  и AC b  и точките , , ,M T N C  лежат на иста 

кружница, најди ја должината на отсечката AB . 

 Решение. Нека AB c . Ја применуваме косинус-

ната теорема за триаголниците ABC  и ABT : 

2 2 2 2 cosc a b a b              (1) 

2 22 2 cosc AT BT AT BT             ( 2) 

Бидејќи четириаголникот NTMC  е тетивен, следува 

дека     , а оттука cos cos   , па од (2) до-

биваме  

  
2 22 2 cosc AT BT AT BT           (3) 

AOB



A B

CD

ah

a

O

A B

C

N M
T
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Триаголниците ATN  и AMC  се слични (аголот кај темето A  им е заеднички и 

ATN ACM  ), па добиваме: 

: :AN AT AM AC  

Бидејќи 2
3

AT AM , 
2
bAN  , AC b , добиваме 

3

bAT  . Аналогно, 
3

aBT  . 

Заменувајќи ги овие вредности во (3) добиваме  

  
2 22

3 3 3
2 cosb a abc                                (4) 

Од (1) и (4) добиваме 
2 2

4
cos a b

ab
  , па повторно заменувајќи во (1), 

2 2

2
a bc  . 

 

84. Ако тежишните линии AM  и BN  во триаголникот ABC  се заемно нор-

мални, докажи дека 4
5

cos  . (   е аголот кај темето C )  

 Решение. ABT  е правоаголен, па следува  
2 2 22 2

3 3
( ) ( )a bc t t  . 

Бидејќи  
2 2 22

2 4
,b c a

at
   

2 2 22

2 4
a c b

bt
   

добиваме 2 2 25c a b  .  

Од косинусната теорема добиваме 
2 2 2 2 2 2

2 2 2

4 4 4 4
2 2 55

cos a b c c c c
ab ab a b c

  


     . 

 

85. Во ABC  важи AB AC  и cos 7
cos 15

BAC
ABC

 . Пресметај sin
sin

BAC
ABC

. 

Решение. Нека AB c , BC a , AC b , BAC  , ABC    и b c . Од 

косинусната теорема следува  
2 2 2 2

22 2
cos 1b c a a

bc b
         и    

2 2 2

2 2
cos a c b a

ac b
    . 

Од условот cos 7
cos 15

BAC
ABC

  следува 

2

2

215 7 5
2 2 2 22

0 15cos 7cos 15(1 ) 7 ( ) 15 ( 3) (3 5)a a a a a a
b b b b bb

               

Бидејќи , 0a b  , следува 5
2

3 0a
b

   , односно 6
5

a
b
 . Од синусната теорема сле-

дува дека sin 6
sin 5



 .  

 

86.  Ако , , ,a b c d  се страни на конвексен четириаголник, s -  полупериметар, а 

2  збирот на два негови спротивни агли, тогаш неговата плоштина е  

     2cosP s a s b s c s d abcd       .   

Докажи! 

Решение. Нека ABCD  е конвексен четириаголник. Да означиме: ,AB a  

,BC b  AD d  AD d  и 2    .  

A B

C

MN
T
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Со дијагоналата AC  тој е поделен на два 

триаголника. Тогаш неговата плоштина е 

  sin sin
2 2

ABC ACD
ab cd

P P P      . 

Оттука  

2 sin sinP ab cd   . 

Со квадрирање на последното равенство се 

добива 
2 2 2 2 2 2 24 sin sin 2 sin sinP a b c d abcd      . 

Ако во последната равенка замениме 2 2sin 1 cos   , 2 2sin 1 cos    и ја 

дополниме до полн квадрат се добива 
2 2 24 ( ) ( cos cos ) 2 (1 cos cos sin sin )P ab cd ab cd abcd            . 

Бидејќи 21 cos2 2cos   , со замена во последното равенство се добива  

   2 2 2 24 ( ) ( cos cos ) 4 cosP ab cd ab cd abcd       .           (1) 

 Нека AC e . Од триаголниците ABC  и ACD  со примена на косинусната 

теорема се добива:  
2 2 2 2 cose a b ab    , 2 2 2 2 cose c d cd    . 

Со одземање на овие две равенки се добива:  
2 2 2 21

2
cos cos ( )ab cd c d a b      . 

Со замена на последното равенство во (1) се добива  
2 2 2 2 2 2 2 21

4
4 ( ) ( ) 4 cosP ab cd c d a b abcd        , 

 а оттука 
2 21

4
4 ( )( )( )( ) 4 cosP a b c d a b c d a b c d a b c d abcd                 

 
2 2

2 2 2 2
cosa b c d a b c d a b c d a b c dP abcd                            (2)        

Од условот на задачата 
2

a b c d s    , па со замена во (2) добиваме  

     2cosP s a s b s c s d abcd       . 

   

87. За страните , ,a b c  на триаголникот ABC  исполнето е равенството 

2 2 25b c a  . Докажи дека b ct t . 

 Решение. За дадениот триаголник, според 

косинусна теорема имаме 
2 2 2 2 cosa b c bc     , т.е.  

2 2 25 5( ) 10 cosa b c bc     .  

Од равенството од условите на задачата 

имаме     
22 cosa bc   .     (*)   

A B

C

D

e







CD

B1C

T

1B a

b

A c
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 Ако ја примениме косинусна теорема на триаголниците 1BB A  и 1CC A  ги 

добиваме равенствата  

2 2 2 2 2 2
(*)

2 4 8 3 3
4 4 4

cosb c b a c a
bt c bc          

2 2 2 2 2 2
(*)

2 4 8 3 3
4 4 4

cosc b c a b a
ct b bc          

Со примена на овие две равенства за триаголникот 1CTB , бидејќи 2
3 cCT t  и 

1
1 3 bTB t ,  добиваме  

  
2 2 2 2 2 2 2 22 2 23 3 3 3 12 3 15 92 1 4 1

3 3 9 4 9 4 36 36 2
( ) ( ) ( )b a c a b c a b b

c bt t             

т.е.  
2 2 22 1

3 3 2
( ) ( ) ( )b

c bt t  . 

Значи, 1CTB  е правоаголен, т.е. CT BT . 

  

88. Докажи дека во било кој триаголник ABC  е точно равенството 
2 2 2

2 2 2

tg

tg
a c b

b c a

 

 





. ( , ,a b c  и ,   се стандардните ознаки за должините на страните и 

големините на аглите на триаголникот).  

Решение. Од косинусната теорема имаме  
2 2 2 2 2 22 cos , 2 cosb a c ac a b c bc       , 

од каде што имаме   
2 2 2 2 cosa c b ac    ,  2 2 2 2 cosb c a bc    . 

Според тоа   
2 2 2

2 2 2

2 cos cos

2 cos cos
(*)

ac aa c b
bc bb c a

 

 
  

 

 
. 

Според синусната теорема имаме sin
sin

a
b
 


. Според тоа,  

tgsin cos

sin cos tg
(*)  

 

  
, 

што и требаше да се докаже.   

 

89. Нека , ,a b c  се страните на еден триаголник. Одреди го аголот спроти 

страната c , ако важи ( )( ) 3a b c a b c ab     . 

Решение. Од даденото равенство добиваме  
2 2( ) 3a b c ab   , т.е. 2 2 2a b c ab   . 

Од косинусната теорема, за аголот  , спроти c , важи 
2 2 2

1
2 2 2

cos a b c ab
ab ab

    .  

Бидејќи   е агол во триаголник, важи 0 180  . Следува дека 60  . 

 

90. Остиот агол на паралелограмот е  , а растојанијата од точката на пресек 

на неговите дијагонали до неговите страни кои почнуваат од исто теме се m  и n . 

Определи ја плоштината на паралелограмот и должините на неговите дијагонали. 
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Решение. Нека ABCD  е паралелограм и O  е пресечна точка на неговите ди-

јагонали. Нека ON  и OM  се нормали од O  кон AB  и AD , при што ON p  и 

OM m , и BAD   . 

Ако DK  е висина на парале-

лограмот (види цртеж), тогаш 

2 2DK ON p   (точката O  на 

исто растојание од AB  и CD .  

 Од правоаголниот триаголник 

AKD  имаме 
2

sin sin

pDKAD
 

  . 

 Аналогно, 2
sin

mAB


 . Според 

тоа P AB DK  , односно  
42

sin sin
2

pmmP p
 

  . 

Од триаголникот ABD , според косинусната теорема добиваме 

22

2 2

2 4 24 2
sin sinsin sin

2 cos
p pm mBD

  
      , т.е 

2 2 2 cos

sin
2

m p mp
BD

  


 . 

Аналогно од триаголникот ABC  во кој 180ABC   , имаме  

2 2 2 22 cos(180 ) 2 cos

sin sin
2 2

m p mp m p mp
BD

     

 
  . 

 

91. Во триаголникот ABC , исполнето е равенството 2 4 cos cosc ab A B . Да се 

докаже дека триаголникот е рамнокрак. 

Решение. Според косинусна теорема за триаголникот ABC  исполнето е 

равенството  
2 2 2 2 cosc a b ab C    

Бидејќи  

180A B C    т.е. cos cos(180 ) cos( )C A B A B      , 

заменувајќи  во последното равенство добиваме:  
2 2 2 2 22 cos( ) 2 (cos cos sin sin )c a b ab A B a b ab A B A B         

Од условот на задачата имаме 2 4 cos cosc ab A B    па заменувајќи во последното 

равенство добиваме  

2 2 2 (cos cos sin sin ) 2 cos( )a b ab A B A B ab A B      

односно  

2( ) 2 (cos( ) 1)a b ab A B     

Бидејќи левата страна е ненегативна а десната е непозитивна, равенство е ис-

полнето ако и само ако cos( ) 1 0A B    т.е. A B  т.е. a b .  

 

92. Во ромбот со остар агол   и триаголникот ABC (поголемата дијагонала на 

ромбот е страна на ABC ) се впишани кружници. Определи го односот на нивните 

радиуси.  



m

p

M

NKA B

CD

O
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 Решение. Нека ABCD  е ромб во кој AC  е 

поголемата дијагонала и BAC   е остар 

агол.  

 Нека 1k  и 2k  се впишаните кружници во 

ромбот ABCD  и триаголникот ABC  соодвет-

но (види цртеж) кои имаат радиуси 1r  и 2r .  

 Нека DE  е висина на ромбот ( DE AB ) 

и нека страната на ромбот е a . Тогаш sinh DE a   , па според тоа  

1 2 2
sinh ar    . 

 За триаголникот ABC  по косинусна теорема имаме  

2 2 2

2
2 2 cos(180 ) 2 (1 cos ) 2 cosAC a a a a        . 

Сега,  

2
2 2 cosABCL a a     и  

2 21 1
2 2

sin(180 ) sinABCP a a    . 

од каде што добиваме  
2 2 2

2 2
2 2 4 4

2 sin sin sin sin
2 2 2 cos 2 (1 cos ) 4 cos 4cos

ABC

ABC

P a a a a
L a a a a

r
   

   

 
      

 Значи,  
1

1 2

sin
2

24cos
4

sin 2

4
2cos

a

ar

r 


   . 

 

93.Нека  и  се должини на страни на триаголник. Определи го аголот 

спроти страната со должина , ако е исполнето равенството 
3 3 3 2a b c
a b c

c 
 

 . 

 Решение. Даденото равенство ќе го запишеме во облик  

3 3 3 2

3 3 2

2 2 2

2 2 2

3

( )

( ) 0

( )( ) 0

2 cos .

a b c c a b c

a b c a b

a b a ab b c

c a b ab 

    

   

    

  

 

Понатаму, од косинусна теорема имаме 2 2 2 2 cosc a b ab    , па затоа 

3
cos cos   , т.е. 

3
  .  

 

94. Докажи дека постои точно еден триаголник чии должини на страни се 

последователни природни броеви и еден од аглите е два пати поголем од еден од 

преостанатите два агли.  

Решение. Од синусната теорема имаме 
sin sin sin

a b c
  
   и како 2   , 

3    , добиваме 
sin sin 2 sin3

a b c
  
  . Затоа b a . Воведуваме ознака 

sin
a

  . Тогаш од равенствата  

,a b c

c

1k 2k

A B

CD

E

2


2


1O

2O
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2 2 2sina    , 2 2 2sin 2b    , 2 2 2sin 3c     

добиваме  
2 2 2 2 2(sin 2 sin )b a     , 2 sin sin3ac     . 

Од идентитетот  
2 2sin 2 sin sin sin3     , 

следува дека за бараниот триаголник е исполнето равенството 2 2b a ac   или 

2 ( )b a a c  . Според тоа, можни се следните случаи:  

(1)  , 1, 2a n b n c n     . Тогаш 2( 1) (2 2)n n n   , т.е. 2 1 0n   , од каде 

што 1n   и 1, 2, 3a b c   , т.е. се добива дегенериран триаголник. 

(2)  , 2, 1a n b n c n     . Тогаш 2( 2) (2 1)n n n   , т.е. 4n   и 4,a   

6, 5b c  , и тоа е решение на задачата. 

(3)  , 1, 2c n a n b n     , од каде што 2 3 0n n   , а оваа равенка нема 

целобројни решенија. 

Останува да докажеме дека триаголникот со должини на страни 4, 6,a b   

5c   ги задоволува условите на задачата. Ќе покажеме дека 2   . Од коси-

нусната теорема имаме 31
8 4

cos , cos     па затоа cos2 cos   , т.е. 2   . 

 
95. Во ABC  е впишана кружница со радиус r , која страните , ,AB BC CA  ги 

допира во точките 1 1,C B  и 1A , соодветно. Ако правите BC  и 1 1B C  се сечат во 

точка N  и 1 12 2 3AA A N r  , да се определи ANC .  

Решение. Ќе ги користиме стандардните 

ознаки за ABC  и без ограничување на 

општоста можеме да земеме дека b c . Ако 

I  е центарот на впишаната кружница, то-

гаш од условот 1 3A N r  следува дека во 

правоаголниот 1INA  е исполнето 1NIA 

60 . Ќе докажеме дека 1AA IN , од каде 

ќе следува дека 1 60AA N  . Тогаш, ако 

M  е средината на 1AA  следува дека 1MNA  е рамностран, па затоа ANM  ќе 

биде рамнокрак со агол при основата еднаков на 30 , од кадед ќе следува дека 

90ANC  . Фактот дека 1AA IN  е еквивалентен на условот за нормалност на 

дијагоналите на четириаголникот 1ANA I , т.е. 
2 2 2 2

1 1AI A I AN A N   . Бидејќи 

2 2 2 2 2
1 1 ( )AI A I AI C I p a     , за дачата ја сведовме до изразување на AN  и 

1A N  преку елементите на ABC . Од косинусната теорема за ANB имаме  

2 2 22 2 22 2

2
2 cos 2 a c b

ac
AN c BN cBN c BN cBN          
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а од теоремата на Манелај за ABC  и правата 1 1B C  наоѓаме 1 1 1

1 1

1
CB AC BN

B A C B NC
   , од 

каде наоѓаме 
( )

( )( )
1

p c BN

p b BN a



 
 . Значи, 

( )a p b

b c
BN




 . Тогаш 1A N BN p b    и  

2 2 2 22 2 2 2
1

( ) 2( )( )2 2

2 2

2 2 2

2 2 2 2

( )

( )

( ) 2( )( )

( ) ( )

( ) ( ) .

a c b a ac ab
a

a p b b c p a

b c a

AN A N c p b BN

c p b

c p b p a p b

c p a p b p a

c c p a p a

    

  



    

   

     

      

     

 

Докажавме дека 
2 2 2 2

1 1AI A I AN A N    и од претходните разгледувања следува 

дека 90ANC  .  

 

96. Основата на рамнокрак триаголник е 4 2 , а тежишната линија на кракот е 

5 . Колкав е кракот? 

 Решение. Прв начин. Нека ABC  е рамнокрак триаголник со основа 4 2AB   

и тежишна линија 5bt   (види црт.1). Тогаш имаме 2 2AM  , 
2 10

3 3
bAT t  . 

Од правоаголните триаголници AMC  и AMT , според Питагоровата теорема, до-

биваме  

2 2 2 2 2 2 2 2 22(3 ) 9( ) 9 8 36AC AM CM AM MT AM AT AM AT AM           

т.е. 6b AC  .  

Втор начин. Прво ќе покажеме дека: ако ABCD  е паралелограм со страни ,a b  

и дијагонали 1d  и 2d , тогаш 2 2 2 2
1 2 2( )d d a b   . Според косинусна теорема, од 

цртеж 2, имаме  
2 2 2 2 2
1 2 cos(180 ) 2 cosd a b ab a b ab        ,  

 2 2 2 2 2
2 2 cos 2 cosd a b ab a b ab        ,  

т.е. 2 2 2 2
1 2 2( )d d a b   . Сега, ако D  е точка, така што ABDC  е паралелограм 

(цртеж 1), тогаш имаме  

bt

MA B

DC

S

T


180 

A B

CD

crte` 1 crte` 2
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2 2 2 22( ) (2 )ba b b t   , 

од каде што добиваме 6b  .  

 

97. Нека 1CC  е висина на ABC , каде 1C  е точка од правата AB . Познато е 

дека збирот на квадратите на периметрите на 1ACC  и 1BCC  е еднаков на 

квадратот на периметарот на ABC . Докажи, дека 90ACB  .  

Решение. Бидејќи 
1ACC ABCO O  и 

1BCC ABCO O , заклучуваме дека 

точката 1C  лежи на отсечката AB . Нека X  и Y  се точки на правата AB  такви 

што A  е меѓу X  и B , B  е меѓу A  и Y , AX AC  и BY BC . Тогаш условот на 

задачата го прима видот  

22 2
1 1 1 1( ) ( )XC CC YC CC XY    . 

Ако двапати ја примениме Питагоровата теорема и формулата за плоштина 

добиваме  

1 1

2 2 2
4 4XCC YCCXC P YC P YX    . 

Од косинусната теорема за XYC  и равенството  

1 1

1
2

sinXCC YCC XCYP P P XC YC XCY     

следува дека cos sin 0XCY XCY  . Тогаш  

2 2 2
135 90A B CXCY XCA C YCB B         , 

па затоа 90C   

 

98. Точката M  на страната AB  во рамностраниот ABC  е таква што односот 

на радиусите на впишаните кружници во AMC  и BMC  е еднаков на 1CM

BM
 . 

Определи ја вредноста на изразот 1CM

BM
 .  

Решение. Без ограничување на општоста можеме да сметаме дека 1AB  . Не-

ка ,BM x CM y   и k  е бараниот сооднос (направи цртеж). Од формулата 

P sr  следува, дека  

21
1

x yx
x x y

k
 
 

 , т.е. 2(( 1) 1) ( 1) 2 1k x y k x kx      . 

Од друга страна, од косинусната теорема следува 2 2 1y x x   , а според условот 

имаме ( 1)y k x  . Тогаш  

2 2( 1) ( 1)( 1) ( 1) 2 ( 1) 2y y k x x k x k k y y k              , 
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па затоа 2( 2)( 1) 0k y   , т.е. 2k  .  

 

99. Даден е остроаголен триаголник ABC . Најди го геометриското на  точки 

M  за кои MAB MCB  и MBA MCA . 

Решение. Јасно е дека M не припаѓа на 

ниедна од правите AB , BC  и CA . тие прави ја 

делат рамнината на седум  делови и да ги 

означиме како на цртежот.  

1) M I . Тогаш  

180 ( )

180 ( ) 180 ,

AMB MAB MBA

MCB MCA ACB

  

    
 

па четириаголникот ACBM  е тетивен, однос-

но M  лежи лакот AB  од опишаната кружни-

ца околу триаголникот ABC . 

2) M II . Тогаш BAM BCM , па M  

припаѓа на опишаната кружница околу триа-

голникот ABC . Но тогаш 

  180ABM ABM  , 

па 90ABM  . Значи AM  е дијаметар на 

таа кружница. Според тоа во овој случај 

постои една точка и таа е пресекот на 

правата низ A  и центарот опишаната 

кружница околу триаголникот ABC , со 

кружницата.  

3) M III . Аналогно M  е пресекот на 

правата низ B  и центарот опишаната 

кружница околу триаголникот ABC , со 

кружницата. 

4) M IV . Тогаш јасно е дека ,MAB MAB  

па точка M  со бараното својство не постои во 

овој случај.  

5) Аналогно се разгледуваат случаите V  и 

VI .  

6) M VII . Да воведеме ознаки како на црте-

жот. Тогаш   

  1 1~ABB ACC   и  1 1~ABA CC B  

(имаат по два еднакви агли). Значи  

1 1CC B AA B    и 1 1AC C AAC   . 

 Заради 180    добиваме дека и 

1AB B   и 1BB C  . Натаму триагол-

ниците 1AC M  и 1CA M  имаат два еднакви 

агли па се слични. Аналогно 1 ~CB M

1BC M . Затоа 
1 1

CMAM

MC MA
  и 1 1MB C M

CM MB
 . Ако 

A

B

C

M
I

II

III

IV

V

VI

VII

A B

C

M

B

C

M

A

1A

M

1B

B

C

1C
A

1

11




1
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од првото равенство го изразиме AM , а од второто 1MB  и ги поделиме добиените 

равенства добиваме 
1 1

AM MB

MB MA
 , односно 1

1

MBAM

MB MA
 . Нека 1

1

MBAM

MB MA
k  . Тогаш ако 

ја примениме косинусната теорема на 1AB M  добиваме 

2 2 2

1 1 1 1

2 22 2 2
1 1 1

22
1

2 cos

2 cos

.

AB AM MB AM MB B MA

k MB k MA k MB MA BMA

k A B

     

       

 

 

Значи 1

1

AB

A B
k , па 1 1~AMB BMA . Оттука    и од 180    добиваме 

90   . Значи M  е ортоцентар на ABC .  

Точките што ги добивме во овие случаи го формираат бараното геометриско 

место. 

 

100. Во триаголникот ABC точката О е центарот на опишаната кружница околу 

триаголникот, точката М е средината на страната АВ. Опишаната кружница околу 

триаголникот АМО ја сече страната АС во точка К. Ако  и 

, тогаш  

а) определи ги должините на страните  и ;  

б) определи ја должината на страната . 

Решение. Од условот на задачата  следува, дека  

или . Од тоа што ОМ е симетрала на АВ, следува дека ОК е симетра-

ла на АС. 

а) Од досега изнесеното наоѓаме дека  

и  (MK е средна линија). 

б) За страната АВ ја применуваме косинусната теорема и добиваме  

- Ако , тогаш , т.е. .  

- Ако , тогаш , т.е. .  

 
101. Даден е  со ортоцентар  и тежиште . Нека тежиштето  

припаѓа на  кружницата со дијаметар .  

а) Докажи, дека четириаголникот  

е тетивен.  

б) Определи ја максимално можната 

вредност на .  

Решение. а) Очигледно  е остро-

аголен,  е внатрешна точка и ќе го раз-

гледаме нетривијалниот случај, кога . 

Ако  и , тогаш 

 е средина на  и  и  лежат на 

кружницата со дијаметар . Така доби-

ваме  

3, 4AK MK 

45AOM 

АС ВС

АВ

45AOM  45ACB 

135ACB 

2 2 3 6AC AK     2 2 4 8BC MK    

45ACB 
2 2

2
36 64 2 6 8AB       100 48 2AB  

135ACB 
2 2

2
36 64 2 6 8AB       100 48 2AB  

ABC H G G

CH

ABGH

ACB

ABC

H
G H

CG AB M  AH BC P 

M AB P G

CH
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и затоа четириаголникот  е тетивен. Затоа  

 

и  

, 

што значи дека четириаголникот  е тетивен. 

б) Од  следува, дека . Тогаш  

 и од формулата за тежишните линии во триаголникот, при стандардни 

ознаки го добиваме равенството . Така добиваме, дека   

, 

па затоа .  

 

 

 

4. ПРИМЕНА ВО СТЕРЕОМЕТРИЈА  
 

1. Во триаголна пирамида SABC  аглите 

меѓу рабовите при врвот S  се прави, а точката 

O  е проекција на врвот S  врз рамнината на 

основата ABC . Докажи дека плоштината на 

триаголникот ASB  е геометриска средина на 

плоштините на триаголниците ABC  и OAB .  

Решение. Од условот на задачата CS AS , 

CS BS  и AS BS  а точката O  е подножје 

на нормалата спуштена од врвот S  на 

рамнината на основата ABC . Нека   е аголот 

меѓу рамнините на триаголниците SAB  и ABC  

(види цртеж). Триаголниците ,OAB SAB  и CAB  

имаат една заедничка страна AB  и имаат различни висини спуштени врз таа 

страна.  

При тоа за висините ,OD SD  и CD  имаме, cosOD SD  , cosSD CD  , од 

каде што ги добиваме следните равенства cosOAB SABP P   и cosSAB ABCP P 

.Од првото равенство добиваме cos OAB

SAB

P

P
 , и ако замениме во второто равенство 

добиваме  

OAB

SAB

P
SAB ABC P

P P , т.е. 2
SAB ABC OABP P P  . 

Значи, SAB ABC OABP P P  , што и требаше да се докаже. 

 

2. Во даден квадар , ,    се аглите кои просторната дијагонала ги зафаќа со 

неговите рабови. Докажи дека 

180PGC PHC AHC ABC   

MBPG

BGM BPM ABC 

90 180BAH BGH BAH ABC    

ABGH

BGM ABC ~MBG MCB
2

MB MG MC 
2

3
MC

2 2 22a b c 
2 2 2 2 2

1
2 4 2

cos a b c a b
ab ab

ACB     

60ACB 

C

A

B

D


O

S
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2 2 2cos cos cos 1     . 

Решение. Нека ' ' ' 'ABCDA B C D  е 

дадениот квадар и 'AC  е една негова 

просторна дијагонала која со страните 

, ',AB AA AD  зафаќа агли , ,    соод-

ветно. Тогаш од триаголниците ',ABC  

' ', 'AC A ADC  кои се правоаголни имаме 

cos a
d

 , cos b
d

  и cos c
d

 , од ка-

де, заради условот 2 2 2 2a b c d    го 

добиваме бараното равенство 
2 2 2cos cos cos 1     . 

 

3. Во прав кружен конус аголот меѓу изводницата и висината е 30 , а радиусот 

на основата е 5 3 . Да се најде волуменот на впишаната топка. 

Решение. Волуменот на топка е 
34

3
.V R   Од BSO  имаме 1

2
sin30r

s
   па 

затоа 2 10 3s r  . Понатаму, 2 2 15H s r   . Сега од MNS  имаме 

1
2

sin30R
H R

   па затоа 
3

5HR   . Конечно, 
3 35004

3 3
V R cm    .  

 

4. Во прав кружен конус аголот меѓу изводницата и висината е 30 , a rадиусот 

на впишаната топка е 5cm . Да се најде волуменот на конусот. 

Решение. Нека r  е радиусот на основата на конусот, а H  неговата висина. 

Волуменот на конусот е 
2

3
r HV  . Понатаму   

1
2

sin30R
H R

   

па затоа 3H R . Сега tg30r
H
 ,  т.е. 5 3r  . Конечно, 

2 3

3
375r HV cm   .  

 

5. Основа на права призма е паралелограм со страни acm , bcm  и помалиот 

агол   меѓу нив. Да се пресмета волуменот на призмата, ако нејзината помала 

дијагонала е еднаква со поголемата дијагонала на основата. 

Решение. Основата на призмата е паралелограм, па затоа  

2 2 360   , т.е. 180    

Од косинусната теорема следува  

2 2 2 2
1 2 cos(180 ) 2 cosd a b ab a b ab         

и  

2 2
2 2 cosd a b ab    . 

Понатаму 2 2 2
2D d H  , а како по услов на задача 1D d  добиваме  

A B

'C

C
D

'D

'A
'B

d

c

a

b
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2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 1 2 2 cos 2 cos

4 cos

H D d d d a b ab a b ab

ab

           

 

 

т.е. 2 cosH ab  . Според тоа, за волуменот на призмата имаме: 
3
2sin 2 cos 2( ) sin cosV BH ab ab ab       . 

 

6. Даден е прав кружен конус со радиус r  и агол   при врвот на оскиниот 

пресек. Две сфери со радиус R  го допираат конусот однадвор, се допираат меѓу 

себе и ја допираат рамнината во која лежи основата на конусот. Да се најде 

плоштината на триаголникот чии темиња се центрите на сферите и центарот на 

основата на конусот.   

Решение. Нека B  и  C  се центрите на сферите, а A  центарот на основата на 

конусот (види цртежи). Тогаш имаме:  

2BC R ,  
4 4

x    , ctgp R x , 
2 2 2( )AB r p R   . 

Јасно, AC AB , па затоа  

4 4
( ) ( ctg( ))ABCP R p r R r R      . 

 

7. Плоштината на впишаната топка во прав кружен конус е двапати помала од 

плоштината на конусот. Пресметај го аголот   што го зафаќа изводницата со ос-

новата на конусот.  

 Решение. Нека R  е радиусот на основата на конусот, r -радиусот на впиша-

ната топка и s  изводницата на конусот (види цртеж). Од условот на задачата 

следува дека  
2( ) 8R s R r   . 

Од триаголниците 1OBO  и BOC  се добива дека 

2
tgr R   и 

cos
RBC s 


, соодветно. Заменувај-

ќи во (3) и кратејќи со 2R , добиваме: 
21

cos 2
1 8tg  


 

Со помош на равенството  
2

2

2

2

1 tg

1 tg
cos









 , 

равенството (2) се трансформира во  

a
p

r




A

B C
R R



BR

p
xr

A

RA B

C

O

s



r

1O
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A B

C

D
E

OF

M

N

S

2

2

22
21 tg

8tg





 , 

од каде со смената 
2

tg z  се добива биквадратната равенка 
4 2 1

4
0z z   . 

Последната равенка има двоен корен 
2 1

2
z  , па, значи 

2 1
2 2

tg  . Од условот на 

задачата (
2

0    ) следува дека 
2

2 2
tg  .   

 

8. Нека S  и P  се плоштините на две страни на еден тетраедар, нека a  е 

должината на нивниот заеднички раб, и нека   е аголот меѓу тие две страни. Да 

се докаже дека волуменот на тетраедарот е 2 sin
3

SP
a

V   .  

Решение. Нека , , ,A B C D  се те-

миња на тетраедарот, а S  и P  

плоштините на страните ABC  и 

BCD  соодветно (види цртеж). Нека 

H  е висината на тетраедарот 

спуштена од темето D , а h  е 

висината на триаголникот BCD  

спуштена од темето D . Тогаш, 
2P
a

h   а  

2 sin
3

sin P
a

H h   . 

Според тоа,   

   2 sin
3 3

SPH
a

V S   .  

   

9. Апотемата на правилна шестстрана пирамида е m , а аголот помеѓу основата 

и бочниот ѕид е  . Да се најде плоштината и волуменот на пирамидата. 

Решение. Нека M  и N  се средините на 

страните AF  и CD  соодветно(види цртеж). 

Триаголникот MNS  е рамнокрак со крак 

m MS NS   и агол при основата  . Затоа, 

2 cosMN m  . Ако a  е должината на страната 

на основата, тогаш 2 3MN OM a  . Значи,    

2 3

3
cosa m  . 

За плоштината P  на пирамидата имаме  
2 23

4 2
6( ) 2 3(1 cos )cosa amP m      . 

Висината на пирамидата е sin ,H m  па за 

волуменот V  добиваме:  

2 22 3

3
sin cosV m   . 

 

A

BC

D

H

h

a 
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10. Нека ABCDT  е четиристрана пирамида со основа ABCD  ( A  и C  не се 

соседни темиња) чии дијагонали AC  и BD  се заемно нормални и се сечат во 

точката O  која е подножје на висината на пирамидата од врвот T . Нека 

, , ,      се соодветно, аглите меѓу висината на пирамидата и висините 

спуштени на бочните ѕидови , ,ABT BCT CDT  и DAT , спуштени од врвот T . 

Докажи дека  
2 2 2 2ctg ctg ctg ctg      . 

Решение. Да ги означиме со ', ', 'A B C  и ',D соодветно, подножјата на виси-

ните на бочните ѕидови ,ABT  

,BCT CDT  и DAT , спуштени 

од врвот T ; со ', ', 'a b c  и 'd , 

должините на отсечките ',OA  

', 'OB OC  и 'OD , соодветно; со 

, ,a b c  и d  должините на отсеч-

ките , ,OA OB OC  и OD , соод-

ветно; со h  должината на 

висината на пирамидата.  

 Имаме: 
2 2

2 2

2 2

' '
ctg ctg h h

a c
     

и  
2 2

2 2

2 2

' '
ctg ctg h h

b d
    . 

Да го разгледаме триаголникот ABO . Тој е правоаголен, со прав агол во темето 

O , а отсечката 'OA  му е висина спуштена кон хипотенузата. Значи,  
2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

1 1 1

'

a bAB

a a b a b a b

    , 

и аналогно  
2 2 2

1 1 1

'b b c
  , 

2 2 2

1 1 1

'c c d
   и 

2 2 2

1 1 1

'd a d
  . Со оглед на добиените ра-

венства, имаме: 

2 2 2 2

2 2 2 2 21 1 1 1ctg ctg ( ) ctg ctg
a b c d

h          . 

 

11. Рамнината   ги сече бочните рабови 1 1 1 1, , ,A S B S C S D S  на правилна чети-

риаголна пирамида 1 1 1 1A B C D S  во точки чии растојанија до врвот на пирамидата 

се , , ,a b c d  соодветно. Докажи дека 1 1 1 1
a c b d
   .  

 Решение. Да го означиме со   аголот што виси-

ната го зафаќа со бочните рабови на пирамидата и 

пресечните точки на рамнината со бочните рабови на 

пирамидата да ги означиме со , , ,A B C D  соодветно. 

Тогаш  

SA a ,  SB b , SC c , SD d . 

Од триаголникот ACS  имаме ASC AOS OSCP P P  , па 

затоа  

А

B

C

D
O

'A

T

1A 1B

1C
1D

S

A
B

CD

O

1O
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1 1 1
2 2 2

cos2 sin sinac a SO c SO      . 

Последното равенство е еквивалентно на равенството  

  
2cos 1 1

a cSO
 


.           (1) 

Аналогно, од триаголникот BDS  добиваме:  

  
2cos 1 1

b dSO
 


.            (2) 

Од равенствата (1) и (2)  следува 1 1 1 1
a c b d
   . 

 

12. Нека S  и P  се плоштините на два ѕида 

на една триаголна пирамида. Ако a  е должи-

ната на нивниот заеднички раб,   аголот меѓу 

тие два ѕида, тогаш волуменот на пирамидата е 
2 sin

3
SP

a
 . Докажи! 

Решение. Нека плоштината на ABC  е S , а 

на BCD  е P . Понатаму, нека висината на 

пирамидата спуштена од D  е H , а висината на 

ѕидот BCD  е h  и заедничкиот раб е BC a . Од 

BCD  следува 2P
a

h  , а од 1OD D  следува 

2 sinsin P
a

H h   . Значи волуменот е  

2 sin
3 3

SH SP
a

V   . 

 

13. Основата на една пирамида е правоаголен трапез со агол 30  и подолг крак 

со должина 12. Бочните ѕидови на пирамидата зафаќаат еднакви агли со основата. 

Определи ја висината на пирамидата, ако збирот на плоштините на бочните 

ѕидови е 90.  

Решение. Нека ABCD  е основата на пирами-

дата со врв T , при што  

||AB CD , 12BC  , 90BAD  , 30ABC  . 

Веднаш се добива дека sin30 6AD BC  . Нека 

H  е висината на пирамидата спуштена од темето 

T , а E  нејзината подножна точка. Ако аголот што 

секој од ѕидовите го зафаќа со основата е  , тогаш 

, , ,ABT BCT CDT DAT  имаат еднакви висини 

спуштени од темето T , 
sin

Hh 


. Од условот на 

задачата  

90ABT BCT CDT DATP P P P    , 

следува 
2

( ) 90h AB BC CD DA    . Од друга страна, растојанието на точката E  

до секоја од страните на ABCD  изнесува ctgr H  , па ABCD  е тангентен  тра-

пез со центар на впишана кружница E . Тогаш  18AB CD BC DA    .Со за-





A

BC

D

H

h

1D

O

a 



E

A B

CD

T

H

h
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мена во горното равенство се добива 5h   и  уште заклучуваме дека 
2

3ADr   . 

Конечно, 2 2 4H h r   . 

 

14. Во сфера е впишана пирамида чија основа е правоаголник со дијагонала д. 

Бочните рабови на пирамидата се наклонети кон рамнината на основата под агол 

 . Најди го радиусот на сферата. 

 Решение. Нека О е центарот на сферата опишана 

околу пирамидата SABCD  со основа правоаголникот 

ABCD , нека R  е радиусот на сферата, нека E  е 

пресекот на дијагоналите на правоаголникот ABCD  и 

нека M  е средината на работ SC . Тогаш, триагол-

никот SEC  е правоаголен со остар агол SCE , а 

точката O  лежи на правата ЅЕ и е еднакво оддалечена 

од точките Ѕ и С, па затоа OM CS . Бидејќи 

SOM SCE   , како агли со заемно нормални 

краци, имаме  

1
sin 2 cos sin 2sin 2
SM CE dR OS   
   

. 

 

15. Во конус е впишана топка, при што плоштината на топката и плоштината 

на основата на конусот се еднакви. Пресметај го косинусот од аголот на оскиниот 

пресек на конусот во темето што е и врв на конусот. 

Решение. Еден оскин пресек на конусот и впишаната топка е рамнокрак три-

аголник ABC , со должина на основата еднаква на 2R  каде R  е радиус на осно-

вата на конусот, во кој е впишана кружница k  со радиус r . При тоа r  е радиусот 

на впишаната топка. Нека центар на k  е точката O , а допирните точки со 

страните ,AB BC  и CA  се точките ,K L  и M  соодветно (види цртеж). Од 

равенството 2 24r R   добиваме 2R r .  

Триаголниците AKC  и OMC  се слични. Ако воведеме стандардни ознаки 

AK R , OK OM r  , CK H  и AC s  добиваме: 

OM AK

OC CK
 ,  

т.е. 

2 2 2 2

2

4

r R R r
H r s

H R H r


 
   . 

Од равенството 
2 2

2

4

r r
H r

H r



  добиваме 

8
3

H r , па според тоа 
8
3

3
2 5

sin r

r r
  . 

Сега, користејќи го идентитетот  

1 cos
2 2

sin    

не е тешко да се пресмета дека 7
25

cos  . 

 

A C

S

E

O

M


A B
K

O

LM

C

R

r

k
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16. Во топка е впишана пирамида со основа правоаголник. Дијагоналата на 

правоаголникот е d , а рабовите на пирамидата со нејзината основа зафаќаат агол 

 . Определи го радиусот на топката.  

Решение. Нека E  е пресек на дијагоналите 

на правоаголникот ABCD  кој е основа на пи-

рамидата SABCD . Точката O  е центар на топ-

ката во која е впишана пирамидата, а точката 

M  е средина на работ SC  на пирамидата. 

Триаголникот SEC  е правоаголен со остар 

агол SCE   . Точката O  е еднакво оддале-

чена од S  и C , па затоа OM SC .  

Бидејќи SO EC , ECS SOM  како 

агли со нормални краци. Триаголниците SEC  

и SMO  се слични бидејќи имаат еднакви агли.  

Од дефинцијата на sin  и cos  за триаголниците OMS  и SEC  имаме  

11 1
2 cos2 2

sin sin sin sin 2 2sin 2

CE
SC dSM dR OS



    
      . 

 

 

 

4. ДОПОЛНИТЕЛНИ ЗАДАЧИ  

 

1.  За вредностите на x , за кои равенството има смисла докажи:  

a)  1 cos2 sin 2
1 cos2 sin 2

tgx x
x x

x 
 

 ,                        б)  
2

1 sin cos2 sin3

2sin sin 1
2sinx x x

x x
x  

 
 ,  

в) 3
4

1 sin 4 ctg( 2 )cos4 0x x x    ,        г) 
2

2

tg3 1 ctg 3

ctg3tg 3 1
1

x x

xx




  .  

Решение. а) Имаме  
2

2

1 cos2 sin 2 2sin 2sin cos sin cos sin
1 cos2 sin 2 cos sin cos2cos 2sin cos

tgx x x x x x x x
x x x x xx x x

x   
  

    .  

б) Имаме    
2

2 2 2

2

2sin (sin3 sin )1 sin cos2 sin3 1 cos2 sin sin3

2sin sin 1 2sin sin 1 2sin sin 1

2sin 2sin cos2 sin cos2
1 cos2 sin 1 sin cos2

2sin 2sin .

x x xx x x x x x

x x x x x x

x x x x x
x x x x

x x

      

     

 
   

 

   

 

в) Имаме    
3 3 3
4 4 4

3 3 3
4 4 4

cos( 2 ) cos cos2 sin sin 23 sin 2 cos2
4 sin 2 cos2sin( 2 ) sin cos2 cos sin 2

ctg( 2 )
x x x x x

x xx x x
x

 

 

  
 

     

2 2cos4 cos 2 sin 2 (cos2 sin 2 )(cos2 sin 2 ).x x x x x x x      

Заради тоа   

O

E C





M

S
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23
4

1 sin 4 ctg( 2 )cos4 1 sin 4 (sin 2 cos2 )

1 2sin 2 cos2 (2sin 2 cos2 ) 0.

x x x x x x

x x x x

      

   
 

г) Имаме    
2 2 2 2

2 2 2 2

tg3 1 ctg 3 tg3 sin 3 cos 3 cos 3
ctg3 ctg3tg 3 1 sin 3 cos 3 sin 3

1
x x x x x x

x xx x x x

 

 
     . 

 

2. Ако sin cos 0,x x   докажи дека  

2 2 2 21 1
sin cos

(sin ) (cos ) 7 tg ctg
x x

x x x x      . 

Решение. Имаме:  

2 2

2 2

2 2 2 21 1 1 1
sin cos sin cos

1 1

sin cos

(sin ) (cos ) sin 2 cos 2

5 .

x x x x

x x

x x x x        

  
 

Од друга страна  
2 2

2 2 2 2

2 2 sin cos 1 1

cos sin sin cos
7 tg ctg 5 (1 ) (1 ) 5x x

x x x x
x x          ,  

па,затоа 
2 2 2 2

2 2 2 2

tg3 1 ctg 3 tg3 sin 3 cos 3 cos 3
ctg3 ctg3tg 3 1 sin 3 cos 3 sin 3

1
x x x x x x

x xx x x x

 

 
     . 

 

3. Ако 
2

x y z    ,  докажи дека  tg tg tg tg tg tg 1.x y x z y z        

Решение. Имаме  

tg tg 1
1 tg tg 2 tg

tg( ) tg( ) ctg
x y

x y z
x y z z

 


      ,  

од,каде следува бараното равенство.  

 

4. Ако  cos cosx y a   и  sin sin ,x y b   докажи  дека  
2 2

2sin( ) ab

a b
x y


  .  

Решение. Од дадените равенства добиваме: 

2 2

2 2

2sin cossin sin

cos cos 22cos cos
tg

x y x y

x y x y

x y x yb
a x y

 

 

 


   .  

Бидејќи 2

2

2

2 tg

1 tg
sin




   добиваме 

2 2

2sin( ) ab

a b
x y


  .  

 

5. Докажи дека:  

а) 
4 4 4 2 2 2 31

8 8
sin sin sin (cos4 cos4 cos4 ) sin sin sinx y z x y z x y z         ,  

б) 
4 4 4 2 2 2 31

8 8
cos cos cos (cos4 cos4 cos4 ) cos cos cosx y z x y z x y z         .  

Решение. а) Имаме:  

2 2 2 2 2 4 2cos4 cos 2 sin 2 1 2sin 2 1 8sin cos 8sin 8sin 1x x x x x x x x         . 
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Аналогни идентитети важат и за аглите y  и z . Со собирање на трите добиени 

равенства се добива тврдењето под )a . 

б) Имаме  

2 2 4 2cos4 1 8sin cos 8cos 8cos 1.x x x x x      

Аналогни идентитети важат и за y  и z . Со собирање на добиените три иден-

титети го добиваме бараното равенство.  

 

6. Докажи дека, за вредностите на 2 ,x l l    важи  

( 1)

2 2

2

sin cos

sin
1

cos

n xnx

x

n

k

kx





 , 

Решение. Ќе го користиме идентитетот 

1
2

sin cos [sin( ) sin( ) ]kx mx m k x m k x    . 

Ако ги испишеме сите идентитети за 1
2

k   и 1,2,...,m n  и ги собереме добиени-

те равенства, добиваме 

(2 1) (2 1)3 5 31
2 2 2 2 2 2 2 2

1

(2 1) ( 1)1
2 2 2 2 2

sin cos [(sin sin ) (sin sin ) ...... (sin sin )]

[sin sin ] sin cos .

n
n x n xx x x x x

m

n x n xx nx

mx
 



 

      

  


 

 

7. Ако  sin 0,x  докажи дека   

sin cos
sin

1

cos(2 1)
n

nx nx
x

k

k x


  . 

Упатство. Во почетниот идентитет на претходната задача стави 1k  , а m  ме-

нувај го преку непарните природни броеви од 1 до 2 1n . Добиените равенства, 

како и во претходниот случај собери ги. 

 

8. Пресметај го збирот  

2

1

cos
n

k

kx


 . 

Решение. Ако искористиме дека 22cos 1 cos2kx kx   добиваме  

2 1
2

1 1

cos [ cos2 ].
n n

k k

kx n kx
 

   . 

Но, според задача 6 имаме  

sin cos( 1)

sin
1

cos2
n

nx n x

x
k

kx




 , 

па затоа  
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sin cos( 1)2 1
2 sin

1

cos [ ]
n

nx n x

x
k

kx n




  , кога sin 0x  .  

 

9. Докажи дека, за вредностите на ,x l l    важи  

( 1)

2 2

2

sin sin

cos
1

sin

n x nx

x

n

k

kx





 . 

Упатство. Користејќи го идентитетот  

1
2

sin sin [cos( ) cos( ) ],mx kx m k x m k x      

постапи како во задача 6.  

 

10. Ако  sin 0x  , докажи дека  

2sin
sin

1

sin(2 1)
n

nx
x

k

k x


  .  

Упатство. Во идентитетот од претходната задача стави 1k  , а m  менувај го 

преку непарните броеви од 1 до 2 1n  и добиените равенства собери ги.  

 

11. Ако  sin 0x  , докажи дека  

sin cos( 1)2

2 2sin
1

sin
n

nx n xn
x

k

kx




  .  

Упатство. Искористи го идентитетот 22sin 1 cos2kx kx  , а потоа добиените 

равенства собери ги.  

 

12. Ако  
2

sin 0x  , докажи дека  

( 1)

2 2

2

sin cos( )

sin
0

cos( )

n x nx

x

n a

k

a kx






  . 

Упатство. Искористи ја формулата  

(2 1) (2 1)1
2 2 2 2

sin cos( ) [sin( ) sin( )]
k x k xx a kx a a
 

      за 0,1,2,...,k n , 

а потоа добиените равенства собери ги.  

 

13. Ако  sin 0x  , докажи дека  

2 1

1

sin

2 sin
0

cos2
n

n

n
k x

x
k

x






  

Решение. Користејќи ги равенствата 
1sin 2

2sin 2
cos2

k

k

k x

x
x



 , за 0,1,2,...,k n  доби-

ваме  
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1 2 1 1

0 1 1

0 1 2 sin 2 sin 2 sin 2 sin 2

2sin 2 2sin 2 2sin 2 2 sin
cos2 cos2 cos2 ... cos2 ...

n n

n n

n x x x x

x x x x
x x x x

 


         . 

 

14. Нека 
2

sin 0
n

x  . Докажи дека  

2

sin

2 2 sin
1

cos
k n x

n

n
x x

k

 . 

Решение. Точноста на бараниот идентитет следува од низата равенства  

2 2 12 2 2 2 2 2 2 2
sin 2sin cos , sin 2sin cos ,..., sin 2sin cos

n n n

x x x x x x x xx


   , 

со чие множење се добива бараното равенство.  

 

15. Докажи дека 1 1

2 2 2 2
1

tg ctg ctg
k k n n

n
x x

k

x


  , за вредностите на x  за кои изра-

зите се дефинирани. 

Решение. Лесно се докажува дека, tg ctg 2ctg2x x x  , за вредностите на x  

за кои изразот има смисла. Тоа значи дека   

1 1

1 1 1

2 2 2 2 2 2
tg ctg ctg , ( 1, 2, ..., ).

k k k k k k

x x x k n
 

    

Со собирање на овие равенства, се добива бараното равенство. 

 

16. Најди ја врската меѓу a  и b  ако се точни равенствата: 

4
, tg tg tg , ctg ctg ctgx y x y a x y b       

Решение. Од првото равенство добиваме  
tg tg

1 tg tg
1

x y

x y




 . Со користење на вто-

рото равенство добиваме 
tg

1 tg tg
1

a

x y
 . Ако третото равенство го запишеме во 

облик 
tg tg 1
tg tg tg

x y

x y b


  со елиминација на tg tgx y  од последните две добиени 

равенства добиваме  1
1 tg

tg
b

a


 .  

 

17. а) Докажи го идентитетот sin sin3 sin9 sin5 4sin2 cos3 cos4 .x x x x x x x     

б) Реши ја равенката sin sin3 sin9 sin5 0.x x x x     

в) Докажи  дека | sin sin3 sin9 sin5 | 4.x x x x     

Решение. а) Имаме:  

sin sin3 sin9 sin5 (sin sin9 ) (sin3 sin5 )

2sin5 cos4 2sin cos4

2(sin5 sin )cos4

4sin 2 cos3 cos4 .

x x x x x x x x

x x x x

x x x

x x x
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б) Од 4sin2 cos3 cos4 0x x x   добиваме 
6 3 8 4

k kx k x x          , k  е цел 

број. 

в) Имаме | 4sin2 cos3 cos4 | 4,x x x   бидејќи множителите од левата страна не 

достигнуваат максимум за исти вредности на x .  

 

18. Определи ги , ,a b c  и d , ако ( )sin ( )cos cosa d cx x b c ax x x x      . 

Решение. Од дадениот  идентитет се добиваат следните два идентитети:  

0a d cx   .b c ax x     

Од овде добиваме: 1a  , 0b  , 0c   и 1d  . 

 

19. За  0 ,x    реши ја равенката sin sin2 sin3 0x x x    

Решение. Имаме  

sin sin2 3 3 (2cos 1)sin2 .x x in x x x     

па затоа решенија на даедената равенка се 2
2 3

0 .x x x x          

 

20. Ако 1 cos2 0x   докажи дека функцијата sin sin 2 sin3
cos cos2 cos3

x x x
x x x

y  
 

  може да се 

напише во облик tg .y mx  Определи го m . 

Решение. Имаме  

sin sin2 sin3 (2cos 1)sin2x x x x x     

и 

cos cos2 cos3 (2cos 1)cos2x x x x x    ,  

па затоа sin sin 2 sin3
cos cos2 cos3

tg2x x x
x x x

y x 
 

  , т.е. 2m  .  

 

21. За функцијата 6 2 2 6( ) sin 3sin cos cos ,f x x x x x    пресметај (1).f  

Решение. Имаме:  

2 2 4 2 2 4 2 2

4 2 2 4 2 2 2

( ) (sin cos )(sin sin cos cos ) 3sin cos

sin 2sin cos cos (sin cos ) 1.

f x x x x x x x x x

x x x x x x

    

     
 

Според тоа (1) 1f  . 

 

22. Докажи дека равенката sin sin2 sin3 0,8x x x    нема реални решенја. 

Решение. Имаме  

1
2

1 1 1 1
4 2 4 2

sin sin 2 sin3 (sin sin3 ) sin 2 (cos2 cos4 ) sin 2

sin 4 cos4 sin 2 0,8

x x x x x x x x x

x x x

       

     
 

што значи дека дадената равенла нема реални решенија.  
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23. Реши ја равенката 3 3sin cos 1.x x   

Решение. Јасно sin 0x   и cos 0.x   Бидејќи 3 2sin sinx x  и  3 2cos cosx x  

добиваме 

2 2 3 31 sin cos sin cos 1.x x x x      

Според тоа 2 3sin sinx x  и  2 3cos cosx x . Треба да ги најдеме заедничките 

решенија на последниот систем. Лесно се добива: 
2

2 2 ,x k x k      каде k  е 

цел број. 

 

24. За кои вредности на параметарот a  равенката 4 4sin cosx x a   има реше-

нија во множеството реални броеви?  

Решение. Дадената равенка е еквивалентна со равенката 

2 2 2 2 2(sin cos ) 2sin cosx x x x a   
2sin 2
2

1 x a  .  

Последната равенка има решенија за 0 2 2 1a   , т.е. 1
2

[ ,1].a  

 

25. Реши ја равенката 10 10sin cos 1x x  .  

Решение. Дадената равенка е еквивалентна со равенката  

5 51 cos2 1 cos2
2 2

( ) ( ) 1x x     5 5(1 cos2 ) (1 cos2 ) 32.x x      

Според тоа, 4 2cos 2 2cos 2 3 0.x x    Последната равенка со смена преминува во 

биквадратна равенка, која не е тешко да се реши. Конечно се добива  
2
kx  , каде 

k  е цел број. 

 

26. Нека , ,x y z  се агли на триаголник и 2 2 2sin sin sin .p x y z    Докажи: 

а) Ако 2p  , тогаш триаголникот е правоаголен.  

б) Ако 2p  , триаголникот е тапоаголен.  

в) Ако 2p  , триаголникот е остроаголен.  

Решение. Изразот p  ќе го трансформираме во облик од кој тврдењата ќе 

бидат очигледни. 

1 cos22 21 cos2 1
2 2 2

2

sin [ ( )] sin ( ) 1 (cos2 cos2 )

1 cos ( ) 1 cos( )cos( )

2 cos( )[cos( ) cos( )]

2 cos( ) 2cos cos

2 2cos cos cos

y zp y z y z y z

y z y z y z

y z y z y z

x y z

x y z

          

      

     

    

   

     

т.е.  

2cos cos cos 2.x y z p     
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Од последното равенство заклучуваме: 

а)  Ако 2p  , тогаш еден од аглите мора да е 
2
 .  

б) Ако 2p  , тогаш еден од аглите мора да биде тап.  

в) Ако  2p  , тогаш cos cos cos 0x y z  , па сите агли се остри. 

 

27. Во рамнокрак ABC , каде AB BC b  , AC a  и 20 ,ABC    важи  

3 3 23a b ab  . 

Докажи! 

Решение. Со примена на косинусната теорема за триаголникот ABC  за стра-

ната a , имаме: 

2 2 2

3 2 2

3 2 2

2 2 cos20

2 2 cos20

3 (1 2cos20 ).

a b b

a ab ab

a ab ab

 

 

  

 

Од друга страна, според синусната теорема, имаме: 

sin80 sin 20

sin80 2 sin 40 cos40

sin 20 sin 20

1
2

3 2

4 cos20 cos40

4 [cos(40 20 ) cos(20 40 )]

1
2 ( cos20 ) (1 2cos20 ).

2

b a

a ab a

a

a b ab



  

   

    

 

Овој заклучок и  претходниот го даваат бараното равенство. 

 

28. Ако , ,a b c  се бочни рабови на тристрана пирамида кои се заемно нор-

мални, тогаш висината h  која одговара на основата е дадена со  формулата  

2 2 2 2 2 2

abc

a b a c b c
h

 
 .  

Решение. Ако со ,x y  и z  ги означиме аглите кои ги зафаќа висината h  со 

бочните рабови , ,a b c  соодветно,  тогаш  2 2 2cos cos cos 1.x y z    Бидејќи 

cos , cos , cos ,h h h
a b c

x y z     добиваме  
2 2 2( ) ( ) ( ) 1.h h h

a b c
    

Од овде непосредно ја добиваме бараната формула.   

 

29. Ако ,x y z    докажи дека  ctg ctg ctg ctg ctg ctg 1x y x z y z      . 

Решение. Имаме  

cos( )

sin( )

ctg ctg ctg ctg ctg ctg ctg ctg (ctg ctg )ctg

ctg ctg (ctg ctg )
x y

x y

x y x z y z x y x y z

x y x y
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cos cos sin( ) cos( )

sin sin sin sin sin( )

cos cos cos( ) sin sin

sin sin sin sin
1.

x y x y x y

x y x y x y

x y x y x y

x y x y

 



 

  

  

 

 

30. Реши ја равенката  ( 2 3) ( 2 3) 2 .x x x     

Решение. Дадената равенка последователно е еквивалентна со равенките 

2 3 2 3

2 2
( ) ( ) 1x x 

   

3 31 1
2 4 2 4

( ) ( ) 1x x     

1 3/2 1 3/2

2 2
( ) ( )x x   

1 cos30 1 cos30
2 2

( ) ( ) 1x x    

cos 15 sin 15 1

2.

x x

x

 


. 

 

31. Реши ја равенката  tg(ctg ) ctg(tg ) 0.x x   

Решение. Равенката е еквивалентна со равенката 
2

tg(ctg ) tg( tg )x x  . Оттука 

2
ctg tg ,x x k k     , т.е. со равенките  

2

cos sin
sin cos 2

2
sin 2 2

4
(1 4 )

ctg tg

sin 2 .

x x
x x

x

k

x x k

k

k

x







 

   

   

  



 

Оваа равенка има решенија ако  

2 2

4
(1 4 )

16

(2 1)

4 4

1 1

1

(2 1 )(2 1 ) 0.

k

k

k k

 

 

 

  



    

   

 Последното неравенство е исполнето за секој  k  освен за  0k    и 1k   . 

Тоа значи дека решенијата на почетната равенка се добиваат како решенија на 

равенката 4
(1 4 )

sin 2 ,
k

x
 

 за  0k   и 1.k    
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III  АНАЛИТИЧКА ГЕОМЕТРИЈА   

 
1.  ВОВЕДНИ ЗАДАЧИ   

 
1. Во внатрешноста на квадратот ABCD  е впишан 

квадрат MNPQ  чии што страни се паралелни со страните 

на квадратот ABCD  (види цртеж). Докажи дека правите 

BQ , DN , AP  и CM  минуваат низ иста точка. 

Решение.  Без губење на општоста, претпоставуваме 

дека страната на квадратот ABCD е со должина 1. 

Поставуваме координатен систем со координатен почеток 

во точката А и координатни оски AB  ( x -оска) и AD  ( y  -

оска). Тогаш: (0,0)A , (1,0)B , (1,1)C  и (0,1)D . Нека координатите на М се ( , )a b , 

каде што 0 , 1a b  . Тогаш координатите на другите точки се: ( , ),N a s b

( , ), ( , )P a s b s Q a b s   , каде што s  е должината на страната на квадратот 

MNPQ  (јасно, 1s  ). Тогаш равенките на правите BQ , DN , AP  и CM  се 

1 1
b s b s
a a

y x 
 

  , 1 1b
a s

y x


  , b s
a s

y x


 , 1
1 1

b a b
a a

y x 
 

  , соодветно.  

Пресечната точка на правите DN  и AP  е 
1 1

( , )a s b s
s s

S  
 

. Со проверка се утвр-

дува дека S  лежи и на правите BQ и CM .  

 

2. Да се пресмета плоштината на четириаголникот чии темиња се пресечните 

точки pq, qr, rs, sp на правите p, q, r, s зададени со равенките:  

(p):  2x  y + 1= 0;        (q):  x + 4y  4 = 0;        

(r):  3x  2y  12 = 0;        (s):  x + 2y  12 = 0. 

Решение. Со решавање на соодветните системи равенки се добиваат коор-

динатите на пресечните точки  {A} = pq, {B} = qr, {C} = rs, {D} = sp: 

A:  2x +1 = y  и  x+4(2x+1)4 = 0;  9x = 0; x = 0, y = 1;  A(0,1) 

B:  x = 44y  и  3(44y)2y12 = 0; 16y = 0; y = 0, x = 4;  B(4,0) 

C:  x = 122y  и  3(122y)2y12 = 0; 8y+24 = 0; y = 3, x = 6; C(6,3) 

D:  x = 122y  и  2(122y)y+1 = 0; 5y+25 = 0; y = 5, x = 2;  D(2,5) 

Со нанесување на правите и точките во коорди-

натен систем (координатна мрежа) како на црте-

жот, четириаголникот е разделен на 4 право-

аголни триаголници и еден квадрат, чии плош-

тини лесно се пресметуваат и се означени на цр-

тежот. Според тоа, бараната плоштина на чети-

риаголникот е 17.  

 

3. Да се пресмета плоштината на четириаголникот чии темиња се пресечните 

точки pq, qr, rs, sp на правите p, q, r, s зададени со равенките:  

p

s

r

3

2

4

4

4

A(0,1)

B(4,0)

C(6,3)

D(2,5)

A B

CD

M N

PQ
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(p):  3x  2y + 4 = 0;       (q):  x + 2y  4 = 0; 

(r):  2x  y  8 = 0;         (s):  x + 4y  22 = 0. 

Решение. Со решавање на соодветните системи равенки се добиваат 

координатите на пресечните точки {A}=pq, {B}=qr, {C}=rs, {D}=sp: 

A: x = 4  2y  и  3(4  2y)  2y + 4 = 0;  16  8y = 0;  y = 2, x = 0;  A(0,2) 

B: x = 4  2y  и  2(4  2y)  y  8 = 0; 5y = 0;  y = 0, x = 4;  B(4,0) 

C:  y = 2x  8  и  x + 4(2x  8)  22 = 0; 9x  54 = 0; x = 6, y = 4; C(6,4) 

D:  x = 22  4y  и  3(22  4y)  2y + 4 = 0; 14y + 70 = 0; y = 5, x = 2;  D(2,5) 

Со нанесување на правите и точките во коор-

динатен систем (координатна мрежа) како на 

цртежот, четириаголникот е разделен на 4 пра-

воаголни триаголници и еден квадрат, чии 

плоштини лесно се пресметуваат и се означени на 

цртежот. Според тоа, бараната плоштина на 

четириаголникот е 17.  

 

4. Да се напише равенка на права што минува низ пресечната точка на правите 

2 7 8 0x y    и 3 2 5 0x y    и е паралелна со правата 2 3 8 0.x y    

Решение. Од системот  

2 7 8 0

3 2 5 0

x y

x y

  


  
 

ги добиваме координатите на пресечната точка 3x    и 2.y   Равенката на 

бараната права гласи 2
3

2 ( 3)y x    односно 2 3 0.x y   

 

5. Низ точката (1,2)  да се повлече права која со правата 2 6 0x y     зафаќа 

агол 
4
 . 

Решение. Согласно формулата за равенка на права низ една точка и даден 

коефициент на правец, бараната права е 2 ( 1)y k x    при што k  е решение на 

равенката  
( 2)

4 1 ( 2)
tg

k

k

 
 

  , т.е. 2
1 2

1 k
k




  , од каде што се добива 3k   и 1
3

k   . 

Значи задачата има две решенија и тоа 2 3( 1)y x    и 3 6 1y x    .  

 

6. Низ точката (1,2)  да се повлече права која што со правата 2 6 0x y    

зафаќа агол 3
4

.  

Решение. Согласно формулата за равенка на права низ една точка и даден 

коефициент на правец, бараната права е 2 ( 1)y k x    при што k  е решение на 

равенката  
( 2)3

4 1 ( 2)
tg

k

k

 
 

  , т.е. 2
1 2

1 k
k




 , од каде што се добива 3k   и 1
3

k   . 

Значи задачата има две решенија и тоа 2 3( 1)y x    и 3 6 1y x    .  
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7. Да се пресмета плоштината на триаголникот со темиња во точките 

( 1,2), ( 2, 3), (0,1)A B C   . 

Решение.  Согласно формулата  

1
2 2 1 2 2 1 2 2 12

| ( ) ( ) ( ) |P a b c b c a c a b       

за плоштината на ABC  со темиња  1 2 1 2 1 2, , ( , ) ( , ),A a a B b b C c c  имаме 

1
2

| (2 5) 0 ( 3 1) ( 1) (1 2) ( 2) | 3.P               

 

8. Да се пресмета плоштината на триаголникот со темиња во точките 

( )2,2 , , )1( 3A B    и )(5,1C  . 

Одговор. 1
2 2 1 2 2 1 2 2 12

| ( ) ( ) ( ) | 17P a b c b c a c a b       .  

 

9. Да се најде равенката на кружницата ако еден нејзин дијаметар е отсечката 

од правата 3 4 12 0x y    зафатена меѓу координатните оски. 

Решение. Имаме 3
4

3.y x   За 0x   добиваме 3y  , а за 0y   добиваме 

4x   . Значи кружницата минува низ точките ( 4,0)A   и (0,3)B . Од условот на 

задачата следува дека центарот на кружницата ( , )S p q  е на средината од 

отсечката AB . Имаме  

4 0 0 3 3 51
2 2 2 2 2 2

2, , 16 9ABp q r           .  

Равенката на кружницата е 
2 23 25

2 4
( 2) ( )x y    .  

 

10. Равенките на два дијаметри во една кружница се  

14x y   и 2 3 12 0x y   . 

Да се најде равенката на кружницата, ако се знае дека таа минува низ коорди-

натниот почеток. 

Решение. Јасно, центарот на кружницата ( , )S p q  е пресечната точка на прави-

те на кои лежат дијаметрите, што значи дека p  и q  се решенија на системот ра-

венки  

14

2 3 12 0.

x y

x y

 


  
 

Ако правата равенка ја помножиме со 3 и ја собереме со втората равенка наоѓаме 

5 30x   од што следува 6x  . Со замена во правата равенка добиваме 8y  . 

Значи, центарот на кружницата е (6,8)S  и како таа минува низ координатниот 

почеток за нејзиниот радиус добиваме  

2 2(6 0) (8 0) 10r SO      . 
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Конечно, равенката на кружницата е 
2 2( 6) ( 8) 100x y    .  

 

11. Дадена е правата ( )p  со равенка 2 7x y   и точката (3,4)A . Да се најде 

а) Равенката на правата ( )q  што минува низ A  и е нормална на правата ( )p .  

б) Пресечната точка B  на правите ( )q  и ( )p . 

в) Растојанието од точката A  до правата ( )p . 

Решение. а) Од 2 7y x   следува дека коефициентот на правецот на правата 

( )p  е 2k   па затоа коефициентот на правецот на правата ( )q  е 1
1 2

k   . Според 

тоа, равенката на правата ( )q  е 1
2

4 ( 3)y x     т.е. 2 11x y  .  

б) Координатите на точката B  се решението на системот равенки  

2 11

2 7

x y

x y

 


 
 

Ако втората равенка ја помножиме со 2 и собереме со првата добиваме 5 25x   

т.е. 5x   па затоа 3y  . Значи, (5,3)B .  

 в) Бараното растојание е  0 0

2 2

2 3 4 7| |

4 1
5

Ax Bx C

A B
d

   


   .  

 

12. а) Најди ја равенката на правата која минува низ пресекот P  на пра-

вите 2 7 8 0x y    и 3 2 5 0x y   , и е нормална на правата 2 3 7 0x y   . 

б) Кое е растојанието на точката P  до правата 2 3 7x y     

в) Ако A  и B  се пресеци на правите и нормалата колкава е плоштината 

на триаголникот ABP ? 

Решение. а) Пресекот на правите е решение на системот 

2 7 8

3 2 5

x y

x y

 


  
 

па затоа ( 3,2)P  . Коефициентот на правецот на правата 2 3 7 0x y    е 2
3

k   , 

што значи дека коефициентот на правецот на бараната права е 31
1 2k

k    . 

Конечно, равенката на бараната права е 3
2

2 ( 3)y x    т.е. 3 2 13 0x y   .  

б) Бараното растојание е 
2 2

2 ( 3) 3 2 7 7

132 3
d

    


  . 

в) Координатите на A  и B  се решенија на системите 

2 7 8 0

3 2 13 0

x y

x y

  


  
     и      

3 2 13 0

3 2 5 0

x y

x y

  


  
 

и тие се 107 92 4
25 25 3 2

( , ), ( , ), ( 3,2)A B P   .  
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Плоштината на триаголникот може да се најде, на пример, по Хероновата 

формула 

2
( )( )( ); , , ; .a b cS s s a s b s c s a BP b AP c AB          

 

13. Една права p  која што минува низ координатниот почеток, ги сече правите 

1 0x y    и 1 0x y    во точките A  и B  соодветно. Да се најде геометри-

ското место на средините на отсечките AB , кога правата p  ротира околу 

координатниот почеток.     

Решение. Равенка на произволна права низ координатниот почеток има облик 

y kx . Пресечните точки на ова права со правите 1 0x y    и 1 0x y    се 

1
1 1

( , )k
k k

A
 

, 1
1 1

( , )k
k k

B
 

, при 1k   . Нека ( , )M x y  е средина на отсечката AB . 

Тогаш  

2

1

1 k
x


 ,  

21

k

k
y


 . 

Со елиминација на k  добиваме
2 ( 1)y x x  , што претставува равенка на бараното 

геометриско место на точки, а тоа е хипербола.  

 

14. Да се докаже дека низ точката (4,3)A можат да се повлечат две прави, кои 

отсекуваат од првиот квадрант триаголници со иста плоштина, еднаква на 27 . 

Потоа да се најде аголот меѓу тие две прави.  

Решение. Произволна права низ точката A  има равенка ( 4) 3y k x   , која 

има пресечни точки со x - и y - оската: 3(4 ,0)x k
A   и (0,3 4 )yA k .  

Од условот на задачата следува дека  
3(4 )(3 4 )

3
27k

k 
 . 

Решавајќи ја ова равенка, се добива 3
1 8

k    и 3
2 2

k   . Нека аголот меѓу тие 

прави е  . Тогаш 1 2

1 2

18
1 25

tg
k k

k k




    

 

15. Точката (1,2)T  е тежиште на триаголникот ABC ; точката (3,4)D  е 

средина на страната BC , а точката 1014
9 9

( , )S  е центар на опишаната кружница 

околу триаголникот ABC . Да се најдат темињата на триаголникот ABC .  

Решение. Тежиштето T  ја дели тежишната линија AD  во однос 1: 2 , па за 

1 2( , )A a a  ќе имаме  

1 2 3

3
1

a  
 ,  2 2 4

3
2

a  
 , 

од каде што добиваме 1 3a   , 2 2a   , т.е. ( 3, 2)A   .  

 Нека 1 2( , )B b b , 1 2( , )C c c . Точката (3,4)D  е средина на BC , па ќе имаме  

  1 1 6b c  ,  2 2 8b c  .        (1) 



А. Малчески, Р. Малчески,  М. Главче, С. Малчески, Д. Треневски  

 

 132 

a aO

M

x

y

Точката S  е центар на опишаната кружница, па радиусот r  на кружницата ќе 

биде  
22 2 210 246514

9 9 81
( 3 ) ( 2 )r SA        . 

Од 
2 2SB r  и 

2 2SC r , добиваме  

2 2
1 2(9 14) (9 10) 2465b b              (2) 

2 2
1 2(9 14) (9 10) 2465c c             (3) 

Од (1), (2) и (3) добиваме  

1 2 1 27, 2, 1, 6b b c c      или 1 2 1 21, 6, 7, 2b b c c     . 

Значи, (7,2), ( 1,6)B C   или ( 1,6), (7,2)B C .  

 

16. Нека A  и B  се две дадени точки, а m  е даден позитивен број. Да се најде 

геометриското место на точките M  такви што .AM m BM    

Решение. Со O  да ја означиме онаа точка од отсечката AB  за која е 

:AO OB m . Ако ставиме OB a  и ако поставиме правоаголен координатен 

сѕстем со координатен почеток во точката O  и апсцисна оска-правата AB , тогаш 

ќе имаме ( ,0)A ma  и ( ,0)B a . Ако ( , )M x y  е точка од бараното геометриско 

место точки, од условот AM m BM   добиваме  

2 2 2 2 2( ) [( ) ]x ma y m a x y      

која по средувањето , се трансформира во облик  
2 2( 1) ( 1) 2m x m y max    . 

 Со последната равенка дадено е геометриското место на точки и од неа се 

гледа дека при 1m   тоа геометриско место е правата 0x  , додека при 1m   

геометриското место е кружницата  
2 2

2

2 2

1 ( 1)
( )ma m a

m m
x y

 
   . 

 

17. Дадена е отсечка AB  ( 2AB a ). Да се најде геометриско место на точките 

M , за кои важи 
2 2

2MA MB c  ( constc ).   

Решение. Избираме правоаголен ко-

ординатен систем, така што x -оската е 

правата AB , а y -оската симетралата на 

отсечката AB . Тогаш имаме ( ,0)A a , 

( ,0)B a . Од условот  

   
2 2

2MA MB c  ,  

добиваме  

 
2 2 2 2( ) ( ) 2x a y x a y c       

Од каде што, пак, добиваме 
2
c
a

x  . 

Значи, бараното  геометриско место е 

права нормална на отсечката AB .  
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18. Краците на произволен прав агол со теме во координатниот почеток ја 

сечат параболата 
2 2y x  во точките X  и Y . Најди го геометриското место од 

средините на отсечките .XY  

Решение. Едниот крак, на пример правата OX , има равенка y tx , 0t  . 

Тогаш равенката на другиот крак, правата OY , е 1
t

y x  . За координатите на 

точките X  и Y  добиваме 
2

2 2( , )
tt

X  и 
2(2 , 2 )Y t t . Средината на отсечката XY  

да ја означиме со M  и нејзините координати се 
2

2 1 1( , )
tt

X t t  . Да означиме 

2

2 1 1,
tt

x t y t    . Забележуваме дека 
2

2 21 2 2
t

y t x     . Значи бараното 

геометриско место е параболата 
2 2y x  .  

 

19. Темињата на еден триаголник се точки со целобројни координати, во 

декартов координатн систем.  

Докажи дека неговите агли се различни од 60 .  

Решение. Нека 1 1 2 2( , ), ( , )A x y B x y  и 3 3( , )C x y  се темиња на триаголникот (тие 

се со целобројни координати). Од формулите за растојание помеѓу две точки 

добиваме дека квадратите на должините на страните на триаголникот 
2 2,a b  и 2c  

се цели броеви.  

Плоштината на триаголникот е еднаква на  
1

1 2 3 2 3 1 3 1 22
| ( ) ( ) ( ) |P x y y x y y x y y      , 

и јасно е дека P  е рационален број.  

Нека претпоставиме дека барем еден агол на триаголникот има 60 , односно 

нека 60  . Според косинусна теорема  

2 2 2 2 22 cosc a b ab a b ab      ,. 

од каде добиваме 2 2 2ab a b c    .  

Од друга страна, плоштината на триаголникот е еднаква на  

31
2 4

sinP ab ab  , 

од каде добиваме 43 P
ab

  . Последното равенство не е точно, па според тоа 

триаголникот не може да има агол од 60 . 

 

20. Даден е квадрат ABCD  со должина на страна a . Одреди ги сите точки М 

во рамнината за кои е исполнето 
2 2 2 2

2MA MB MC MD c      

( c  е позитивен број). 

Докажи дека растојанието од тие точки до правата на која што лежи страната 

BC  е константно. Одреди го тоа растојание. 

Решение. Координатниот  систем ќе го поставиме како на цртежот, т.е. 
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2
2

(0, ),aA  2
2

( ,0)aB , 2
2

(0, ),aC  2
2

( ,0)aD  . 

Ако ( , )M x y , дадениот услов може да се запише во обликот 

2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2
2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) 2a a a ax y x y x y x y c            ,    (*) 

кој што после поедноставувањето се сведува на 

2

c

a
x y  .                  (**) 

Значи множеството точки кои што го задоволуваат условот на задачата е 

правата зададена со равенката 
2

c

a
x y  . Тоа е права паралелна со правата на 

која што лежи страната BC  на квадратот.  

Растојанието од произволна точка M  до 

правата на која што лежи страната BC  е 

всушност растојание помеѓу две паралелни 

прави, кое што е константно. 

Растојанието d  меѓу правите може да се 

одреди од рамнокракиот правоаголен триагол-

ник BPQ  (со 
2

( ,0)c

a
P ).  

Значи, 
222d BP   

2 22
| |c aBP

a
d    . 

 

21. Точката P  припаѓа на внатрешноста 

на правоаголникот ABCD . Ако 3AP  , 

4BP   и 5CP  , определи ја должината на 

отсечката DP .  

Решение. Ќе воведеме координатен сис-

тем со  

(0,0), (0, ), ( ,0), ( , ), ( , )B A a C c D c a P x y . 

Од Питагоровата имаме  
2 2 2

2 2 2

2 2 2

16

( ) 9

( ) 25.

PB x y

AP a y x

CP c x y

  

   

   

 

Тогаш  
2 2 2

2 2 2 2 2 2

( ) ( )

(( ) ) (( ) ) ( )

25 9 16 18.

DP c x a y

c x y a y x x y

   

       

   

 

Според тоа, 3 2DP  .  

 

x

 P

Q

M

A

B

C

D

y

d

A

B C

D

P
3

4 5
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A

B

O
30o

A

B

O
60

o

2.  КРУЖНИЦА И ПАРАБОЛА  

 
1. Да се пресмета плоштината на делот од рамнината што се наоѓа во 

внатрешноста на кругот со центар во точката O(3,2) и радиус 2 и е над правата 

што минува низ точките A(5,2) и B( 3 3 , 3). 

Решение.  Равенката на кружницата е  

(x  3)
2
 + (y  2)

2
 = 4. 

Лесно се проверува дека точките A и B  лежат на 

кружницата. Според тоа, се бара плоштината на 

отсечокот, прикажан на цртежот. Неговата 

плоштина е еднаква на плоштината на кружниот 

исечок AOB минус плоштината на триаголникот 

AOB, која е еднаква на 1. Од положбата на точката 

В се заклучува дека аголот AOB е 150
o
, односно 

5/6. Според тоа, плоштината на исечокот е  

r
2
5/12 =  5/3 , а бараната плоштина е 5/3  1.  

 

2. Да се пресмета плоштината на делот од рамнината што се наоѓа во 

внатрешноста на кругот со центар во точката O(2,3) и радиус 2, а е над правата 

што минува низ точките A(4,3) и B(1, 3 3 ). 

Решение.  Равенката на кружницата е  

(x  2)
2
 + (y  3)

2
 = 4. 

Лесно се проверува дека точките А и В лежат на 

кружницата. Според тоа, се бара плоштината на 

отсечокот, прикажан на цртежот. Неговата плош-

тина е еднаква на плоштината на кружниот исечок 

AOV намалена плоштината на триаголникот AOB, 

која е еднаква на 3 . Од положбата на точката В се 

заклучува дека аголот AOB е 120
о
, односно 2/3. 

Според тоа плоштината на исечокот е  r
2
2/6=4/3 , 

а бараната плоштина е 4/3  3 .  

 

3. Да се напише равенка на кружница со центар (1, 2)S   и радиус еднаков на 

радиусот на кружницата 2 2 6 8 0.x y y     

Решение. Од 2 2( 3) 1x y    следува дека равенката на бараната кружница 

гласи 2 2( 1) ( 2) 1.x y     

 

4. а) Низ точката (4, 3)M   да се повлече права која со координатните оски 

зафаќа триаголник со плоштина 23cm . 

б) Да се најде центарот и радиусот на впишаниот круг во триаголникот. 

Решение. а) Нека k  е коефициентот на правецот на бараната права. Тогаш, 

нејзината равенка е 3 ( 4)y k x   . Песечните точки на правата со координатните 

оски се (0, 4 3)A k   и , па затоа плоштината на ABO  е  
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2(4 3)31
2 2| |

| ( 4 3)(4 ) |
k

k k
P k


     . 

Од условот на задачата имаме 
2(4 3)

2| |
3

k

k


  т.е. 216 24 9 6 | |k k k   . Ќе разгледа-

ме два случаи.  

- Ако 0k  , тогаш равенката има облик 216 18 9 0k k    и таа нема реални 

решенија.  

- Ако 0k  , тогаш равенката има облик 216 30 9 0k k    и нејзини решенија 

се 3
1 8

k    и 3
2 2

k   . Според тоа, правите 3 8 12 0x y    и 3 2 6 0x y    се 

решение на задачата.  

б) Ако 0p  , тогаш центарот на впишаната кружница во ABO  е ( , )S p p  и 

притоа r p . Од друга страна радиусот на впишаната кружница е еднаков на 

растојанието од центарот до правата AB  па затоа:  

- во случај на правата 3 8 12 0x y    добиваме 
2 2

3 8 12

3 8

p p
p

 


  т.е. 12

5 73
p


  и 

бараната кружница е 2 2 2( ) ( )x p y p p    .  

- во случај на правата 3 2 6 0x y    добиваме 
2 2

3 2 6

3 2

p p
p

 

 
  т.е. 6

1 13
p


  и 

бараната кружница е 2 2 2( ) ( )x p y p p    . 

 

5. Да се најде равенката на правата што минува низ пресекот на кружниците:  
2 2 2 1 0x y x     и 2 2 2 3 0x y y    . 

Решение. Секоја пресечна точка ( , )M x y  на дадените кружници мора да ја 

задоволува равенката и на едната и на другата кружница, па според тоа и 

равенството: 
2 2 2 2( 2 1) ( 2 3) 0x y x x y y         

т.е. 2 2 2 0x y    т.е. 1 0x y   . Значи, точката ( , )M x y  лежи на правата 

1 0x y   . Затоа 1 0x y    е равенка на бараната права.   

 

6. Да се најде равенката на правата што минува низ пресекот на кружниците: 
2 2 2 1 0x y x     и  2 2 2 3 0.x y y     

Одговор. 1 0x y   .  

 

7. Дадената дијагонала на правоаголникот ABCD  лежи на правата 

2 1 0x y   , едната страна на правата 5 0x y   , а нејзината соседна страна 

лежи на права која минува низ точката (6,3)M . Да се најдат темињата на 

правоаголникот и равенката на кружница опишана околу него. 

Решение. Темето A  го наоѓаме во пресекот на правите  2 1 0x y    и 

5 0x y    и добиваме ( 3,2)A  . Низ точката (6,3)M  повлекуваме права нор-

мална на правата 5 0x y   . Равенката на оваа права има облик 0,x y k    
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при што параметарот k  го определуваме со замена на координатите на точката 

(6,3)M  и добиваме 9 0.x y    Темето B  го добиваме во пресекот на правите  

5 0x y    и 9 0.x y    Имаме, (2,7)B . Темето C го добиваме во пресекот на 

правите 9 0x y    и 2 1 0,x y    при што наоѓаме (17, 8)C  . За да го 

определиме темето D  ја користиме векторската равенка AD BC  и наоѓаме 

(12, 13)D  . Центарот на кружница опишана околу правоаголникот ABCD  е 

средина на отсечката AC  и тоа е точката 17 3 2 8
2 2

( , ) (7, 3),S S     а нејзиниот 

радиус е 

2 2(7 3) ( 3 2) 125.r AS        

Конечно равенката на кружни-цата е: 
2 2( 7) ( 3) 125.x y     

 

8. Едната катета на правоаголниот ABC  лежи на правата 5 0x y   , 

хипотенузата на правата 2 1 0x y   , а втората катета лежи на права која минува 

низ точката (6,3)M . Да се најдат темињата на триаголникот и равенката на круж-

ницата опишана околу него. 

Решение. Темето A  го наоѓаме во пресекот на правите 2 1 0x y    и 

5 0x y   и добиваме ( 3,2)A  . Низ точката (6,3)M  повлекуваме права 

нормална на правата 5 0x y   . Равенката на оваа права има облик 0x y k   , 

при што параметарот k  го определуваме со замена на координатите на точката 

(6,3)M  и добиваме 9 0x y   . Темето B  го добиваме во пресекот на правите 

5 0x y    и 9 0x y   . Имаме, (2,7)B . Темето C  го добиваме во пресекот на 

правите 9 0x y    и 2 1 0x y   , при што наоѓаме (17, 8)C  . Центарот на 

кружница опишана околу правоаголниот ABC  е средина на отсечката AC  и тоа 

е точката 17 3 2 8
2 2

( , ) (7, 3),S S     а нејзиниот радиус е     

2 2(7 3) ( 3 2) 125.r AS        

Конечно равенката на кружницата е                
2 2( 7) ( 3) 125.x y     

 

9. Дадени се кружниците  
2 2

1( ) : 6 2 15 0k x y x y      и 2 2
2( ) : 13 30 0k x y x y      

и правата ( ) : 3 10 30p x y  . 

a) Најди ги пресечните точки A  и B  на кружниците 1( )k  и  2( )k .  

b) Состави равенка на права што минува низ средината на отсечката AB  и е 

нормална на неа.  

c) Состави равенка на кружница што минува низ точките A  и B , а центарот 

и лежи на правата ( )p .  

Решение. a) Пресечните точки A  и B  на кружниците 1( )k  и  2( )k  се 

добиваат со решавање на системот:  
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2 2

2 2

6 2 15 0

13 30 0,

x y x y

x y x y

     


    

        (1) 

составен од равенките 1( )k  и  2( )k . Со одземање на равенките од системот (1) се 

добива 7 45 0x y   т.е. 7 45y x   и ако замениме во правата равенка на (1) 

после средувањето ја добиваме квадратната равенка 2 13 22 0x x    чии 

решенија се 1 11x   и 2 2x  . Значи,  1 7 11 45 32y     , 2 7 2 45 31y      , и 

значи дека бараните пресечни точки се (11,32)A  и (2, 31)B  . 

b) Ако со 0x  и 0y  ги означиме координатите на средината S  на отсечката AB  

имаме: 
32 ( 31)1311 2 1

0 02 2 2 2
,x y

      што значи 13 1
2 2

( , ).S  Коефициент на 

правецот на правата AB  е  31 32
1 2 11

7,k  


   па затоа коефициентот на правецот на 

правата нормална на AB  е 
1

1 1
2 7

.
k

k      Конечно, равенката на правата ( )q во 

точката 13 1
2 2

( , )S ,  нормална на што AB  е 131 1
2 7 2

( )y x     т.е. 101
7 7

y x    

c) Центарот ( , )C u v  е пресечната точка на правите ( )p  и ( )q  т.е. неговите 

координати се решение на системот равенки  

3 10 30

7 10

x y

x y

 


 
 

од каде добиваме дека (10,0)C . Јасно, радиусот е  

2 2(11 10) (32 0) 1025r AC      . 

Конечно, равенката на бараната кружница е  
2 2( 10) 1025x y   . 

 

10. Да се најде равенката на кружницата што минува низ точките ( 1,3)A   и 

(3, 1)B  , а центарот и лежи на правата 3 2y x  . 

Решение. Равенка на кружница со центар ( , )S p q  радиус r  е  

2 2 2( ) ( )x p y q r    . 

Од условот на задачата го добиваме системот  

2 2 2

2 2 2

3 2

( 1) ( 3)

( 3) ( 1)

q p

p q r

p q r

 


   


   

. 

Ако од втората равенка ја извадиме третата добиваме 8 8 0p q   т.е. p q . 

Заменуваме во првата равенка на системот и добиваме 3 2p p   од каде наоѓаме 

1, 1p q   и со замена во втората равенка добиваме 2 8.r   Конечно, равенката на 

кружницата е 2 2( 1) ( 1) 8x y    . 
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11. Низ точката (2,3)M , паралелно со правата 3 1x y   e повлечена права 

која ја сече кружницата 2 2 7 3 48x y x y     во точките A и B. Да се пресмета 

должината на тетивата AB. 

Решение. Од 1 1
3 3

y x   добиваме дека коефициентот на правецот на 

паралелната права е 1
3

k  . Равенка на права со коефициент на правец k  која 

минува низ точка 0 0( , )x y  е 0 0( )y y k x x   . Од условот на задачата следува 

дека равенката на пресечната права е 1
3

3 ( 2)y x    т.е. 3 7x y  .  

Со замена во равенката на кружницата се добива равенката  
2 2(3 7) 7(3 7) 3 48y y y y       

која е еквивалентна на равенката 2 6 5 0y y   , чии решенија се 1 1y   и 2 5y  . 

Со смена во 3 7x y   се добива 1 4x    и 2 8x  , што значи дека точките се 

(8,5)A  и ( 4,1)B  , па затоа должината на тетивата е 2 212 4 4 10AB    .  

 

12. Да се најде равенката на правата на која лежи дијаметарот на кружницата 
2 2 6 8 29x y x y     кој е нормален на правата 3 7 5 0x y   . 

Решение. Равенките на кружницата и правата ги запишуваме во видот  
2 2( 3) ( 4) 54x y     и 3 5

7 7
y x  . 

Според тоа, центарот на кружницата е (3, 4)S   и коефициентот на правецот на 

правата е 3
7

k  . Бидејќи дијаметарот лежи на права која е нормална на дадената 

за коефициентот на правецот на оваа права имаме 71
1 3k

k     . Конечно, бидејќи 

бараната права минува низ центарот на кружницата со замена во равенката 

0 1 0( )y y k x x    добиваме 7
3

4 ( 3)y x     т.е. 7 3 9x y  .  

 

13. Да се определи равенката на кружницата чиј центар е точката (1,2)M  и ја 

допира правата 2 3y x  . Потоа да се определат координатите на допирната 

точка. 

Решение. Радиусот на бараната кружница е еднаков на растојанието од 

точката (1,2)M  до правата 2 3y x  , т.е. 
2 2

21 2 3 3

52 ( 1)
r   

 
  . Според тоа равенка-

та на кружницата е 
2 2 9

5
( 1) ( 2)x y    .  

Допирната точка ја наоѓаме како решение на системот равенки  

2 2 9
5

( 1) ( 2)

2 3

x y

y x

    


 

 

Ако од втората равенка замениме во првата ја добиваме равенката  
2 2 9

5
( 1) (2 1)x x     
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која е еквивалентна на равенката  
225 10 1 0x x    

чие решение е 1
5

x   . Сега,  

131
5 5

2 ( ) 3y       

што значи дека допирната точка е 131
5 5

( , )N  .  

 

14. Дадена е кружницата 2 2 16x y  .  

a) Состави ги равенките на тангентите на кружницата во нејзините точки со 

апциса 2. 

b) Најди ја пресечната точка на тангентите и аголот меѓу нив. 

Решение. а) Од 2x   следува 2 216 2 12y     т.е. 1/2 2 3y   . Според тоа, 

допирните точки на кружницата и тангентите се (2,2 3), (2, 2 3)A B  . Ако се 

искористи дека равенката на тангентата на кружницата 2 2 2x y r   во точка 

0 0( , )M x y  e 2
0 0xx yy r  , тогаш за равенките на тангентите наоѓаме  

1( ) : 2 2 3 16t x y   т.е. 81

3 3
y x    и  

2( ) : 2 2 3 16t x y    т.е. 81

3 3
y x  .  

b) За да ја определиме равенката на пресечната точка на тангентите ќе ги 

собереме равенките на 1( )t  и 2( )t . Имаме, 2 0y   т.е. 0y  , па затоа 8x  , т.е. 

пресечната точка е (8,0)M . За аголот   меѓу тангентите добиваме  

1 1

3 3

1 1

3 3

( )
1 2

1 ( )
1 2

tg 3
1

k k

k k

 

 


   


, 

што значи 
3
  .  

 

15. Даден е рамнокрак правоаголен триаголник со координати на темето при 

еден од острите агли (5,6)M  и равенката на правата 3 2 1x y   на која што лежи 

спротивната катета. 

a) Определи ги координатите на другите две темиња на триаголникот. Колку 

решенија има задачата? 

b) Состави равенка на кружница чиј дијаметар е катетата која со крајна точка 

(5,6)M .  

Решение. а) Равенката на правата ( )p  на која лежи втората катета ќе ја 

запишеме во обликот 3 1
2 2

.y x    Низ точката M  повлекуваме права ( )q  

нормална на ( )p  и во пресекот на правите го наоѓаме темето A  на правиот агол. 

Имаме, 2
3

( ) : 6 ( 5)q y x    т.е. ( ) : 2 3 8q x y    и го добиваме системот равенки:  

2 3 8

3 2 1

x y

x y
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чие решение е 1, 2x y    што значи дека темето на правиот агол е ( 1,2)A  . За 

да го определиме темето B  ќе искористи дека триаголникот е рамнокрак т.е. дека 

AM AB  и дека ( , )B u v  лежи на правата ( )p . Имаме  

2 2 2 2( 1) ( 2) (5 1) (6 2)

3 2 1

u v

u v

       


 

 

Решенијата на последниот систем равенки се 1 15, 8u v    и 2 23, 4u v   , што 

значи дека задачата има две решенија.  

b) Центарот ( , )S a b  на бараната кружница е средината на отсечка AM , а неј-

зиниот радиус е 
2

AMr  . Според тоа,  

1 5 2 6
2 2

2, 4a b      , 2 21
2

(5 1) (6 2) 13r       

и равенката на кружницата е 2 2( 2) ( 4) 13x y    .  

 

16. Да се најдат равенките на тангентите повлечени од точката ( 2, 2)  кон 

кружницата 2 2 1x y  . 

Решение. Ќе составиме равенка на права низ точката  ( 2, 2)  и произволен 

коефициент на правец  k : 

2 ( 2)y k x                                          (1) 

Произволниот коефициент k  ќе го определиме од условот да правата (1) е 

тангента на кружницата 2 2 1x y   т.е. од условот да правата (1) ја допира 

споменатата кружница. Тоа значи дека системот: 

2 2

2 ( 2)

1

y k x

x y

   


 

                                      (2)                          

има единствено решение по непознатите x  и y . Од првата равенка во (2) го 

изразуваме y :  

2 2y kx k   ,           (1') 

заменуваме во втората равенка т.е. во равенката на кружницата: 
2 2( 2 2) 1,x kx k     

и после степенувањето и групирањето на соодветните членови ја добиваме 

квадратната равенка по x :  

2 2 2(1 ) 2 2 ( 1) 2 4 1 0k x k k x k k                     (3) 

Системот (2) ќе има единствено решение ако квадратната равенка (3) има двоен 

реален корен, а тоа е во случај кога дискриминантата 0D  . Имаме:  

2 2 2 28 ( 1) 4(1 )(2 4 1) 0D k k k k k        

или, после средувањето 2 4 1 0k k    па затоа  

4 16 4
1/2 2

2 3k       . 
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Бидејќи има две решенија за k  заклучуваме дека задачата има две решенија т.е. 

низ дадената точка ( 2, 2)  можат да се повлечат две тангенти на кружницата 

2 2 1x y  . Тие се: 

( 2 3) ( 2 3) 2 2y x         т.е. ( 2 3) 2 6y x      

и  

( 2 3) ( 2 3) 2 2y x         т.е. ( 2 3) 2 6y x     . 

 

17. Да се најдат равенките на тангентите повлечени од точката ( 2, 2,)A  кон 

кружницата 2 2 1x y  .  

Решение. Оваа задача може на потполно ист начин да се реши како задачата 4 

од I група од овој испитен рок, но сега ќе ја решиме на поинаков начин. Нека со 

0 0 0( , )M x y  ја означиме точката од кружницата 2 2 1x y   низ која што минува 

бараната тангента ( )t . Значи координатите на точката 0 0 0( , )M x y  ја задоволуваат 

равенката на кружницата 2 2 1x y  , поради што 

2 2
0 0 1x y              (1) 

Знаеме дека равенката на тангента на кружница 2 2 2x y r   повлечена во нејзина 

точка 0 0 0( , )M x y , е 2
0 0xx yy r  , поради што имаме:  

( )t :                  0 0 1xx yy   

По услов на задачата, тангентата ( )t  минува низ точката ( 2, 2,)A , поради што  

0 02 2 1x y            (2) 

Така, за определување на точката 0 0 0( , )M x y  го имаме системот составен од 

равенките (1) и (2) т.е. системот: 

0 0

2 2
0 0

2 2 1

1

x y

x y

  


 

          (3) 

Ако од првата равенка (3) најдеме 
1

0 0
2

y x   

и замениме во втората равенка на (3) се добива квадратната равенка по 0x : 

2 1
0 0 2

2 2 0x x    

чии што решенија се: 

2 6
0 4

x  2 6
0 4

y    

и        

2 6
0 4

x  2 6
0 4

y   . 

Според тоа, системот (3) има две решенија па постојат две точки  

2 6 2 6
0 4 4
( , )M    и 2 6 2 6

1 4 4
( , )M    на кружницата 2 2 1x y   во кои што 
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ако повлечеме тангенти тие ќе поминуваат низ точката ( 2, 2)A . Значи задачата 

има две решенија.  Едната тангента е: 

( 2 6) ( 2 6) 4 0x y      

а другата тангента е 

( 2 6) ( 2 6) 4 0x y     . 

 

18. Со 2 22( 1)y x k x k    , каде k  е реален број е дадено множество пара-

боли (секој број k  определува по една парабола). Да се определи геометриското 

место на на точки кои се темиња на дадените парболи.  

 Решение. Апсцисата на темето на параболата  
2 22( 1)y x k x k    , 

е 
2

1b
a

x k    , а соодветната ордината е 2 2( 1) 2( 1)( 1) 2 1y k k k k k        . 

Со елиминација на параметарот k , ја добиваме равенката на бараното геоме-

триско место на точки: 2 1y x  . 

Значи, бараното геометриско место на точки е права. 

 

19. Најди го геометриското место на точки во рамнина за кои што разликата од 

квадратите на растојанијата од дадена точка и од дадена права е постојано и 

еднакво на c . 

 Решение. Нека A  е дадената точка и нека 

таа не лежи на дадената права l . Избираме 

координатен систем со x  оска дадената права, а 

y  оска нормалата на дадената права што 

минува низ A . Тогаш  00,A y . 

 Нека  ,M x y  е произволна точка од бара-

ното геометриско место и  1 ,0M x  е проекција-

та на M  на x  оската. Тогаш 
2 2

1AM M M c  , 

т.е.  
2 2 2

0( )x y y y c    . Оттука 2 2
0 02yy x y c   . 

1) Ако 0 0y  , т.е. A  не лежи на l , бараното геометриско место е параболата 

2
0

0 0

21
2 2

y c

y y
y x


  . 

2) Ако 0 0y  , т.е. A  лежи на l , добиваме 2x c , па бараното геометриско 

место се правите x c  и x c   за 0c  , а празно множество за 0c  . правите 

се совпаѓаат, а при 0c   бараното множество точки е празно.  

 

20. Што претставува геометриското место на тежиштата на триаголниците со 

темиња: A  е во темето на параболата 2 2y px , B  во фокусот на параболата и 

C  на дадената парабола? 

O

( , )M x y

x

y

(0, )A y

1( ,0)M x

c
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Решение. Нека 1 1( , )C x y  е 

произволна точка од параболата 
2 2y py , различна од (0,0)А . 

Точката C  се бира да биде раз-

лична од A  за да ABC  биде три-

аголник. Нека ( , )T x y  е тежи-

штето на триаголникот ABC . За 

темето B  коешто е во фокусот 

на параболата 
2

( ,0)
p

B  , а за по-

ловината на страната AB  имаме  

1 4
( ,0)

p
C  . Бидејќи T  ја дели 

отсечката 1C C  во однос 1: 2,  добиваме 12

6

p x
x


  и 1

3
,

y
y  од каде што 

6
1 2

x p
x


  

и 1 3 .y y Бидејќи 1 1( , )C x y  лежи на параболата, добиваме 
62

2
9 2

x p
y p


 , од 

каде што: 

  2

6
2 ( )

p
y p x             (1) 

Значи, бараното геометриско место на точки е парабола дадена во (1), но без 

темето 
6

( ,0)
p

, затоа што A Cx .  

 

21. Точката (1,2)T  е тежиште на триаголникот ABC , точката (3,4)D  е сре-

дина на страната BC , а 1014
9 9

( , )S  е центар на опишаната кружница на триагол-

никот ABC . Најди ги координатите на темињата на триаголникот ABC .  

Решение. Од својството на те-

жиштето имаме : 2 :1AT TD  . Спо-

ред тоа, ( 3, 2)A   . Значи, квадратот 

на радиусот на опишаната круж-

ница на триаголникот ABC  е  

22 2465

81
r AS  , 

а равенката на кружницата гласи  
2 2(9 14) (9 10) 2465x y    .  (1) 

Коефициентот на правецот на 

симетралата DS  на страната BC  е 

2k  . Затоа, коефициентот на пра-

вецот на страната BC  е  

1 1
2

'
k

k    , 

а нејзината равенка гласи  

  2 11 0x y                (2) 

Со решавање на системот равенки (1) и (2)  добиваме (7,2)B  и ( 1,6)C  .   

(1,2)T

(3,4)D

(7,2)B

( 1,6)C 

( 3, 2)A  

O

 1014
9 9

,S

A B

C

1C

T

x

y
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22. Дадени се кружница 2 2( 5) 9x y    и права  2 0x  . Да се најде геомет-

риското место на точки еднакво оддалечени од кружницата и правата.  

Решение. Нека k  и p  се дадена-

та кружница и права. Нека ( , )M X Y  

е точка од рамнината чии растојанија 

до p  и k  се 1d  и 2d  соодветно (ви-

ди цртеж), при што 1 | 2 |d X   и 

2 2
2 | 3 | | ( 5) 3 |d MC X Y      . 

Точката M  припаѓа на бараното 

геометриско место ако и само ако 

1 2d d , т.е.  

2 2| 2 | | ( 5) 3 |X X Y     . 

Притоа, 2 0X    и
2 2( 5) 3 0X Y     (види цртеж). Значи,  

2 22 ( 5) 3X X Y     , 

од каде што се добива дека 2 20 .Y X Според тоа, бараното геометриско место е 

параболата 2 20 .y x  

 

23. На правата 3x   најди точка T  таква што трапезот формиран од двете 

тангенти повлечени од точката T  кон кружницата 2 2 9x y   и координатните 

оски има најмала плоштина. 

 Решение. Едната тангента повлечена од T  

кон дадената кружница има равенка 3x  . 

Точката T  има координати 0(3, )y . Нека равен-

ката на втората тангента е y kx l  . Тогаш 

важи  

  2 29(1 )k l  .     (1) 

 Бидејќи точката (3, )T y  лежи на y kx l  , 

добиваме  

  3y k l  .     (2) 

Од (1) и (2) следува 
2
0

0

9

6

y

y
k


 ,  

2
0

0

9

2

y

y
l


 . Сега зап лоштината на трапезот добиваме  

0

0 0

3( ) 9 39 3 9 3
0 02 4 4 2

( )
y l

y y
P y y


     , 

при што знак за равенство важи ако и само ако 
0

3
0 y

y  , т.е. ако и само ако 

0 3y   .  

 Конечно, бараните точки се (3, 3)T  , а максималната плоштина е 9
2

3  

квадратни единици.  

 

1d

2d

O C

( , )M x y

p
k

x

y

O

(3, )T y

x

y
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24. Одреди го геометриското место на средините на тетивите на една  круж-

ница C , кои лежат на прави што минуваат низ дадена точка.  

Решение. а) Нека равенката на кружницата е  

  2 2 2x y r  ,          (1) 

а равенката на правите на тетивите што минуваат низ точка ( , )A a b   

  ( )y b k x a   .          (2) 

Ако од (1) и (2)  извршиме елиминација на y , ја добиваме квадратната равенка  

2 2 2 2(1 ) 2 ( ) ( ) 0k x k b ak x ka b r       , 

чии што решенија ќе ги означиме со 1x  и 2x . Координатите на бараното 

геометриско место се 1
1 22

( )x x x  , 1
1 22

( )y y y  .  

 Од Виетовите формули и од равенката (2) , добиваме  

  
21

ka b

k
x k 


 , 

21

b ka

k
y 


 .         (3) 

Елиминирајќи го k  од равенствата (3), ја добиваме равенката на бараното 

геометриско место која гласи  

  
2 22 2

2 2 4
( ) ( )a a a bx y     .       (4) 

Бараното геометриско место е кружницата (4), ако точката A  е во внатреш-

носта на кружницата (1); дел од кружницата (4), ако A  е надвор од кругот 

определен со равенката (1).  

 

25. Дадена е правата x a ( 0a  ) и кружница со радиус a  која минува низ 

координатниот почеток и ја допира дадената права. Низ координатниот почеток е 

повлечена произволна права, којашто ја сече кружницата во точката A ( 0A  ), а 

дадената права во точката B . Низ точките A  и B  се повлечени прави паралелни 

соодветно со Oy  и Ox . Нека тие прави се сечат во точката M . Најди го 

геометриското место на точките M .    

 Решение. Равенката на кружницата 

е 2 2 0x y ax   , а равенката на про-

изволна права низ координатниот поче-

ток е y kx , k . Според тоа, ќе 

имаме:  

2 21 1
( , )a ak

k k
A

 
, ( , )B a ak . 

За координатите ,x y  на точката M  

имаме:  

2

2

1 k
x


 , y ak , 

од каде што добиваме (со елиминација 

на k ) 

2 2 3( )x a y a  , 

што претставува равенка на бараното 

геометриско место. Графикот е даден 

на цртежот.  

y

x

M

A

B

O

x a
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26. Дадена кружница допира дадена парабола во точката A  и ја  сече во точ-

ките B  и C . Докажи дека средината на тежишната линија AD  на триаголникот 

ABC  припаѓа на оската на параболата.  

Решение. Воведуваме координатен систем, таков што темето на параболата е 

во координатниот почеток, оската на параболата е y  оската и е нормална на x 

оската. Тогаш равенката на параболата е од видот 2 , 0y mx m  .  

Нека , ,a b c  се апсциси на точките , ,A B C , соодветно. Апсциса на точката D   

е 
2

b c , а апсциса на средината на отсечката AD , на точката  е 2
4

a b c  .  

Равенката на кружницата е од видот 2 2 2( ) ( )x y r    . Координатите на 

заедничките точки на параболата и кружницата го задоволуваат системот равенки  
2y mx , 2 2 2( ) ( )x y r    , 

од каде што следува  
2 2 2 2( ) ( )x mx r    , 

т.е.   
2 4 2 2 2 2(1 2 ) ( 2 ) ( ) 0m x m x x r            . 

Но, корените на ова равенка се апсцисите на 

точките , ,A B C , т.е. , ,x a x b x c   , при што 

x a  е двоен корен. Од Виетовите формули 

следува 0a b c a    . Значи 2 0a b c   , т.е. 

апсцисата на точката M  е 0, а тоа значи дека M  

лежи на y  оската, т.е. на оската на параболата.  

 

27. Дадени се концентричните кружници a  и b  со центар O  и точката P O  

во внатрешноста на помалата кружница. Полуправата l  со почетна точка P  ги 

сече кружниците a  и b  во точки A  и B , содветно.  Докажи дека должината AB   

е најголема ако полуправата l  е нормална на правата .OP  

Решение. Воведуваме правоаголен коорди-

натен систем со координатен почеток во O . Не 

се губи од општоста ако претпоставиме дека 

точката P  лежи на y -оската.  Нека d OP , а r  

и R  се радиуси на помалата и поголемата 

кружница, соодветно. Тогаш равенката на полу-

правата l  е , 0y kx d x    (не се губи од оп-

штоста ако се претпостави дека 0x  ). Ако l  е 

дел од y -оската, ќе сметаме дека k   . Нека 

( , ), ( , )A A B BA x y B x y . Тогаш важи 2 2 2
A Ax y r   и  

A Ay kx d  , 0Ax  . Од овие две равенки доби-

ваме 
2 2 2 2(1 ) 2 0A Ak x kdx d r     . 

Од r d  следува дека  

M

A

B

C

D

M

x

y

A
B

l

O

P
a

b

x

y
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2 2 2(1 ) 0k r d   , 

па равенката има две реални решенија. Но, од  r d  добиваме  

2 2 2 2( ) ( )kd r d kr   , т.е.  2 2 2 2( ) (1 )kd k r d   . 

Бидејќи 0Ax  , го земаме само решението: 

2 2 2

2

(1 )

1

kd k r d
A

k
x

   


 . 

Аналогно  
2 2 2

2

(1 )

1

kd k R d
B

k
x

   


 . 

Според тоа A Ay kx d  , B By kx d  , па растојанието меѓу точките ( , ),A AA x y

( , )B BB x y  е: 

 
2 2

2 22 2

2 21 1

2 2( ) ( )
d d

k k

R r
B A B A

R r

D k x x y y

 



  

     . 

Последниот израз има најголема вредност ако именителот е најмал, т.е. ако  
2

21

d

k
 има најголема вредност, а таа се достигнува за 0k  . Оттука следува дека 

полуправата l  е нормална на правата OP . 

 

28. а)   Кој дел од рамнината е ограничен со неравенствата: 

3 4 25 0,x y     5 12 65 0x y     и   8 15 85 0x y   . 

б) Состави равенка на кружница впишана во делот од рамнината под а).  

Решение. Секое од овие неравенства определува полурамнина, поради што 

делот од рамнината што се бара е пресек на три полурамнини. Граничните прави 

се сечат во точките 5 5 40
4 7 7

(10, ), ( , )A B  и ( 95, 45)C   . Пресечните точки ги 

наоѓаме како решенија на следните системи равенки:  

3 4 25 0
:

5 12 65 0

x y
A

x y

  


  
,     

3 4 25 0
:

8 15 85 0

x y
B

x y

  


  
   и    

5 12 65 0
:

8 15 85 0

x y
C

x y

  


  
 

За да определиме која фигура е ограничена со дадените неравенства треба да ја 

провериме дали пресечната точка меѓу две прави припаѓа на делот од рамнината 

определен со третото неравенство. Со непосредна проверка добиваме дека 

последното важи за сите три точки ,A B  и C , па оттука заклучуваме дека со 

дадените неравенства е определен ABC .  

б) Поаѓајќи од формулата 1 1 1 2 2 2

2 2 2 2
1 1 2 2

A x B y C A x B y C

A B A B

   

   
   за симетралите меѓу 

правите  1 1 1 0A x B y C    и 2 2 2 0A x B y C    за симетрала на внатрешниот агол 

кај темето A  во ABC  наоѓаме 8 0x y   , а за симетралата на внатрешниот 

агол кај темето B  во ABC  добиваме 13 0x y  . Решението на системот  

8 0

13 0

x y

x y

 


 
 

е точката (0,0)O  и таа е центарот на впишаната кружница во .ABC  
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Радиус r  на впишаната кружница во  ABC  е еднаков на растојанието од 

точката (0,0)O  до правата 3 4 25 0,x y    па затоа  

2 2

|3 0 4 0 25|

3 4
5r

   


  . 

Конечно, равенката на бараната кружница   е  2 2 25x y  .  

 

29. Нека a  е позитивен реален број. Најди го геометриското место на центрите 

на кружниците кои ги допираат кружницата 2 2 2 0x y ax    и y - оската. 

 Решение. Нека 1k :    
22 2x X y Y r     е 

кружница чиј центар  ,M X Y  припаѓа на барано-

то геометриско место. Бидејќи y -оската е тан-

гента на 1k , следува дека X r  или X r  . 

 1) Ако X r , добиваме дека  
2 2 2

1 : 2 2 0k x xX y yY Y     . 

Сега, од системот  

2 2 2

2 2

2 2 0

2 0

x xX y yY Y

x y ax

     


  

, 

добиваме  
22 2 2 0xX yY ax Y     . 

Оттука, ако 0Y  , имаме  

21
2 2

( 2 2 ) a X Y
Y Y

y xX ax Y x      . 

Со замена во втората равенка од системот, добиваме  
2 2

2

( )2 2

4
( ) 2 0

a X Y

Y
x x a X x ax


      . 

Бидејќи двете кружници имаат едиствена пресечна точка, следува дека мора 

дискриминантата на последната равенка да е нула. Значи,  
2

2

( )2 2( ) (1 ) 0
a X

Y
X a Y


    . 

Со средување на последново равенство добиваме 2 4Y aX . Значи бараното 

геометриско место во овој случај е параболата 2 4y ax . 

 Ако 0Y  , се добива  

2 2

2 2

2 0

2 0

x xX y

x y ax

   


  

. 

Оттука 2( ) 0a X x  . Уште и a X  (во спротивно кружниците би се совпаѓале), 

па 0x   и 0y  . Според тоа двете кружници се допираат. Во овој случај бара-

ното геометриско место на точки е позитивниот дел од x  оската.  

 2) Ако X r   и 0Y  , работејќи слично како во 1) го добиваме системот  

r
( , )M X Y

1k

x

y
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2 2 2

2 2

2 2 0

2 0

x xr y yY Y

x y ax

     


  

 

а потоа и равенката  
22 2

4
(1 ( ) ) ( ) 0a r Y

Y
x r a x     , 

чија дискриминанта е 2 4Y ar   и е негативна. Значи кружниците немаат пресеч-

ни точки. Ако 0Y   се добива негативниот дел од x -оската. 

Конечно, бараното геометриско место на точки е x -оската и параболата 

2 4y ax . 

 

30. Докажи дека центрите на опишана кружница околу правоаголен триагол-

ник, чии темиња лежат на дадена парабола, и темето каде што е правиот агол се 

совпаѓа со темето на параболата, лежат исто така на парабола. 

Решение. Нека темињата на право-

аголниот триаголник AOB  со прав агол 

кај темето (0,0)O  лежат на параболата 

2y kx  (јасно (0,0)O  е теме на парабо-

лата). Тогаш координатите на темето A  

се 2( , )a ka  а на B  се 2( , )b kb  каде што 

, 0a b  . Равенката на правата низ O  и 

A  е y kax  а низ O  и B  е y kbx .  

Бидејќи OA  и OB  се заемно нормални 

прави следува дека 
2

1

k a
b   . Значи 

темето B  има координати 
2 3 2

1 1( , )
k a k a

 . Ако S  е центарот на опишаната 

кружница околу триаголникот, тогаш S  е средина на AB  па има координати 

2 3 2

21 1 1 1
2 2

( ( ), ( ))
k a k a

S a ka  ,. 

Нека 
2

1 1
2

( )
k a

x a  , 
3 2

21 1
2

( )
k a

y ka  . Тогаш   

  
3 2 2 2 2

2 2 2 21 1 1 1 2 1 2 1
2 2 2

( ) (( ) ) ((2 ) ) 2
kk a k a k k

y ka k a k x kx         .  

 

31. На река широка 30m  треба да се изгради параболичен мост со столбови на 

растојание 5m . Висината на средниот столб е 7,5m .  

Колкави се висините на другите столбови?  

 Решение. Мостот го поставуваме во координатен систем како на цртежот. 

Тогаш равенката на параболата е 2y ax b   а бидејќи таа минува низ точките 

(0;7,5)  и (15,0)  добиваме 7,5b   и 1
30

a   . Висините на другите столбови се 

2 201
1 30 3

5 7,5h      и 2 251
2 30 6

10 7,5h     .  

S

2( , )B b kb

2( , )A a ka

O x

y
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32. Определи ја кривата на која се наоѓаат  темињата на параболите 
2y x bx c    , кои ја допираат параболата 2y x . 

Решение. Нека параболите 2y x bx c     и 2y x  меѓусебно се допираат. 

Тогаш равенката 2 2x bx c x     има едно решение. Равенката 22 0x bx c    

има едно решение, т.е. има двоен корен ако и само ако 2 8 0b c  . Според тоа 

параболите се допираат ако и само ако 
2

8
bc   , т.е. ако и само ако параболата 

2y x bx c     го има обликот 
22

8
by x bx    .  Нејзино теме е 

2

2 8
( , )b bT . 

Бидејќи 
2 21
8 2 2

( )b b , добиваме дека темињата на параболите се наоѓаат на 

параболата 
21

2 2 2
( )b b , т.е. 

21
2

y x . 

 

33. Дадена е фамилијата параболи 
2( ) 2 , ,y x mx x n m n    .  

a) Да се определи онаа парабола која минува низ точките A  и B  кои лежат на 

правата 1y  , симетрични се во однос на правата 2x   и такви, што 2.AB   

б) Да се најдат нулите на оваа парабола. 

Решение. а) Бидејќи точките A  и B  лежат на правата 1y   добиваме 1( ,1)A x , 

2( ,1)B x . Понатаму, од 2AB   следува 1 22 | |x x   и како без ограничување на 

општоста можеме да земе дека 1 2x x  добиваме 1 2 2x x  . Точките A  и B  

лежат на парабола од дадениот вид, па затоа  
2
1 1

2
2 2

2 1,

2 1,

mx x n

mx x n

  

  
          (1) 

и ако ги одземеме последните две равенки добиваме  
2 2
1 2 1 2( ) 2( ) 0m x x x x     

од што следува 1 2( ) 2m x x   . Но, точките A  и B  се симетрични во однос на 

правата 2x  , па затоа 1 2

2
2

x x
  т.е. 1 2 4x x  , што значи дека 1

2
m   . Од 

системот равенки  

1 2

1 2

4

2

x x

x x
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наоѓаме 1 23, 1x x  . Конечно, со замена во правата равенка од (1) добиваме 

21 1
2 2

1 ( ) 3 2 3n          и бараната парабола има равенка 
21 1

2 2
2y x x    .  

б) Нулите на параболата се добиваат како решенија на равенката  
21 1

2 2
2 0x x    . 

Имаме, 1/2 2 3x   .  

 

34. Дадено е множество параболи  

2( ) (2 3) 1f x ax a x a     , , 0a a  . 

Определи го геометриското место на темињата на параболите. Каква е зависноста 

меѓу координатите на темињата на парболите? 

Решение. Нека точката ( , )T TT x y  е теме на параболата  

  
2( ) (2 3) 1f x ax a x a     .         (1) 

 Параболата ќе ја запишеме во облик  
2 2 2 22 3 2 3 2 3 2 3

2 2 2
( ) ( ) 1 ( 2 ( ) ( ) ) 1a a a a

a a a a
f x a x x a a x x a             , 

односно  
22 3 16 9

2 4
( ) ( )a a

a a
f x a x     . 

Според тоа, 3 2 16 9
2 4

( , )a a
a a

T   , односно 3 2 16 9
2 4

,a a
T Ta a

x y   . Од првото од послед-

ните две равенства имаме 3
2(1 )Tx

a


  и ако замениме во Ty  добиваме  

       5 3
2 2T Ty x  . 

 Значи, геометриското место на темињата на двете параболи е  

  3 2 16 9
2 4

{( , ) | , 0}a a
a a

A a a    , 

и сите точки припаѓаат правата 5 3
2 2

y x  . Не е тешко да се види дека секоја 

точка од 5 3
2 2

, 1y x x     е теме на една од множеството параболи зададени со 

(1).  

 

 35. Множеството прави   е определено со равенката 
22y ax a  . Определи 

го множеството точки 
2( , )x y   низ кои не минува ниту една од правите од мно-

жеството  . 

 Решение. Ако ( , )x y  е точка од рамнината низ која не минува ниту една права 

од множеството прави  , тогаш равенката 
22y ax a   нема реално решение по 

параметарот a  во множеството реални броеви. Значи, квадратната равенка 

2 2 0a ax y    

нема реални решенија. Според тоа, нејзината дискриминанта D  е негативна. Сега 
2( 2 ) 4 0x y   , односно 

2x y .  
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Обратно, нека ( , )x y  е точка од рамнината за која 
2x y . Нека претпоставиме 

дека постои права 
22y ax a   која минува низ точката ( , )x y . Значи, равенката  

2 2 0a ax y    

има реално решение. Според тоа, 0D  , каде 
24( )D x y  . Добиваме 

2 0x y  , 

т.е. 
2y x  што е во спротивност со почетната претпоставка.  

Конечно, множеството точки од рамнината низ кои не минува ниту една права 

од множеството точки   е внатрешноста на параболата 
2y x .  

 

36. Низ точка која припаѓа на x -оската и е различна од (0,0)  се повлечени две 

прави l  и m . Правата l  ја сече параболата 
2y x  во точки со апсциси 1s  и 2s , а 

правата m  во точки со апсциси 1t  и 2t .  

 Докажи дека  

1 2 1 2

1 1 1 1
s s t t
   . 

Решение. Апсцисите 1x  и 2x  на точките на пресек на правата y kx b   и 

параболата 
2y x  се решенија на равенката 2x kx b  . Според виетовите пра-

вила, добиваме  

1 2

1 2

x x k

x x b

 

 
 

Нека правата y kx b   ја сече оската Ox  во точката 0x . Да забележиме дека од 

условот на задачата 0x  , и  

1 2

1 1
1 2

1 2

1
0

x x

x xb
k x x

x
 

    . 

Сега 
0 1 2

1 1 1
x x x
  , па од условот на задачата имаме  

1 2 0 1 2

1 1 1 1 1
s s x t t
    . 

 

37. Во точката (4,0)A  повлечена е тангентата на кружницата 2 2 16x y  . 

Одреди точка B  на таа тангента таква што плоштината на трапезот образуван од 

координатните оски и тангентите на кружницата повлечени од точката B  има 

плоштина 26. 

Решение. Нека t  е тангентата на 

кружницата повлечена во точката A  

и (4, )B b t . Со (0, )C c  да ја оз-

начиме пресечната точка на правата 

BC  и y -оската.  Тогаш за плошти-

ната на трапезот OABC  добиваме 

2
4 26b c   , односно 13b c  .  

x

y

A

B
C

O
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Натаму, равенката на правата BC  гласи 
4

b cy x c  .  Условот правата y kx n   

да биде тангента на кружницата 2 2 2x y r   е 2 2 2(1 )r k n  , па добиваме 

2 2

4
16(1 ( ) )b c c   и оттука 

216
2

b
b

c  . Заменувајќи 13b c   во последното ра-

венство добиваме 23 26 16 0b b   . Решенијата на оваа равенка се 2
1 3

b   и 

2 8b  . Точката B  може да биде од двете страни на x -оската (кружницата е симе-

трична во однос на x  оската) па затоа добиваме 4 точки кои го исполнуваат ус-

ловот на задачата. Тие се 2
1 2 3 3
(4,8), (4, 8), (4, )B B B  и 2

4 3
(4, )B  . 

 

38. Нека n  природан број. Докажи дека кружницaта 2 2 4nx y   не минува 

низ точка со целобројни координати, која не е  на x -оска или на y -оска. 

Решение. За фиксен природен број n , дадената кружница минува низ точките 

со целобројни координати ( 2 ,0)n  и (0, 2 ).n  Да претпоставиме дека постои 

целоброен пар ( , )x y  кој ја задоволува равенката и за кој | | 2 , | | 2 .n nx y   Не е 

можно едната координата да биде парен, а другата непарен број. (Тогаш левата 

страна на равенката би била непарен број, а десната парен број). Исто така не е 

можно двете координати да бидат непарни броеви. Имено, ако  

2 1, 2 1,( , )x p y q p q     ,  тогаш  2 2 2 22[2( ) 1]x y p q p q      , 

па според тоа 2 2 2 12( ) 1 2 np q p q       што не е можно. Да претпоставиме дека 

двете координати се парни цели броеви. Тогаш постојат непарни цели броеви a  и 

b  и природен број , ( )k k n  такви што  2 , 2 .k kx a y b   Во тој случај почетното 

равенство го добива обликот  2 2 2( )2 n ka b    кое, како што видовме, не е испол-

нето за нитуедни a  и b . 

 
 

 

3.  ЕЛИПСА И ХИПЕРБОЛА  

 

1. Одреди ја онаа тангента на елипсата 
22

2 2
1

yx

a b
   која со координатните оски 

формира триаголник со најмала хипотенуза. 

Решение. Нека правата y kx n   

е тангента на дадената елипса. 

Според тоа системот 
22

2 2
1

yx

a b

y kx n


 


  

 

има единствено решение. Заменувај-

ќи го y  од втората во првата равен-



                                          Предговор      

  155  

ка добиваме квадратна равенка по y  и користејќи дека нејзината дискриминанта е 

еднаква на 0  го добиваме условот за допир на правата и елипсата 2 2 2 2a k b n  . 

Ако 0k   или 0n   тангентата е паралелна со една од координатните оски, па не 

формира триаголник. Значи можеме да претпоставиме дека 0k   и 0n  . 

Натаму, ако ја запишеме равенката на тангентата во сегментен облик добиваме 

1
yx

n n

k


  , па нејзиниот отсечок меѓу координатните оски има должина 

2

2

2n

k
d n  . Според тоа  

2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2n a k b b

k k k
d n a k b a k a b         

2 2( ) ( )b
k

ak a b   .  

Должината на отсечокот ќе биде најмала ако 0b
k

ak   . Оттука b
a

k    и 

2n ab b    ( , 0a b  ). Значи постојат четири прави со бараната особина и тие 

се   

2b
a

y x ab b   ,  
2b

a
y x ab b   , 

2b
a

y x ab b    ,
2b

a
y x ab b    . 

 

2. На елипсата 2 29 4 18 16 11x y x y     да се најде точка A  најблиска до 

правата 8x y   и точка B  најоддалечена од истата права.  

Решение. Бараните точки се точки во кои елипсата допира прави p  и q  кои се 

паралелни со правата 8x y  . Нека s  е права паралелна со правата 8x y  , 

т.е. s : y n x  , за некој n . Заменувајќи во 2 29 4 18 16 11x y x y    , 

добиваме:  
2 29 4( ) 18 16( ) 11x n x x n x      , 

т.е.  

   2 213 (8 2) 4 16 11 0x x n n n      .        (1) 

Точките A  и B  се единствени, па затоа  решението на (1) по x  е двоен корен, 

што значи дека дискриминантата на (1)  е нула, т.е.  
2 2(8 2) 4 13 (4 16 11) 0D n n n        . 

Со средување, се добива дека  
2144( 6 4)D n n    , 

па од 2 6 4 0n n   , добиваме дека 3 13n   . За 3 13n    ја добиваме 

најблиската точка 4 13 9 13

13 13
(1 ,2 )A   , а за 3 13n    ја добиваме најоддале-

чената точка 4 13 9 13

13 13
(1 ,2 )B   .  

 

3. Нека 1P  и 2P  се пресеците на произволна тангента од елипсата   
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22

2 2
1

yx

a b
  , ( a b ) 

со тангентите на таа елипса што се повлечени во темињата на нејзината главна ос-

ка. Докажи дека отсечката 1 2P P  се гледа од кој било фокус на елипсата под прав 

агол.  

Решение. Фокуси на елипсата се 1( ,0)F c и  2 ( ,0)F c , каде што 2 2 2c a b  . 

Равенката на тангентата на елипсата, повлечена во една нејзина произволна точка 

0 0( , ),x y гласи 0 0

2 2
1

x x y y

a b
  . Пресеците на ова тангента со правите x a  и x a   

се точките  

 
2

0

0
1( , (1 ))

xb
y a

P a   и 
2

0

0
2 ( , (1 ))

xb
y a

P a   . 

Коефициентите на правците на правите 1 1P F  и 2 2P F  се  

0
2

0

1

1

x

ab
y a c

k



  и 

0
2

0

1

2

x

ab
y a c

k


 
 , 

па имаме: 
2 2
0 00 0

2 2 4 4 22 2

2 2 2 2 2 2 2 2
0 0 0 0

11 1

1 2
( ) ( ) ( )

1

x y
x x

a a a bb b b b b
y a c y a c y a c y a c a c

k k
 

        
      . 

Значи, правите  1 1P F  и 2 1P F  зафаќаат прав агол, т.е. отсечката 1 2P P  се гледа од 

фокусот 1F  под прав агол.  

Поради симетрија, истото тврдење важи и за фокусот 2F .  

 

4. Да се определи геометриското место на точките M  од кои елипсата 
22

2 2
1

yx

a b
   се гледа под прав агол.   

Решение. Нека ( , )M    е точка од која дадената елипса се гледа под права 

агол. Произволна права низ M  има равенка  

( )y k x    , т.е. y kx k     

или x  . Услов за правата y kx k     и елипсата да имаат точно една 

заедничка точка е системот равенки по x  и y   

y kx k    , 2 2 2 2 2 2b x a y a b   

да има единствено решение, т.е. равенката  
2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) 2 ( ) ( ) 0b a k x a k k x a k a b           

да има единствено решение. Значи, потребно е и доволно е дискриминантата да 

биде нула, т.е.  
2 2 2 2 2( ) 2 0a k k b       . 

Нека 1k  и 2k  се решенија на оваа квадратна равенка. За елипсата да се гледа 

под прав агол од M  потребно е правите 1 1y k x k      и  2 2y k x k     да 

се сечат под прав агол, т.е. 1 2 1k k   . Но, 
2 2

2 21 2
b

a
k k









, од што следува дека 
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2 2 2 2b a     , т.е. 2 2 2 2a b    .  Ако правата x   е тангента на 

елипсата тогаш a    и за елипсата  да се гледа под прав агол од M  мора да 

биде b   . Значи и во овој случај  2 2 2 2a b    . Според тоа, бараното 

геометриско место е кружница со центар во (0,0)  и радиус 2 2a b .  

 

5. Дадени се две заемно нормални прави p  и q  и една точка O  што не лежи 

на ниедна од правите p  и q . Една променлива права низ точката O  ги сече 

правите p  и q  соодветно во точките A  и B . Да се најде геометриското место на 

средините M  од отсечките AB .     

Решение. Да избереме правоаголен координатен систем со почеток во точката 

O  и координатни оски паралелни со правите p  и q  соодветно. Ако x -оската е 

паралелна со правата p , а y -оската е паралелна со правата q , тогаш равенките 

на правите p  и q  ќе бидат соодветно y a  и x b . Равенката на произволна 

права низ точката O  ќе биде y kx ,  каде што k  е реален параметер. Оваа права 

ја сече правата p  во точката ( , )a
k

A a , а правата q  во точката ( , )B b kb . Средината 

M  на отсечката AB  ќе има координати  
1
2

( )a
k

x b  ,  1
2

( )y a kb  . 

Со елиминација на параметарот k  добиваме , 2xy ax by  , што претставува 

равенка на бараното геометриско место.  

 

6. Што претставува геометриското место на точки во рамнината Oxy  еднакво 

оддалечени од кружницата 2 2 1x y   и точката  (3,0)A ? 

 Решение. Нека ( , )M x y  е произволна 

точка од бараното геометриско место 

точки и N  е точка во која правата OM (

O  е координатен почеток) се сече со 

кружницата. Бидејќи NM AM , имаме  

 1NM OM ON OM     

2 2OM x y   , 

2 2( 3)AM x y   ,  

добиваме    

2 2 2 21 ( 3)x y x y     . 

 Со квадрирање се добива  

2 2 3 4x y x   . 

Со повторно квадрирање се добива  
2 28 24 16 0x x y    , т.е.

2 23
2

8( ) 2,x y    

а ова е равенка на хипербола.  

 

O

N

M

A
x

y
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7. Во рамнината е даден правоаголен координатен систем со почеток O . 

Точките A  и B  се дадени со своите координати ( ,0)A a  и ( ,0)B a , при што 

0a  . На нормалата на x -оската во A , дадена е произволна точка ,C а точката 

D  се наоѓа на нормалата на x -оската во  ,B  така што аголот COD  е прав. Да се 

определи и испита геометриското место на точки определено со пресеците  на 

правите BC  и AD .   

 Решение. Нека равенката на права-

та OC  е y kx , каде што k  е произ-

волен параметер. Бидејќи правата OD  

е нормална на правата OC  нејзината 

равенка е  

 :OD   1
k

y x  .  

Оттука лесно се добиваат координати-

те на точките C  и D , т.е.  

  ( , )C a ka   и  1( , )
k

D a a .  

Равенките на правите AD  и BC  се  

  :AD  1
2

( )
k

y x a     и   :BC  
2

( )ky x a  .    (1)   

Координатите на точката AD BC  се добиваат со решавање на системот (1) , 

што значи меѓусебна зависност на координатите на пресечната точка се 

добиваат со елиминација на параметарот k  од системот (1).  

 Од равенката на BC  се добива 
2y

x a
k


 , па со замена на равенката на AD , се 

добива  
22

2 2

2
( )

1
a

yx

a
  . 

Значи, бараното геометриско место на точки е елипса чија што голема оска е 

AB , а малата оска е половина од големата. Од оваа елипса треба да се исклучат 

точките A  и B , бидејќи ако пресекот на правите AD  и BC  лежат на правата 

AB , тогаш и точките D  и C  лежат на правата AB , па тогаш аголот COD  не 

може да е прав.   

 

8. Дадена е елипсата 
22

2 2
1

yx

a b
  , каде 0a b  . Што претставува геометри-

ското место на точки кои се средини на сите тетиви на елипсата кои минуваат 

низ десниот форкус 2 ( ,0)F e ? 

Решение. Равенката на произволна права низ десниот фокус е: 

  ( )y k x e  .            (1) 

Со замена во равенката на елипсата, добиваме: 

  2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) 2 0b a k x a k ex a k e a b     .      (2) 

Ако со 1x  и 2x  ги означиме решенијата на квадратната равенка (2), кои се всуш-

ност апсцисите на крајните точки на тетивата определена со правата (1), апсци-

сата на средната точка на соодветната тетива, според Виетовите формули, е:  



AB

C

D

O

y

x
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2 2

1 2

2 2 22

x x a k e

b a k
x




           (3) 

Соодветната ординате е: 

  
2

2 2 2
( ) b ke

b a k
y k x e


    .       (4) 

Од (3) и (4) следува: 

  
2

2

x a k
y b
  ,           (5) 

па со елиминација на k  од (1) и (5) ја добиваме равенката на бараното 

геометриско место на точки: 
2 2 2 2 2

2 2
( ) ( )e ebb x a y   ,  

т.е.  
2 2

2

2 2

2 2

( )

( ) ( )
1

e

e eb
a

x y
  . 

Значи, бараното геометриско место на точки е елипса.  

 

9. Ако темињата на еден триаголник припаѓаат на хиперболата 1xy  , тогаш 

неговиот ортоцентар припаѓа на таа хипербола. Докажете! 

Решение. Нека 1 1( , )A x y , 2 2( , )B x y  и 3 3( , )C x y  се темиња на триаголникот. 

Равенката на висината спуштена од темето A  е: 

3 2

3 2
1 1( )

x x

y y
y y x x




    . 

Ако замениме 
1

1
1 x

y  , 
2

1
2 x

y  ,
3

1
3 x

y   добиваме 

  
1

1
2 3 1( )

x
y x x x x            (1) 

Равенката на висината спуштена од темето B  е: 3 1

3 1
2 2( )

x x

y y
y y x x




    . Со 

замена 
1

1
1 x

y  , 
2

1
2 x

y  ,
3

1
3 x

y   добиваме: 

  
2

1
3 1 2( )

x
y x x x x   .         (2) 

Со решавање на системот равенки (1) и (2) по непознати x  и y  добиваме 

1 2 3

1
x x x

x   , 1 2 3y x x x  . Значи, 
1 2 3

1
x x x

x   , 1 2 3y x x x   се координатите на орто-

центарот. За нив важи 1xy  , од каде следува дека ортоцентарот припаѓа на 

хиперболата.  

 

10. Нека точките ( , ), 1,2,3,4i i iA x y i   се различни меѓу себе и припаѓаат на 

хиперболата 1xy  . Ако овие четири точки припаѓаат на една кружница, докажи 

дека 1 2 3 4 1x x x x  . 

Решение. Нека точките ( , ), 1,2,3,4i i iA x y i   припаѓаат на кружницата  

2 2 0x y Ax By C     . 

Тогаш ( ( , )), 1,2,3,4i ix x y i   се решенија на системот  
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2 2

1

0

xy

x y Ax By C




    

 

Ако во втората равенка од системот ставиме 1
x

y  , добиваме  

2

2 1 0B
xx

x Ax C      

 односно,  

  4 3 2 1 0x Ax Cx Bx                  (1) 

Бидејќи 1 2 3, ,x x x  и 4x  се решенија на равенката (1),следува дека 

4 3 2
1 2 3 41 ( )( )( )( )x Ax Cx Bx x x x x x x x x          

Со изедначување на слободните членови добиваме 1 2 3 4 1x x x x  . 

 

11. Точките ( ,0)A c  и ( ,0)B c  се темиња на ABC . Аглите A   и 

B    го исполнуваат равенството 2tg tg k    . Најди го геометриското 

место на тежиштата на ABC . 

 Решение. Ако ( , )T x y  е тежиште 

на триаголникот ABC , каде 1 1( , )C x y , 

тогаш  

1 1

3 3

c c x x
x

  
     т.е.   1 3x x  

и   

1 10 0

3 3

y y
y

 
   т.е. 1 3y y . 

Значи, (3 ,3 )C x y . 

Проекцијата на точката C  врз x  оската ќе ја означиме со '(3 ,0)C x .  

Ако точката C  припаѓа на првиот или третиот квадрант, од правоаголниот 

триаголник 'BC C  имаме 
3

3
tg

y

c x
 , а од правоаголниот триаголник 'AC C  

имаме 
3

3
tg

y

c x
 . 

Според тоа, од равенството 2tg tg k     добиваме  

3 3 2

3 3

y y

c x c x
k

 
    т.е. 

22

2 2

3 3
( ) ( )

1
c ck

yx   . 

Аналогно се разгледува и случајот кога точката C  припаѓа на втор или четврт 

квадрант. 

 

12. Нека AB  е дадена отсечка со должина 2a  и средина O . Точките C  и D  

се движат по нормалите на AB  повлечени во точките A  и B  така што аголот 

COD  е прав. Одреди го геометриското место на пресечните точки на правите AD  

и BC .  

Решение. Да воведеме координатен систем со центар во O  и x  оска правата 

AB . Тогаш ( ,0)A a  и ( ,0)B a . Нека ( , )C a r  и ( , )D a s . Тогаш правата AD  има 

равенка 
2

( )s
a

y x a  , а правата BC  има равенка 
2

( )r
a

y x a   . Оттука  

                                            














( ,0)A c ( ,0)B c

1 1( , )C x y

c c

 3x

3y

y

x
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2

2 2 2

4
( )rs

a
y x a    (1) 

 Правите CO  и DO  имаат 

равенки r
a

y x   и s
a

y x , 

соодветно. Уште тие се нор-

мални, па 2rs a . Заменувај-

ќи 2rs a  во (1) добиваме  

2 2 21
4

( )y x a   , 

па бараното геометриско мес-

то на точки е елипсата  
22

2 2

2
( )

1
a

yx

a
  . 

 

13. Докажи дека, растојанието меѓу пресечните точки на тангентата со 

координатните оски, повлечена во произволна нејзина точка што не е пресечна со 

координатните оски, не е помало од збирот на нејзините полуоски. 

 Решение. За елипсата 2 2 2 2 2 2b x a y a b  , 

равенката на тангентата во нејзината точка 

0 0( , )M x y  е  

0 0

2 2
1

x x y y

a b
  . 

Пресечни точки на тангентата со коорди-

натните оски се 
2

0
( ,0)a

x
T  и 

2

0
(0, )b

y
S . Растоја-

нието меѓу нив е еднакво на  

2 2 4 4

2 2
0 0 0 0

2 2( 0) (0 )a b a b
x y x y

d       . 

Бидејќи 
2 2
0 0

2 2
1

x y

a b
  , имаме  

  
2 2 3 2 3 24 4
0 0 0 0

2 2 2 2 3 2 3 2
0 0 0 0

2 2 2 21 ( )( ) ( )
x y a y b xa b

x y a b b x a y
d d a b ab         .  

Но, 
3 2 3 2

0 0

3 2 3 2
0 0

2
a y b x

b x a y
  . Според тоа,    

2 2 2 22 ( )d a b ab a b     , 

односно d a b  .  

 

14. Да се определи геометриското место на центрите на кружинците што 

минуваат низ точката (3,0)A  и ја допираат кружницата 2 2 25x y  .  

Решение. Нека точката ( , )M p q  припаѓа на бараното геометриско место на 

точки од задачата. Тогаш постои кружница со центар во M   

  2 2 2( ) ( )x p y q r             (1) 

која минува низ точката A  и ја допира дадената кружница.  

A BO

DC

2
a

a x

y

x

y

a a

b

b

T
x

y

S



А. Малчески, Р. Малчески,  М. Главче, С. Малчески, Д. Треневски  

 

 162 

Бидејќи кружницата (1) минува низ точката A  добиваме  
2 2 2(3 ) (0 )p q r    , 

т.е.  

  2 2 2 9 6r p q p    .         (2) 

Бидејќи кружницата (1) ја допира дадената кружница, системот  

2 2

2 2 2 2 2

25

2( )

x y

x y px qy r p q

  


     

 

кој со оглед на (2) се запишува во облик  

  

2 2

2 2

25

2( ) 9 6

x y

x y px qy p

  


    

         (3) 

има единствено решение. Ако од првата равенка на системот (3) ја одземеме 

втората равенка се добива 8 3qy p px   .  

Единствената точка на бараното геометриско место на точки, за која 0q   е 

точката ( 1,0)M  . Ќе го разгледаме бараното место точки без ова точка, т.е. ќе 

претпоставиме дека 0q  . Тогаш  

8 3p px

q
y

 
 . 

 Ако ова вредност ја замениме во првата равенка од системот (3) добиваме 

квадратна равенка по x  

  
2 2

2 2 2 2

2 (8 3 ) (8 3 ) 252 0
p p p q

p q p q
x x

  

 
   .       (4) 

Бидејќи системот (3) има единствено решение, и равенката (4) има единствено 

решение, односно мора дискриминантата на квадратната равенка да биде еднаква 

на нула, т.е.  
2 2 2 2

2 2 2 2 2

(8 3 ) (8 3 ) 25

( )
4 4 0

p p p q

p q p q

  

 
  . 

Ова равенство се трансформира во 2 216 25 48 64 0p q p     или  

23 2
2

25
2

( )

4( )
1

p q
  . 

Исто така точката ( 1,0)M   ја задоволува ова равенка. Значи бараното 

геометриско место на точки е елипса.  

 

15. Да се најде геометри-

ското место на на точките 

( , )P u v  кои се еднакво одда-

лечени од кривата  
2 24 0x x y     

и од точката (2,0)M .  

Решение. Кривата  
2 24 0x x y    

( 2,0)S  (2,0)M

D

N

O

y

x



                                          Предговор      

  163  

е кружница со центар ( 2,0)S   и радиус 2  (види цртеж). Ако ( , )N x y  е произвол-

на точка од кружницата, тогаш според условот на задачата, имаме NP MP , 

2SP SN NP MP    . 

Бидејќи  
2 2 2( 2)SP u v   , 2 2( 2)MP u v   , 

заменувајќи во второто равенство на (1), добиваме  

2 2 2 2( 2) 2 ( 2)u v u v      , 

т.е.  
22

3
1vu   . 

Следствено, бараното геометриско место на точки е хипербола.    
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IV  НЕРАВЕНСТВА  

 
1.  ЕЛЕМЕНТАРНИ НЕРАВЕНСТВА 

 
1. Реалните броеви ,a b  и c  го исполнуваат неравенството  

2 2
| | | |a b a b c   . 

Докажи дека | |a c  и | |b c .  

Решение. Од особините на апсолутни вредности, имаме  

  
2 2 2 2 2 2 2 2 2

| | | 2 | | | | ( ) ( ) | | | | |a a a a b a b a b a ba c           .  

Значи, | |a c . Потполно аналогно се добива | |b c .  

 

2. За реалните броеви , ,a b c  и d  важи равенството 2 2 2 2a b c d    и 

неравенствата 0ab cd  , 0ac bd  . Докажи дека 0ad bc  .  

 Решение. Заради 2 2 2 2 0a b c d     и 0ab cd  , 0ac bd   добиваме: 
2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

( )( )

( ) ( )

( ) ( )

( )( ) 0

ad bc ac bd a dc c ab d ab b dc

a b dc c d ab

a b dc a b ab

a b dc ab

     

   

   

   

 

т.е. ( )( ) 0ad bc ac bd   . Бидејќи 0ac bd  , па според тоа 0ad bc  , што и 

требаше да се докаже.  

 

3. Да се докаже неравенството  

2 2 2
1 2 1 2 3... | | | | | | ... | |n na a a a a a a         

Решение. Даденото неравенство е еквивалентно со  

   2 2 2 2
1 2 1 2 3... (| | | | | | ... | |)n na a a a a a a        .    (1) 

Imame>  

2 2 2 2
1 2 3 1 2

1

2 2 2 2
1 2 3

2 2 2
1 2

(| | | | | | ... | |) | | | | ... | | 2 | | | |

| | | | | | ... | |

...

n n i j
i j n

n

n

a a a a a a a a a

a a a a

a a a

  

          

    

   



 

па со тоа неравенството (1)  е докажано.  

 

4. Нека a  и b  се позитивни реални броеви за кои што важи   

1997 1997 1995 1995a b a b   . 

Докажи дека  2 2 2a b  .  

Решение. Ако еден од броевите a  или b  е еднаков на 1, тогаш од (1) следува 

дека и другиот е еднаков на 1, па затоа 2 2 2a b  .  
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Нека претпоставиме дека a b  и  1b  . Ќе докажеме дека од  

2 2n n n na b a b     

следува 2 2 2a b  .  

Ќе разгледаме два случаи: 

1. Ако 21 0b  , тогаш  

2

2

2 2

2 2

1

1

( 1) (1 )

( ) 1
n

n

n n n n

n n

na b b
ab a

a a b b

a a b b

 





  

  

  

 

па затоа 2 21 1a b   , т.е. 2 2 2a b  .  

2. Ако 21 0b  , тогаш 21 b  и 2 21 b a   па затоа 2n nb b   и 2n na a  , 

т.е. 2 2n n n na b a b    , што е противречност.  

   

5. Нека 1 2, ,..., nx x x   се реални броеви и 1 2 ... nx x x n    . Докажи дека  

2 2 2
1 2 1 2... ...n nx x x x x x        

Решение. Нека 1i ix y   за 1,2,...,i n . Од тука се добива 

1 2 1 2... ...n nx x x n y y y        . 

Од условот 1 2 ... 0nx x x     добиваме 1 2 ... 0ny y y    .  

Од друга страна, за квадратите на ix  важи 

2 2 2(1 ) 1 2i i i ix y y y     , 1,2,3,...,i n  

па значи   

2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

1 2

1 2

1 2

... 2( ... ) ...

2( ... )

...

... .

n n n

n

n

n

x x x n y y y y y y

n y y y

n y y y

x x x

           

    

    

   

 

 

6. Докажи дека 2 4 2 23(1 ) (1 )a a a a     за секој реален број  1a  . 

Решение. Даденото неравенство ќе го трансформираме во еквивалентно 

неравенство, од кое ќе се види дека почетното неравенство е точно. Даденото 

неравенство е еквивалентно со 
2 4 2 3 4

4 3

4 3

2 2

3 3 3 1 2 3 2

2 2 2 2 0

( 1) 0

( 1) ( 1) 0

a a a a a a

a a a

a a a

a a a

      

   

   

   

 

Бидејќи 2 1 0a a    за секој реален број a , почетното неравенство е точно. 

 

7. Ако 1 1 2
a c b
   и 0ac  , тогаш 

2 2
4a b c b

a b c b
 
 
  . Докажи! 
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Решение. Имаме, 1 1 2
a c b
  , па затоа 2ac

a c
b


 . Според тоа 

2 2
2 2

2 2 2 2

3 3
2 2 2 2 2 2

3 3 3 31 1
2 2 2 2 2 2

1 ( ) 1 2 4.

ac ac
a c a c

ac ac
a c a c

a ca b c b a ac c ac
a b c b a c a c

c a c a
a c a c

 

 

    
   
    

          

 

Притоа го користевме неравенството 2c a
a c
  , кое важи за 0.ac   Знакот за 

еднаквост важи за .a c  

  

8. Одреди го најголемиот природен број помал од вредноста на изразот  

3 3 3

2001   корени 2001   корени

6 6 6 6 6 6 ,      

ако се знае дека 3 6 1,8.  

Решение. Бидејќи 6 2,4  и 3 6 1,8  добиваме  

33 334,2 6 6 6 6 ... 6 6 6 ... 6          . 

Од друга страна е: 

6 6 ... 6 6 6 ... 6 3 3          и  

3 33 33 36 6 ... 6 6 6 ... 6 2 2          

па затоа  

3 336 6 ... 6 6 6 ... 6 5.         

Значи бараниот број е 4. 

   

9. Ако барем еден од броевите ,a b  и c  е различен од нула, тогаш барем еден 

од броевите 2( ) 8a b c ab   ,  2( ) 8a b c bc    и 2( ) 8a b c ca    е позитивен. 

Докажи! 

Решение. Го претпоставуваме спротивното, т.е. дека  
2( ) 8 0a b c ab    , 2( ) 8 0a b c bc    , 2( ) 8 0a b c ca    . 

Ако ги собереме овие три неравенства се добива  
2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) 0a b c a b b c c a         , 

што е во спротивност со условот 2 2 2 0a b c   . Затоа, барем еден од дадените 

три броја е позитивен.  

 

10. Докажи дека, ако 0, 0, 0a b c   , тогаш  

  3
2

a b c
b c c a a b  

   .           (1) 

Притоа знак за равенство ќе важи ако и само ако a b c  .  

Решение. Прв начин. Од  
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2 2 2

2 ( )( ) 2 ( )( ) 2 ( )( ) 3( )( )( )3
2 2( )( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

2( )( )( )
0

a a b a c b b c b a c c a c b a b b c c aa b c
b c c a a b a b b c c a

a b a b b c b c a c a c

a b b c c a

           

     

       

  

   

 

 

добиваме дека неравенството важи за секои 0, 0, 0a b c   . 

За да го докажеме вториот дел од тврдењето ќе користиме дека, ако 0,

0, 0   ,  тогаш 2 2 2 0A B C      ако и само ако 0A B C   .  

Бидејќи 1
2( )( )

0
b c c a 

 ,  1
2( )( )

0
a b c a 

 , 1
2( )( )

0
a b b c 

  имаме  

2 2 2( )( ) ( )( ) ( )( )

2( )( )( )
0

a b a b b c b c a c a c

a b b c c a

       

  
 , 

ако и само ако 0a b b c c a      , т.е. ако и само ако a b c  .  

Втор начин. Нека ставиме  

  x b c  , y c a  , z a b  .       (2) 

Од 0, 0, 0a b c     следува 0, 0, 0x y z   . Од (2) имаме  

2

y z x
a

 
 , 

2

z x y
b

 
 , 

2

x y z
c

 
 . 

Со овие трансформации неравенството (1) е еквивалентно на неравенството  

3
2 2 2 2

y z x z x y x y z

x y z

     
   , т.е. на неравенството  

  6
y yx xz z

y x z y x z
      .   `     (3) 

Од  0, 0, 0x y z    следува  

  2, 2, 2
y yx xz z

y x z y x z
      .      (4) 

Ако ги собереме неравенствата (4) го добиваме неравенството (4). Притоа во (4) 

важи знак за равенство ако и само ако знак за равенство важи во секое од 

равенствата (3), т.е. ако и само ако x y z   односно ако и само ако a b c  .  

 

11. Нека a  и b  се позитивни реални броеви. Докажи дека  

1a b
b a

ab a b     . 

Решение. Бидејќи a  и b  се позитивни реални броеви, следните неравенства се 

еквивалентни 

 1a b
b a

ab a b     ,  

2 2 2 2 (1 )a b a b ab a b     ,  

2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2 0a b a b ab a b ab      , 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 0a ab b a b a b a a b b a b         , 

2 2 2 2 2( ) ( 2 1) ( 2 1) 0a b a b b b a a         , 

2 2 2 2 2( ) ( 1) ( 1) 0a b a b b a      . 

 Последното равенство е точно бидејќи секој собирок е ненегативен.  

 Равенство важи ако и само ако секој собирок во последното равенство е нула. 

Според тоа 1a b  .  
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12. а) Ако x , y , z  се три реални броеви, сите различни од 1, такви што 

1xyz  , докажи дека: 

22 2

2 2 2( 1) ( 1) ( 1)
1

yx z

x y z  
    

 б) Докажи дека равенство важи за бесконечно многу тројки рационални броеви 

x , y , z . 

Решение. Нека 
1

x
x

a


 , 
1

y

y
b


  , 

1
z
z

c


 . Имаме: 

1
1 1 1 (1 )(1 )(1 )

( 1)( 1)( 1)
yx z

x y z x y z
abc a b c

     
         

што е еквивалентно со: 

1 0ab ac bc a b c        

Одовде: 
2 2 2 2 2 2 2( ) 2( ) 2a b c a b c ab ac bc a b c             

па:  
2 2 2 2( 1) 1 1a b c a b c         

од каде следува тврдењето под а). Равенство важи ако и само ако  

1 0a b c     

односно, ако и само ако 

0ab ac bc    

б) Имаме: 

(1 )(1 ) (1 )(1 ) (1 )(1 )
0

xy yzxz
x y x z y z     

    

од каде добиваме 3xy xz yz   . Бидејќи 1
yz

x  , ова се трансформира до: 

1 1 3
z y

yz    и 2 2 (3 1) 0z y z y z     

Оваа равенка може да ја набљудуваме како квадратна равенка по y . Дискрими-

нантата на равенката е: 
2 3 2(3 1) 4 ( 1) (1 4 )D z z z z      , 

Па ако го избереме z  таков што 
21

4
mz  , за некој ненулти рационален број m , 

тогаш D  е рационален број, па и решението  y  е рационален број. Бидејќи 

1
yz

x  , и x  е рационален. 

 

13. Нека , ,a b c  се ненегативни реални броеви такви што 3a b c   . Докажи, 

дека  

2 2 2

3
21 1 1

a b c

b c a  
   . 

Решение. Имаме  

2 2 2 2 2 2

2

1 1 1 1 1 1

( )

2 6

a b c b c a

b c a b c a

a b cab bc ca

a b c ab bc ca
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и останува да искористиме дека 3a b c   .  

 

14. Нека a  и b  се позитивни реални броеви такви што 1a b  . Докажи дека  

1a b b aa b a b  . 

Решение. Имаме  

1 a b a b a b a ba b a b a a b b       . 

Според тоа,  

1

( ) ( )

( )( ).

a b b a a b a b a b b a

a b b a b b

a a b b

a b a b a a b b a b a b

a a b b a b

a b a b

     

   

  

     (1) 

Сега, ако a b , тогаш a aa b  и b ba b , а ако a b , тогаш a aa b  и b ba b . 

Затоа производот на десната страна во (1) е ненегативен, што значи дека 

1a b b aa b a b  .  

 

15. Докажи, дека за секој природен број 1n   се точни неравенствата  

2 2 2

1 1 2 1 1
2 2 21 1 1

... n
nn n n  

      . 

Решение. Имаме 2 2 2 21 2 ...n n n n n       , па затоа важи  

2 2 2 2 2 2

2

1 2 1 2

1 1 1

1 1
2

... ...

(1 2 ... ) .

n n

n n n n n n n n n

n n
n

     



      

    
 

Слично, имаме  

2 2 2 2 2 2

2

1 2 1 2

1 1 1

1 1 1
2 2

... ...

(1 2 ... ) .

n n

n n n n n n

nn
n

  
      

     
 

 

16. Нека , ,x y z  се позитивни реални броеви. Докажи дека  

2 2 2 22 2

2( )
y z x yz x

x y z
x y z

      . 

Решение. Даденото неравенство ќе го запишеме во облик  
2 22 22 2

2( )
y yx xz z

y x z y x z
x y z        .      (1) 

Имаме 2 2x y xy xy   , па затоа  

3 3 2 2( )( ) ( )x y x y x y xy xy x y       , 

односно  
22 yx

y x
x y   . 

Аналогно добиваме 
2 2y z
z y

y z    и 
22 xz

x z
x z   . Ако ги собереме последните 

три неравенства, го добиваме неравенството (1).  
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17. Нека , ,x y z  се реални броеви такви што 2 2 2 2 1x y z xyz    . Докажи 

дека  

(1 )(1 )(1 ) 4 4x y z xyz     . 

Кога важи знак за равенство?  

Решение. Од условот на задачата и познатите неравенства  

2 2 2x y z xy yz zx      и 
2 1 2a a  , 

добиваме  
2 2 21 2xyz x y z                  

2 2 23 3
2 2

3 3 ( )xyz x y z                 

2 2 2 2 2 21
2

3 3 [( 1) ( 1) ( 1)]

.

xyz x y z x y z

xy yz zx x y z

         

     
 

Во последното неравенство на двете страни додаваме 1 xyz  и добиваме  

4 4 1

(1 )(1 )(1 ),

xyz xy yz zx x y z xyz

x y z

        

   
 

што и требаше да се докаже. Јасно, знак за равенство важи ако и сако ако 

1x y z   .  

 

18. Нека 1 2 3 4 5, , , ,x x x x x  се ненегативни реални броеви чијшто збир е 1 . Да се 

определи максималната можна вредност на изразот  

1 2 2 3 3 4 4 5x x x x x x x x   . 

 Решение. Поради ненегативноста на броевите 1 2 3 4 5, , , ,x x x x x , важи неравен-

ството  

   1 2 2 3 3 4 4 5 2 4 1 3 5( )( )x x x x x x x x x x x x x            (1) 

Имајќи го предвид неравенството  
21

4
( )ab a b   

за 2 4a x x   и 1 3 5b x x x    добиваме  

1 1
2 4 1 3 5 1 2 3 4 54 4

( )( ) ( )x x x x x x x x x x         .    (2) 

Од (1) и (2) е јасно дека вредноста на дадениот израз не надминува 1
4

. Дадениот 

израз за 1
1 2 2

x x   и 3 4 5 0x x x    е еднаков на 1
4

, па значи тоа е неговата 

максимална вредност(ова вредност се достигнува и за некои други вредности на 

променливите).  

 

19. Нека , , , , ,a b c A B C  се ненегативни реални броеви такви што  

a A b B c C k      . 

Докажи дека 2aB bC cA k   . 

Решение. Прв начин. Од  

         

 

3k abc ABC cA bC aBa A b B c C b B a A c C

abc ABC k aB bC cA
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и од 2aB bC cA k    следува дека  

3( )k aB bC cA k   , т.е. 2aB bC cA k   . 

Втор начин. Не се губи од општоста ако претпоставиме дека a b c  . Тогаш  

       

 

aB bC cAa b c k a b c ab ba cak b k c k a

b k a c ka kc ac

            

     
 

Значи неравенството 2aB bC cA k    е еквивалентно со  

 
2( ) ( )( )b k a c k ka kc ac k a k c               (1) 

Ако k a c  , тогаш за левата страна на (1) добиваме   0b k a c   . Десната 

страна од (1) е ненегативна, па (1) важи. 

Ако k a c  , тогаш k a c b    и k c k a c     од каде што следува (1). 

 

20. Нека a  и b  се природни броеви и 
1 1a b

a b

a b

a b
c

 


 . Да се докаже дека  

a b a bc c a b   . 

Решение. Јасно е дека ако a b , тогаш неравенството преминува во равенство 

па според тоа е точно. Нека претпоставиме дека a b .  

 Ако ,x y  и x y , тогаш 1 2 2 1...
n nx y n n n n

x y
x x y x y y

    


       . При 

тоа: 

 а) Ако x y , тогаш 1 2 2 1 1...
n nx y n n n n n

x y
x x y x y y ny

     


        , за било 

кој n , 1n  .  

 б) Ако x y , тогаш 1 2 2 1 1...
n nx y n n n n n

x y
x x y x y y ny

     


        . Ако из-

береме y n , тогаш добиваме за x n , 
n n nx n
x n

n


 , и за x n , 
n n nx n
x n

n


 . Спо-

ред тоа ( )n n nx n x n n   , за ,x n , x n .  

 Ако избереме ,x c n a   добиваме ( )a a ac a c a a    и аналогно за ,x c  

n b  добиваме ( )b b bc b c b b   .  Конечно  

  1 1( ) ( ) ( ) ( ) 0a b a b a b a b a bc c a b c a a c b b c a b a b             , 

односно a b a bc c a b   . 

 

21. Позитивните броеви , ,x y z  се такви што апсолутната вредност на разли-

ката на било кои два од нив е помала од 2.  

Докажи дека  

1 1 1x y z xy yz zx        . 

Решение. Од условот на задачата имаме | | 2x y  , | | 2y z   и | | 2z x   и 

според тоа  
2 2 2 2 2 22 4, 2 4, 2 4x xy y y yz z z zx x          

односно  
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  2 2 2( ) 4 4 , ( ) 4 4 , ( ) 4 4x y xy y z yz z x zx          

Од неравенствата 2 1x y xy   , 2 1y z yz    и 2 1z x zx    ја добиваме 

точноста на бараното равенство.  

  

22. Нека ,m n  се такви што 2m   и 2n  . Докажи дека  

1 1 1
n mm n

  . 

Решение. Од условите 2m   и 2n  , имаме 1n m u  , 1m n v  , при што 

, 0u v  . Сега  

 
(1 ) 1

(1 ) 1

n

m

m u nu

n v mv

   

   
      

1 ( 1)

1 ( 1)

m n n u

m n m v

   

   
     

1

1

1

1

m n
n

m n
m

u

v

 

 

 

 
 

Од последните неравенства, имаме 
1 1 1 1

1 1 1 1 1
1

n m

m n m n
u v m n m n m nm n


       

       . 

 

23. Докажи дека за позитивни реални броеви , , , , ,a b c d e f  важи неарвенството  

( )( )ef a c e b d fab cd
a b c d e f a b c d e f

   

       
   . 

Решение. Нека се , , ,x y z u  позитивни броеви. Со елементарни трансформации 

лесно може да го докажеме неравенството 

  
( )( )xy x z y uzu

x y z u x y z u

 

    
           (1) 

Ако неравенството (1) двапати последователно го примениме, добиваме  
( )( ) ( )( )ef a c b d ef a c e b d fab cd

a b c d e f a b c d e f a b c d e f

     

           
     . 

 

24. Нека , ,a b c  се реални броеви такви што 
2 2 2 1a b c   . Докажи дека  

1
2

1ab bc ca     . 

 Решение. За било кои реални броеви , ,a b c  е точна низата неравенства  

2( ) 0a b c    

2 2 2 2 2 2 0a b c ab bc ca       

1 2( ) 0ab bc ca     

1
2

ab bc ca    .   

Од друга страна, за било кои реални броеви , ,a b c  е исполнета низата неравенства  

2 2 2( ) ( ) ( ) 0a b b c c a       

 2 2 22 2 2 2( ) 0a b c ab bc ca       

 2 2 22( ) 2( ) 0a b c ab bc ca       

 2 2( )ab bc ca    

1ab bc ca   .  
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25. За секој реален број a , 2 4 2 23(1 ) (1 )a a a a     . Докажи! 

Решение. За разликата на двете страни од даденото неравенство имаме  

  

2 4 2 2 2 4 2 4 2 3

4 3 2 4 2 2

2 2 2 2 2

3(1 ) (1 ) 3 3 3 1 2 2 2

( 2 ) ( 2 1) ( 2 1)

( 1) ( 1) ( 1) 0

a a a a a a a a a a a

a a a a a a a

a a a a

             

        

      

 

Очигледно е дека равенство е исполнето ако и само ако 1a  .  

 

26. Нека , ,a b c  се ненегативни реални броеви такви што  

1a b c   , 1b c a   , 1c a b   . 

Докажи дека  

2 2 2 2 1a b c abc    . 

 Решение. Ако попарно ги собереме дадените неравенства, добиваме  

2 2a b c a c      

2 2b c a b a      

2 2c a b b c      

од каде добиваме 2 2b  , 2 2a  , 2 2c  , односно 1a  , 1b  , 1c  . Ако избере-

ме 1 a   , 1 b   , 1 c   , тогаш 0 , , 1      и  

(1 ) (1 ) 2 2 1 1a b a b c c                

(1 ) (1 ) 2 2 1 1b c b c a a                 

(1 ) (1 ) 2 2 1 1a c a c b b               . 

 Сега, неравенството кое што треба да се докаже се сведува на  
2 2 2 2( ) 2          . 

Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека     и    . Би-

дејќи     точно е неравенството 2 ( )    , и од тоа што 2   , 

2    имаме  

2 2 2 2( )       . 

Според тоа, доволно е да се докаже дека  

0 2 2   , 

што е точно бидејќи 1  .  

 

27. Нека 1 2 3 1 2 3, , ,..., , , , ,...,n nx x x x y y y y  се позитивни реални броеви такви што  

а) 1 1 2 20 .... n nx y x y x y     

б) 1 2 1 2... ...k kx x x y y y       , за секој {1,2,3,..., }k n .  

Докажи дека  

1 2 2 1 2 3

1 1 1 1 1 1 1 1... ...
n nx x x x y y y y

         . 

Решение. За секој {1,2,3,..., }k n  имаме  

1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ... ( ) 0k n nS x y x y x y x y          , 

и ако 1

k k
k x y

z  , тогаш 1 0k kz z   , 1,2,3,..., 1k n  . Но тогаш  
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1 2 2 1 2 3 1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 2 1 2 1

1 2 1 2 3 2 1 1

... ... ( ) ( ) ... ( )

... ( ) ... ( )

( ) ( ) ... ( ) 0

n n n n

n n

n n

x x x x y y y y x y x y x y

y xy x y x
n n nx y x y x y

n n n n n

S z S S z S S z

z z S z z S z z S z S

 


 

               

          

         

 

што требаше и да се докаже.  

Равенство е исполнето ако и само ако 0kS  , 1,2,3,...,k n , од каде што 

следува дека k kx y , 1,2,3,...,k n .  

 

28. Нека 1 2{ , ,..., }nA a a a   е множество такво што ако ,B C A  и B C , 

тогаш  

x B x C

x x
 

  . 

Докажи дека  

1 2

1 1 1... 2
na a a

    . 

Решение. Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека  

1 20 ... na a a    . 

Нека k  е произволен фиксен број од множеството {1,2,3,..., }n . Множеството 

1 2{ , ,..., }ka a a  има 2k  различни меѓу себе подмножества. Според тоа за 

1 2{ , ,..., }ka a a  постојат 2k  различни збирови меѓу кои е и 0 . Значи, за него по-

стојат 2 1k   различни ненулти збирови, а бидејќи 1 2 ... ka a a    е најголем меѓу 

нив. Според тоа,  

1 2 ... 2 1k
ka a a     . 

Сега ако избереме 1 1 2 2, ,..., n nx a x a x a   , 2 1
1 2 31, 2, 2 ,..., 2n

ny y y y      

исполнети се двата услови а) и б) од претходната задача. Заради тоа  

2
1 2

1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 2 2 2

... ... 2 2
n n

na a a
           . 

 

29. За позитивните реални броеви ,a b  и c  е исполнето неравенството  

1 1 1
a b c

a b c     . 

Докажи дека 3a b c abc   .  

Решение. За позитивните реални броеви ,a b  и c  неравенството  

1 1 1
a b c

a b c      

е еквивалентно со неравенството  
ab bc ca

a b c
abc 

 
 . 

Според тоа, доволно е да се докаже дека  

  
3

a b c ab bc ca
a b c

   
 

 .         (1) 

Последното неравенство е еквивалентно со  
2( ) 3 3 3a b c ab bc ca     , 
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2 2 2a b c ab bc ca     , 

2 2 2 2 2 22 2 2 0a ab b b bc c c ac c         , 

2 2 2( ) ( ) ( ) 0a b b c c a      .  

Бидејќи последното неравенство е точно за , ,a b c , добиваме дека (1) е точно 

неравенство за позитивни реални броеви ,a b  и c . Со тоа точно е и почетното 

неравенство.  

 

30. Докажи дека за произволни позитивни реални броеви ,a b  и c  е исполнето 

неравенството  
3 3 3a b c

bc ca ab
a b c     . 

Решение. Даденото неравенство е еквивалентно со неравенствата  

  4 4 4 ( )a b c abc a b c     .        (1) 

Ако на неравенството (1) двапати последователно го примениме неравенството  
2 2 2x y z xy yz zx      

добиваме  
4 4 4 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

a b c a b c a b b c c a ab bc ca

ab bc bc ca ca ab abc a b c

          

     
 

Значи, точно е неравенството (1), а со тоа и почетното неравенство. 

  

31. Нека a  и b  се  позитивни реални броеви и n  е цел број. Докажи дека важи 

неравенството  
1(1 ) (1 ) 2n n na b

b a

    . 

Решение. За 0n   важи равенство. Да претпоставиме дека 0n  . Тогаш 

  
1(1 ) (1 ) 2 (1 ) (1 ) 2 (2 ) 2 4 2n n n n n n na b a b a b

b a b a b a

           . 

Нека 0n  . Ставаме 0m n   . Тогаш  

2 21

2

1 11 1

2 2

(1 ) (1 ) ( ) ( ) (( ) ( ) )

((1 ) (1 ) ) 2 2 2 ,

m

m m

n n m m m ma b b a b a
b a a b a b a b a b

m m m nb a a b
a b a b

   

  
 

      

       
 

бидејќи (1 ) (1 ) 2m mb a a b
a b a b
 
 

    . Последново неравенство следува од  биномна-

та формула. 

 

32. Докажи дека за секој природен број 1n   важат неравенствата 

3 5 7 2 1
2 4 6 2 2

... 2n
n

n n


      . 

Решение. Нека означиме 3 5 7 2 1
2 4 6 2 2

... n
n n

P 


     . Бидејќи за 1k   важи 

2 1
2 2 1

k k
k k

 

  

добиваме 

32 4
1 2 3 1

... n
n n

P n
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т.е. левото неравенство важи.  

 Означуваме, 3 5 2 11
2 4 6 2

... n
n n

Q      . Бидејќи за k  важи 2 1 2
2 2 1
k k
k k



  доби-

ваме  
6 2 2 2 22 4 1 1 1 1

3 5 7 2 1 2 1 2 1 2 1 2
...

n n n

n n n
n n n P n n Q nQ

Q 
   

          

што значи  1

2
n

n
Q  . Конечно,  

3 5 7 2 1 3 5 2 11
2 4 6 2 2 2 4 6 2

... ... 2 2 2n n
n nn n

P n nQ n 


              

со што го докажавме и десното неравенство.  

 

33. Нека  , 1,2,...,ka k n  е низа од различни природни броеви. Докажи дека 

за секој n N  важи неравенството  

2

1

1 1

k
n n

a

kk
k k 

  . 

Решение. Ако низата 1 2, ,..., na a a  не е растечка, тогаш постои j , таков што 

1(1 )j ja a j n   . Тогаш лесно се проверува дека важи неарвенството  

1 1

2 2 2 2( 1) ( 1)

j j j ja a a a

j j j j

 

 
   . 

Тоа значи дека збирот 
2

1

k
n

a

k
k

  ќе биде поголем од соодветниот збир за низата 

1 2( , ,..., ,...)nb b b  за која 1 2 3 ... nb b b b    . Но, очигледно kb k , за 1,2,...,k n  

што значи 

2 2 2

1

1 1 1 1 1

k k
n n n n n

a b k
kk k k

k k k k k    

       . 

 

34. Докажи дека за секои природни броеви 1n   и 1m   точно е неравенство-

то 

3 3 3

1 1 1 1
2 ( 1)( 1) ( 2) ( )

...
n nn n n m   

    . 

 Решение.  

3 3 3 3 3 3

1 1 1 1 1 1

( 1) ( 2) ( ) ( 1) ( 1) ( 2) ( 2) ( ) ( )

1 1 1
( 1) ( 2) ( 2)( 1)( 3) ( )( 1)( 1)

3 ( 1) 1 ( 1)21
2 ( 1) ( 2) ( 2)( 1)( 3) ( )(

... ...

...

[ ...

n n n m n n n n n m n m

n n n n n n n m n m n m

n n n m n mn n
n n n n n n n m n m

           

         

        
      

      

   

   
1)( 1)

1 1 1 1 1 1 1
2 ( 1) ( 1)( 2) ( 2)( 1) ( 2)( 3) ( )( 1) ( )( 1)

1 1 1 1
2 ( 1) ( )( 1) 2 ( 1)

]

[ ... ]

[ ] .

n m

n n n n n n n n n m n m n m n m

n n n m n m n n

  

            

    

      

  

 

 

35. Ако n  е природен број , тогаш 2( !) nn n  ( ! 1 2 ...n n    ). Докажи! 

Решение. За природниот број n , 2( !)n  можеме да го запишеме во облик  
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2( !) (1 2 3 ... )(1 2 3 ... )

(1 )(2 ( 1))(3 ( 2))...(( 2) 3)(( 1) 2)( 1)

n n n

n n n n n n

        

          
. 

Да забележиме дека  

( 1)( ) ( ) ( ) 1 ( )k n k k n k n k k n k n           . 

Сега јасно е дека  
2( !) ... n

n

n n n n n n



     

pati

. 

 

36. Докажи дека 
2 2 2

1 1 1 2
32 3

...
n

    .  

Решение. Прв начин. Очигледни се неравенствата 

2 2 2 2

1 1 1 1 1 1
3 3 22 3 3 2

, ,...,
nn  

   . 

Ако ги собереме овие неравенства, добиваме  

  
2 2 2 2

1 1 1 1 1 1
3 3 22 3 3 2

... ....
nn  

       .       (*) 

Десната страна на (*) е збир на првите 1n  членови на геометриската прогресија 

со прв член 1
2

 и количник 1
2

. Значи,  

2 2 2 2 1

1 1 1 1 1 1 2 1 2
13 3 2 3 32 3 3 2 2

... .... (1 )
n nn

n
S

  
           . 

Втор начин. Имаме  

  

2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
4 9 16 25 5 6 6 7 ( 1)2 3

1669 16691 1 1 1 1 1 1 1
3600 5 6 6 7 1 3600 5

2398 24001 2
3600 3600 3

... ( ) ...

( ... )

.

n nn

n n n

n

  



          

          

   

 

 

37. Докажи дека 3 5 991 1
2 4 6 100 10

...     .  

Решение. Нека 3 5 991
2 4 6 100

...A       и 6 1002 4
3 5 7 101

...B      . Ќе покажеме дека 

A B . Имено:  
3 5 6 99 1001 2 4

2 3 4 5 6 7 100 101
, , , ...,    , 

бидејќи 1
1

n n
n n



 , што е еквивалентно со 2 2( 1)( 1) 1n n n n      за секој приро-

ден број n . Од друга страна 
3 5 6 99 1001 2 4 1

2 3 4 5 6 7 100 101 101
...AB           , 

па според тоа 2 1
101

A AB  , од каде се добива неравенството 1 1
10101

A   .  

 

38. Докажи дека за секој природен број n  важи  

(2 1) (2 ) (2 1)n n nn n n    . 

Решение. Бидејќи  
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2 3

2 3

3 5

2 21 1 1 1 1
2 32 2 2 (2 ) (2 )

1 1 1
2 32 (2 ) (2 )

1 1
3 5

(2 ) (2 )

(1 ) (1 ) 1 (1 ( ) ( ) )

(1 ( ) ( ) ) 1

2(( ) ( ) ) 0

n n n n

n n n n n

n n

n n n

n n

n n

n

n

          

      

   

 

ако помножиме со (2 )nn  се добива бараното неравенство. Равенство важи акко 

1n   или 2n  .  

 

39. Да се покаже дека за секој природен број  k  важи:  

6 8 22 4 1
3 5 7 9 2 1 2 1

... k
k k 

      . 

  Решение. За секој 1k  , од 2 24 1 4k k   делејќи со позитивниот број 

2 (2 1)k k   следува дека 2 1 2
2 2 1
k k
k k



 . Според тоа, даденото неравенство следува од 

неравенството  
3 5 6 7 8 2 1 21 1 2 4

2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 2 2 1

6 8 2 3 5 7 2 12 4 1
3 5 7 9 2 1 2 4 6 8 2

26 8 22 4
3 5 7 9 2 1

...

( ... )( ... )

( ... ) .

k k
k k k

k k
k k

k
k


 






          

          

     

 

 

40. Да се докаже дека за секој природен број n  важи:  

2

1

2

1
n

k
k

 .  

 Решение.За било кој природен број n  имаме  

2

1 1 1 1 1
( 1) 1

2 2 2

( ) 1 1
n n n

k k k k nk
k k k

 
  

        . 

  

41. Докажи дека за секој природен број n , 2n   важи неравенството 

2

1 1 1
1

1
n n n
    . 

Решение. Бидејќи за 
21 1n k n    , k  важи 

2

1 1
k n
 , се добива дека  

2

2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1
1

1n n
n n n nn n n n




          , 

што и требаше да се докаже.  

 

 42. Нека n  е природен број, и x  и y  се позитивни реални броеви такви што 

1n nx y  . Докажи дека  

22

4 4

11 1
(1 )(1 )1 1

1 1

( )( )
kk

k k

n n
yx

x yx y
k k


  

 

  . 

 Решение. За секој (0,1)t  имаме  
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32

4 4

(1 )(1 )1 1 1

1 (1 )

t tt
t tt t t

 

 
   . 

Заменувајќи kt x  и kt y , добиваме:  

2

4

1 11

1 (1 )
1 1

k n

k k n

n n
x x

x x x x
k k

 

 
 

    и 
2

4

1 11

1 (1 )
1 1

k n

k k n

n n
y y

y y y y
k k

 

 
 

   . 

Ако ги искористиме равенствата 1 n nx y   и 1 n ny x  , имаме 

22

4 4

1 11 1 1
(1 )(1 )1 1 (1 ) (1 ) (1 ) (1 )

1 1

( )( )
k n nk n n

k k n n n n

n n
y y yx x x

x yx y x x y y x x y y
k k

  
      

 

    . 

 

 

 

2.  МАТЕМАТИЧКА ИНДУКЦИЈА И НЕРАВЕНСТВА 

 
1. Да се докаже дека за секој n  важи неравенството  

1 1 1
1 2 3 1

... 1
n n n  

     

Решение. Неравенството ќе го докажеме со помош на принципот на матема-

тичка индукција. За таа цел, левата страна на даденото неравенство да ја означиме 

со nS . Имаме  

131 1 1
1 2 3 4 12

1S      . 

Да претпоставиме дека 1kS  . Тогаш имаме:  

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 3 1 3 2 3 3 3 4 3 2 3 3 3 4 1

1
(3 2)(3 3)(3 4)

...

1

k kk k k k k k k k k k

k kk k k

S S

S S

          

  

           

   
 

Конечно, од принципот на математичката индукција, неравенството е точно за 

секој природен број n .  

 

2. Нека 2n   е природен број и 1 2 2 10 ... na a a      се реални броеви. 

Докажи го неравенството  

1 2 2 2 1 1 2 3 2 2 1... ...n n n n n
n n n na a a a a a a a a           . 

Решение. Нека 2m   е природен број. Со индукција по 1n   ќе докажеме 

поопшто неравенство од даденото, т.е. ќе докажеме дека  

1 2 2 2 1 1 2 3 2 2 1... ...m m m m m
n n n na a a a a a a a a           . 

За 1n   треба да докажеме дека  

1 2 3 1 2 3
m m m ma a a a a a     , 

т.е. ( )m m m ma b c a c b     , каде 1 2 3, ,m m ma a b a c a   . Последното следува 

од  
1 2 2 1

1 2 2 1

( ) ( )( ( ) ... ( ) ( ) )

( )( ... ) ,

m m m m m m

m m m m m m

a b c a c b a a c b a c b c b

c b b b c bc c c b

   

   

           

       
 

(искористивме дека 1, 0 , 0m a b c b c      ).  
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Нека претпоставиме дека неравенството е точно за некој 1n  . Тогаш  

1 2 2 2 1 2 2 2 3

1 2 3 2 2 1 2 2 2 3

1 2 3 2 2 1 2 2 2 3

...

...

...

m m m m m m
n n n n

m m m
n n n n

m
n n n n

a a a a a a

a a a a a a a

a a a a a a a

  

  

  

      

       

       

 

При што првото неравенство важи заради индуктивната претпоставка, а второто 

неравенство е веќе докажаната база на индукцијата, т.е. неравенството за три 

броја. Со тоа поопштото неравенство е докажано за 1n  и од принципот на 

математичка индукција следува дека тоа важи за секој природен број n .  

 

3. Докажи дека, ако 0ix  , 1,2,...,i n  и 1 2... 1nx x x  , тогаш  

1 2 ... nx x x n     

при што         

1 2 ... nx x x n     

ако и само ако 1 2 ... 1nx x x    .  

Решение. Даденото неравенство ќе го докажеме со математичка индукција по 

n .  

За 1n   неравенството е точно и притоа важи знак на равенство.  

Ако 2n   и 1 2 1x x  , тогаш без ограничување на општоста можеме да 

претпоставиме 1 1x   и 2 1x  . Според тоа  

1 2 1 2 2 1 2 11 ( 1)(1 ) 2 ( 1)(1 ) 2x x x x x x x x           

и знак за равенство важи ако и само ако 2 1 0x    или 11 0x  , што заедно со 

1 2 1x x   дава 1 2 1x x  .  

 Нека претпоставиме дека за n k  и произволни реални броеви , 1,2,...,ix i k  

, чиј производ е единица, точно е неравенството  

1 2 ... kx x x k     

при што знак за равенство важи ако и само ако 1, 1,2,...,ix i k  . 

 Нека 1n k   и 1 2 1, ,..., kx x x   се позитивни броеви за кои 1 2 1... 1kx x x   . Ако 

сите ix  не се еднакви на еден, тогаш имаме броеви поголеми од 1, но и помали од 

1. Без ограничување на општоста можеме да земеме 1 1x   и 2 1x  . Тогаш имаме 

k  позитивни броеви 1 2 3 1, ,..., ,k kx x x x x   чиј производ е еднаков на 1 , па затоа   

1 2 3 1... k kx x x x x k      

при што знак за равенство важи ако и само ако  

1 2 3 1... 1k kx x x x x      . 

Но, тогаш  

  
1 2 1 1 2 3 4 1 2 1

2 1

... ... ( 1)(1 )

1 ( 1)(1 ) 1

k k k kx x x x x x x x x x x x

k x x k

             

      
 

при што знак за равенство важи ако и само ако 

1 2 3 1... 1k kx x x x x       

и при тоа 2 1( 1)(1 ) 0x x   , т.е. 1 2 3 1... 1k kx x x x x       . 
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4. Докажи го неравенството  
22 2

1 2

2 2 2
1 2 3 2 3 4 1 2

... 1n

n

xx x

x x x x x x x x x
n

  
      

каде 1 2 3, , ,..., nx x x x  се произволни позитивни реални броеви.  

Решение. Ставаме 
2

1 2

i

i i

x
i x x

y
 

 , 1,2,...,i n , 1 1 2 2,n nx x x x   . Тогаш 

1

1
n

i
i

y


  и неравенството се сведува на   

1
1

1i

i

n
y

y
i

n




    т.е.  1
1

1

1
i

n

y
i




 . 

Последното неравенство ќе го докажеме со индукција по n .  

Бидејќи 
1

1 1
1 1

1
y y 
   и 1 1yy   неравенството е точно за 2n  .  

Нека претпоставиме дека неравенството е точно за n k  т.е. ако 0iy   и 

1

1
k

i
i

y


 , тогаш 1
1

1

1
i

k

y
i




 .  

Ќе докажеме дека неравенството е точно за 1n k  . Нека се дадени 1k   

позитивни реални броеви iy  такви што 
1

1

1
k

i
i

y




 . Според индуктивната претпо-

ставка и очигледното неравенство  

1 1

1 1 1
1 1 1k k k ky y y y   

   

имаме 

1

1 1
1 1 1

1 1 1
1 1

1
i i k k

k k

y y y y
i i 

 

  
 

     

т.е. неравенството важи за 1n k  . 

 

5. Докажете дека за различни природни броеви 1 2, ,..., na a a  важи неравен-

ството  
2 3 3 3

1 2 1 2( ... ) ...n na a a a a a       . 

Решение. Ставаме  

1 2 ...n nS a a a     и 3 3 3
1 2 ...n nA a a a     

каде 1 2, ,..., na a a  се различни природни броеви, за кои без ограничување на 

општоста можеме да претпоставиме дека  

1 2 ... na a a   . 

Неравенството 2
n nS A  ќе го докажеме со индукција по n .  

За 1n   важи 2 2 3
1 1 1 1S a a A   . 

Нека претпоставиме дека 2
k kS A , т.е. тврдењето важи за n k .  

За 1n k   добиваме: од 1 2 11 ... k ka a a a       следува 



Неравенства  

 

  183  

1 1

1 2

1 1

( 1) 2
1 12

2 2( ... )

2[1 2 3 ... ( 1) ... ( 2) ( 1)]

2 k k

k k

k k k k

a a
k k

S a a a

a a a a

a a 

 


 

   

           

  

  

т.е. 2 3
1 1 12 k k k kS a a a    , што значи 

  2 2 2 2 3
1 1 1 1 1 1( ) 2k k k k k k k k k kS S a S S a a A a A             . 

Равенство 2
n nS A  важи ако и само ако 1 1a   и за секој {1,2,3,..., }k n  важи 

11k ka a    т.е. ако и само ако ia i , за 1,2,...,i n .  

 

6. Нека a  е позитивен реален број  и 1( )n nx 
  е низа за која 1x a  и  

1
1

( 2)
n

n n k
k

x n x kx


    . 

Докажи дека постои природен број n  таков што 2011!nx  .  

Решение. Со принципот на математичка индукција ќе покажеме дека  

1
1

n

n k
k

x kx


  . 

Од условот на задачата имаме  
1

2 1 1
1

3 3 k
k

x x a a x kx


      . 

Значи, тврдењето е точно за 1n  . Од друга страна,   

2

3 2 1 2 2 2 1 2 2 2 1
1

4 2 2 2 k
k

x x x x x x x x x x x kx


            . 

Значи, тврдењето е точно за 2n  .  

Нека претпоставиме дека 1
1

n

n k
k

x kx


  . Тогаш  

2 1
1

1 1
1

1
1 1

1

1
1 1

( 3)

( 1) 2

( 1) 2

( 1)

n

n n k
k

n

n n k
k

n n

n k k
k k

n n

n k k
k k

x n x kx

n x x kx

n x kx kx

n x kx kx

 


 



 




 

  

   

   

   





 

 

 

Според принципот на математичка индукција 1
1

n

n k
k

x kx


   за секој n .  

Според тоа, 1n nx nx  . Од последното неравенство, со последоватлна негова 

примена конечен број пати, добиваме 1 1 1( 1) ... ! !n n nx nx n n x n x n a       . 
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7. Нека 1 2 2012, ,...,x x x  се реални броеви и 12 1x  . Определи ја најмалата мож-

на вредност на изразот 
2012

, 1

min( , ) i j
i j

i j x x


 .  

Решение. Да ги замениме 2012 со произволен 2n   и 12 1x    со 1,kx   

1 k n  . Со индукција по n  следува дека  

2

, 1 1

min( , ) ( )
n n n

n i j j
i j i j i

S i j x x x
  

    .       (1) 

За 1n   равенството (1) е очигледно. Нека (1) е точно за некој n . Тогаш лесно 

се гледа дека  
1 1

2 2
1 1 1

1 1

( 1) 2 ( )
n n n

n n n i n j
i i j i

S S n x ix x x
 

  
  

       , 

што значи дека равенството (1) важи и за 1n , па од принципот на математичка 

индукција следува дека важи за секој природен број.  

Ако 
1

n

nk i
i k

s x
 

  , тогаш 
2 2 1

2
(1 )n nk nkS s s    . Не е тешко да се види дека 

1
2nS   само ако 1

1 1 2k kx x     и 0ix   ако | | 1i k  .  

 

 

 

3.  НЕРАВЕНСТВА МЕЃУ СРЕДИНИТЕ  

 

1. Ненегативните реални броеви , ,a b x  и y  се такви што 5 5 1a b   и 5 5 1x y  . 

Докажи дека 2 3 2 3 1a x b y  . 

Решение. Ако  го искористиме неравенството меѓу аритметичка и геометрис-

ката средина, добиваме  

52 3 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 531 2
5 5 5

( )a x a a x x x a a x x x a x        , 

2 3 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 55 31 2
5 5 5

( )b y b b y y y b b y y y b y        . 

Ако ги собереме последните две неравенства, добиваме  
2 3 2 3 5 5 5 5 5 5 5 53 3 3 32 2 2 2

5 5 5 5 5 5 5 5
( ) ( ) 1a x b y a x b y a b x y            . 

 

2. За позитивните броеви x  и y  е исполнето неравенството  

2 3 3 4x y x y   . 

Докажи дека 3 3 2x y  .  

Решение. Ако x  е позитивен реален број, тогаш според неравенството меѓу 

аритметичка и геометриска средина  

  3 22x x x  .           (1) 

Аналогно, ако y  е позитивен реален број, имаме  
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  2 4 32y y y  .            (2) 

Ако x  и y  се позитивни броеви за кои 2 3 3 4x y x y   , тогаш 2 2 3x y x y   . 

Навистина, ако претпоставиме спротивно, т.е. дека 2 2 3x y x y    и го собереме 

со неравенството 3 4 2 3x y x y   , заради (1) и (2) имаме  

2 3 3 2 4 2 32 2 ( ) ( ) 2 2x y x x y y x y       . 

Заради добиената контрадикција 2 2 3 3 4x y x y x y      и сега  

2 2 3 3 42 2x y x y x y     . 

Бараното неравенство се добива од последното неравенство и неравенствата  
22 1x x   и 2 42 1y y  . 

 

3. Нека 1 2, ,..., na a a  се позитивни реални броеви такви што 1 2 ... 1na a a    . 

Докажи дека  

21

1 i

n

a
i

n


 . 

Решение. Според неравенство меѓу аритметичката и хармониската средина 

имаме 

1
1

1

1
n

ii

n
n

in ai

a







  

т.е.  

2

1

1 2

1
n

ii

n
n

i
ai

a n






 


  

Равенство важи ако и само ако 1
1 2 ... n n

a a a    . 

 

4. Нека 1 2, ,..., na a a  се позитивни реални броеви такви што 1 2... 1na a a  . До-

кажи дека  

1 2(4 )(4 )...(4 ) 5n
na a a    . 

 Решение. Забележуваме дека  

 51 1 1 1
5

4 5 5xx x       ,          (1)  

за секој 0x   Ако го искористиме неравенството (1) добиваме  

1 2 1 2(4 )(4 )...(4 ) 5 ... 5n nn
n na a a a a a      

Равенство важи ако и само ако 1 2 ... 1na a a    .  

 

5. Нека , ,x y z  се позитивни реални броеви такви што 1x y z   . Докажи 

дека  
1 1 1(1 )(1 )(1 ) 64
x y z

    . 

 Решение. Според неравенството меѓу аритметичката и геометриската средина 

имаме имаме  
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2 2 23 3

3 23

3

1 1 1 1

3 3 1

3 3 1

( )

3 331

(1 )(1 )(1 ) 1

1

1

(1 ) (1 ) 64

yz zx xy x y z

x y z xyz xyz xyz

x y z xyz

xyz xyz xyz

xyzxyz xyz

x y zxyz

   

 

      

   

   

    

 

Равенство важи ако и само ако 1
3

x y z   .  

 

6. Докажи дека за секои позитивни реални броеви a , b  и c  важи неравен-

ството 

( )( )( )a b c b c a c a b abc       . 

Решение. Без губење на општоста, може да претпоставиме дека a b c  . Во 

тој случај, 0a b c    и 0a c b   . Ако 0b c a   , важи строго неравенство. 

Инаку, дадените изрази се позитивни, па од неравенството меѓу аритметичката и 

геометриската средина, имаме 

2 2 2

( )( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

.a b c b c a c a b a b c b c a c a b

a b c b c a c a b

a b c b c a c a b a b c b c a c a b

abc              

      

              

   

 

 

7. Нека , ,a b c   се такви што, ( )( )( ) 8a b b c c a    . Докажи го неравен-

ството  

3 3 3
27

3 3
a b c a b c    . 

Решение. Имаме  

3 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3 89

8

( ) 3( )( )( ) 24

3 ... 3 9 ( )3

a b c a b c a b b c c a a b c

a b c a b c

            

        
 

Според тоа,  

3 3 33 9
3 3

( )a b c a b c    ,  т.е. 
3 3 3

27
3 3

a b c a b c    .  

 

8. Нека 3n   и 1 2, ,..., na a a  се позитивни реални броеви за кои што важи 

4 4 4
1 2

1 1 1

1 1 1
... 1

na a a  
    . Докажи го неравенството /4

1 2 ... ( 1)n
na a a n    . 

Решение. Нека 
2

2
tg , [0, ), 1,2,..., .i i ia x x i n    Тогаш 2

1

cos 1
n

i
i

x


 . Од нера-

венството меѓу аритметичката и геометриската средина следува 
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2 2 2/( 1)

1,

sin 1 cos ( 1)( cos ) , 1,2,...,
n

n
i i ј

j j i

x x n x i n

 

     . 

Множејќи ги горните n  неравенства, добиваме 

2 2

1 1

sin ( 1) cos .
n n

n
i i

i i

x n x
 

    

Последното неравенство е еквивалентно со неравенството  

/2

1

tg ( 1) .
n

n
i

i

x n


   

Конечно, 1/2 /4

1 1

( tg ) ( 1) ,
n n

n
i i

i i

a x n
 

     што и требаше да се докаже.  

 

9. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви за кои важи 1abc  . Докажи дека 

2 2 2 ( )( )a b b c c a a b c ab bc ca       . 

Решение. Ако во познатото неравенство  
2( ) 3( )x y z xy yz zx     , 

земеме  2 2 2, ,x a b y b c z c a    добиваме  

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

( ) 3( )

3 ( ) 3( ).

a b b c c a a b b c b c c a c a a b

abc b a c b a c b a c b a c

       

     
 

Понатаму, од од условот 1abc   и неравенството меѓу аритметичката и 

геометрисксата средина следува  

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 2 2 2 2 2 2

( ) ( )( )

3 ( ) 3( )

a b b c c a a b b c c a a b b c c a

a b c a b b c c a a b b c c a

      

     

 

и  

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 33 3 3 3 3 3

( ) ( ) ( )

3 3 9 .

a b b c c a a b b c c a a b b c c a

a b c a b c abc

       

 

 

Конечно, ако ги собереме последните три неравенства последователно добиваме  
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

3( ) 3( ) 3( ) 9

3( 3 )

3( )( )

a b b c c a b a c b a c a b b c c a abc

a b b c c a b a c b a c abc

a b c ab bc ca

        

      

    

 

односно  

  2 2 2a b b c c a a b c ab bc ca       . 

 

10.  Ако , , ,a b c d  се позитивни реални броеви такви што 1abcd   тогаш 

докажи дека важи  неравенството 
1 1 1 1

1 1 1 1
2

bc cd da ab cd da ab bc da ab bc cd           
    . 

Решение. Со множење на  1 bc cd da    и 1 ab  добиваме 
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2 2(1 )(1 ) 1

2 b a
d c

bc cd da ab bc cd da ab ab c abcd a bd

ab bc cd da

           

      
 

Од неравенството меѓу аритметичка и геометриска средина за позитивните броеви 

b
d

 и a
c

 , како и од 1abcd   добиваме, 2 2b a ab
d c cd

ab   , па затоа важи 

неравенството  

(1 )(1 ) 2 2bc cd da ab ab ab bc cd da          , 

т.е. 

1
1 2 ab bc cd da

ab
bc cd da   


      

 или   
1 1

1
ab

ab bc cd da bc cd da


     
          1  

Аналогно се добива  

 1 1
1

bc
ab bc cd da ab cd da


     

          2  

1 1
1

cd
ab bc cd da ab bc da


     

          3   

1 1
1

da
ab bc cd da ab bc cd


     

          4  

Со собирање на (1), (2), (3) и (4) се добива  неравенството  
4 1 1 1 1

1 1 1 1
ab bc cd da

ab bc cd da bc cd da ab cd da ab bc da ab bc cd
   
              

     

Бидејќи  
244 ( ) 4ab bc cd da abcd      следува  

1 1 1 1 4
1 1 1 1

1 2
bc cd da ab cd da ab bc da ab bc cd ab bc cd da              

       

што и требаше да се докаже.  

 

11. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви такви што a b c abc   . Докажи, 

дека  
2 2 2 3a b c abc   . 

Решение. Прво од неравенстото меѓу аритметиочката и квадратната средина, а 

потоа од неравенството меѓу аритметичката и геометриската средина и условот на 

задачата следува  
2 2 2 2 4 3 21

9 3
( ) ( ) 3( ) ( ) 3 ( ) 3( )a b ca b c a b c a b c abc a b c abc             , 

т.е.  
2 2 2 3a b c abc   . 

 

12. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви. Докажи, дека  
2 2 21 1 1 3a b c

b c c a a b
  
  

   . 

Решение. Од неравенствата 2 2 21 2 , 1 2 , 1 2a a b b c c       следува  

2 2 21 1 1 2 2 2a b c a b c
b c c a a b b c c a a b
  
     

     , 

па затоа доволно е да докажеме дека  
2 2 2 3a b c

b c c a a b  
   . 
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Ако на двете страни во последното неравенство додадеме 6, го добиваме екви-

валентното неравенство  
1 1 1(2 2 2 )( ) 9

b c c a a b
a b c

  
     .       (1) 

Воведуваме смени , ,x b c y c a z b a      , па неравенството (1) е еквивалент-

но со неравенството  
1 1 1( )( ) 9
x y z

x y z     , 

т.е. со неравенството меѓу аритметичката и хармониската среднина, со што 

доказот е завршен.  

 

13. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви такви што 1 1 1 1
a b c
   . Докажи, 

дека  
81 1

( 1)( 1)( 1) ( 1)( 1)( 1) 4a b c a b c     
  .       (*) 

Решение. Прво да забележиме дека од условот и неравенството меѓу аритме-

тичката и геометриската средина следува 1, 1, 1a b c    и  

21 11 ( ) a
b c bc

a a    . 

Аналогно добиваме  
21 b

ca
b   и 21 c

ab
c   . 

Последните три равенства ги множиме и го добиваме неравенството  
1 1

( 1)( 1)( 1) 8a b c  
 .           (1) 

Понатаму, 2 21 2
1 1 1

1a
a a a


  
   , па затоа 1 2 2( 1)a a   . Аналогно ги добиваме 

неравенствата 1 2 2( 1)b b    и 1 2 2( 1)c c   . Последните три неравенства 

ги множиме и ако го искористиме неравенството (1) добиваме  

( 1)( 1)( 1 16 2( 1)( 1)( 1) 16 2 8 64a b c a b c          , 

од каде следува дека  
8 1

( 1)( 1)( 1) 8a b c  
 .           (2) 

Конечно, ако ги собереме неравенствата (1) и (2) го добиваме неравенството 

(*).  

 

14. Нека ,x y  се позитивни реални броеви. Докажи дека  

4 3 24 4 5 1 12x y x y xy     . 

Решение. Од неравенството меѓу аритметичката и геометриската средина 

следува  
4 24 1 4x x    и 3 2 24 (4 1) 4y y y y y    . 

Затоа  
4 3 2 2 2 2 2 2

2 2

4 4 5 1 4 4 5 9 4

2 9 4 12 .

x y x y x y x x y

x y xy
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15. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви такви што 1 1 1
1 1 1

1
a b c  
   . 

Докажи дека  
2 2 2(1 )(1 )(1 ) 125a b c    . 

Кога важи знак за равенство?  

Решение. Од неравенството меѓу аритметичката и геометриската средина и 

условот на задачата добиваме  
1 1 1 2

1 1 1 1 (1 )(1 )
1a

a a b c b c     
      

1 1 1 2
1 1 1 1 (1 )(1 )

1b
b b c a c a     
      и  

1 1 1 2
1 1 1 1 (1 )(1 )

1c
c c a b a b     
     .  

Последните три неравенства ги множиме и после средувањето добиваме дека  

8abc  .             (1) 

Конечно, од неравенството меѓу аритметичката и геометриската средина и нера-

венството (1) следува  

1 1
3 3

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 4 4 4 2 2 2

2 2

(1 )(1 )(1 ) 1

1 3( ) 3( )

1 3 4 3 4 8 125.

a b c a b c a b b c c a a b c

a b c a b c a b c

          

   

      

 

Јасно, знак за равенство важи ако и само ако 2a b c   .  

 

16. Нека , 1,2,..., , ( 2)ia i n n   се позитивни броеви такви што 
1

1
n

i
i

a


 . Дока-

жи дека  

1 2

2 3 1 3 1 2 11 ... 1 ... 1 ... 2 1
... n

n n n

aa a n
a a a a a a a a a n            

    . 

Решение. За секој 1,2,...,i n  важи  

2 1 1

2
1 ... ... 2 2

1i i

i i n i i

a a

a a a a a a        
   , 

па затоа даденото неравенство е еквивалентно со неравенството  
2

1 2

1 1 1
2 2 2 2 1

...
n

n
a a a n   
    . 

Ставаме 2 , 1,2,...,i ix a i n    и добиваме  

2

1 2

1 1 1
2 1

...
n

n
x x x n
    , 

каде 0ix   и 
1 1

2 2 1
n n

i i
i i

x n a n
 

     . Според тоа, неравенството е еквивалентно 

со неравенството меѓу аритмeтичката и хармонсиката средина  

1

1

1

1
n

xi
i

n
n

in
i

x








 . 
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17. Нека , , , ,a b c d e  и f  се реални броеви такви што  

2 2 2 2 2 2

10

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) 6.

a b c d e f

a b c d e f

     

           
 

Определи ја најголемата вредност која може да ја прими бројот f .  

Решение. Од условот на задачата следува  

10a b c d e f       и 2 2 2 2 2 2 20a b c d e f      . 

Тогаш, од неравенството меѓу аритметичката и квадратната средина следува  

2 2 2 2 2 2

2
10 5 5(20 )a b c d ef a b c d e f            , 

па затоа 2 (3 10) 0f f   . Според тоа, бараната максимална вредност на f  е 

10
max 3

f   и се достигнува кога 4
3

a b c d e     .  

 

18. Нека k  е природен број и 1 2 2, ,..., ka a a  се позитивни броеви помали од 1 . 

Докажи дека важи неравенството  

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 2 3 2 1 2 2 1(1 ) (1 ) ... (1 ) (1 ) 2k k ka a a a a a a a k             . 

Решение. Според неравенството меѓу квадратна и аритметичка средина  имаме 

2 3 2 11 2

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 2 3 2 1 2 2 1

1 11

2 2 2

(1 ) (1 ) ... (1 ) (1 )

2[ ... ] 2k

k k k

a a a aa a

a a a a a a a a

k



    

            

    

 

равенство важи ако и само ако 1 3 ...a a x   , 2 4 ...a a y    и 1x y  .  

 

19. Нека се 1 2, ,..., nx x x  ненегативни реални броеви и 1 2, ,..., nr r r  позитивни ра-

ционални броеви такви што  

1 2 ... 1nr r r     

Докажи дека  

 1 2 1 2
1 21 2 1 2... ... ...n nr r r rr r

n n nx x x r r r x x x    . 

Решение. Означуваме 1 2
1 2, ,..., npp p

nq q q
r r r   , при што 1 2 ... np p p q     

и 1 2, ,..., ,np p p q  се природни броеви. Ако го искористиме неравенството помеѓу 

аритметичката и геометриската средина добиваме  

1 21
1 2

1 21 2 1 21 2 1 2

1 2 1 2

...

1 2( ) ( ) ...( ) [( ) ( ) ...( ) ] ...

xx x n
nr r rqn n nn n

n n

p p px xx x x xr pr r p p
nr r r r r r q

x x x
  

       

 

20. Докажи дека  

1 1 2
n nn nn n
n n

    , 

за секој n .  

 Решение. Изразот 1
n n

n
  ќе го запишеме во облик 

( 1)

(1 ) 1 1 ... 1
n n

n
n 

    

pat

 и со 

примена на неравенството меѓу аритметичката и геометриската средина добиваме  
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2

1 1

( 1)

1 (1 ) 1 1 ... 1 (1 1) ( ) 1
n n n n nn n n n nn

nn n n n n n n
n

n n

 

              

pat

. 

 Потполно аналогно се добива и неравнството  

2

1 1

( 1)

1 (1 ) 1 1 ... 1 (1 1) ( ) 1
n n n n nn n n n nn

nn n n n n n n
n

n n

 

             

pat

. 

 Сега е јасно дека  

2 2
1 1 1 1 2

n n n nn n n nn n
n n n n

        . 

 

21. Докажи дека  

3 1 12 1 4 13 4
2 3 4

1 ... 1nn
n

n         , n . 

 Решение. За 1,2,3,...,k n  имаме  

1 1

( 1)

1 1 1 ... 1k kk
kk k

k

 

 

     

pat

. 

Ако го примениме неравенството меѓу аритметичка и геометриска средина имаме  

2

1 11 1 1 1

( 1)

1 1 1 ... 1 ( 1) ( ) 1k k
k k k k k k k

k

k k 

 

           

pat

. 

Сега:  

2 2 2

2 2 2

3 1 12 1 4 1 1 1 13 4
2 3 4 2 3

1 1 1

2 3

1 1 1
1 2 2 3 ( 1)

1 1 1 1 1
2 2 3 1

1

1 ... 1 (1 ) (1 ) ... (1 )

...

...

1 ...

1 1.

nn
n n

n

n n

n n

n

n

n

n

n n

  

   



            

    

    

       

    

,  

 

22. Докажи дека  

2 3
( ) ( )

2

a b c a b b c c a
b c a c a b

       ,        (1) 

 за било кои позитивни реални броеви , ,a b c .  

Решение. Ако воведеме ознаки a
b

x , b
c

y , c
a

z  тогаш почетното 

неравенство го добива обликот  

  2 2 2 3 1 1 1
2

2 2 2 ( )
x y z

x y z xy yz zx x y z            

  2 2 2 31 1 1 1 1 1
2

2( ) ( )
x y z x y z

x y z x y z           ,  

бидејќи 1xyz  . Според тоа,  

  2 2 2 1 1 12 2 2 3( )
x y z

x y z x y z        .      (2) 

 Бидејќи ,x y  и z  се позитивни реални броеви, од неравенството меѓу аритме-

тичката и геометриската средина добиваме  
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32 2 2 31 132 3 3 3
x x

x x x x x     

2 2 2 331 132 3 3 3
y y

y y y y y     

32 2 2 31 132 3 3 3
z z

z z z z z    . 

 Од точноста на последните три неравенства се добива точноста на (2) а со тоа 

и точноста на (1).  

 

23. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви. Докажи дека  
2 2 2a b c

b c a
a b c     . 

 Решение. Според неравенството меѓу аритметичка и геометриска средина за 

два позитивни реални броја, имаме  

2 2

2 2a a
b b

b b a     

2 2

2 2b b
c c

c c b     

2 2

2 2c c
a a

a a c    . 

Ако овие неравенства ги собереме, добиваме  
2 2 2

2 2 2a b c
b c a

b c a a b c         

2 2 2a b c
b c a

a b c     .  

 

24. Докажи дека за било кои позитивни реални броеви , ,a b c  е исполнето 

неравенството  
3 3 3

2 2 2

a b c

b c a
a b c     . 

 Решение. Со трикратна последователна примена на неравенството меѓу 

аритметичка и геометриска средина имаме  

3 3

2 2
33 3a a

b b
b b b b a       

3 3

2 2
33 3b b

c c
c c c c b       

3 3

2 2
33 3c c

a a
a a a a c       

 Сега, ако последните три неравенства ги собереме добиваме  
3 3 3

2 2 2
2 2 2 3 3 3a b c

b c a
a b c a b c        , 

т.е.  
3 3 3

2 2 2

a b c

b c a
a b c     . 

 

25. Докажи дека за било кои позитивни реални броеви , ,a b c   е исполнето 

неравенството  
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3 3 3 2 2 2

2 2 2

a b c a b c
b c ab c a

     . 

 Решение. Прв начин. Ако го искористиме неравенството меѓу аритметичката и 

геометриската средина, добиваме  

3 3 2

2 2
2 2a a a

bb b
a a     

3 3 2

2 2
2 2b b b

cc c
b b     

3 3 2

2 2
2 2c c c

aa a
c c     

Ако овие неравенства ги собереме и го примениме резултатот од задачата 22, 

добиваме  
3 3 3 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2( ) ( ) ( )a b c a b c a b c a b c
b c a b c a b c ab c a

a b c
b c a

a b c

a b c

             

     

. 

па според тоа   
3 3 3 2 2 2

2 2 2

a b c a b c
b c ab c a

     . 

Втор нмачин. Лема. Ако x  и y  се позитивни реални броеви, тогаш   

3 3 ( )x y xy x y   . 

Доказ. Користејќи го неравенството меѓу аритметичката и геометриската сре-

дина за два позитивни реални броеви имаме  

2 2 2 22 2x y x y xy   . 

Од друга страна  
3 3 2 2( )( ) ( )(2 ) ( )x y x y x xy y x y xy xy xy x y          .■ 

Според лемата, имаме  
3 3 3 2

2 2 2

( )ab a ba a b a
bb b b

b a
      

3 3 3 2

2 2 2

( )bc b cb b c b
cc c c

c b
      

3 3 3 2

2 2 2

( )ac a cc c a c
aa a a

a c
     . 

 Ако ги собереме трите последни неравенства добиваме  
3 3 3 2 2 2

2 2 2

a b c a b c
b c ab c a

a b c a b c           , 

односно  
3 3 3 2 2 2

2 2 2

a b c a b c
b c ab c a

     . 

 

26. Нека ,a b  и c  се позитивни реални броеви. Докажи дека  

3 3 3 3 3 3

1 1 1 1
abca b abc b c abc c a abc     

   . 

Решение. Според лемата од претходната задача, за било кои позитивни реални 

броеви x  и y  е исполнето неравенството  
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3 3 ( )x y xy x y   . 

Заради тоа  
3 3 ( ) ( )a b abc ab a b abc ab a b c         

3 3 ( ) ( )b c abc bc b c abc bc a b c         

3 3 ( ) ( )c a abc ca b c abc ca a b c        , 

од каде што добиваме  

3 3 3 3 3 3

1 1 1 1 1 1
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
( )

.

ab a b c bc a b c ca a b ca b abc b c abc c a abc

c a b
abc a b c abc a b c abc a b c

a b c
abc a b c abc

          

     

 
 

    

  

 

 

 

27. Докажи дека  

  
3

2( )
(1 )(1 )(1 ) 2

a b ca b c
b c a abc

 
     ,        (1) 

за било кои , ,a b c  .  

 Решение. Даденото неравенство е еквивалентно со неравенството  

3

2( )
2 2

a b ca b c b a c
b c a a c b abc

 
         

  
3

2( )a b ca b c b a c
b c a a c b abc

 
      .        (2) 

 Од неравенството меѓу аритметичка и геометриска средина имаме  

3

3

3

3

3

3

333

333

333

3 3

3 3

3 3

a a b a a b a a
b b c b b c abc abc

b b c b b c b b
c c a c c a abc abc

c c a c c a c c
a a b a a b abc abc


    




    



    


 

3

3

3

3

3

3

333

333

333

3 3

3 3

3 3

b c c b c c c c
a b b a b b abc abc

c a a a a
b c c abc abc

a b b b b
c a a abc abc

c a a

b c c

a b b

c a a


    




    



    


 

Сега со собирање неравенствата, на левите и десните имаме  

 
3

a b c a b c
b c a abc

             (3) 

3

b a c a b c
a c b abc

             (4) 

Со собирање на (3) и (4) ја добиваме точноста на (2) а со тоа и точноста на (1).  

 

28. Нека ,a b  и c  се позитивни реални броеви. Докажи дека  

3 3 33 3
3

3( ) 8 a b ca b c abc      . 

Во кои случи важи равенство.  

 Решение. Од неравенството меѓу аритметичка и кубна средина имаме  

  

3 3 3
3 3 3

3
8 33 3 3 33 3

3 9
8 9 3 24

a b cabca b cabc a b c abc
         .  
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(да забележиме дека 38 abc  го разгледуваме како збир на осум собироци еднаков 

на 3 abc ). Според тоа, доволно е да се докаже дека  

3 3 3 33( ) 3 24a b c a b c abc       

Последното неравенство е еквивалентно со неравенството  

2 2 2 2 2 2 6a b b a c b b c a c c a abc      , 

чија точност следува од неравнеството меѓу аритметичка и геометриска средина.  

 

29. Реалните броеви 1 2, ,..., nx x x  се позитивни и нивниот збир е еднаков на 3 . 

Докажи дека  
2

1 2

2 1 2 3 3 2 3 4 1 1 2( ) ( ) ( ) 8
... n

n

xx x n
x x x x x x x x x x x x     

    . 

 Решение. Нека 1 1nx x  , 2 2nx x  . Определуваме  

1

i

i

x
i x

a


 ,   1 2i i i ib x x x    ,   за 1,2,3,...,i n . 

Од дефинцијата на 1 2 1 2, ,..., , , ,...,n na a a b b b  и претпоставките од задачата имаме  

1

1
n

i
i

a


  и 
1 1

3 3 1 3
n n

i i
i i

b x
 

     . 

Даденото неравенство е еквивалентно со неравенството  

  
2

3
1

i

i

n
a n
b

i

 .          (1) 

Од неравенството меѓу аритметичка и геометриска средина имаме  

1
1 2

1

...
n

n
i nn

i

b b b b


 ,  3
1 2...n

nn
b b b , 

  
1 2

1
3...n

n

n

b b b
             (2) 

Од друга страна, со повторна употреба на неравенството меѓу аритметичка и 

геометриска средина имаме  

  
1 21 2

1 2 1 2 1 2

...

... ...
1

...
n

ni n

n ni n n n

n a a aa aa a nn
b b b b b b b b b b

i

n n


         (3) 

Од (2) и (3) се добива точноста на (1), а со тоа и точноста на почетното 

неравенство.  

 

30. За реалните броеви 1 2 6, ,...,x x x  се исполнети равенствата  

2 2 2 2 2 2
1 2 3 4 5 6 6x x x x x x       

1 2 3 4 5 6 0x x x x x x      . 

Докажи дека  
1

1 2 3 4 5 6 2
x x x x x x  . 

Решение. Ако меѓу броевите 1 2 6, ,...,x x x  има непарен број на негативни или 

некој од нив е 0 , тогаш бараното неравенство е очигледно. Заради тоа, нека нега-

тивни се два или четири од дадените броеви. Со промена на знаците на броевите, 
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задачата може да се сведе на случај кога два од броевите се негативни а четири се 

позитивни.  

 Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека негативни се 

броевите 1x  и 2x . Воведуваме ознаки | |k ky x , 1,2,3,4,5,6k  . Тогаш  

2 2 2 2 2 2
1 2 3 4 5 6 6y y y y y y       

1 2 3 4 5 6y y y y y y s      . 

 Од неравенството меѓу аритметичка и геометриска средина имаме  
2

1 1 2
1 2 2 4

( )
y y sy y


   

4
3 4 5 6

4

4
3 4 5 6 4 4

( )
y y y y sy y y y
  

  , 

од каде добиваме  
6

51 2 3 4 5 6
4

sy y y y y y  . 

 Од друга страна,  
2 2 2 2
1 2 1 22( ) ( )y y y y s     

2 2 2 2 2 2
3 4 5 6 3 4 5 64( ) ( )y y y y y y y y s         

(двете неравенства може да се докажат со алгебарски трансформации или да се 

употреби неравенството меѓу аритметичка и квадратна средина).  

Според тоа 
2 22 2 2 2 2 2 23

1 2 3 4 5 6 2 4 4
6 s sy y y y y y s          

2 8s  , 

од каде добиваме  
6 3

5 5

8 1
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 24 4

sx x x x x x y y y y y y    . 

 

31. Нека ,a b  и c  се реални броеви различни од нула. За нив точно е неравен-

ството 
2 2 2

2 2 2
3a b c

b c a
   . 

Равенство важи ако и само ако | | | | | |a b c  . Докажи! 

Решение. Според неравенството меѓу аритметичка и геометриска средина за 

трите позитивни реални броеви имаме  
2 2 2

2 2 22 2 2

2 2 2

33
3

1 1

a b c

b c a a b c

b c a

 

   , 

од каде, заради тоа што 3  е позитивен реален број,  добиваме  
2 2 2

2 2 2
3a b c

b c a
   . 

 Јасно, знак за равенство важи ако и само ако  
2 2 2

2 2 2
1a b c

b c a
   , 

од каде наоѓаме ако и само ако | | | | | |a b c   
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32. Определи ја најмалата вредност на изразот a b c
b a
 


, ако ,a b  и c  се коефи-

циенти на квадсратната функција 2( )f x ax bx c    за која a b  и ( ) 0f x  .  

Решение. Од условот на задачата имаме 0a   и 2 4 0b ac  , т.е. 
2

4
b
a

c  . Ако 

воведеме ознака a b c
b a

A  


 , имаме  

  

2
2 22 2

4

2 22 2

9 6 ( ) ( )4 4
4 ( ) 4 ( )

2 9 ( )9 ( ) 6 ( ) 3
4 ( ) 4 ( ) 4 ( ) 2

3.

b
a

a b a a b a b aa ab b
b a a b a a b a

a b aa b a a b a

a b a a b a a b a

A
      
  

  

  

  

    

 

Равенство 3A   се достигнува ако и само ако 24ac b  и 3a b a  , т.е. 

4b c a  . Значи, изразот најмала вредност достигнува ако и само ако    
2 2( ) 4 4 ( 2)f x ax ax a a x     , 

каде a  е позитивен реален број. 

 

33. Нека , ,a b c  се ненегативни  броеви за кои 1a b c   . Докажи дека  

(1 )(1 )(1 ) 8(1 )(1 )(1 )a b c a b c       . 

 Решение. Равенството 1a b c    можеме да го запишеме во облик  

1 (1 ) (1 )a b c      

1 (1 ) (1 )b a c      

1 (1 ) (1 )c a b      

Според неравенството меѓу аритметичката и геометриската средина имаме  

1 2 (1 )(1 )a b c     

1 2 (1 )(1 )b a c     

1 2 (1 )(1 )c a b     

Бидејќи десните страни на неравенствата се позитивни, ако помножиме го доби-

ваме бараното неравенство.  

 

34. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви и 1a b c   . Да се најде најма-

лата вредност на изразот  
1 1 1( 1)( 1)( 1)
a b c
    

 Решение. Изразот ќе го запишеме во нов облик. Имено, 
1 1 11 1 1( 1)( 1)( 1) (*)a b c b c a c a b

a b c a b c a b c
            

Бидејќи , , 0a b c  , според неравенството помеѓу аритметичката и геометриската 

средина имаме, 2 , 2 , 2b c bc a c ac a b ab      . Користејќи ги овие нера-

венства добиваме 

2 2 2(*) 8bc ac ab

a b c
   

Вредноста 8 се достигнува за 1
3

a b c   .  



Неравенства  

 

  199  

 

35. Нека a  и b  се позитивни реални броеви, такви што a b ab  . Докажи 

дека  

2 2

1
24 4

a b

b a 
  . 

 Решение. Од условот на задачата и од неравенството меѓу аритметичката и 

геометриската средина, имаме  

2ab a b ab    

2 2 4a b ab  

4ab  .  

Сега, од последното неравенство и повторно од неравенството меѓу аритметичка и 

геометриска средина имаме 
2 2 2 2

2 2 2 2

1 1 1 1
24 4

( )a b a b a b a b a b
a b b a a b ab a b a bb a b ab a ab

 
      

        . 

 

36. Нека , ,a b c  и d  се позитивни реални броеви такви што 1abcd  . Докажи 

дека    
1 1 1 1
1 1 1 1

4ab bc cd da
a b c d

   
   

    .       (1) 

 Решение. Да забележиме дека 1
ab

cd   и 1
bc

da  , па според тоа  

1 11 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1
1 1

(1 )( ) (1 )( )

ab bcab bc cd da ab bc ab ab bc bc
a b c d a b c d a ab abc b bc bcd

a ab abc b bc bcd
ab bc

          
           

   

          

     

 (2) 

Ако го искористиме неравенството 1 1 4
x y x y
   кое е исполнето за било кои 

позитивни реални броеви, имаме  
1 11 1 1 1

1 1 1 1

1
1 1

1
1

(1 )( ) (1 )( ) 4 4

4 4

4 4.

ab bc
a ab abc b bc bcd a ab abc b bc bcd

ab a abc
a ab abc a ab abc

a ab abc
a ab abc

ab bc  
         

 
     

  
  

      

 

 

 

Сега од неравенството (2) и од последните неравенства се добива точноста на 

неравенството (1).  

  

37. Најди ги сите позитивни реални броеви a,b,c,d за кои важи: 

1) 2 2 2 216 ( )( )abcd a b c d abc abd acd bcd       ; и   

2)   2 2 8ab cd ac ad bc bd       .  

Решение. Од условот 1) имаме : 

2 2 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1

4

2

4

16 1 4

( )( )

1 4
4( )

1

.

a b c d
a b c d

a b c d

abcd

a b c d abc abd acd bcd

a b c d
a b c d

  

  

       

  
  

 

 
 

Од каде добиваме 4a b c d    . Притоа равенство очигледно важи само кога 

1a b c d     (кога важи равенство меѓу употребените средини). Од условот 2) 

имаме: 
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2 2 2 2

2

16 4 4 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

( )

ab cd ac ad bc bd

ab cd ab cd ac ad bc bd

a b c d ab cd ac ad bc bd

a b c d

     

       

         

   

 

Од каде 4a b c d    . Затоа 4a b c d      и мора 1a b c d     . 

 

 

 

4.  НЕРАВЕНСТВО НА КОШИ-БУЊАКОВСКИ-ШВАРЦ 

 
1. Ако за реалните броеви 1 2 1 2, ,..., , , ,...,n na a a b b b  важи 

2 2 2 2 2 2
1 2 1 2... ... 1n na a a b b b        , 

тогаш 1 1 2 2| ... | 1n na b a b a b    . Докажи!  

Решение. Прв начин. Од неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц имаме  

  2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2| ... | ... ... 1 1 1n n n na b a b a b a a a b b b             

 Втор начин. Користејќи ги неравенствата | | | | | |x y x y   , 
2 2

2
| |

x y
xy


  доби-

ваме  

2 22 2 2 2
1 1 2 2

2 2 2 2 2 2
1 2 1 2

1 1 2 2 1 1 2 2

2 2 2

... ...

2 2

| ... | | | | | ... | |

...

1.

n n

n n

n n n n

a ba b a b

a a a b b b

a b a b a b a b a b a b

 

     

      

   

  

 

 

2. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви за кои важи 1/ 3ab bc ca   . Да 

се докаже неравенството  

2 2 2

1

1 1 1

a b c
a b ca bc b ca c ab       

   . 

Решение. Да забележиме дека именителите во левиот израз се позитивни.  

Со примена на Неравенството на Коши - Буњаковски имаме  
22 2 2

2 2 2 3 3 3 3 3 3

( )

1 1 1 3

a b ca b c a b c

a bc b ca c ab a abc a b cab b c abc c a b c a b c abc

 

                 
       

Понатаму бидејќи 
3 3 3 2 2 2

2 2 2

3 ( )( )

( )( 1/ 3)

a b c abc a b c a b c ab bc ca

a b c a b c

          

     
 

следува дека 
2 2

3 3 3 2 2 2 2 2 2

2 2 2

( ) ( )

3 ( )( 1 1/3) 2/3

1

2( )

a b c a b c a b c

a b c a b c abc a b c a b c a b c

a b c
a b ca b c ab bc ca

     

              

 
     

 

 

 

што и требаше да се докаже.  
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3. Нека , ,x y z  се позитивни реални броеви такви што 1xyz  . Докажи дека  

2 22 22 2

2 2 2

4 4 4( )( )( ) ( 1)( 1)( 1)
y yx xz z

y z xy z x
x y z         . 

Решение. Користејќи го неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц имаме 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )x xz z
y z y z xy

x y x y x y         

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )
y yx x

z x z x yz
y z y z y z         

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )
y yz z

y x y x xz
x z x z z x        . 

Множејќи ги последните три неравенства добиваме, 
222

2 2 2

22 2

22 2

4 4 4 2 2 2 2 2 21 1 1

3

( )( )( ) ( )( )( )

( ) ( 1)( 1)( 1)

( 1)( 1)( 1),

yxz
xy yz xzy z x

yx z
y z x

yx z
y z x

x y z x y z y z x

xyz

      

   

   

 

што требаше и да се докаже. 

 

4. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви. Докажи:  

3 61
ab bc ca a b c   

  . 

Решение. За позитивните реални броеви , ,a b c , според неравенството на 

Коши Буњаковски-Шварц имаме  

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2( ) 2( )

ab bc ca a b c b c a a b c

a b c ab bc ca

         

     

 

Според тоа  

2

2

2

2

( )

3 9

3 9

( )

23 9 3 6 6

( )

3( ) ( )

1 1 (1 ) .

a b cab bc ca

ab bc ca a b c

ab bc ca a b c a b c a b ca b c

ab bc ca a b c

  

   

        

    





      

 

 

5. Ако , ,a b c  се ненегативни цели броеви такви, што 2 2 2 1a b c   , докажи 

дека  

2 2 2

23
41 1 1

( )a b c

b c a
a a b b c c

  
     . 

Решение. Ќе го користиме неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц:  
2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 3 3 1 2 3 1 2 3( ) ( )( )x y x y x y x x x y y y       .  (1) 

Нека  

2 2 2 2 2 2
1 2 3( 1), ( 1), ( 1)x a b x b c x c a      ,  
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2 2 21 2 3
1 1 1
, ,a b c

b c a
y y y

  
   . 

Ако замениме во неравенството (1) добиваме  

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

1 1 1
[ ( 1) ( 1) ( 1)]( ) ( )a b c

b c a
a b b c c a a a b b c c

  
          . 

Според тоа, за да го докажеме бараното неравенство, треба да докажеме дека  
2 2 2 2 2 2 4

3
( 1) ( 1) ( 1)a b b c c a      .  

Од условот 2 2 2 1a b c    следува  

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 4 4 4

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2( ) ( )

3

2( )

3

( ) 4
3 3

( 1) ( 1) ( 1)

1

1

1 .

a b b c c a a b b c c a

a b b c c a a b c

a b c

a b b c c a a b c a b b c c a

    

    

 

          

 

 

  

 

Последното неравенство следува од неравенството  
2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) 0a b b c c a      . 

Со тоа е докажано бараното неравенство и знак за равенство важи ако и само ако 
1

3
a b c   . Во овој случај важи знак за равенство во неравенството (1) и важи 

знак за равенство последното неравенство.  

 

6. Нека , ,x y z  се позитивни реални броеви. Докажи го неравенството  

2 2 2

2 2 2

2 2 2

( ) ( ) ( )
1

x xy y yz z zx

y zx z z xy x x yz y

  

     
   . 

Решение. Од неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц следува  
2

2

2 2 2( )( ) ( )
y z z
x x x

yx x x y zx z       , 

од каде добиваме  
2 2

2 2

2

( )

x xy x

y zx z xy xz z



   
 . 

Аналогно се добиваат неравенствата  
2 2

2 2

2

( )

y yz y

z xy x yz yx x



   
 , 

2 2

2 2

2

( )

z zx z

x yz y zx zy y



   
 . 

Според тоа, доволно е да докажеме дека  
22 2

2 2 2
1

yx z

xy xz z yz yx x zx zy y
M

     
    . 

Повторно од неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц добиваме  
2 2 2 2(( ) ( ) ( )) ( )M xy xz z yz yx x zx zy y x y z            

и како  
2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )xy xz z yz yx x zx zy y x y z            

добиваме дека 1M  .  
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7. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви такви, што 1abc  . Докажи дека  

2 2 22 2 2
1a b c

a b c  
   . 

Решение. Бидејќи 
2 2 2 1x x   , доволно е да докажеме дека  

2 1 2 1 2 1
1a b c

a b c
L

  
    . 

Последното неравенство е еквивалентно со неравенството  
1 1 1

2 1 2 1 2 1
3 2 1

a b c
L

  
     .   (1)  

Воведуваме замена , ,
yx z

y z x
a b c    со што (1) се сведува на  

2 2 2
1

y xz
x y y z z x  

   .   (2) 

Сега од неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц следува неравенството  

2

2 2 2

2 2 2

2

2 2 2

( ) ( (2 ) (2 ) (2 ))

( )( (2 ) (2 ) (2 ))

( )( )

y xz
x y y z z x

y xz
x y y z z x

y xz
x y y z z x

x y z y x y z y z x z x

y x y z y z x x z

x y z

  

  

  

          

       

    

 

кое е еквивалентно со неравенството (2). Знак за равенство важи ако и само ако 

1a b c   .   

 

8. Нека , ,x y z  се позитивни реални броеви такви што xy yz zx x y z     . 

Докажи го неравенството  

2 2 2

1 1 1

1 1 1
1

x y y z z x     
   . 

Кога во претходното неравенство важи знак за равенство?  

Решение. Со примена на неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц на тројките 

( , ,1)x y  и (1, , )y z  добиваме 
2

2 2

11

1 ( )

y z

x y x y z

 

   
 . Аналогно важи  

2

2 2

11

1 ( )

z x

y z x y z

 

   
  и 

2

2 2

11

1 ( )

x y

z x x y z

 

   
 . 

Со собирање на овие неравенства добиваме  
2 2 2

2 2 2 2

31 1 1

1 1 1 ( )

x y z x y z

x y y z z x x y z
S

     

       
    . 

Останува да докажеме дека 1S  , а тоа според условот на задачата е екви-

валентно со 3 2( ) 2( )x y z xy yz zx x y z         , т.е. со 3x y z   . Послед-

ното следува од 
2( )

3

x y z
x y z xy yz zx

 
      .  

 

9. Нека  се позитивни реални броеви такви да . Докажи дека 

, каде  

 и . 

, ,x y z 1x y z  

2A B
2 2 2(1 )(1 3 3 3 )

9( )( )( )

xy yz zx x y z

x y y z z x
A

     

  


4 42 2 24

11 1

3 9 3 9 3 9

y yx x z z

x y z
B
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Решение. Од  наожаме  

 

и ако го искористиме неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц, за десната 

страна на даденото неравенство добиваме  

 

Според тоа, доволно е да докажеме дека за секој реален број  е исполнето 

неравенството  

.  

Последното неравенство е еквивалентно со неравенството ,  кое 

очигледно е точно. Знак за равенство важи ако и само ако .  

 

10. Нека , ,x y z  се позитивни реални броеви такви да 1x y z   . Докажи дека 

2A B , каде  
2 2 2(1 )(1 3 3 3 )

9( )( )( )

xy yz zx x y z

x y y z z x
A

     

  
  и 

4 42 2 24

11 1

3 9 3 9 3 9

y yx x z z

x y z
B

 

  
   . 

Решение. Од 1x y z    наожаме  

21 ( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

xy yz zx x y z xy yz zx

x y y z y z z x z x x y

        

        
 

и ако го искористиме неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц, за десната 

страна на даденото неравенство добиваме  

33 3

2 2 21 1 1 1
9 1 1 1

3 23 3
9(1 ) 9(1 ) 9(1 )

( )(( 3 ) ( 3 ) ( 3 ))

) .

x y z

y yx x z z
x y z

A x x y y z z
  

 
  

       

  

 

Според тоа, доволно е да докажеме дека за секој реален број (0,1)s  е исполнето 

неравенството  

3

4 2

13
9(1 )

3 9

s ss s
s

s





 .  

Последното неравенство е еквивалентно со неравенството 2 23(9 1) 0s   ,  кое 

очигледно е точно. Знак за равенство важи ако и само ако 1
3

x y z   .  

 

11. Нека ,a b  и c  се позитивни реални броеви такви што  

  2 2 2 2( )a b c a b c     .          (1) 

Докажи дека  

1x y z  

21 ( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

xy yz zx x y z xy yz zx

x y y z y z z x z x x y

        

        

33 3

2 2 21 1 1 1
9 1 1 1

3 23 3
9(1 ) 9(1 ) 9(1 )

( )(( 3 ) ( 3 ) ( 3 ))

) .

x y z

y yx x z z
x y z

A x x y y z z
  

 
  

       

  

(0,1)s

3

4 2

13
9(1 )

3 9

s ss s
s

s







2 23(9 1) 0s  

1
3

x y z  
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3 4( )abc a b c   . 

 Решение. Според неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц, за позитивните 

реални броеви ,a b  и c  имаме 

2 2 2 2 2 2 2 2 2| | |1 1 1 | 1 1 1 3a b c a b c a b c a b c                , 

2 2 2 2( ) 3( )a b c a b c      

па од (1) имаме  
2 2 2 2( ) 3( ) 3 2 ( )a b c a b c a b c          . 

Бидејќи 0a b c    непосредно добиваме дека  

6a b c   . 

 Според тоа,  

  
3 2( ) ( ) ( ) 36( )

9 9 9
4( )

a b c a b c a b c a b c
a b c

       
     .    (2) 

 Од друга страна, од неравенството меѓу аритметичка и геометриска средина  
33a b c abc    

3( ) 27a b c abc   . 

Од последното неравенство и неравенстввото (2), добиваме  
3( )

9
3 4( )

a b c
abc a b c

 
    , 

што требаше и да се докаже.  

 

12. Докажи дека, ако 1 2 3... 1na a a a  , 0ia  , 1,2,3,...,i n , тогаш  

1 2 3 1 2 3... ...n na a a a a a a a         . 

 Решение. Од неравенството меѓу аритметичка и геометриска средина, имаме  

1 2 3
1 2 3 1 2 3

...
... ... 1 1

n nn n
n n

a a a a
a a a a a a a a

n

   
    , 

односно 1 2 3 ... na a a a n     .  

 Од друга страна, според неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц имаме  
2

1 2 3 1 2 3

1 2 3

1 2 3 1 2 3

( ... ) (1 1 1 ... 1)( ... )

( ... )

( ... )( ... )

n n

n

n n

a a a a a a a a

n a a a a

a a a a a a a a

            

    

        

 

 Сега е јасно дека  

1 2 3 1 2 3... ...n na a a a a a a a         , 

што требаше и да се докаже. 

 

13. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви чиј збир е еднаков на 1. Докажи 

дека  
2 2 2 2 2 23( )a b c

b c a
a b c     . 

 Решение. Од неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц имаме  
2 2 2 22 2 2 4 4 4

2 2 2 2 2 2

( )a b ca b c a b c
b c a ba cb ac ba cb ac

 

 
      . 
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Според тоа, доволно е да се докаже дека  

  
2 2 2 2

2 2 2

( )
3

a b c

ba cb ac

 

 
 ,          (1) 

односно заради условот 1a b c    доволно е да се докаже неравенството  

2 2 2 2 2 2( )( ) 3( )a b c a b c a b b c c a       . 

 Последното неравенство е еквивалентно со неравенството  
2 2 2( ) ( ) ( ) 0a a b b b c c c a      , 

чија точност не е тешко да се провери, кога , ,a b c  .  

 Сега, од точноста на (1) имаме  
2 2 2 22 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

( ) 2 2 2 2 2 2( ) 3( )
a b ca b c a b c

b c a ba cb ac ba cb ac
a b c a b c

   

   
         . 

 

14. Нека , ,a b c  се ненегативни реални броеви такви што  

2 2 2

1 1 1

1 1 1
2

a b c  
   . 

Докажи дека  
3
2

ab bc ca   . 

Решение. Од условот на задачата имаме  

2 2 2

1 1 1

1 1 1
1 1 1 1

a b c  
       .  

2 2 2

2 2 21 1 1
1a b c

a b c  
      

2 2 2

2 2 21 1 1
1a b c

a b c  
   .  

Од неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц имаме  
2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

1 1 1
( )( 1 1 1) ( )a b c

a b c
a b c a b c

  
           

2 2 2 2 2 2 23 ( ) 2( )a b c a b c a b c ab bc ca             

3 2( )ab bc ca   .  

Според тоа,  
3
2

ab bc ca   . 

 

15. Нека , , ,a b x y  и z  се позитивни реални броеви. Докажи дека  

3yx z
ay bz az bx ax by a b   

   . 

 Решение. Десната страна на неравенството можеме да ја запишеме во облик  

  
22 2y yx xz z

ay bz az bx ax by ayx bzx azy bxy axz byz     
         (1) 

Според неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц имаме  
2 2 22 2

2

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )( )
.

y x y z x y zx z
ayx bzx azy bxy axz byz axy ayz azx bxy byz bzx a xy yz zx b xy yz zx

x y z

a b xy yz zx

   

            

 

  

   



  (2) 

Од друга страна  
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2 2 2 2 2 21
2

2 2 2 2 2 21
2

2 2 21
2

[2 2 2 2 2 2 ]

[( 2 ) ( 2 ) ( 2 )

[( ) ( ) ( ) ] 0

x y z xy yz zx x y z xy yz zx

x xy y y yz z z zx x

x y y z z x

          

        

      

 

па според тоа  
2 2 2

1
x y z

xy yz zx

 

 
 . 

Сега,  
2 2 2 2 2 2 2( ) 2( )

2 1 2 3
x y z x y z xy yz zx x y z y yz zx

xy yz zx xy yz zx xy yz zx xy yz zx

          

       
      , 

од каде добиваме  

  
2( ) 3

( )( )

x y z

a b xy yz zx a b

 

   
           (3) 

Од (1), (2) и (3) следува точноста на бараното неравенство.  

 

 

 

5.  ЛОГАРИТАМСКИ НЕРАВЕНСТВА  

 
1. Докажи дека | log | | log | 2.a bb a   

Решение. Даденото неравенство следува од идентитетот log log 1a bb a   и 

неравенството меѓу средините.  

 

2. Докажи дека 
2

1 1
log log 2

2


  .  

Решение. Неравенството е еквивалентно со неравенството 
1

log 2
log 2 2


   ,  

кое следува од неравенството меѓу средините.  

 

3. Дадени се броевите , , (0,1)a b c . Докажи дека      

4 4 4log log log log log loga b c a b cb c a b c a     . 

Решение. За било кои реални броеви ,x y  и z  е исполнето неравенството   

  
2 2 2x y z xy yz zx     .        (1) 

Ако ставиме 
2logax b , 

2logby c  и 
2logcz a , добиваме  

4 4 4 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

(1)

log log log log log log log log log

(log log ) (log log ) (log log )

log log log

log log log log log log

log log log .

a b c a b b c c a

a b b c c a

a b c

a b b c c a

b c a

b c a b c c a a b

b c c a a b

c a b

c a a b b c

c a b
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4. Ако , ,a b c  се позитивни реални броеви, докажи дека  

3( )
a b c

a b ca b c abc
 

 .  

Решение. Даденото неравенство е еквивалентно со неравенствата   
1
3

log log log ( ) loga a b b c c a b c abc      

3( log log log ) ( )(log log log )a a b b c c a b c a b c        

( )(log log ) ( )(log log ) ( )(log log ) 0a b a b a c a c b c b c         . 

Бидејќи logx x  е строго растечка функција, ( )(log log ) 0,a b a b    односно 

секој собирок во претходното неравенство е ненегативен, па и нивниот збир е не-

негативен. Заради користените еквивалентни неравенства и почетното нера-

венство е точно. 

 
5. Да се докаже неравенството  

2 3 4 1981 1982log 3 log 4 log 5 ...log 1982 log 1983 11     . 

Решение. За произволен број 0c   важи равенството  

log

log
log c

c

a
b b

a  , 

па за 10c  , за изразот A  добиваме  

log3 log4 log1982 log1983 log1983
log22log2 log3 log1981 log1982

... log 1983A        . 

Нека 2log 1983 x ; тогаш 2 1983x  . За 11x   имаме 112 2048 , па значи,  

111983 2 , т.е. 2log 1983 11 . 

 

6. Докажи го неравенството 4 5 6 7log 5 log 6 log 7 log 8 4,4    .  

Решение. Преминувајќи во логаритам со основа 2  и користејќи го неравен-

ството меѓу аритметичката и геометриската средина, добиваме: 

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2

2

log 5 log 6 log 7 log 8
4 5 6 7 log 4 log 5 log 6 log 7

log 5 log 6 log 7 log 8
4

log 4 log 5 log 6 log 7

log 8 344
log 4 2

log 5 log 6 log 7 log 8

4

4 4 4 1,1 4,4.

      



    

 

 

7. Докажи дека за секои  , 0,1a b  важи неравенството 

2 2log log 1ab ab
a ba b a b 

  . 

 Решение. Ако  , 0,1a b , тогаш и  0,1ab , па ab ab . Користејќи го ова, 

и неравенството меѓу аритметичката и геометриската средина добиваме 

2
a b ab ab   , односно 2 1ab

a b
 . Да означиме 2ab

a b
c


 . Притоа 0 1c  . Да 

претпоставиме спротивно, нека 2 2log log 1ab ab
a ba b a b 

  , односно log log 1a bc c  . 

Тогаш користејќи ги својствата на логаритмите се добива 1 1
log log

1
c ca b
  , т.е.  
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log log 1c ca b   (логаритмите се добро дефинирани затоа што  , , 0,1a b c ). 

Повторно од неравенството помеѓу аритметичката и геометриската средина 

добиваме 
log log

2
log logc ca b

c ca b


   . Според тоа  

log log 1
2 2

1 log log log logc ca b
c c c ca b ab ab


     . 

Значи log 1 logc cab c  . Бидејќи 0 1c  , функцијата logc x  е опаѓачка, па за 

аргументите важи неравенството 2ab
a b

ab c


  . Со квадрирање, последното 

неравенство го добива обликот 
2( ) 4a b ab  , односно 

2( ) 0a b  , што е 

невозможно. Според тоа, 2 2log log 1ab ab
a ba b a b 

  . 

 

8. За која вредност на природниот број n  функцијата
log2log3...log

10
( )

n

n
f n   

прима најмала вредност? 

Решение. Да забележиме дека f  може да се запише во облик  

1

log log2log3...log( 1) log

10 1010
( ) ( 1)

n

n n n
f n f n




     

Од последното равенство гледаме дека се точни следние импликации:  

log 10n   ( ) ( 1)f n f n  , 

( ) 10f n   ( ) ( 1)f n f n   и log 10n    ( ) ( 1)f n f n  . 

Од нив заклучуваме дека функцијата опаѓа за 1010n  , а расте за 1010n  . Ако 

1010n   тогаш ( ) ( 1)f n f n  . Затоа, за 1010n   и  1010 1n    функцијата има 

најмала вредност. 

 

9. Докажи дека за секој 2n   е исполнето неравенството  

log 2 log 4 ... log (2 2) 1n n n n     . 

 Решение. Од неравенството меѓу аритметичка и геометриска средина и од 

особините на логаритамската функција следуваат неравенствата 

1
2

221 1
2 2 2

21
2

log log (2 ) [log log (2 )]

log (2 ) log ( )

log 1.

n n n n

k n k
n n

n

k n k k n k

k n k

n

 

    

  

 

 

             

за 1,2,...,k n . Според тоа, производите на паровите, еднакво оддалечени од крае-

вите на изразот  

log 2 log 4 ... log (2 2)n n nA n      

не надминуваат единица, па значи 1A  , за 2 1n k  . Но, 1A   и за 2n k , 

бидејќи log (2 ) log 1n nn n n   .  

 

10. Определи ги решенијата на неравенката  

4 7 3 2
1 1 1 1
4 7 10 3 1

log log log ... log 1.na a a an
x x x x
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 Решение. Заради равенството  
log log log

loglog
log a a a

k k
aa

x x x

a k a ka
x    , 

за 1,2,3,...,k n , добиваме  

  
log log log1 1 1 1

4 7 4 10 7 3 1 3 2
log ... 1a a ax x x

a n n
x

 
      

  1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
3 4 3 4 7 3 7 10 3 3 2 3 1

log ( (1 ) ( ) ( ) ... ( )) 1a n n
x

 
          

  1 1
3 3 1
(log )(1 ) 1a n

x


   

  31
3 3 1

log 1n
an

x


  

  3 1log n
a n

x   

 Во зависност од параметарот a  ги имаме следните два случаи.  

 Случај 1. 1a  . Бидејќи loga x  е монотоно растечка 
3 1

3 1
n
n

n nx a a


  . 

Значи, во овој случај решенија се 3[ , )nx a a 
 

 Случај 2. 0 1a  . Бидејќи loga x  е монотоно опаѓачка функција, имаме 

3 10
n nx a   .Значи, во овој случај решенија се  3(0, )nx a a .  

 

 11. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви поголеми од 1 .  Докажи дека за 

секој реален број r  е исполнето  

(log ) (log ) (log ) 3 2r r r r
a b cbc ac ab    . 

 Решение. Левата страна на неравенството ќе ја означиме со S . Тогаш  

3

3

6 6

3
3

(log ) (log ) (log )

[(log log )(log log )(log log )]

(2 log log 2 log log 2 log log )

2 (log log log log log log ) 2 (1 1 1) 2

r

r

r r

r r rS
a b c

a a b b c c

a a b b c c

r r r
a b b c c a

bc ac ab

b c a c a b

b c a c a b

b a c b a c



   

     

         

 

Оттука следува 3 2rS   .  

Да забележиме дека двапати последователно го применуваме неравенството 

меѓу аритметичка и геометриска средина.   
 

12. Докажи дека за секој n , 2n   е исполнето неравенството  

3 3
2 2

3 3

2

[log ( 1) log ( 1)] 1
n

k

k k


    . 

Решение. Од особините на логаритми имаме  

   

3 3

3 3 3 33 3
2 2 2 2

2 2

3 32 2
2 2

3 3 1 1

1 1
2 2 2

( 1)( 1) 1 1
1( 1)( 1) 1

2 2 2

[log ( 1) log ( 1)] log log

log log

nn n
k k

k k
k k k

n n n
k k k k k k

kk k k k k
k k k

k k  

 
  

     
    

  

    

 

  

  

 

Да забележиме дека  
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( 1)1
1 1 2

2

n
n nk

k
k


 



 , 

а заради равенството  
2 2( 1) ( 1) 1 1k k k k       , k  

имаме  

2

2 2

1 3

1 1
2

n
k k

k k n n
k

 

   


 . 

 Сега,  

2

3 3 3 2
2 2 2

2

3 3 32 2
2 2 2

3 3 1 1
1 1

2 2 2

( 1) 3 3 3
1 2 2 21 1

[log ( 1) log ( 1)] log

log ( ) log ( ) log 1

n nn
k k k
k k k

k k k

n n n n

n n n n

k k   
  

  

 
    

   

     

  
 

 

 

 

 

6.  ТРИГОНОМЕТРИСКИ НЕРАВЕНСТВА  

 

1. Ако  
2
kx  , докажи дека 4 4tg ctg 2.x x   

Решение. Непосредно следува од неравенството меѓу средините. Деталите ги 

оставаме на читателот за вежба.  

 

2. Докажи дека равенката 
2

2 2 2 1
2 6

2sin ( )sin ( )x x

x
x   нема решенија.  

Решение. Левата страна на равенката е помала или еднаква на 2, а десната 

страна (според претходните задачи) е поголема или еднаква на 2. Според тоа, 

решение постои ако  

2 6
| sin( ) || sin( ) | 1.x x   

Лесно се проверува дека тоа не е можно. (Двата множители на левата страна не 

може да се еднакви на 1 во исто време). 

 

3. Ако за реалните броеви , , ,a b x y  важи 2 2 2 21, 1,a b x y     докажи  дека 

1.ax by   

Решение. Од дадените услови заклучуваме дека постојат еднозначни броеви 

  и   такви што sin , cos ; sin , cos .a b x y         Оттука 

sin sin cos cos cos( ) 1ax by         . 

 

4. Без употреба на логаритамски таблици, докажи дека tg11 0,2 . 

Решение. Нека tg 0,2  . Тогаш  

  
2

2tg 5
121 tg

tg2


 



 , 

2

2tg2 120
1191 tg 2

tg4


 



   tg4 1 tg45   ,  
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Функцијата тангенс е растечка на 
2 2

( , )   , па следува 4 45  , т.е. 11  . 

Значи, tg11 tg 0,2  .  

 

5. Да се докаже дека еден триаголник е остроаголен ако и само ако за аглите 

,   и   на триаголникот се исполнети неравенствата  

tg tg 1  , 

tg tg 1  , 

tg tg 1   . 

Решение. Нека претпоставиме дека триаголникот ABC  е остроаголен, т.е. 

дека 90  , 90   и 90  . Тогаш cos 0  , па  

cos( ) cos(180 ) cos 0         , 

т.е. cos cos sin sin    , од каде што поради cos 0  , cos 0  , добиваме 

дека tg tg 1   .  

 Обратно, да претпоставиме дека tg tg 1  . Ќе докажеме дека 
2

  . Од 

tg tg 1    следува дека tg tg 0  , т.е. tg 0  и tg 0  (еден триаголник не 

може да има два тапи агли). Значи, 90   и  90  , т.е. cos 0   и cos 0  . 

Според тоа, неравенството  tg tg 1    можеме да го напишеме во обликот 

sin sin cos cos    , т.е. cos( ) 0   , па cos 0  . Следствено, 90  . 

 

6. Нека , , ,a b c d  и нека :f   е функција зададена со  

( ) 1 cos sin cos2 sin2f x a x b x c x d x     . 

Докажете дека, ако за секој x  важи ( ) 0f x  , тогаш за секој x  важи и 

( ) 3f x  .  

Решение. Ако ги искористиме равенствата  
2 2
3 3

cos cos( ) cos( ) 0x x x       

2 2
3 3

cos2 cos2( ) cos2( ) 0x x x       

2 2
3 3

sin sin( ) sin( ) 0x x x       

2 2
3 3

sin 2 sin 2( ) sin 2( ) 0x x x       

добиваме 2 2
3 3

( ) ( ) ( ) 3f x f x f x       за секој x . Но бидејќи ( ) 0f y   за 

секој y , следува дека ( ) 3f x   за секој x .  

 

7. Ако 
2

0       , докажи дека  

sin sin sin

cos cos cos
tg tg

 

 
 

  

  
  . 

Решение. Функцијата sin x  е растечка на интервалот 
2

(0, ) , па следува 

sin sin sin .      
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Функцијата cos x  е опаѓачка на интервалот 
2

(0, ) , па следува 

cos cos cos    . 

Добиваме: 
sin sin sin sin sin sin 3sin3sin
cos cos cos 3cos cos cos cos 3cos

tg , tg
   

   
   

      
       

   

Значи  

sin sin sin

cos cos cos
tg tg

 

 
 

  

  
  . 

 

8. Нека 
2

0 x   . Докажи го неравенството  

1 1
sin cos

(1 ) (1 ) 3 2 2
x x

    . 

Решение. Имаме  
1 1 1 1 1 1 1 2

sin cos sin cos sin cos sin cos sin 2
(1 ) (1 ) 1 1

x x x x x x x x x
          . 

За кои било ненегативни реални броеви a  и b  важи 2a b ab  , па ставајќи 
1

sin x
a  , 1

cos x
b  , (бидејќи 

2
0 x   , sin x  и cos x  се позитивни) добиваме  

1 1 1 2
sin cos sin cos sin 2

2 2
x x x x x
   . 

Бидејќи 
2

0 x   , следува 0 2x   , па sin2 0x   и 1
sin 2

1
x
 . Конечно 

добиваме  

1 1 1 1 2 2 2
sin cos sin cos sin 2 sin 2 sin 2

(1 ) (1 ) 1 1 2

1 2 2 2 3 2 2.

x x x x x x x
        

    

 

 

9. За произволни ,   и   барем еден од броевите sin cos  , sin cos  , 

sin cos   не е поголем од 1
2

.  Докажи! 

 Решение. Да го претпоставиме спротивно, т.е. дека секој од овие производи е 

поголем од  1
2

. Тогаш  

1 1 1 1
2 2 2 8

sin cos sin cos sin cos           , 

1
8

2sin cos 2sin cos 2 sin cos 8         , 

sin2 sin2 sin2 1    , 

што не е можно, бидејќи sin2 ,sin2 ,sin2 1    . 

   

10. Докажи го неравенството | sin | | cos | 1x x   .  

Решение. Ако на основната тригонометриска релација додадеме од двете 

стани 2 | sin | | cos |x x  добиваме  

  

2 2

2

sin 2 | sin | | cos | cos 1 2 | sin | | cos |

(| sin | | cos |) 1 2 | sin | | cos | 1

x x x x x x

x x x x

     

    
 

Бидејќи  
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| sin | | cos | 0x x  , 

од неравенството  
2(| sin | | cos |) 1x x  , 

кое е исполнето за секој реален број x , добиваме  

| sin | | cos | 1x x  . 

  

11. Докажи дека ако 1 2, , , n   , се такви што  

1 2 (0 ,180 )n        , 

каде n  е природен број поголем од 1, тогаш   

1 2 1 2sin( ) sin sin sinn n            . 

Решение. Неравенството ќе го покажеме со помош на математичка индукција. 

Неравенството е точно за 2n  . Навистина, имајќи во предвид дека 1 , 2  

припаѓаат во интервалот (0 ,180 )  , тогаш  

1 2 1 2 2 1 1 2sin( ) sin cos sin cos sin sin            . 

Претпоставуваме дека неравенството е точно за n k , односно за 

1 2 (0 ,180 )k         важи  

1 2 1 2sin( ) sin sin sink k            . 

За 1n k   се добива дека  

1 2 1 1 2 1

1 1 1 1

1 2 1

1 2 1

sin( ) sin(( ) )

sin( )cos cos( )sin

sin( ) sin

sin sin sin sin

k k k k

k k k k

k k

k k

 

 





        

     

    

    

       

     

   

   

 

од каде согласно принципот на математичка индукција следува точноста на 

неравенството за секој природен број поголем од 1.  

 

12. Нека 
2

0 ,x y   . Докажи дека cos cos cos cosx x y y x y y x   . 

 Решение. Неравенството можеме да го запишеме во облик  

cos cos cos cos 0x x y y x y y x    . 

Изразот од левата страна на последното равенство ќе го запишеме во облик  
cos cos cos cos cos cos cos cos

(cos cos ) (cos cos )

( )(cos cos )

x x y y x y y x x x x y y y y x

x x y y x y

x y x y

      

   

  

 

Значи, неравенството можеме да го запишеме во облик  

  ( )(cos cos ) 0x y x y   .          (1) 

Ќе разгледаме два случаи. 

Случај 1. Ако x y , тогаш од тоа што функцијата ( ) cosf t t  на интервалот 

2
(0, )  опаѓа, имаме cos cosx y . Според тоа, во овој случај  

0x y   и cos cos 0x y   

од каде следува дека (1) е точно, а со тоа и почетното неравенство.  
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Случај 2. Ако x y , тогаш од тоа што функцијата ( ) cosf t t  на интервалот 

2
(0, )  опаѓа, имаме cos cosx y . Според тоа, во овој случај   

0x y   и cos cosx y  

од каде следува дека (1) е точно, а со тоа и почетното неравенство.  

 

13. Докажи дека во секој нетапоаголен триаголник ABC  е исполнето 

неравенството  

sin sin sin 2      . 

Решение. Доволно е да се докаже точноста на равенството  

  2 2 2sin sin sin 2 cos cos cos        ,  

каде , ,    се агли во триаголник. Бидејќи триаголникот не е тапоаголен, имаме 

 2
, , 0,   


. Тогаш  

0 sin ,sin ,sin 1      

(можен е случај некој од аглите да е прав). Сега,  
4

4

4

sin sin

sin sin

sin sin

  

  

  

 

при што најмногу едно од неравенствата може да е равенство.Од последните 

неравенства добиваме  

4 2

4 2

4 2

sin sin sin

sin sin sin

sin sin sin

    

    

    

, 

и ако ги собереме добиваме   
2 2 2sin sin sin sin sin sin 2 cos cos cos 2               , 

Последното неравенство е точно, бидејќи од условот на задачата  

0 cos ,cos ,cos 1     , 

како агли во нетапоаголен триаголник. 

 

 14. Докажи дека | sin | | sin | | cos( ) | 1x y x y    ,  

за секои ,x y .  

 Решение. Од особините на функцијата cos  имаме  

| sin | | sin cos |x x y  и | sin | | cos sin |y x y  

Сега, од особините на функцијата | | , имаме  

2 2

| sin | | sin | | cos( ) | | sin cos | | sin cos | | cos( ) |

| sin cos cos sin | | cos( ) |

| sin( ) | | cos( ) |

sin ( ) cos ( ) 1 .

x y x y x y y x x y

x y x y x y

x y x y

x y x y
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