Vjecna renta

Bosko Sego', Marija Spekuljak?, Zagreb

U ovom radu odgovorit ¢emo na sljedece pitanje: Koliko se mora uloZiti danas ako
se Zeli na osnovi tog jednog iznosa vjecno podizati nominalno jednake iznose R krajem
svake godine® uz pretpostavku da je obracun kamata sloZen, godi$nji i dekurzivan uz
primjenu fiksnog godi$njeg kamatnjaka p? Taj iznos nazivamo vjechom rentom.

Vidjeli smo* da sadasnju vrijednost Cy jednog iznosa C,, uz pretpostavku da je
obracun kamata sloZen, godi$nji i dekurzivan uz primjenu fiksnog godiSnjeg kamatnjaka
P, ra¢unamo koriste¢i formulu

C
Co= 2, (1)
T
pri ¢emu je r = 1 + &5 dekurzivni kamatni faktor. To znaci da ako imamo kona¢no
mnogo iznosa C;, Cy, ..., C,, njihovu sada$nju vrijednost moZemo izracunati koristeci
formulu c c c
1 2
Av=—+5+...+—. (2)
r r r

Posebno, ako je rije¢ o nominalno jednakim iznosima R, onda njihovu sadaSnju
vrijednost moZemo izracunati koriste¢i formulu za zbroj prvih n ¢lanova geometrijskog
niza kojemu je prvi ¢lan 1, a kvocijent r, na sljede¢i nacin:

R R R R R
Av=—F5+.. +——=+—== (""+r 7+ +r+1)
r 14 r r r
n (3)
R I a1 R 7 1
=—(1+r+... 47+ ) == .
" rmor—1

Bududi da nas zanima sadasnja vrijednost beskonacno mnogo nominalno jednakih iznosa
R koji dospijevaju krajem godine, znaci da trebamo zbrojiti sada$nje vrijednosti svik tih
iznosa. Dakle, zanima nas iznos

R R R
A==+ >5+...+—+.... (4)
r I r

Rije¢ je o beskonacnom redu, pa s obzirom na to da se traZi vjeCna renta, treba
vidjeti Sto se s tim redom dogada kada broj nominalno jednakih postnumerando iznosa
raste u neizmjerno, §to mozemo zapisati ovako: n — co. U tom procesu formula (4)
transformira se u sljedeci izraz:

. . =1 R . -
A = lim A, = lim (R- = lim
n—00 n—00 (r—1) r—1n—ooco
=1 R . 11—+ R R 100R
= lim == lim = = — 0= —
r—1nooo r" m  r—1ln-oo 1 r—=1 % p

! Redoviti profesor na Ekonomskom fakultetu u Zagrebu.

2 Apsolventica na Ekonomskom fakultetu u Zagrebu.

3 U sluaju kada je rije¢ o iznosima koji se placaju krajem razdoblja, govorimo o postnumerando iznosima.
4 Pavié Eva, §eg0 Bosko, SloZeni kamatni racun, MFL, LVII, 2 (2006. — 2007.), str. 88-96.
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Prema tome, sadaSnju (aktualnu) vrijednost vje¢ne rente R raCunamo formulom
100R

P
Uoc¢imo da smo do formule (5) mogli doéi i bez upotrebe grani¢ne vrijednosti. Naime,
Zelimo li krajem svake godine vjecno podizati nominalno jednak iznos R uz uvjet
da je obracun kamata sloZzen, godi$nji i dekurzivan i uz primjenu fiksnog godiSnjeg
kamatnjaka p, onda to znaci da krajem svake godine treba podizati samo kamate za
razmatranu godinu, to jest iznos

Ao (5)

PAx
- 6
100 (6)
a iz ove formule onda moZemo izracunati traZzenu sadaSnju vrijednost
100R
Ao = —.
P

Dakle, ako je poznat iznos koji se danas ulaze A, da bi se na temelju njega mogla
podizati vjecna renta R, onda je njezin iznos jednak

R = pA_‘X’
100
Naravno, fiksni godiSnji kamatnjak p uz koji se sadaSnja vrijednost A,, moZe vjecno
dati u najam racunamo koriste¢i formulu

100R
= aL )

Zelimo li usporedivati dvije ili vise opcija, ponekad se koristimo upravo vjecnom
rentom. Primjerice, zemlja se tretira kao dobro koje je neuniStivo, pa moZemo usporediti
(godisnji) prinos izraZen u novcu, pretpostavljajuéi da je fiksan, s drugom opcijom —
prodajom te zemlje i prihodom od (godi$njih) kamata od novca dobivenog prodajom
zemlje i oro¢enog uz fiksni kamatnjak, pri ¢emu glavnicu ne mijenjamo. Ilustrirat ¢emo
receno sljedeéim primjerom.

Primjer 1. Ako godi$nji neto prihod s neke zemlje iznosi 60 000 kn, kolika je cijena
te zemlje (danas) ako je godiS$nji kamatnjak na orocena financijska sredstva u poslovnoj
banci po = 7.5? Da li se cijena zemlje povecava ili smanjuje ako se godiSnji kamatnjak
poveéa na p; = 10, odnosno smanji na p, = 6? Poopcite posljednji rezultat.

Dakle, zanima nas sadaSnja vrijed-
nost ako je poznato da je iznos vjecne A
rente 60 000 kn, a godiS$nji kamatnjak
po = 7.5. Bududi da je

100R
A = 00 )
p
to je danas cijena zemlje »
Ao = 100 -7650000 — 200000 kn. Slika 1.

Iz formule (5) slijedi da je sadaSnja vrijednost obrnuto razmjerna kamatnjaku, Sto
zna¢i da u slucaju da se poveca kamatnjak p, smanjuje se aktualna vrijednost vjecne
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rente, a ako se on smanji, ona se povecava (slika 1). Doista, za p; = 10 je

100R 100 - 60000

As =
D1 10

= 600000 kn,

azap, =06 je
A = 100R _ 100 - 60 000 1000000 kn.
23 6

Primjer 2. TrZiSna vrijednost nekog dvosobnog stana u Zagrebu je 600000 kn. Ako
poslovne banke na oroCena sredstva placaju godiSnje kamate 8%, odredite minimalnu
godiS$nju neto najamninu za taj stan?

U ovom primjeru razmatramo isplati li se viSe prodati stan po trzi§noj cijeni ili ga dati
u najam uz fiksnu godi$nju najamninu. Uoc¢imo da pretpostavljamo da je i trZiSna cijena
promatranog stana nepromjenjiva. Prodajom stana dobiva se 600000 kn, pa nas zanima
mozemo li, uz navedene pretpostavke, dobivati veéi godi$nji iznos iznajmljivanjem stana
ili orocavanjem u poslovnoj banci iznosa dobivenog prodajom stana. Dakle, uzimamo
da je Ao = 600000 kn, a p = 8. Bududi da se iznos vjeCne rente racuna formulom

_ PAx
~ 100
minimalna godiSnja najamnina koju treba na trZiStu nekretninama ostvariti je
R = 8000000 _ 42600 kn.

100
Ako se na trziStu ne moze ostvariti godi§nja neto najamnina od barem 48 000 kn, onda
se vlasniku stana uz navedene uvjete vise isplati prodati stan i dobiveni novac orociti u
poslovnoj banci PB koja na orocena sredstva placa 8% godiSnjih kamata.

Primjer 3. Je li povoljnije prodati dvosobni stan u Zagrebu kojemu je trZi$na
vrijednost 600000 kn i dobiveni novac oroc€iti u poslovnoj banci PB koja na orocena
sredstva placa fiksne godiSnje kamate 5.6% ili stan dati u najam za godiSnju neto
najamninu od 36 000 kn?

Ako vlasnik proda stan i dobiveni novac oroc¢i u banci PB uz 5.6% godiSnje, moZe
racunati s godiSnjom rentom u iznosu
R— 5.6 - 600000
B 100

pa mu se, uz navedene uvjete, viSe isplati stan dati u najam, jer u ovom drugom slucaju
imat ¢e godiSnju rentu (u obliku godiS$nje neto najamnine) u iznosu 36 000 kn.

= 33600 kn,

Primjer 4. Uz koji je najmanji godi$nji kamatnjak na orocena sredstva u poslovnoj
banci PB povoljnije prodati dvosobni stan u Zagrebu kojemu je trZiSna vrijednost
600000 kn i dobiveni novac orociti u poslovnoj banci PB, nego ga dati u najam za
godiSnju neto najamninu od 42000 kn?

Ponovo razmatramo dvije opcije: prva je prodaja stana i oroCavanje dobivenih
financijskih sredstava u poslovnoj banci PB uz fiksni godiS$nji kamatnjak i podizanje
na kraju godine samo dospjelih kamata, a druga je iznajmljivanje razmatranog stana uz
fiksnu godis$nju neto najamninu u iznosu 42 000 kn.
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TraZeni minimalni godis$nji kamatnjak izraCunat ¢emo koriste¢i formulu

100R
Pmag
Dakle, u razmatranom primjeru je
100-42000

600000 ’

Sto interpretiramo na sljedeci nacin: ako poslovna banka PB na orocena sredstva daje
fiksne godi$nje kamate veée od 7%, onda se vlasniku stana viSe isplati prva opcija
(prodaja stana i oroCavanje dobivenog iznosa). Ako su godiSnje kamate manje od
7%, vise mu se isplati druga opcija (iznajmljivanje stana). U slucaju kada je godiSnji
kamatnjak na orocena sredstva upravo 7, onda su razmatrane dvije opcije ekvivalentne,
to jest uz navedene pretpostavke (ne ulazeéi u podrobniju analizu razmatranih opcija)
vlasnik stana ¢ée njegovom prodajom poluciti jednak financijski uc¢inak onom koji bi
imao iznajmljivanjem tog stana.

U pravilu kada se razmatra vjecna renta rije¢ je o iznosima koji se isplacuju krajem
svakog razmatranog razdoblja, to jest o postnumerando iznosima. No, to ne mora nuzno
biti tako. Ponekad je rije¢ o iznosima koji se odnose na pocetak razdoblja. Kazemo da
tada imamo prenumerando rente.

Primjer 5. Poduzeée Croatian Math izdaje vrijednosne papire. Investitori trebaju na
temelju tih vrijednosnica od dana kupnje primati nominalno jednake novcane iznose i to
u iznosu 5% nominalne vrijednosti iznosa uloZenog u Croatian Math pri ¢emu im samo
ulaganje nikad ne bi bilo vradeno. Kako utvrditi vrijednost ove ponude?

Dakle, investitori ¢e pocetkom svake godine primati iznos R na temelju investicije u
iznosu AL . Iz danih uvjeta slijedi

5.4

R=5%- -A_ = =0.05-A_. 8
¢ e ™ 100 > ®
Uoc¢imo da je, zanemarimo li prvu isplatu, sadasnja vrijednost svih preostalih isplata
R R R 100R
Aoo:—+—2+...+—+..., to jest A = —.
ror r p

No, buduéi da je u ovom slucaju prva isplata izvrSena istovremeno s uloZenom
investicijom, to je sadasnja vrijednost svih isplata

, R R R
A =R+Ax=R+—-+5+...+—+...,
ror r
to jest
100R 100 1 1 R
A;O=R+—=R<1+—) :R(1+7) :R(1+—) - (9
)4 p 100 r—1 r—1
Uvjet (8) moZemo zapisati i ovako:
R
@ 0.05,
odnosno & )
= =—=20 10
R 0.05 ’ (10)
1z (9) nalazimo
Al r
plale SR . 11
R r—1 b
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Sada iz (10) 1 (11) zaklju€ujemo
;

=20,
r—1
pa se lako pokaze da je jedino rjeSenje algebarske jednadzbe
20
=20r—20 . r=—.
r r ) r 19
UvaZzavajudi definiciju dekurzivnog kamatnog faktora r, dolazimo do jednadzbe
p _ 20
100 19’
rjeSenje koje je
100

= — ~ 5.26316.
p T 5.26316

Zakljucak: Za investitora je kupnja vrijednosnih papira poduzeca Croatian Math
uz navedene uvjete ekvivalentna (po financijskim ucincima) orocavanju financijskih
sredstava potrebnih za kupnju vrijednosnica tog poduzeca uz godisnji kamatnjak 5.26316
i podizanje pocetkom svake godine 5% nominalnog iznosa uloZenog u Croatian Math.

Primjer 6. (Dionice s redovitom isplatom dividendi (obicne dionice).) Kupnjom
dionica dioni¢ar stjeCe zakoniti udio u dioni¢kom drustvu. Vrijednost dionica za
dioni¢ara prije svega ovisi o o¢ekivanim buduéim dividendama, koje se diskontiraju
(to jest svode na sadaSnju vrijednost) primjerenom diskontnom stopom (do sada smo
govorili kamatnjakom p). Dividende koje ispladuje poduzeée su dio njegove ostvarene
godiSnje dobiti. Tako moZemo dionicu vrednovati tretiraju¢i dividende kao vjecnu rentu,
to jest vrijednost dionice danas izjednaCujemo sa sada$njom vrijednoS¢u ocekivanih
budu¢ih isplata dividendi C.

Bududi da se dividende isplac¢uju na kraju razdoblja nakon $to su poznati rezultati
poslovanja dioni¢kog drustva, obi¢no se sadaSnja vrijednost dionice (uz pretpostavku da
su dividende fiksne i iznose C) raCuna koriste¢i formulu

C

i
pri ¢emu je i = 755 vremenska preferencija novca, odnosno mjera razmjene novcane
jedinice raspoloZive u razli¢itim vremenskim trenucima, koju identificiramo s postotkom
godiSnjeg kamatnjaka p. Uocimo da su zapisi (5) i (12) ekvivalentni.

Primjer 7. Koliko vrijede dionice koje posjedujemo ako procjenjujemo da donose
dividende od 10000 kn godi$nje? Godisnji kamatnjak je 6.

Koriste¢i formulu (12), nalazimo da je traZena vrijednost dionica
10000 10000

& 0.06
Drugim rije¢ima, financijski je ekvivalentno imati danas iznos 166 666.67 kn s vjecnom

isplatom dividendi u iznosu 10000 kn uz navedene uvjete.

SV = ~ 166 666.67 kn.

Ocekivanja glede buducih isplata dividendi formiraju se u ovisnosti o mnogim
¢imbenicima. Pored promjena koje se odnose na poduzeée Cije dionice Zeli kupiti
investitor, bitnu ulogu igraju i mnogobrojni makroekonomski faktori, kao S§to su
primjerice o¢ekivanja o konjunkturi, kamatama, ali i naznake o mogucim politickim
promjenama.

Da bismo na temelju ocekivanih bududih dividendi mogli izraunati cijenu dionice, u
formulu je potrebno ukljuditi i godi$nju stopu rasta g. U nastavku éemo pretpostaviti

80 Matematicko-fizicki list, LVIT 1 (2006. — 2007.)



da je stopa rasta na godiSnjoj razini g fiksna. Ova pretpostavka znaci da ako je prva
isplata na kraju prvog razdoblja (godine) C, onda je isplata na kraju drugog razdoblja
C(1+g), treéeg C(1+ g)? itd. Dakle, uz fiksnu godi¥nju stopu rasta g,isplatu C na
kraju prvog razdoblja i fiksni godiSnji kamatnjak p,sadaSnju vrijednost sada racunamo
na sljedeci nacin:

C C(l+g  C(+g)’ C(+g) C(l+g""
sv= ¢ ,Clre CcUre) CUre CUTe
L+i o (1410) (1+1) (1+1i) (1+1)
Ako prethodni izraz ima smisla (to jest ako konvergira navedeni beskonacni red),
mnoZeci prethodnu jednakost s 11%;; , dobivamo kako slijedi:
I+i g, C  C Cl+g Cl+gP c(lJrg)”*lJr
l+g l+g 14i (141072 1+ (1+14)" N
=SV
1+ C
tlosv=—S 4y
1+¢g I1+g
1+ C
sy _sv= S
1+g I1+g
L4i
< i 1) v
l1+g 1+¢
178 gy L7
1+g I1+g
C
SV =—. (14)
1—&

Formulom (13) moZemo izracunati sada$nju vrijednost dionica ako je prva isplata C na
kraju prvog razdoblja, a svaka iduca veéa za faktor 1+ g i takoder se placa krajem
razdoblja, pri ¢emu je i fiksna vremenska preferencija novca zadana na godiSnjoj razini.
Naravno, ako je rije¢ o isplatama pocetkom svakog razdoblja, onda se sadas$nja vrijednost
dionica rac¢una formulom )

sv—c. 1 (15)

1=8

Uoc¢imo da formula (14), odnosno (15), ima smisla samo za rastucu vje¢nu rentu, to jest
samo ako je vremenska preferencija novca (ili, s aspekta, dioni¢ara godis$nji kamatnjak)
veca od godisnje stope rasta; simbolicki: i > g. U slucaju da je i < g, renta raste brze
od kamata, sadasnja vrijednost rente je beskonac¢na, a ne negativna kao Sto bi se moglo
zakljuditi na temelju formule (14). Uvjet i > g znaci da je llij € (0,1), a to upravo
garantira konvergenciju reda (13).

Primjer 8. U prvoj polovini 2006. godine ABC Math je slovilo kao najprofitabilnije
1 najbrZe rastuée poduzecée Cije su dionice kotirale na burzi. Dana 15. travnja 2006.
zakljucna cijena dionica navedene firme bila je 2395 kn, §to je potaknulo raspravu
financijskih analiti¢ara o tome je li ABC Math precijenjen ili podcijenjen. Koristeéi se
modelom konstantno rastucih renti, pokuSat ¢emo procijeniti vrijednost dionica ABC
Math. Kolika je vrijednost njihovih dionica ako sljedeée ocekivane dividende iznose
60 kn po dionici? Koja konstantna stopa rasta dividendi g opravdava postojeci tecaj
dionice ako se zahtijeva profitabilnost na investicije slicnog rizika 8%?
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Najprije uoimo da je u razmatranom primjeru vremenska preferencija novca

N 8
= — = —=0.08.

"~ 700 ~ 100

Koristeéi formulu (14), sada moZemo izracunati korespondentnu stopu rasta dividendi:
60 60
2395 = ——— 008 —g=——

0.08 _ g’ &7 2305

to jest
g~ 549%%.

Dakle, teCaj od 2395 kn uz navedene uvjete implicira godiSnji rast dividendi od
5.49%. Zato ¢e analitiCari koji prognoziraju da poduzece ne moZe ostvariti tu stopu
rasta u iduéim godinama, smatrati da je ABC Math precijenjen, a oni analiti¢ari koji
prognoziraju da ¢e ABC Math ostvariti vecu stopu rasta od 5.49%, da je ABC Math
podcijenjen.

Do sada smo pretpostavljali da se vjecna renta isplacuje godi$nje. Medutim, to ne
mora uvijek biti tako. Zaposleni tijekom radnog vijeka uplacuju u mirovinske fondove
kako bi na temelju tih uplata mogli dobivati mjesecne isplate od trenutka umirovljenja
do kraja Zivota. Premda se u ovom slucaju ne radi o vje¢noj renti, pretpostavit ¢emo (u
nemogucnosti da definiramo vrijeme smrti osiguranika) da ¢e on Zivjeti vje¢no.

Primjer 9. Gospodin Matko Matki¢ je 40 godina redovito uplac¢ivao novac na svoj
ratun u fondu mirovinskog osiguranja, pa ¢e mu osiguranje od trenutka njegovog
umirovljenja do kraja Zivota mjesecno isplacivati 2000 kn. Kolika je sadaSnja vrijednost
ovih renti za gospodina Matka Matkica ako primijenimo formulu za vje¢nu rentu?
Odredimo sadasnju vrijednost tih renti pretpostavljajuéi da su izracunane na temelju
pretpostavke da ée osiguranik primiti: (a) 4, (b) 44, (c) 444 mjeseénih renti. Sve
izraCune treba izvrSiti uz pretpostavku da je vremenska preferencija novca konstantna i
na godis$njoj razini jednaka 6%.

Buduéi da je rije¢ o mjesenim rentama, potrebno je godiSnji kamatnjak
p = 100i = 100 - 6% = 6 pretvoriti u mjesecni. Naime, kod izracuna sadasnje
vrijednosti rente, duljina razdoblja izmedu dvije rente mora odgovarati duljini razdoblja
na koje se odnosi kamatnjak. Neka je

pri cemu je d; — duljina vremenskog intervala na koji se odnosi kamatnjak p, a
d — duljina vremenskog intervala u kojem se obavlja ukamacdivanje.

Moze se pokazati da je svejedno da li, primjerice, Stedi$a oroc¢i neki iznos na razdoblje
na koje se odnosi kamatnjak p ili na m razdoblja na koje se odnosi kamatnjak

r—100 | 714+ L 1],
p {\/ 100 }

Kamatnjak p’ nazivamo konformnim kamatnjakom. Ako je p godi$nji kamatnjak, onda

je
r—100 | 1+ 2 1
b [\/ " 100

mjese¢ni konformni kamatnjak. Primijenimo li formulu za vje¢nu rentu, prije nego §to
koriste¢i modifikaciju formule (5)

100R
Ao = 00
p
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izraCunamo sadasnju vrijednost navedenih renti za gospodina Matka Matkica, ocito
moramo izracunati mjese¢ni konformni kamatnjak koji odgovara godiSnjem kamatnjaku
p = 6. Bududi da je

P =100 < /] + 1% - 1) ~ 100 (1\2/1.067 1) ~ 0.486755,

traZzena sadasnja vrijednost je

100 - 2 000

Ostatak primjera pretpostavlja da ¢e osiguranik konacno mnogo mjeseci (recimo, k),
krajem svakog mjeseca, primati navedeni iznos. To znaci da je sadas$nja vrijednost tih
isplata

Ay = g + %—i—. . .—l—(r/;il +<§)k = (5)k ((r/)k_l + (r’)k_2 +.. .—|—r’—|—1>
R L k=2 N1y R (r)* =1 amn
7(r’)k< +r+...+(r) +(r) )—(r/)kﬁv

pri Cemu je r mjeseéni dekurzivni konformni faktor: v =1+ % ~ 1.00486755.
(@) Ako je k= 4, onda je
2000 1.00486755% — 1

Ay =
* 7 1.00486755% 1.00486755 — 1

~7903.59 kn.

(b) Za k = 44 je
~ 2000 1.00486755% — 1
~ 1.00486755% 1.00486755 — 1

(¢) Konacno, ako je k= 444, onda je

2000 1.00486755%4 — |
Agus = ~ 363 306.68 kn.
M4 1004867554+ 1.00486755 — 1 n

Uoc¢imo da ako umjesto formule (16) koristimo formulu (17), za dovoljno velik & dobit
¢emo identian rezultat. Primjerice,
2000 1.00486755%% — 1

- ~ 410 884.28 kn.
9999 7 1 0048675599  1.00486755 — 1 n

Ayy A2 79042.28 kn.
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