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Viadimir Miéi¢ (Beograd)

JEDNO POKRIVANJE TROUGLOVA I CETVOROUGLOVA
KRUGOVIMA

Cesto se u svakodnevnom Zivotu nalazimo
u situaciji da nesto ne¢im pokrijemo (kaZe se i:
prekrijemo); podsetimo se samo problema da
se rupe na laktovima dZempera ili kolenima
pantalona pokriju popularnim »zakrpama«, da
se mrilje od mastila ili masne mrije na koricama
svezaka i knjiga prekriju raznim nalepnicama.
Pojam pokrivanja na3ao je svoje mesto i u
matematici; tu je on strogo definisan a po-
krivaju se razni skupovi, figure pomoc¢u nekih
drugih skupova ili figura.

U ovom ¢lanku posmatra¢emo skupove tadaka u ravni; u daljem
tekstu kad kaZemo skup uvek podrazumevamo da se radi o skupu
tataka u ravni. Pretpostavljamo da su nam poznate osnovne geometrij-
ske figure u ravni: krug, trougao, &etvorougao. Da bi se izbegli mogu¢ni
nesporazumi, poSto ¢emo se koristiti pomenutim figurama i njihovim
granicama, upotrebljava¢emo re¢i kruZna linija, trougaona linija i
¢etvorougaona linija za imena granica kruga, trougla i Cetvorougla;
prema tome je krug skup talaka u ravni koje se nalaze unutar kruZne
linije ili na kruZnoj liniji, a sli¢no vaZi i za trougao i Cetvorougao. Ako
se od neke figure odstrani (oduzme) njena granica, dobijamo odgovara-
juéu otvorenu figuru; da bismo na slici oznacili da se radi o otvorenoj
figuri, granicu takve figure ¢emo crtati
isprekidanom linijom, kako je to po-
kazano na slici 1.

Ako neka tatka .pripada jednoj
figuri a ne pripada njenoj granici,
onda je to wnutradnja tatka posma-
Sl 1a Sl 1b trane figure.

Definicija. Neka je S ograni¢en skup. Skupovi Py, P, ... P,
pokrivaju skup S ako i samo ako je skup § sadrZan u njihovoj
uniji, dakle, SCP,UP; ... UP.

Saglasno ovoj definiciji trougao ABC pokriva &etvorougao
MNPQ, &etvorouglovi 4,B,C,D, i A,B,C,D; pokrivaju krug K dok
Cetvorouglovi 4,B,CD,, A;B,C2D; 1 A3B;C3D3 ne pokrivaju trou-
gao MNP, na slikama 2a, 26, Zc.
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Sl. 2a Sl 2b Sl 2¢

1. U 3koli smo naudili da je periferijski ugao nad preénikom
prav. Ta je Cinjenica sadrZana u tvrdenju sledece, znatno opstije tcoreme,
koju ¢emo sada dokazati,

Teorema. Neka je duz AB precnik kruga K, kruZna linija k
granica kruga K i1 neka tacka C ne pripada pravoj] AB Tada vazi:

1° tacka C pripada kruZnoj liniji & ako i samo ako je ugao
< ACB prav;

2° tacka C je unutrasnja tatka kruga K ako i samo ako je ugao
LACB tup;

3° taCka C se nalazi izvan kruga K ako i samo ako je ugao
<< ACB ostar.

Dokaz. 1° DokaZimo prvo: ako tatka C pripada kruznoj liniji k,
onda je ugao <X ACB prav; to je, u stvari, pomenuto tvrdenje o perife-
rijskom uglu. ObeleZimo sa S centar kruga K. Imamo da je trougao
ASC jednakokrak jer su duZi AS i CS podudarne; odatle sledi da je,
uz oznake upotrebljene na slici 3, pri ¢emu su veli¢ine uglova merene
stepenima,

a+2p=180° tp=90°‘-%a.

Na i nafin jo ¢=90°_-;-gs pa,

poito je a+B=180°, to konatno do- \
bijamo da je ¢+¢=90°, &me je nale S~
tvrdenje dokazano. ; Sl 3
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DokaZimo sada: ako je ugao <tACB prav, onda tatka C pri-
pada kruZnoj liniji k. Pretpostavimo suprotno da tatka C ne pri-
pada kruZnoj liniji k. Onda postoje dve mogucnosti: a) tatka C
je unutrasnja tatka kruga K; b) tatka C se nalazi izvan kruga K.

DokaZzimo da nijedna od ovih mogucnosti ne moZe biti ispu-

njena.

a) Ako je C unutradnja tacka kruga
K, onda prava AC sefe kruZnu liniju k u
nekoj tacki D (sl. 4); prema ve¢ dokazanom
pod 1° ugao <X ADB je prav pa je u pravo-
uglom trouglu BDC ugao -1BCD manji
od pravog ugla, odakle sledi da je njemu
suplementni ugao <SACB ve¢i od pravog
ugla, Sto je suprotno pretpostavci da je
ugao -JACB prav. Dakle, tatka C ne
moZe lezati unutar kruZne linije k, od-
nosno, nije unutrasnja tacka kruga K.

b) Ako je ta¢ka C izvan kruga K, onda prava AC ili prava BC
see kruZnu liniju k u nekoj tacki D koja se nalazi s iste strane prave
AB s koje se nalazi i tatka C (sl. 5). Neka, odredenosti radi, prava

Sl. 5

AC seCe kruZnu liniju £ u tac¢ki D. Onda
je, prema dokazanom pod 1°, ugao << ADB
prav, pa je u pravouglom trouglu BDC
ugao -xDCB oStar; taj je ugao jednak
uglu < ACB, koji je po pretpostavci prav,
pa nije moguéno da bude ostar. Dakle,
tatka C se ne moZe nalaziti izvan kru-
ga K ako je ugao <XACB prav.

Na ta) nain smo dokazali: ako je
ugao <t ACB prav, onda tacka C pripada
kruznoj liniji k.

2° Dokazimo prvo: ako je tatka C unutradnja tatka kruga K,
onda je ugao <xACB tup. U tom cilju moZemo se posluZiti slikom 4
i zakljudak je, u stvari, ve¢ izveden prilikom dokaza tvrdenja 1°,

slu¢aj a).

DokaZimo sada: ako je ugao <xACB tup, onda je C unutradnja
tatka kruga K. Pretpostavimo da tatka C nije unutradnja tacka kruga
K. Onda tac¢ka C pripada kruZnoj liniji k ili se nalazi izvan kruga K.
Ako C pripada liniji k, onda je, prema dokazanom, ugao < ACB
prav, §to je suprotno pretpostavci da je taj ugao tup. Ako se tatka
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C nalazi izvan kruga K, onda se moZemo posluZiti slikom 5, i na
isti nadin kao je to udinjeno u slu€aju 1°b), zakljuditi da je ugao
<< ACB oftar, §to je isto tako suprotno pretpostavci da je taj ugao
tup.

Na taj nain smo dokazali: ako je ugao < ACB tup, onda je C
unutras$nja tatka kruga K.

Time je tvrdenje 2° dokazano.

3° Citaocu neée predstavljati teSkoéu da sam dokaZe tre¢i deo
nale teoreme.

Posledica. Neka je duz AB pregnik kruga K i neka tatka C
ne pripada pravoj AB. Krug K pokriva trougao ABC ako i samo ako
je ugao <TACBHB ili tup ili prav.

2. Dodelimo proizvoljnom trouglu ABC krugove K, K», K3 &iji
su pre€nici, tim redom, stranice BC, CA, AB trougla.

Primer 1. Dokazati da bilo koja dva od krugova K|, K3, Kj
pokrivaju trougao ABC.

Resenje. PoSto su sve tri stranice trougla ravnopravne a samim
tim su ravnopravna I sva tri kruga, to moZemo, ne narusavajudi
opstost rasudivanja, dokazati da krugovi K; 1 K, pokrivaju trou-
gao ABC.

Neka prava h prolazi kroz tatku C i normalna je na pravu AB.
Oznafimo sa H preseCnu taCku prave AB i prave h. Postoje pet mogué-
nosti:

a) Tatka A se nalazi izmedu tataka H i B (sl. 6); onda je ugao
<LBAC tup pa krug K;, &iji je pretnik stranica BC, pokriva trougao
ABC, a samim tim pokrivaju ga krugovi K, i K».

b) Tatka H se poklapa s talkom A (sl. 7); onda je ugao <tBAC
prav, pa opet krug K, a zbog toga i krugovi K; i K3, pokriva trougao
ABC.

¢ ; c

SL. 6 Sl 7 Sl.
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¢) Tatka H se nalazi izmedu taaka A i B (sl. 8); krug K, po-
kriva trougao BCH a krug K, pokriva trougao ACH pa op=st krugovi
K, i K, pokrivaju trougao ABC.

d) Talka H se poklapa s tatkom B (sl. 9); onda je ugao <xABC
prav, pa krug K5, &iji je preénik stranica CA, pokriva trougao ABC,
a samim tim pokrivaju ga krugovi K; i K.

e) Tatka B se nalazi izmedu tadaka A i H (sl. 10); onda je ugao
<< ABC tup pa krug K> pokriva trougao ABC, a samim tim pokrivaju
ga krugovi K; 1 K.

£ (6%
A 8 H A 8 H
SL. 9 Sl. 10

Vidimo da krugovi K; i K; u svakom sluéaju pokrivaju trougao
ABC, Cime je nale tvrdenje dokazano.

Primer 2. Dodelimo proizvoljnom konveksnom Cetvorouglu
ABCD krugove K|, K;, K3, K4 Ciji su preénici, tim redom, stranice
AB, BC, CD, DA c&etvorougla. Dokazati da krugovi K, K3, K3, Ky
pokrivaju &etvorugao ABCD (sl. 11).

ReSenje: Pretpostavimo da posmatrana &etiri kruga ne pokrivaju
&etvorougao; onda postoji bar jedna tatka Cetvorougla koja se nalazi
izvan sva ta Cetiri kruga. Neka je to

tatka T. Posto je T izvan kruga K,

G to je ugao < ATB oStar. Isto tako,

D posto je tatka T izvan kruga Kj,

i ugao <cBTC je oStar. Na isti nadin su

i uglovi <<CTD i < DTA odtri. Zbir

T uodena d&etiri ugla je zbir Cetiri oStra

ugla, pa je manji od punog ugla. S druge
strane je ofigledno da zbir ta Cetiri ugla
A B predstavlja pun ugao, 3to je suprotno
SI 11. dokazanoj ¢&injenici da je on manji od
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punog ugla. Dakle, ne moZe postojati talka &etvorougla koja nije
pokrivena bar jednim od posmatranih krugova, ¢ime je nale tvrde-
nje dokazano.

Lako je videti da smo drugi primer mogli refavati koriste¢i se
rezultatom prvog primera. Dijagonala deli konveksan &etvorougao na
dva trougla; svaki od tih trouglova pokriven je sa dva kruga &ji su
precnici odgovarajuée dve stranice &etvorougla, pa je &etvorougao
pokriven sa posmatrana detiri kruga.

Na taj nadin upoznali smo se s jednim od mnogobrojnih problema
pokrivanja figura u ravni figurama odredenog tipa. Zadaci koji slede
treba da pomognu daljem usvajanju pokazanog metoda reavanja tih
problema; Zelja je autora da oni podstaknu &itaoca i na postavljanje
novih problema posmatranog tipa i njihovo resavanje.

Zadaci

1. Proizvoljnom otvorenom konveksnom ¢&stvoroaglu ABCD (sl. 12) do-
deljeni su otvoreni krugovi kao u Primeru 2.
Mora li tim krugovimi posmatrani Cetvorougao
biti pokriven?

2. Konveksnom <¢etvorougln dodeljeni su
krugovi kao u Primeru 2. Dokazati da u tom
Cetvorouglu ne postoji tatka koja je unutradnja
tatka za sva Cetiri posmatrana kruga.

3. Za pokrivanje proizvoljnog trougla ne
moraju se koristiti sva tri kruga &iji su preCnici
straric: tog trougla. Lako je videti da postoje i
konveksni ¢etvorouglovi za ¢ije se pokrivanje ne

Sho12 moraju koristiti sva &atiri kruga &iji su preénici

stranice Cetvorougla (nacrtati nekoliko takvih

Cetvorouglova). Dokazati da se ne moZe proizvoljan konveksan &stvorougao pokriti
sa manje od Cetiri kruga ¢iji su preénici stranice tog ¢etvorougla.

4. Razmislite o problemu pokrivanja
nekonveksnih Cetvorouglova (sl. 13 i sl. 14)
krugovima ¢iji su prednici stranice tih &etvo-
rouglova; poscbno razmotriti problem pok-
rivanja prostih nekonveksnih &etvorouglova
a posebno problem pokrivanja éetvoroug-
lova ¢ija granica, odgovarajuéa Cetvorouga-
ona linija, ima tatku samopresecanja. SI. 13 Sl 14

CtaTnjata npB. nat € o6jaBeHa BO cnnucaHMeTo MaTtemaTuuku
nncT Ha AM Ha Cpbuja




