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O AITOPUTMUMA

mp Ana Kaitnapeeuh—Manuwuh, Kparyjesan

KITACE KOMIUIEKCHOCTH

Y npotnom 6pojy cMO yBeJIH OJMOBE aCHITOTCKHX CHMGOIA, Tj. jlechunncamt mra ce Kphje
u3a cumbona o, O, €2, ©, ~. Jla Gu Bam HapeJiHa NpHya GHIA jacHHja BPATHMO ce jOIIl jE[IHOM Ha
neunumje.

Kao mro cmo Beh pekin, 3a Heky yHxumjy f Kaxemo fa npunaja kiacu dynkumja O(g) ako
pacre Op3MHOM KOja je JefiHaKa UJIH Marba Op3HHH NPONOPLHOHAIHO] Gp3uHK pacTa (yKiuje g.
Iowryjyhu necoununujy rpacpuuxn npepicrasibene pynkuuje f 1 Cg (C je koncranta Koja npema
neHHULIHH TOCTOjH) O MOTJIE H3IJIE/IATH OBAKO
A
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Kao mrro Moxere BunieTH, ,,orpannuere’ dhynkuuje f dyukumjom Cg Mopa 1a Baxu camo 3a
n = Ny. Mcro Baxu 1 3a ocraine Kinace hyHKiuja (BUETH rpacuke)
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AKO ce cajja BpaTHMO Ha ynoTtpeby oBHX cuMOoJa NpH nopeherby KOMILIEKCHOCTH JiBa aji-
FOPUTMA, MOPaMO 3aKJbYUYHTH Jla aCHMIITOTCKO nopeherme KOMIUIEKCHOCTH JiBa aJIFOpUTMa HMa
CMHCJIA CaMo 3a ,,BeJIMKH™ yia3. 3a ,Malie’ BeJIHuMHE yyla3a jelal ajlropuTamM Moxe 6uti 6pxu
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OJI Apyror, JIOK je KOJ ,,BeJIMKOr* ynasa cutyauuja o6puyra. Ha npumep, n log, n pacre 6pxe
on 32n, anu je Gosby 3a ,Mane* BpeHocTH 7 (N < 4294967296). BurHo je uMaTH y BUAY Jla
acHMIITOTCKO nopehere npejicrasiba ,,rpyod anaT', na Tako ako MOpPEUTE aITOPUTME KOJI KOJHX je
T'(n) nuseapna dynxuuja Hehere fOGHTH JOBOJLHO jacaH OfrOBOP.

Paju notnysuje npeyicrase ynopenumo joi O kiace ¥ nexux dynximja (ornefatn rpaduk).
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AKO TIpeBHJIUMO ,,puHe™ npease usmeby ,.cycennnx” knaca (unp. O(n?) u O(n?)), anro-
PHTME NIpeMa KOMIIIEKCHOCTH MOXEMO Ipy6o MOACINTH Y TPH TpyIIe:

— @JIFOPUTMH EKCIIOHEHIjaJIHE KOMIEKCHOCTH Kao HajCIopHjH

- QJITOPUTMH Ca ,,TIOJIMHOMHAM BpeMeHOM" (KOJI C/IOKEHHX npobieMa OBakBe Gp3uHeE Cy 10-
XeJbHe ¥ Hajuelihe TELKO JOCTHXHE)

- aJITOPUTMH YHja KOMIUIEKCHOCT ,,JIOFapHTAaMCKH" 3aBHCH Off BEJIMUMHE yJla3a Kao HajOpXKH.

3akibyunMO Ha Kpajy f1a npu nopehery KOMIUIEKCHOCTH JiBa alTOPHTMA aCHMIITOTCKOM aHa-
7M30M TavaH Opoj onepaiuja Huje 6urat, Beh caMo KojuM KJlacaMa KOMIUIEKCHOCTH aJIlOPUTMH
npunaajy. OnucuBarmeM KjlacaMa KOMIUIEKCHOCTH 3aHeMapyjeMo ,,Maiie™ yiiase i KoepHIHjeHTe
nponopimonansoct (3n? € O(n?),1000n? € O(n?),...).

KAKO OIPEUTUA KOMIUIEKCHOCT

Capa ce mocraBl/ba MUTame Kako JOhH JIO MpolieHe KOMIIEKCHOCTH jEJJHOT aJifOPHTMA. 3a
NMoYeTaK Mopare Jla ce ofryunTe 6poj Kojux onepanuja (y 3aBHCHOCTH OJi BEJIMUHHE yla3a) ofpe-
byjere. 3a Koje here ce OQIyUNTH 3aBHCH OJ] TOT'a Koje Cy ,,ApobaeMaTy He “, Tj. uuju 6poj 3aBucH
OJ1 yJ1a3a H aKO aJICOPUTaM NOPEJIUTE ca HEKHM IyriM Y 6pojy KOjHX onepaluja ce pa3jiukyjy Kajia
ce BENMUMHA yna3a Mera. Hakon Tora ux Tpeba ,,ipebpojatn®. JlajeMo npuMep aBa ajiropurMa
3a MHOXEHe MaTpHIla.

8 Ha camum cy T rpacdMIUK 110 jejiHe NPOHIBOMLHO H3aGpake yHKIM]C W3 CBAKE KAace
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MHOXEWBE MATPULIA 'TIO JIEOUHULIUIN

Heka cy A u B kBapipatne Marpuue jiumensuja N x N. Enement Matpuue npoussoga A u B
ce U3pauyHasa 1o cuefehem obpaciy

N
Cij = Zaikbkj (Z,] — laN)
k=1

Jleo xona Koju 61 ofipenno cse esieMente 6u 'y Pascal-y usrienao opako

FOR I:=1 TO N DO
FOR J:=1 TO N DO

BEGIN

Cc[1,J]):=0;

FOR K:=1 TO N DO C[I,J]):=C[I,J)+A[I,K]*B[K,J];
END;

3a pauyHame CBaKOr C;; MojejuHauHo nopeGHo je N MHoxemwa u IV cabupama. A Kako
enemenata Matpuue C uma ykynno N - N, 1o 3uaun jia je yKynan 6poj MHOXeHa NOTpeGHHX 33
onpebusame uene matpuue N - N - N, 1j. N*. Hcro Baxu u 3a ykynan 6poj cabuparma.

STRASSEN-OB AJITOPUTAM

1969. ropune B. Strassen je onmcao ipyraunji NocTylak MHOXEHa MaTpHIa y KoMe je 6poj
onepaumja cMamen. HauMe, OH je 3a MOUETaK a0 HELUTO JIPYrauMjy MOCTYNaK JOJaXewa 0
MaTpHLie NPOU3BOJIA JIBE MATPHILE 2 X 2 KOjH ce OfiBHja Ha ciefichH HauHH:

I = (a12 — az) X (b1 + ba2)
IT = (a1 + az) x (b1y + ba2)
Il = (a1 — a21) x (byy + b12)
¥ ¢

<

= (a11 + a12) X b2

V =an X (b2 — b22)

VI = agy x (b2 — bi2)
VII = (a2) + a22) x by
Chu=I+I11-1V+VI
Cio=1V -V
Coy=VI+VII
Cop=I11-111+V -VII

Jlakste, 3a Matpuny 2 x 2 norpe6Ho je 7 MHoxema n 18 ' + —' onepauuja. Osa n3Mena 3a
MaTpHiy 2 X 2 He MpaBH HEKy Pas3inKy, aJii JIoHocH GHTHO noGosbiame 3a Matpuie N x N.
Hamume, upieja je na ce MHOXetbe MaTpuiia N X [N pekyp3HBHO CBeJie Ha MHOXEH:€ MaTphIa 2 X 2.
Kako?
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Heka je N = 2™ u Heka cy pare se n X n matpuye A u B. Hsgenumo matpuue A n B na
YETHPH gn—1 y gn—1 matpuie. Tapa ce TpaxkeHa MaTpHIa MoXe JoOUTH Ha ciefichn HauuH

(%) Cin Ci2 \_ [ An Ap Bi1 Biz

Ca1 Coo Az Az By Ba
me ¢y Aij, Bi; matpune no6ujene nememem matpuua A u B, a Cj; onrosapajyhn nenosn
pesyntyjyvhe matpuue. [la 6u ce onpenumu C;; eneMeHTH KOPHCTE ce HaBefleHe hopmyre 3a 2 x 2
Marpuie. AKO je n > 2 oHjja ce cBaKH nojefinHavuny enement Cij padyHa falbuM [e/beHHMa
matpuia A;; 1 B;; 1 noHOBHOM npUMeHOM (*) cBe JIOK ce JMMEH3Hje NOIMATPHIA HE CBEJTY Ha

1 x 1. 3a peanusaijy oBOr alropHTMa NoTpe6HO je HanHcaTH peKyp3uBHY HYHKIM]y Koja G
Mora, ckpaheno, GuTH onvcana Ha ciefehu navunn:

FUNCTION MatrProd (A,B: matrix; N: INTEGER) :matrix;

BEGIN
IF N nije stepen od 2 THEN
Prosiruj A i B vrstama i kolonama nula dok im nova dimenzija ne postane

stepen od 2 i dodeli N novu vrednost;
IF N=1 THEN MatrProd:=A*B

ELSE

BEGIN
Izdeli A i B prema (*);
I:=MatrProd(A11-A12,B21+B22,N/2);
II:=MatrProd(A12+A22,B11+B22,N/2);

. 1 ostale formule

C22:=II-III+V-VII;

END;

END:

Ospie ce noppasymeBa fla ce He Moxe mmucatn Ay — Ajz, ogHocHo Bz + Bao, Beh je 3a
H3pauyHaBake NoTpeGHO HaNKHCcaTH (HYHKIH]e/MpoLENype 3a ofly3uMatbe/cabupatbe MaTpHIA.

[Iponenypa pexyp3uBHO nosusa camy cebe 7 nyra m uma 18 nosusa cabuparmal/ofy3nmMara
MaTpHIa, 3a CBaKy BpefiHoCT 1 (rae je n Gpoj u3 N = 27).

OppeMMOo KOMIIJIEKCHOCT OBOT alfOPHTMA, Kao H KOJ| PETXOJIHOT, 110 /IBA KPHTEPH]yMa :

1. 6poj MHOXea OpojeBa NOTpeOHUX 32 MHOXee ABe 2" x 2™ MaTpHlle - 03HAUMMO ra
ynxumjom f(N);

2. Opoj cabupama OGpojesa noTpeGHUX 3a MHOXeH:e JiBe 2™ X 2™ Marpuue - 03HAuUHMO ra
cyukimjom g(N).

1. Bpoj MHOXKeIba

MatrProd nosusa camy ceGe 7 myta u y cBakomM nosusy nma f (1 — 1) MHOXemba, pH uemy je
f(0) = 1. Nakne, kakoje f(n) = Tf(n — 1), f(1) = Lanenqmnaje f(n) = 7", n = 0. 3uaun,
3a Jipe MaTpune 2™ x 2" je norpebno 7" MHOXema. AKo n 3pasuMo npeko N Tana, onfia je

7" — TTET = NTeez < N281,

Axo ce nopcernte fecunmije O, Buyiehere fa Baxu faje f(n) = O (N281) 1j. pa dpynxupja
f(n) pacte Gpsunom nponopuponasiomM 6p3unn pacra N1 yny cnopuje.
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2. bpoj cabupasa
Y cBakoM no3uBy uMa 18 caGuparbsalofysnmarsa 1 7 peKyp3uBHHX no3usa ca g(n — 1) cabu-
parbalojty3umatba GpojeBa, na je

9
g(n) =Tg(n — 1) +18-4""1 =Tg(n — 1) + 4™

(3)2+---+-§($)”

Hekaje g(n) = Ty, (n = 0). Tauajey =0u

—yaita(2) =0
Yn = Yn-1 o\ 7
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Makre, g(n) = 7"y < (10.5)7" = O (7"),naje g(n) = O (N*#1).

[Tornepajmo cana 06a anropurma. Heko npenpnsunje ofpebese yuxuuje f(n), oprocto g(n)
3a Strassen—oB aJropHTam Huje noTpebHo, jep je, Kao H y HajseheM Opojy cinyuajesa, 3a nopehere
Op3uHa JiBa aNroOpUT™Ma JIOBOJLHO ,,0rpanyuTi® Gp3uny pacra ca ropise crpane. o ce Gpoja
MHOXCH:2, OJIHOCHO CabHpatba ,,CTaHfAPHOr ANrOPHTMA THYE, OUUTIIENHO j€ Ja IPUIIAJa)y KIacH
O (N?).

Moxpa ne usrnepa fia usveby N® u N28' (camum tum u O (N?) u O (N*#1)) riocroju
BEJIMKA pa3nuKa, amu wro je N Behe To je pasnmika y 6p3unu pacra OCETHH]a.

Ha Kpajiby pOoLeHY KOMINIEKCHOCTH Strassen-oBOr alroputMa Hehe yTHIjaTH ako ce yame y
0063up ciyyaj Kajia ce MaTpuua npoumpyje 0—Bpcrama u Kolonama J1o ofirosapajyhux iumensuja,
IOJ YCJIOBOM Jia Ce aJITOPHTaM HPENpaBH Tako 1a Gyjry n30ernyTe CBe OIepalije y KojuMa yuecTByjy
0—matpuue.

OGparuTe NaXby Ha TO a Ha KOMIUIEKCHOCT, OfIHOCHO GP3HHY OBa JiBa aNrOpHTMa HE YTHYE
cajipkaj yirasa, Beh caMo BeJMumHa (Kako rojl Opranu3oBaan MHOXKEHE MATPHILA ,,JIpoJIas" Kpo3
tene ynaste Mmatpuie Hehere Mmohu na n3bernere). To Hitje crmytaj KOJi CBUX aNropuTaMa.

¥Y3MHMO npUMep NpeTpare HH3a WIM JIACTE 10 KIbyuy (HIp. ca cajpxajem Tesedonckor
HMEHHKA), T]. yrBphHBatba [a I Y HH3Y IOCTO]H €JIEMEHT ca BpefIHOLIRY KIbyua jeiHaKOM TPakeHo)
BPEHOCTH (a7rOpUTMH 3a mpeTpary oGHIHO Nojipa3yMeBajy Jia je ymasHa jucra copTupana). Ha
Gp3MHY pajia anropHTaMa ca OBAaKBHM 3alaTKoM yTuue 6poj nopeberba noTpeGHIX [ c¢ H3BpIIIE la
6w ce fouo ao oprosopa. Kako roj jia je 3aMHIIBLEH 0Baj alroOpHTaM MOXe IaTH ofirosop noche
(s jepHOT Mopeherba), aKo je YHETH KIbY' je[[HaK KIbYUY elleMeHTa JIMcTe O Kojer ce ,,Kpehe* ca
nopehermem. Ca fpyre cTpane Moryhe je la ce elIeMeHT ca YHETHM KIbY'UeM He Haasu v JIHCTH WK
ce HaJla3h Ha ,MIocIie/IibeM MecTy™ Ha KojeM he ra anropuram TpaxkuTi (1uto je no Mapdujesom
3aKOHY BpJo Moryhe).

OQuHIIIeHO je [1a ce KOMIUIEKCHOCT alIrOpHTaMa KOjH 3aBHce Off ,,KBATUTETa yiasa He MOXKe
oflpehnBaTH je[HO3HAYHO, TIa Ce TAKO 3a ILuX ofipehy]y Op3uue y Haj0607beM, POCeYHOM H HAjropeM
cnyuajy (best-case, average-case, worst-case) 3afiaBama ynasa. Ilopebeme ce mMeby mwima
MO2KE BPILIUTH Y CBAKOM Of] OBa TPH ClIyuaja.

CraTnjaTa npB nar e o0jaBena Bo cnucanuero Tanrenra Ha (M
Ha Cpouja Bo 2004/05 roquna




