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KOH®UTYPALIUIA N TIPABUX Y PABHHU

Anexcangap Hauh, Hum

YBOJI

[Tpape y EyRAHICKO] pasuu cy y ofuwitdem Goroxcajy Wi 2enepamno] fosuyufu, ako meby
ILHMA HEMA NAPANCITHEX W HHKOjE TPH CE HE CeKY Y jenHoj Tauku. JIBe npecetHe Tavuke cy cyeege
AKO W CaMO AKO CC HaJlasé Ha Hf.'-'['{)j npnuuj. TAKO Jia HﬁMﬁb}‘ IhHX HEMA [IPYIHX [PEeCceNX TatuaKa,
[Tse 06nacTH HAIMBAMO CYCCIHHM YKOJIHKO j& HHXOBA 38]CIHHYKA TPAHNALA YK, TOTYIPaBa HiH
npasa, [Tpamen fpacux je cKYN TpaBux Koje ¢y WK che NAapaielne Wi Npoiase Kpos Hery
3aje[HINKY TAUKY. Y OBOM UIaHKy heMo AHATH3MPATH HEKA CBOJCTBA OBAKBHX KOH(HIYpaLyija,

BEroJ OBJIIACTH

TEOPEMA 1. Heka je gaflo n Gpagux y pasiu y ofwt@esm Gonoxcaly, Taga one gene pagat i

e (0)+(0)+()

obaactliu, og Kofux cy 2n becronavne.

Hoxas. Cpaka npaBsa jc TOJIEILEHA HA 7L IEN0RA, Off mj:{'x cy jisa Geckonana (nme HONYNPABE H 7L — 2
nyxu). Kako cpaky Geckonauny ofnact udHe Jibe NMONyNpase, YKYIHO UMaMO 2r GeCKOHAMHHX
obnacru. Bpoj tauaka je ().

Tophemse ce nako nokasyje uupgykuujom no n. 3an = 1 uMamo ise o6nact - nonypasuu, obe
Geckonayune. IIpeTnocTapuMo J1a je TeopeMa TauHa 3a 7 NpaBux H IOKaXHMO je sa n + 1, Kaja
KOHCTPYHILIEMO HOBY NpABY, OHA MOPAa Ja €¢I CBAKY Off PCOCTAIINX i NPABHX, 114 nobujamo Ho-
Bux 72 4 1 oGnacrn. Jlakne, ykynan Gpoj obnacTy je

n(n+1) e (n+ D{n+2)

3 3 + 1.

ert=+1D)+pn=n+1+

TN

Cnuka 1 - Konerpykumja Gujeiuje
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[Tokaxumo opo Tpheise nanakemeM Gujekipje naMehy Nenona PABHE H HEKOT CKYIA, KOjer
)& NaKo npebpojaTH. Y TOM LHILY YBOIMMO NPABOYIIN KOOPIMHATIH CHCTEM, TAKO JIA & OCA HH)e
MAPAIESIHA HU CA JEJIHOM OJ1 7t TIPABHX. HajnyGipa Tauka neke ofnacry j& TAUKa ca HAJMALOM Y
KOOPJIMHATOM, YKOJIHKO MOCTOjH, Chaka Tauka npeceka je Hajyo/sa 3a TaUHo jefiny o6iact. 3ato
HMA ('ﬂ') obmacti ca uajnyGmum Taukama. OGIACTH KOje HEMA]Y OBO CBOJCTBO HHCY OIPAHHYEHE
ofosio.  Cajla KOHCTPYHIIEMO jelIHY Xopuaonranny npapsy /. Ope Heorpanuvene oblacTy je
jene ua no-+ 1 penopa. O6nacTy ce MOTY Je[IHOSHATHO NPHIPYKHTH cBAaKoM Jieny npape. Hajsay

nobrjamo:
n n n n
O O -

TEOPEMA 2. Jatfio je n Gpasux y pasnu y ofuiem Boaoscaly, 2ge ceakd Gpadd uMd céof
emep, Obaactll fe gobpo opujentucana, ako ce moxce obuhu fio pyby ofnaciiu y ckiagy ca
emeposuma Apasux. Taga sa Opej golpoe opufenfucanux obaac@u 8ancu nejegnakoct:

2
w e {n ;-nJ'

Horas, Heorpannuene obnacry capxe Gap jenuy TAUKY Npeceka, 10K ¢y orpannyene obiacTu
KOHBCKCHH MHOTOYIIJIOBH KOJH cajipxe HajMambe 3 Temena. Pennerme ce Gasupa Ha cnefehoj jeyt-
HOCTABHO] UHILEHHI: CHAKA [y WIH NONyIpasa j¢ HBHIA Hajpuiie jefie fobpo opHjenTheae
obnacrn. Kakoje Gpoj pysn jennak n(n = 2), aGpoj nonynpasux jeqnak 2n, 1o je TpaxcHu 6poj
MaHH WK jeJIHAK OJ1:

we n? —2n i 2n  n(n+1)

3 2 3

Cnuka 2 - [lo6po opujentncane obnacTu

Jenmakoet pobujaMo 3a enyuajene n = 2, 3, 4 npHKasannx Ha CJIMIM 2, L

ITocmaTpajMo cana cyvaj Kajia Npase HACY Y ONMIITEM TONOXKA]Y. JEIHHE CTBAPH KOje peyIH-
pajy Gpoj obnacTi ofipehenx ca 7 IPABHX Y PABHH CY NOCTO]A1LE MAPATSIIHHX PABHX HIH Ta4aKa
HPDEI Hﬂjt‘. IIPOHHBH BHLLIC O]1 JIBC HFHHB. YKDJ]HHQ ](,pl.'ﬂ 'I‘H'-IK}J M l'lpD.J']EIZH )\ []pﬂBHx, KAMOMO 118 j@
M myat@utauyut@edia A, AKo 3aMACIIHMO J1a THX A IPABKX TIOMEPHMO , MaJlo®, Tako fa lobHjemMo

npaBe y renepasioj nosuuuju, ryGumo (* 2 1) konaumux o6racTi. YKOMMKO IOCMATPAMO /i ApPa-
NETHUK NpaBix jenne haMuinje, MOREMO 1a HX NOMEPHMO , MAJO" TAKO JIA ¢ CBE CeKy Y ANEK0]
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raukn M, Tapa ce y rauxn M ry6n (*') konaunix obnactn u p1 — 1 obnacrn wsa auke M.
3111’1‘1“, YKYIIaH ['}‘GHTEII{jU (J::) ofnacTn YEQIRKOQ HMaMO fb NAPAJICHHAX NPABHX.

TeoreMa 3. (Roberts) Heka cy My, Mz, ..., M,, @auke kpos koje Gponasu sue og gae
fpase — kpos My Gposasu A = 3 fGpasux. Hexa je p Gpof Qupanernux amunuja ca o
(i 2 2 Apasux y i-MWaj hamunufu, Taga je Opof obnactiu jegnak:

] T = (A =1 - Jhi
fa:m1+f¢.+(2)—h( 5 )—2(2)

im ] [}

Hoxas, Kopuetnhemo metoty |, sweep line”, TlocMaTpamo npany p KOja HKjE NAPAJIE/iia Un ¢
jl:j'[l[{'.!M QI 7t IPABHX H HAJA3H CE NOBOJEHO [TANICKO, TAKO J1a €Y CRC TAYKE NPECCKA ¢ HCTE CTPaHe
npape p. Ha noveTky je npasa p nofeimena Ha i+ 1 genosa (nee noaynpape un — 1 gyl can
npeceunux Tauaxa. Cpakn fico npase p onpehyje jenuucraeny obnact, na npapa p wicHTHpUKY|C
.+ 1 obnacru.

Cana TPAHCIATOPHO NOMEPAMO NMPABY P KPO3 KOHGHIYPAUR]Y 7 MpaBnx, oapxasajyhu je
napanemiom. Hone obiact ce Jofajy y CoHM TaUKaMa [peceKa = jefiHa Hora ofAacT 3a npocTy
TAUKY NPECEKA, ABC ONACTH 38 TAUKY MYJITHIUIHUHTCTA TPH, . .., A = 1 HOBHX OGIACTH 38 TAUKY
KpO3 KOjy IPoNasH A MPaBHx, AXo HMa S NPOCTHX Tauaka NPeceka, Tala BKH jeHaKoCT:

bt
R=n+1+8+3 (M-1)

OcTaje 4 M3pAYYHAMO 5 M3 OUMCNIENHE URILEHHIE 1A C& CRAKE JIBE TIPABE HIIH CEKY HITH CY NapaJjie-
JHE. KPQE GHHHY IIPDIL"I‘Y TH‘IK‘Y Hpﬂ]’lﬂ.'.]!rl jﬂuﬂl] I'.Iap HpﬂBHX, a l{plﬂﬂ Ta"“{y Mi MYJI'I‘HIIJIHU"HTETH A‘i
nponask (7 ) napoBa NpaBHX, IITO YKYINIO Aaje:

T ‘\
ki=8+ Z (;)
im]

HAPORA NPaBKX KOj& Ce CeKy ¥ Konrhurypauuju.
Axo je y i-1o) hamMimnji by = 2 napaneHuX NPABKX, T MOCTOjH ('“Q‘) naposa y hamMusmju

KOJ€ €& He ceky, YRYIHO HMAMO;
F
[t
ke
=2 (%)

MAPOBA NPABHX KOje ce 11e CeKY,

: i X n .
W3 jepuaocrn () = ky + ko, ciejn: § = (g) = E (2) = Z ({;). Kana cmennmo

him] im]

5y hopmyny 3a Gpoj oGnact nobxjaMo:

n U A i i
e ()EI0) ] EC)
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Teopema 3 ce moxe fokasaTn n npumenom Ojepose TeopeMe 3a naHapHe rpachose.

TEOPEMA 4. (EULER) Hexa je V fipof wsoposa Gosesanod @aanapno? 2pagha, E Gpoj usuya
2patpa u I Gpoj obaactiu nd koje je pagan usgemend. Taga aancu hopmyna; V 4+ F = 4.2,

BPOJ TPOYTIIOBA

Meby o6nacrumMa Koje cMo lobunm ca n NPABHX ¥ OIILTCM nmmx{a‘jy, noceGHO cy MHTEpPECaH-
THH Tpoyriosd. Cieseha TeopemMa ce nojab/LHBAIIA KAo 3AlaTAK ¥ pYcKoM udaconucy , Keant",

TEOPEMA 5. Heka fe gatfo n = 2 Gpasux y pasnu y Jeuepannof Gosuyuju. Taga mehy
Konaunm obnrac@uma Gocloje 6ap n — 2, a najmae | 222 | @poyanoaa.

Hoxaz. Hexa je AB jenua oy pysu foGujeHnx y npecery npapux. OHa je rpanuia a jue oGiacTi
(ravmo jepma on mux Mode GurH Geckonauna), Kako Hema napanenmmx npanux, y jeauoj oy Tx
ofnacrn je 9A + <€ < 180°, a y ppyroj <A + B = 180°. Crpany nyxun AR koja nexu y
NpBoj 06NacTH OOJUMO HPBEHO, A OIY KOja jé Y Apyro) obnacti Geno, Tako je cpaka Jiy# ca jefine
CTpaHe upBeHa, a ca Apyre Gena (3a nasmjave , Lpsene 3seane™). [akne, Gpoj upBeHHX CTpaHa
jennak je ykynuom Gpojy iysu. C apyre crpaiie, CTpalHLe CBAKOT Tpoyria cy obojele (H3nyTpa)
I{PBEHO.

JIEMA 1. ¥ ceaxom k-@ayany (k = 4) najeuwe gee clipange cy ypaene,

Horaz. Tlokasahenmo f1a ako konauna ofnacr uMa Gap Be LPBCHE CTPAHMIE, OHJIA OHE MOpAjy
Oure cycenme. Hekacyy k-royrny A1 Ag... Ay crpamine A1 A n Ajdq, 32i< k=1,
upsene. Tapaje Ay + Aa < 180°u A; + A < 180°, na je cyma cBuX yriosa

(ad; +adz) + 9da + ... + (A + 9A1) + -+ DAy + 94, <
< 1B0% = 180%  «+« 4 180% o «+« 4 180° + 180° = (n = 2) - 180°,
Kako je 36up yriona y Muoroyrny jefuag (n — 2) - 1807, ono je ounrnefna konrpagueisja, O

Hekaje d Gpojnyskn, [ Gpoj ey Konaunnx obnacti u b 6poj rpoyriona, Tana pase hopmyne:

(n=1){n=2)

d=n?=2n=n(n-2), -

Taja je (s60r nanomene o rpoyrnosuma nieme) d = 2 « 1, ojnocuo:
nh-2)€nr-1n-2)+t, 7. tzh-2)n-(n-1)=n-2

3a cako 1 NOCTOJM KOH(PMrypallHja 7 NpaBnX ¥ ONIITEM NONoXajy Koje ofpehyjy Tauno
1 — 2 Tpoyrna, 3a Nphe [pe NpaBe YIMHMO KOOPHAHHATHE OCC, 3ATHM J0O/IA]CMO NPABE KOJE CEKY
NOFUTHRHE [ILNOBE T H ¥ OCe, TAKO JIa ce CRE TA'KE NpeceKa Hanase ca uete crpate. Huje teiko
NPOBEPUTH 1A CBAKOM HOBOM NPaBoM AoGHjAMO TAMHO [€1aH HOBH TPOYTao.
IMokasahemo cafa ropisy rpamuty. Kako chaxa [y NPHOALA HAJBHILE jEAHOM TPOYITY, TO je
Gpoj TPOYIIIORA MaTLH HITH JEJIHAK OJL;
d n(n-=2)

t£§=T' (]
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[TpoGnem nanaxeiba MakcnManuor Gpoja TPOYIVIORA Y PABHH CA 7 NPABHX J¢ NOSHAT Kao
Kobon triangle problem. Henarno je [oKasano HETo ropise orpaHHietbe, ATH KAjla NPaBe He
Mopajy GuTi y onrreM noioxajy. HpoGnes je oTBopet, & JOCAJAIIILH PESYITATH CY TPHKA3AHK
y Tabenu:

~m 3[4]5[6[ 789 [I0[II[12[13[14[15]16
Haj6omepememse | 1 (2517 [ 11 (1521 |25 |32 (38 47| 7 |65 7
lopiba rpanuia 1126181111621 |26 |33 dﬂ_m 47 | 56 | 65 | 74

n=7 n=2=8

Camxa 3 = Haj6oma peliesasan = 3non = 9

CHIIBECTEPOB ITPOEJIEM

Ha kpajy ce nosaGasumo cnefiehum nuramem: Konuko npecednux ravaka Mory fia chopMupajy
7L IIpABMX ¥ paBan?

TEOPEMA 6. (Sylvester, Gallai) Jao je n = 3 fipaaux y pasiu, koje nucy cee Qapanenne,
Kpoz ipecer caake gee Gpase Aponasu jow Jegna Gpasa oso? ckyia, Nokasau ga cee Gpaue
Apojpase Kpoa fegiy Wauiy,

& 7B P c\ D
Cnuka 4 - Cunpecrepos npolnem

Howas, OBO je KIACHUAH NPUMEP ekcpemanio? aputiuda, TIpeTnocTaABUMO CYNpoTHO, 1A Toc-
Toje Gap ipe Tauke npeceka. [TocMaTpaMo CBe NAPOBE NPABHX M NPECETHHK TAUAKA, i 01abepuMo
HajMamke pacrojame Mchy ceuM Taukama u npasaMa. Heka je najmarbe pacrojame b - tauke A
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ofi npase a (cnmka 4), Bap Tpu npane nponase kpos Tauky A; Heka ¢y To b, ¢, d H cexy npany a
y raukama B, €' n 12, penom. Cnyernmo wopmany AP n3 A ua npany a, tako ga P € a. Ilo
JInpuxneonom npurmmiy, Gap ase o tavaka B, C, D nese ca were erpane tavke P. BearyGmera
omuroctT nexa ¢y ro G u D, rako pa je CP < DP. Capa je pacrojamse Tauke C ojf npase AD
MaHsC OJ] PACTO)AM:A TAYKE Aopa. Konrpajukigjal ]

TTOCNENWUA, Jafld je konavan exyl @avaxa v pasny, @arke ga ne dpuipagaly jeghof dpaso).
Taga Goctlaoju Gpasa Koja cagpaicy @awio gee Mauke us crkyaa.

TEOPEMA 7. Hexa n fpasux v pasnu ogpehyly p @avara Gpecera, Tagajep = Qump =1

iU
n—=lsps=s (g)

Horaz, Ako cy cie npape mehycoBHo napaiestie, Tafa HeMa npeceynux Tauaka. AKo ce coe npane
CCKY Y j:mmj Tauky, Tafia je p = 1, Ilokaszahemo 1a yKonuko Mehy n NpaBHX HUCY CBE Npape
napajieline Wik ce e Ceky y Jeflio] TaukH, Taja je 6poj Tauaka Gap i — 1,

Tepheme nokasyjeMo nugykimjom no n. JIako nposepumo cie pacnopene san = 3un = 4,
[MpernocTasumo 1a je Topheme Tauno 3a 2 = 4 # JOKAKUMO Jla Basku 3a 72 + 1 npary. Mehy
NMpECeHHM TAYMKAME, TOCTOjH TauKa I Koja je cyceua ca TauHo jipe npase, 1601 ropise MocneLe.
HaGauuparbeM npape [ Koja nponask kpos Tauky P, Nonasumo 10 ciydaja ca n npapux, AKo cy
CRE OCTANE Npase napanenne Mehycolno, Tana npasa [ ca wHMa 1Ma 7 3ajefHIMKHX TAYAKE. AKO
ce CBE NPEOCTAIE Npabe CeKY Y Jefino] TAYKH, Taja spahaibem npase [ fodujamMo jour n ian n — 1
Npece HuX TAYAKA, ¥ 3ABHCHOCTH 1A JIM je npasa [ napanenna ca HekoM ofi 1 npapnx. TpeGa jour
PAIMATPATH CIYHA] Kajla OCTAIIHX 72 PABHX HACY HH NApaNeHe H KoukypenTie n onpehyjy Gap
nee Tatuke. ITo uupykimjckoj xunotesn one opebyjy n = 1 npeceynnx Tavaka. Kako oBom ckymy
He npunaga Tauka £, gobujamo Gap 7 ravaka y npeceky. OBuM je J0Ka3 oKoH4all, ()

Xunoreaa jja 9a ceako p uameby no— 1 n (;‘). MOCTOJH HCKH PACMOPEN 72 NPABHX, THKO J1a
oHe (hOpMHpajy P IIpeceHNX Tavuaka, je Tauda 3a n < 10, Mebyrum, nemoryhe je hopMupaTi
7+ 1 npeceduy Tauky ca nnpasux sa i = 10, Kapakrepusaiiuja 6poja npeceunux Tadaka Koje
(hopMHpAajy 71 IPABKX j& OTBOpEH NpolineM.
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