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ONIITHUHCKO TAKMMUYEKE, 9. ¢eGpyap 2002.
[Ipsm paspen — A kateropmja

. Axo je n npuponan Gpoj, mokaszatu aa 3n® 4+ 3n 4+ 7 wuuje ky6 uu jeanor
npupoator Gpoja.

. ¥ tpoyray ABC je ZABC = 60°. Heka cy D w E penom npeceuse Tauke
cumerpasna yraosa ZCAB w ZBCA ca nacnpamMuum crpaHuinama, a S ueHrap
yNHcaHor Kpyra y Taj Tpoyrao. flokasatn aa je SD = SE.

. Onpeanti cBe pyrkumje f: R — R, Takpe fa 3a CBAKO PEaJIHO T BAXKW!

flz+1)<z< f(z) + L.

. Jlar je ckyn S = {1,2,...,20}. Konwko HajBMine ejeMeHaTa MOME MMaTH
weros noackyn A, ca caeaehum ceojcTBom: ako r € A onna 2z € A 7

. Ha pyxkosmeTHOM TypHMpY, CBaka eKMNa Je OJMIpajia Mo JeaHy YTaKMMUY ca
CBAKOM O] NMpeocTalnx ekuna. 3a nobeay ce nobuja 2 noena, 3a nopaz 0, a
3a HepelleHn peayaTaT cBaka exuna aobuja no 1 noen. Tpu npsonaacupaxe
exune umane cy 7, 5 u 3 noena. Kosuko je na TypHMpy ydecTBOBaNO eKHNa, M
KOJIMKO j€ MoeHa MmaJdia nociieamennacnpana ol bux? (Ako ase exune umajy
jeanak Bpoj noena, mecto ce oapelyje Ha ocHoBy paisnuke Gpoja naTux M
NMPUM/BEHHX FOJIOBA. )

Ilpyrm paspen - A kaTteropuja

_ JlaTu cy peasnu Bpojenu r u y, Takeu na je x/1+ 3% + y/1+ 22 = /2002.
Koauxo je —zy— /(1 +z?)(1+y?) 7

. llaTe cy kBanpaTHe jeHAYHHE:

8 6
24 -2-2a=0 zrP4-z-a=0.
a a
OapeanTH cBe BpeJHOCTH PEaIHOr MapaMeTpa a 3a Koje Cy CBAa YeTHpPH KO-
peHa OBMX JBe]y jeHauMHa peajiHa u MehycoBHo pasnuuura, ¥ npM Tome ce
TAYHO jeflaH KOpeH Npee jeaHauMHe Hajga3u uamely xopena apyre.



. Jlat je ksanpatr ABCD. Heka je F cpemmmre crpauuue AD, a L tauka Ha
ayxu BC taksa na je BL : LC =1 :2. Ilujaronana BD ceue aywu AL u CF
y taukama P u Q peaom. llokasatu aa cy tpoyraocem BLP v DQF cawunn.

. Heka cy a, b, ¢ aysune crpanmua, a, 3,y oaropapajyhu yraoeu, u S nospmmusa
Tpoyraa ABC. IlokasaTw na BaXM je/IHAKOCT:

a’(sin 28 + sin 29) + b*(sin 2a + sin 29) + ¢*(sin 2a + sin 24) = 12S.

. Hahu uene Gpojese a u b Tako na sawu:

(159 (4 () (IE(%*)’)’)~-(I+(%">’“")—

Tpehn paspen - A kateropuja

. Munan soam wectoumdpene GpojeBe koa kojux je 36up npee Tpu umMdpe
jemnak 3bupy mocaeame Tpu, a Maanen oxe woa kojux je 36up umpapa na
HEMapHUM MecTHMa jeaHak 30upy umdapa va napuum mecTuMa. Konmko uma
mectouudpennx 6pojesa koje sose 1 Mumsan u Maanen?

. PemmiTn HejeaHauMHY:
12 — 4z
log, 3 < ¥

. Y omrrpoyraom Tpoyray ABC, P u Q cy noanoxja sucuna u3 temena A u C
peaom. TMospumna Tpoyraa ABC je 18, tpoyrna BPQ je 2, a PQ = 2V2.
Hahwu nonynpeunnk kpyra onmcanor oko AABC.

. 3a Koje BpeAHOCTH PEealHOr MapaMeTpa p jedHavyMHa:
(z-p)(p(z=p)*-p—-1)=-1

MMA BUIIE MOIUTUBEHMX HETO HErATHBHMX pemema’
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. IllokasaTu na ve nocrtoje npupoauu Gpojesm a, b, ¢, d Takeu na je

a® + b + ¢ =4,

Yereptn paspes - A kateropuja

. A je KOHaYyaH NOACKYT CKyna mpupoanux GpojeBa, KOjU CaApKH BUlle O

ceqam enemenata. Hajmamm 3ajeammuxm cagpaanan ceux Gpojesa w3 A je
210. ¥ ckyny A vema naposa ysajamuo npoctux GpojeBa, a NpoM3BOA CBHX
ILErOBMX eneMenaTa je gemus ca 1920 u uuje kpagpaTt Hexor npupoasor Gpo-
ja. Oapeantu ckyn A.

. Mlar je npasoyram tpoyrao ABC (ZC = 90°), n Tauke ), E Ha cTpasuum

BC Ttakse aa je ZBAD = ZDAE = ZEAC. Axo je BD = 2CE, n3pauyHaTu
yraoee Tpoyrna ABC.

. Ha napabonm y* = 2r nahwu Tauxy Hajbmwky Tauxu (1,4).

. Har je tpanea ABCD ca ocvosuuama AD = aw BC = b, a > b. Heka

cy By n C) cpeammra meropux amjaronana. Y uvetsopoyray AB,C,D oner
VOUMMO CpeauiuTa aujaronana — Tadke By u Ca. OBa) nocTynak HACTAREAMO,
M ¥ n-TOM Kopaky osnaummo ca B, u O, cpeamta aujaronaia 4eTBOpoOyTia
ABpn. 1Ca-1D.

a) Hahw aysuny ayxn B,C,.

6) UapauyHaTH lim, oo |BnChl.

B) Kakas Tpeba na Gyane tpanes ABCD na 6m cee ayxun B,C, Gune meby-
cobHO jenHake”

. Buam 5. sanarak 3a tpehu paspen A kateropmje.

lpen paspen — B kareropnja

. ¥ jeanom oaememy uma 30 yuenuka. Ha takMuuemy U3 MaTEMATHKE YUYECTBY-

je mux 24, Ha TakMudensy M3 puanke 22 M Ha TakMMueny M3 uHdopmaTure 20
yyennka, Jlokaszatu na Gap 6 yuenmka ydecTBy)e HA CBa TPH TakMHYeHhAa.

Nara je pynxumja f:R 9 R. 3acpakoz € R, r £ 0, r # 1 paxu:

f(,it)—”(x;l)=2““?*-

Hapauynatu f(2).
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. AKo je n HenapaHn neo 6poj, Aoka3aTh aa je n(n — 1) amemnuno ca 24.

. Koauko uma napopa Tpoumdpennx Gpojena QMM e NPOMIBOJ HAMMKMCAH CAMO
umppama 37

. Buam 5. 3anarax 3a npeu paipea A kateropuje.

Ilpyru paspen - B kareropmja

(1+ V3 - V9)°
2 - V27
. llata je nejemHaunna: r°+ar—1< 0. OapeanT cie BpeIHOCTH peajHor

napaMeTpa a, TAKBe [a CKYT peliema Te Hejeasaunne Gyne MHTepBan AyHUHe
9.

. lla nn je 6poj paumonanan’ OGpazioxMTH 0AroBop.

. llatu cy noawtuenu Gpojesu a, b, c. JlokasaTu aa He Mory ucToBpemeHo GUTH
MCNYEBEHe CBe TPH HejeHAKOCTH:

a(l-b)):}. b{l-c}}%. c[l—a]::-;:-.

. Hahu cpe komnnexcHe Gpojene z 3a Koje pasu: z = 39,

. Hera je ABCD TeruBHM 4eTBOpOYrao 4YMje ce AM)aroHalle ceky y Tadkd S
noa npasuM yriaom. Akxo je H noasomje wopmane ua S na AD, a X npecek
npasux SH w BC, noxkasatu aa je tauxka X cpeammrte ay#m BC.

Tpehn paspen - B kareropmja
. Buam 1. 3anarak 3a rpehu paspen A kateropmje.
. Bumm 2. sanartak 3a Tpehu paspean A kateropmje.

. Pemmwuy jeanauuny:

i _glfllnt =13 Iﬁlfllllt_'_ﬁ _41}'!"1: =0.

. MapauynaTH 3anpeMMHy TpocTpaHe MMpaMMie aKO |& JeJHa HheHa WBMIA Iy-
wuHe 4cm, a cee octane ayxuHe 3cm.
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. UlTa je sehie: arcsin(sin 10) wuam arcctg(ctg(—3)) 7 OGpaznoxute oarosop.

Yersptu paspen - b kateropmja

z— B
z 48
y paBHM KoMmnaexkcHux GpojesBa, Takpa n1a je SC k. lam je S =k 7

) =10 } JlokasaTu Aa nocTtoju KpysHuua k

Buam 2. 3anatak 3a Tpehu paspea A kaTeropuje.
Buam 3. 3anatak 3a 4eTBPTH paipel A KaTeropmje.
OuapeanTu koHcTaHuTe a,b, ¢ Tako aa 3a ceakum npupoaan 6poj n BakM:

1 2+3+_+n_ﬂ+ﬁn+c
52 53 5 16 - 57

HapauyHaTs:

iim( 1 4 2 + 3 . n )
naoo\1-2 '1.2.3 1-2-3-4 1-2.83-....n-(n+1)/

OKPYHHO TAKMMYEIE, 2. mapt 2002.
IIpen paspen — A xkareropmja

Axo je n npupoaan 6poj, aokazatu aa je (n+1)3" —n?"(n+3)" nemuno ca
dn+1.

llokaszaTwk aa je Gpoj \/1 +v2+4 -+ /n wpaumonanan, 3a cBaKK NpupoaaH
6poj n > 2.

. ¥ neroyray ABCDE cpe crpanmiie cy MehycoBHo noaynapae, u ZBAFE =

2/CAD. WUspauynatu ZBAE.

. Han CTPAHHMLAMA KOHBEKCHOI YeTBOPOYTia, KAO HAA NpeYHHIMMAa, KOHCTPYH-

caHa cy 4eTHpu kpyra. JlokasaTu na TM Kpyroeu NpeKpMBajy HeTBOPOYIrao.



. Ha oabojkamkom Typuupy, yvectsopaso je 10 exuna. Cpaka oa mHx je
oAMrpaia no jejlHy YTAKMMILY CAa CBAakoM o npeocranux ekuna. Ha kpa)y
TYpHMpa, NpBa exuna je umana r, nobega m y; nopasa, apyra r; nobena u
Y2 mopasa, ..., JeceTa je uMajna rip nobena u yyp nopasa. /lokazaTu na je

itz + o +zho=wi+wm++ -

(¥ onBojum Hema HepelwleHOr pe3ylTaTa — CBAKA yTAaKMMUIA Ce 3aBpLIaBa 0-
Benom jejiHe o ekuna. )

Jlpyrm paapen — A kareropuja

. ¥ owmrpoyraom tpoyray ABC, B' n C' cy noanoxja sucuna u3 temena B u
C penom. Kpysxuuua ca npeyumukom AB ceue npany CC' y taukama M u N,
a KpysHuua ca npeunmkom AC ceve npasy BB' v P u ). Jlokazatu aa je
vyetsopoyrao M PNQ tetunan.

. Heka cy a w 7 apa yraa swekor tpoyraa. [lokazaTv HejeamakocT:

sin(a + 3) a+ g
Esintui.'irtl,l'i'EctE 2

. llar je kpanap ca vwBMiHAamMa r, Yy, 2, * < y < z. Heka je p 30up aymuua
CHUX BEerOBMX MBMIA, S merosBa NoBpMHA, U d JYKMHA JIMjaroHalle KBaapa.
llokazaTu na Bawm:

1/1 1 1/1 1
—|zp—y[d*-= ) =Nzp+y/@=3 )
:{3(1;: 25’ M :}3(4p+ 2S

. llysmue cTpanuia Tpoyria cy npupojinyd 6pojesd, a nojiynpedyHWK OMMcaHor
Kpyra jeanak je 6,25. OapeawTy cTpaHMile TOr TPoOyria.

. Ha waxosckom TypeMpy, yyecTBoBano je 8 takmuyapa. Cpaku on BUX je
OAMrpac Mo jejlHy NapTH)y ca CBAKMM oj npeoctaamx ydecuuka. Ha kpajy
TYPHHMpPA, CBM IIAXHMCTH CY MMadW paanuunT 6poj noeHa, a ApyronJacHpaHud
Je OCHOJMO OHOJMKO MOEHA KOJMKO YeTBOpHUA nocheimux 3ajenno. Kako ce
3aBpuMiia napTuja uame hy Mrpaya Koju cy 3ay3enu 4eTBPTO M IeCTo MecTo?
(¥ maxy, 3a nobeay wrpau aobuja 1 noen, 3a nopaa 0, a y cay4ajy pemuja,
oba urpava aobujajy no 1/2 noena.)



Tpehu paapen - A kareropuja

. Y owrrpoyraom HejeanakokpakoMm Tpoyray ABC youena je Tauxka T ua koje ce

CcHAKa cTpaHuia Tor Tpoyraa pwad noa yriaom oa 120° ( Topuveaujesa mavuxa
mpoyzaa). Hexka cy A, B), C) noanoxja nopmana u3 tayke 1 Ha cTpaHulle
Tpoyrna, v k kpy=xuuua onucana oko AA B C,. Axko cy Az, By, Cy npeceune
Tadyke Kpysxuuie k ca crpanuuama tpoyrna ABC, pasawumre oa tavaka Aj,
By, (Cy, nokazatu aa je AA,B.Cy jemHakoCcTpaHWYaH.

OapeauTy cee napose (m,n) neaux Gpojepa, TAKO Ja BAMK JeJAHAKOCT:

(5+3V2)™ = (34 5V2)".

Heka cy a, Efuemurma.uapuu BEKTOPH ¥ R* ua, b,y peanuu bpojesn. [lo-
Ka3aTH Aa CV BEKTOPM:

—

Bé—vb, =~d—oaf, ab-j3d

KOMILTaHaApHA.

. Oapeawty cee npocte Gpojene py,pa,. .., Ps 3a KOje Bakmu:

pPil+pi+ +pa+992=4dpps.. . ps.

lat je nonunom P(r) uvju je cnoboanm unaH pa3ivuyMT ol Hyde. Ako 3a
cBakM peanan Dpo) r Baku:

P(z)P(2z%) = P(22 + 1),
nokazatt na P(r) nema um jeany uyny y ckyny peanuux Gpojesa.

YerspTtu paspen - A kateropuja

. Buam 1. 3anarak 3a Tpehu paspea A kateropmje.

Hahwu cee pyukumje [ :R = B koje 3agoso/saBajy JeAHAKOCT
2f(2z) = f(z)+z 3acako r€ER

W HenpekuaHe cy ¥ Tauku = = ().
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. Oapemnty cee npupoane Bpojese n > | koju umajy caeaehie ceojeTso: 3a ca-

ke aBe nepmyrtamuje (aj,az,...,an), (by,ba,....b,) cxyna A= {1,2,...,n},
nocroje pasnnunti Gpojeswm i,j € A, Takeu na n | (a; + b)) — (a; + b;) .

. Yopek ce wanazm vy yamiy Ha aeso) obanam kadasa mwmpokor 3 km. Heam

aa cTurie ao kyhe wa geco) obanu kaHana, Koja je o wera yaamena b km
pasaymHoM auHujoM. Ox he gopeciaTi 1o HEKOI MecTa Ha apyro) obanwm
Gpausom oa 6 km/h | a 3aTuM nactasuTh a0 Ky he Tpuehin Gpannom on 8 km/h.
Ouapeantn pacrojame kyhe u mecra go kor Tpeba yopek la jopecna, aa
6u cturao kyhu 3a vajkpahe moryhe speme. (llpernocrasmsa ce naa poaa y
KaHaJay mupyje.)

. Heka je P nonwsom ca uenobpojuum koeduimjenTMMa, U n > 3 npupoaHn

Gpo). Hoka3zaTw Ja He NOCTOje PAITMYUTH Uenu Bpojesun ry,ra, ..., I,, TAKO
Jld BarM:
Plr) =22, Plrz)=2z3, ..., Plep_i)=2zn, Plz,)=2;.

Ipewu paspen - B kateropmja

. Oapeant cee npupoane Gpojese n 3a koje je Bpoj

n=1P¥+n*+(n+1)*
jlemus ca 18.

[TosuaTo je na je:
28! = 30488a344611713860501504600000 .

Oapeantin undpe a m b.

. ¥ Tpoyray ABC, koa kora je ZBCA # 90°, A', B' cy noanosja BucuHa M3

tadyaka A, B penom, a O je uenrap onucaor kpyra. Oapeawtw yrao noa
KoJuM ce cexy npase A'B' u OC.

. Yersopoyrao ABCD je koHBexkcaH ¥ TaHrentad. Akxo je O uedrap kpyra

YIMCAHOr ¥ Ta) YeTBOopoyrao, oapeawtu 36up ZAOB 4+ ZC0D.

. Buam 5. 3anatak 3a npsu paspen A kaTeropuje.
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Hpyrwn paspen — B kateropmja

. Oapeantn cae ppeanocty d 3a Koje MOCTOje y3ajaMHO NPOCTH NpUpoann Bpo-

jeBu a 1 b, Tako na je d jeanak najpehem aajeauuuxom aenuony Gpojesa a+ b
2 423
Ma+b°.

IlaT je Tpoyrao ABC, koa kora je |AB| = ¢, |AC| = b, ZCAB = 60°. ¥
Ta] Tpoyrao je ynucaw napanenorpam AMNP, takas na temena M, N, P
npunaga)y crpanuuama AB, BC, AC peanom. Hahw makcumanny moryhy
NOBPIIMHY TAKBOT NapaJiejorpamMa.

. Pemmuti jeanaumny:

Vz+2T+vV6—z=3

Yy ckyny peajnux Gpojesa.

. Han crpanMuama KOHBEKCHOI YETBOPOYIA, KAO Hal NPevYHMIMMA, KOHCTPYW-

caHa cy weTupu kpyra. Jloka3aTu Jla TH KpYroBu NpeKpUBajy 4eTBOPOYTao.
NokasaTu aa 6poj

5211 i -irin-l-l X “'.!n 495" . 7in “i"n.+1 | 5?n+|. - 49" . 121"
HH)€ MOTNYH KBAAPAT HU 3a jedaH npupoasu 6Gpo] n.

Tpehn paspen - B kareropmja

. Y pasumn cy natu kpyrosu ki(Oy,ry), k2(Oa,r2), k3(Oa, rz), Tako na ceaku

O ®MX chojka Joaupyje npeoctaia asa. Mapauynatv noaynpednuk kpyra
onucanor oko Tpoyraa 0,0:0;.

. Pemmmu jeanaumny:

tgr+ctgr =sinz +cosz.

Buan 3. sanartax 3a rpehn paspea A wateropmje.

. Pewnrn Hejeanaumny :

4:--§+1f:"'-_-l + 22:-5+!u";’-_l > 3:-3+y";"'-_'l + 3:-2+v‘?’-—4 ]
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5.

JlaT je npasoyram Tpoyrao ca KateTaMma a W b, 3a Koje paxkm:

a-—b

2

a>b wn log =%[lngn+lngb-log:!}.

MapauyHaTv oliTpe yriope Tor TPoyria.

YerapTr paspen - B xkateropmja

. ¥ pasum cy aata kpyrosm ki (O, r), ka(O2,r2), k3(Os,ra), Tako na ceakm

Of1 IbHMX CNo/ka JIOJMpYje NpeocTana aBa. Hapa*-t}’ﬂa‘m noaynpedyHdE Kpyra
onucaHor oko Tpoyraa O0,0.04.

IlaTn cy peanuu Gpojesu m mu n, mn <0, m+ n # 0 n dpyuxumje:
y=m-3*4+n n y=n-3"7"+m.

llokazaTu na ce rpadguiM OBMX IBe]y QYHKIM]A CeKy ¥V JBema Taukama, ol
KOJHMX je JelHa Ha ANCUWCHO), a APYra Ha OpAMHATHO] OCH.

llatu cy peannn Gpojesn a,b,c,d, a # 0, u jeanaunna ard +bzr* +ecx+d=10
Ako je M (A € R, A # 0) pemieme Te jeanaunHe, Aoka3aTv Aa je ad = be w
ae > 0.

(1 je uMaruHapHa jeaHmua: 1© = —1.)

. Buan 4. 3anatak 3a 4eTBpTH pasped A KaTeropmje.

. Hat je 6poj z: € C. Ako je |z|=1 1 z # 1, nokasaTtn za je

Hf(f+:)=ﬂ.

PENIYB/INYEKO TAKMMUYEKRE U3 MATEMATHWEKE, 30. mapt 2002,

IIpewu paspen - A KaTeropuja

Har je nonusom p(z) ca uenobpojunm koedpuumjentuma. [lpn aesewy noan-
Homom r? —12r 4+ 11, p(r) naje ocrarak 990r — 889 . [lokazatu na p(r)
HEMa HM JeJIHY HyJy ¥y cryny ueaux Gpojesa.



. Jlar je Tpoyrao ABC wu tauke M, N, P na merosum crpanmuama AB, BC,
AC penom, takpe aa je yersopoyrao AMN P napanenorpam. llocmatpajmo
Kpyroee onucane oko Tpoyrjiosa MBN w NCP. Hekwa cy 1) u t; muxose
TaHrenTe y taukama M v P penom. [lokasatu aa je t, || t5.

. Iatu cy peanum Bpojesu a, b, ¢, d 3a koje pamu:
- ST D, S
a*+b"=c"+d°, ab+ed>0, ac+bd>0.
lokaszatn ga je ad+ be > 0.
. Hart je Tpoyrao ABC. locmaTtpajmo npase koje cexy ctpaumue AC n BC y
raukama M u N penom, tako aa je MN = AM + BN. Jlokasatu aa nocroju

Kpyr k KOjM JoAMpY)e CBe TakBe npase.

. Heka je 5(n) 36up, a P(n) npoussoa umpapa npupoanor Gpoja n. Hahu cee
npupoane 6pojese 3a koje je S(n) + P(n)=n.

Hpyru paspen — A KaTeropmja

. Hahun cpe speanocTi peanador napaMeTpa a, Tako Ja CUCTEM

3
nry+:r—y+§=ﬂ

r+2y+zy+1=0

MMa |eJIMHCTBEHO pelliewe Yy ckyny peaanux Bpojesa.

. llar je konBekcan netoyrao ABCDE. Axko je AB =5, BC =6, CD = 10,
DE=Tu AE =9, foka3aTu Aa ce y Ta] NETOYrao He MOXe YIHUCATH Kpyr.

. ¥ cryny ueanx GpojeBa, pEIMTH CHCTEM:
zH+y+z=3

13+y3+z3=3.

. Heka je a;,aj,...,ass HM3 undapa 3a KO)M BamKK: ako je a, = | oHia
Gn4t £ 2 , M aKo a, =3 OHHA a,41 # 4 . IlokasaTu aa nocroje k[ €
{1,2,...,98) , k#![, TakBn na je gy =a; ¥ Gx4) = 0141 -



(i y |

. Har je tpoyrao ABC. Ha npasum AC, AB, BC narve cy tauke Ay, By, )

penoM, Tako fAa Bame pacnopeam: C—-A- Ay, A-B-8B,, B-C-C,.
Ako je
AB BC AC

BC AC AB'
nokazaTu na cy tpoyraosm ABC w Ay B\C) canunm.

.-4.-41 ZBB1 ZGC| =

Tpehn paspen - A kateropmuja

. Hahwu cre npupoane Gpojene n 3a koje je 6po)] 2" — 1 aenus ca n.

. Ilatu cy womnaexcamn Gpojesm a,b,c v nonmnom Plz) = 2 +ar* 4+ br+c .

JlokasaTu na sawu Bap jeana oa caenehe yeTupu HejeaHakocTH:

P21, |P(=DI21. |PHI21, [P(=)21.

. lar je terpaesap SABC koa kora je tpoyrao ABC owrpoyram, u SA =

S5B = 5C. llokasaTu na ce Ta) Terpaeaap Moxe ucehM Ha KOHAYHO MHOroO
nojJueaapa, o KOJUX ce MoMKe CAOKMTH TeTpaeaap noayaapan ca SABC, anm
CYNpOTHE OpHjeHTaUM]e.

. JlokasaT na noctoju npupoaad 6po) n KoMme cy nocekbe HeTHpW LMppe

2002

jeanake 2002, Takas n1a n nounme wappama 2002,

. Ilatu cy npupoann Gpojesu m, n. [lpaBoyraonuk umje cy cTpanuie jeaHaxe

m M N U3ideseH jJe HAa mn JeAMHWYHAX KBAJApPAaTHMX Mo/ka. 3a Heky npaBy
KAMEMO JIa Ceue HEeKO [10/be aKO cAapku Bap je/iHy herosy YHYTPallhy Tauky.
Koauko HajsMuie noska OBOr NPaBOYTAOHMKA MOKE Jla cede Heka npasa’

Yerspti pazpen - A kaTeropuja

. Heka cy f u g He-Hyna NONMHOMMK MCTOr CTENEHA, Ca leJoBpoJHUM Koeduimn-

jentuma. Axo je f(n) mesuno ca g(n) 3a ceako n € N, gokasaTi na nocToju
¢ € Z takno ga je f(z) = cg(z) 3a cparo r € R.

. llokazati aa je Gpo)

(e )™+

neans ca 7. ([z] je najpehn ueo 6Gpoj koju nuje sehiv o z.)



on

Jlar je rpueaap ca spxom 0, u Tauke A, B, nHa meropuM MBMIAMA Koje
cy jeaHako yaamsede oa tayke (). Heka je S unenrap nonre ynucane y Ta)
Tpuesap. flokasatu aa je sexkrop (S koaMHeapaH ca BEKTOPOM

sin(ZBOC) - OA +sin(ZCOA) - OB +sin(ZAOB) - OC'.

. Y kyTijM ce Hanaim jeana nnasa u 99 uppenux kyrauua. M3 kytuje ce cay-

YajHo BUpajy KyrJMue JejHa 3a ApyroM W ocTaB/a)y BaH KYTHje, cBe J0K ce
He u3abepe kyrimua (o3uauumo je ca A) koja ce no Hoju paznaMkKyje oa npeT-
xojqHO W3abpane kyramue. Ryravna A ce ppaha y KyTH)Y M eKCNepUMeEHT
noynwe w3 nodetka. [lponec ce nHactasha cpe A0k ce He yaMmy cBe KyTaulle.
Habopu kyramua cy melycobuo mesasmcun. Koawmka je seposarnoha aa je
nociae/ba uiabpana kyravua naasa’

JlokasaTi Aa ce y KOOpPAMHATHO] PAaBHM MOMKE HALUPTATH KPYAHMIEA KOja He
NpOoJa3su HA Kpo3 jeHy Tadky ca ueioGpojHMM KOOpJAWMHATAMa, a Yy 4Mjo] ce

YHYTpammbocTH Hanase tauno 2002 rakse tavuke.

[Ipeu paspen - B kateropuja

- Oapeawrn cBe npocte Gpojese p 3a Koje cy u Bpojesu p* 4+ 6, p' -6

HPOCTH.

Buan 2. aanatak 3a npex paiapen A kateropuje.

, AOKA3IATH Jda

2| o

Ilatu cy noswtusnu Gpojesu a, b, c. Axo je a’ +b* +¢* =

e

|

+ e
abe

1
-y
c

2| -
o —

. Buam 4. 3anarak 3a npeu paspei A karteropmje.

Ilar je ckyn A = {1,2,3,...,2002} . Konuko uma noackynosa B ckyna A ca
cneaefium ceojcrBom: ako rEB uyeE DB onwna r+y# 20037

Hpyru paapen - B kateropuja

. Buam 1. 3anatak 3a apyru paspean A kareropmje.
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lat je tpanes ABCD, AB || CD. Heka je {5} = ACN BD, n p npasa
KOja caJpru Tayky S W napaiesiHa je ocHOBMIIAMa Tpanesa. Akocy M u N
NpeceyHe Tayke MPaBe p ca KpalMMa Tpanesa, JOKa3aTw ja je S cpeanure
nywm MN.

llaTu cy noauTunum peanun Bpojesm am b, a+b= 1. Axo cy a’ u b paumo-
HAJIHM, JOKa3aTH Ja cy u bGpojesw a, b Takole paumonanum.

. Buau 4. 3anartak 3a apyru paspen A kateropuje.

Nat je tpoyrao ABC. Heka cy A, B; cpeamura crpanmua BC, AC peaowm,
u T meroso texuute. Ako ce y yerpopoyrac B;TA;C momxke ynucatu kpyr,
JokasaTu aa je tpoyrao ABC jeanakokpak.

Tpehn paspen - B xateropuja

. Heka cy a u 8 owrpn yrioeu Hekor Tpoyriaa. Ako je

240 —cos’ 3,

sin(a 4+ 8) = 1 = sin
nokasat aa je Tpehw yrao Tor Tpoyraa npas.
Y tpoyray ABC, crpanmue AC u BC cy noaynapue, u £ZBCA = 100°.
Yuyrap Tor Tpoyriaa, youeHa je tauka M Takma aa je ZMAB = 30° u
LZMBA =20°. Oapeantu ZACM.
Buam 3. 3anarak 3a Tpehin paspen A kareropuje.

Buawn 4. sanarak 3a tpehn paspea A kareropmje.

Jlatu cy npupoann Gpojesu a, b, c¢. llokaszaTu na je speaHocT

P |0+ c)? b? c?
a? (a4 ¢)? 2
2abe | 2 B (a4b)?

ky6 Hekor npupoaHor Gpoja.



17

Yersptu paspen - B kateropmja

. lra je sehe:

i MW h'l E >
201 100

OBpa3ioKUTH 0roBop.

. Jlatn cy Gpojeru : €EC, z# 1 uneN, n>2 Akxo je :" =1 nokazatu aa

BaMH!
n

14224322+ .. 4ne" ! =

-1
. Buawn 3. aagaTtak 3a yeTBpTH pa3zpea A KaTeropuje.

. OapeauTH cBa peajiHa pellelka CHCTEMA:

2:? 2:% 2r2
2=.".7:., 2:-.I.‘:].r N 2
1+ i 1+ x5 I+ x5

=Ij.

. Buam 5. 3aaartak 3a ueTBpTW paspen A Kateropuje.
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1.1.

1.2.

1.3

1.4.

P

PEINEH:A 3AIATAKA CA ONNIITHUMHCKOI TAKMMUYEH:A
Mpen paspen - A xkateropuja

Mpernoctasumo aa je In* 4 3n4+7=1. Hapaa In’ +3n4+T7=3dnn+1)+7
j& yBEK Henapam, na ce moxe ypectu cmena = 25+ 1. M3 3n® +3n+6 =
85 + 12s* + 6s, nobujamo na je 85° aeauno ca 3, na je s = 3r. Jlakne,
n?4+n+2="72r"+36r" 4+ 6r. Axo je n obnuxa 3k wan 3k + 2, uapas na nenoj
CTpaHu Npu desersy ca 3 aaje octatak 2, a ako je n obauka 3k + 1, ocrarak
je 1. Jllakne, Taj w3pa3 HMKala HWje Je/wB ca 3, a oHA] HA AECHO] CTPAHMH
jecTe, na je jeanakoct Hemoryha.

LESD = £CSA=180°-($+3)=90°+ ';1 = 120°, na je yersopoyrao BDSE
TetuBaH. Cnemu: LSED = £LS5BD (nan tetusom SD), £5DE = £SBE (nan
SE), £SBD = ZSBE (S je na cumerpanu ZABC), na je ZSED = /SDE,
Tj. ASED je jeanakokpaku, na je SE =5D.

Uaz < flz)+ 1 caeam f(z) >z—1,am flr+1) <z samenom r ca r -1,
nobujamo f(z) < r— 1. Hakne, f(z) =z - 1.

MMosennmo S na caepehe 6aokone: {1,2,4,8,16}, {3,6,9}, {5,10,20}, {7, 14},
{9,18}, {11}, {13}, {15}, {17}, {19}. Hwuxoja apa cycemna Gpoja u3 Guio
kor Gnoka we mory Gurm mcroepemeno v A. Ocum tora, uu jegan Gpoj muje
ABOCTPYEW unHmuaan Gpoja s apyror Gaoka. Ha ocnosy tora sako aobujamo
Aa 3a ckvn A MOXReEMOo Y3IeTH HajBMille TpM eleMmeHnTa npeor Gnoka: 1, 4, 16,
HajBMIle ABa enemeHTa apyror: 3, 9, najsmne asa enementa Tpeher: 5, 20, n
Mo jelaH eJeMeHT W3 ocTaaux Biokosa. flakne, makcumanan 6poj enemenaTa
ckyna A je 14.

. Oanaummo Gpoj exkuna ca n. Ha typumupy Je oanwrpano n(n—1)/2 yrakmuua, u

ykynau 6poj noena je n(n—1). Mowro je n(n—1) > T+ 5+3 = 15, mopa Guru
n > 5. Exune nnacupane w3a tpeher mecra cy ocsojuie najpume no 3 noena,
najen(n—1)<7+5+3(n—-2), 1j. (n—2)* <10, onakne je n < 5. lpema
TOME, Ha TYPHHPY j€ YyYecTBOBaJIo D exuna, 4eTBpToijIacMpala je 0cBojuia
3 noexa, a neronjiacupaxa 2.

Jpyrm pazpen — A kateropuja

Heka je a = V1+z22, b= /1+y?, A =zb+ya, B = —ry—ab. Buhe:



2.2

2.3.

2.4,

() -5 (- (5)
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B? — A? = r%y? 4 a%? — 2?0 - y?a® = (y? - *)(2® — a?) = 1. Naxne, B? =
A? 41 = 2003. Kako je =B = V1+z23\/14+ 12 +zy > |z|lyl + zy > 0, 10 je

B = —+/2003.

. S T AR *

Heka je flz) = "+ 37 21?:. g(z) = 2+ 2z —a = 0. Kaxo je xon obe

dyukimje koeduuMjenT ya r? jeanax 1, Heonxoaan M JAoBosbal ycaos aa Gyae

3a/10BO/LEHO OHO IIITO Ce TPAMKM Y 3a/IaTKY jecTe Ja MpeceyHa Tauka rpaduka
. - F |

THX GYHKUM]a J€XM UCIOM T-OCe. T-KOOpIMHATA MpecedHe Tauke je &~ (u3

f(z) = g(z)), na mopa BuTn f{f‘,i] = 9,‘: +2a<0,71). -2<a<0.

Wapauynajmo yraose tpoyraa DQF. ZQFD = arctg2 (w3 ADFC), £FDQ =
45°, na je ZDQF = 135° — arctg2. [lpema aamumonoj dopmyam, aobujamo
g ZDQF = 3, onakne cneam na je ZDQF = arctgd = ZBLP (w3 AABL).
[owTo ¢y u yraoeu y temenuma D u B tpoyraosa DQF w BLP noayaapuu
(45°), cneam na cy TH TPOYIAOBH CAWYHM.

Kopucrehu cunycny Teopemy u jeanakoct § = %ub sin<y, MMaMo:

a’sin23 + b*sin2a =2a-asinF-cos 3+ 2b bsina -cosa
=2a-bsina-cos 3+ 2b-asinf-cosa
= 2ab (sin a cos 3 + sin # cos a) = 2absin(a + )
= 2absiny = 485.

O.unasne cneam u TpaxeHna jeIHaKoCT.
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3.1.

3.2,

3.3

3.4,

3.9,

,zilﬂu 4

jepje%{—}:l+i,l =1, lakne,a=1,b6=-1.

Tpehwn paspen - A kateropmja

Hexa je abede[ mectroumdppen 6poj. Cnemn: a+b+c=d+e+ f,a+ec+e=
b+d+f, 1).b=¢,a+c=d+f. Undpy b = ¢ moxkemo n3abparn va 10 naunna.
Heka je k =a+ec=d+f. Arxoje | <k <9, onaa nap (d, f) moxemo uzaBpatn
Ha k + | maumn, a nap (a,c) wa k vaumua (jep a # 0). 3a 10 < k < 18, oba
napa MoxeMo uiabpatu Ha no 19—k vauuna. lakne, Tpaxenux Gpojepa uma:
10-(1-24+2-3+---+9-104+9-94+8-8+---41-1) =6150.

Jlepa cTpana Hejeanaunne je aedunmcana za r > 0, r £ |, ’i:—:’ >0, 1. 3a

e (0,1)U(1,3)U(4,+00). 3a z € (0,1), nejeanaunna je eKBUBAJCHTHA ca:

. g _ 2 s -
12 — 4z — 12—8zx+= S0 (r — 6)(x—2)
4—- — 41—z - 14—z

>0,

INTO je 3ajJ0BOKEHO 3a CBE BPEAHOCTH ¥ TOM WHTepRady. Ako r > |, He-
Je/HAUMHA Je eKBMBAJIeHTHA ca: S—o < r & L';ﬂ_-[:,;zl <0 & re€
[2,4)U[6, +0c). ¥3 yenon aedunucanocTu, aobujaMo fa cy pellemha HejeaHa-
yuue: z € (0,1) U [2,3) U [6, +o0).

Kako je %—5 — %‘% = cos 4, umamo aa cy rtpoyriaoauw PBQ w ABC ciavunm ca

koeduumjeHToM canutocTu cos F. Owaa je % =cos’ 3, na je cos § = % ;
Ounatne je AC =3PQ = 6v2. Kako je2R= AC nobujamo aa je = % ;

sngd?

IlaTa jeanaumna je exsupanentna ca ((z —p)? = 1)(p(z—p)* —1) =0, na mopa
Butn (2 —p)? =1 wam p(z — p)* = 1. Ako je p < 0, jeanna peanna pelerba
cy p+1mup—1<0, na ycnos 3agarka HMje ucnymen. 3a p > 0, kopeun
jeanaumue cy: ry =p+1, ro=p-1, r3=p+ ?1’.,1 T4 =p— ?IF' 3a0<p<],
JeaHAYMHA MMA JeJHAKO NMO3MTHMBHUX W HEraTHBHMX peuwiema (r3 < 0, 24 <
0, ¢y >0, z3 > 0). 3ap > 1, mmamo zy > 0,22 > 0,23 > 0,24 > 0. Hakne,
oarosop je p > 1.

Hexa jea < b<ec<d Axojec= 1, omma I'+1'+1'=3 #d? 3a
¢ = 2, umamo Tpu moryhnocru: 11 41" +22 =6 £ d%, 1' + 22 + 22 = 9 # d¢,
22422422 = 12+# d?. Hexa je ¢ > 3. Tana umamo: d? =a® +b"+e° < 3.5 <
et < (e+ 1)t Opanne je d < e+ 1, wro je nemoryhe.
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YerspTr paspen — A kateropmja

Cou 6pojesu ckyna A nene 210=2.3-5-7, na cy ceu onu obauka 2° - 3°.5°. 74,
rae je a,b,c,d € {0,1} (*). Hbuxos npousson je aesns ca 1920=27.3.5, na
A mopa caapsxarn 6ap 7 napuux 6pojesa. [lapuux Bpojesa obnuka () uma
B, mTo cy: 2, 6, 10, 14, 30, 42, 70, 210. Axo 6u Guao 2 € A, onaa 6un u
CBM OocTanu enemenTH ckyna A 6unm napum (36or ycaosa aa y ckyny Hema
napopa yaajamio npoctux Gpojesa). [lomro A wma pume oa 7 eaemenara,
smopano Bu aa Gyae A = {2.6,1!], 14,3[],42,?[].21{}}. Anm, npoussoj OBMX
6Gpojera je moTnyu kBajapaTt, na opaj cayva) umje moryh. Ilakne, 2 & A wu
{6,10,14,30,42,70,210} C A. ¥ ckyny A ce Mopa HANA3IXTH W HEKM HENapaH
6poj N. llowro N nuje yszajamuo npoct ca 6, 10 u 14, mopa Gutu aerus
ca 357, a vavo e obauka (*), nobujamo na mopa Gutm N = 3 -5-7.
[Ipousson nobujennx Gpojepa HMje NOTNYH KBAJpPAT, Na je pellemke 3ajaTka
ckyn A = {6,10, 14,30,42,70,105,210}.

Oanauumo ca r Tpehuny yrna y temeny A tpoyraa. Ycnos BD = 2CFE je
EeKBUBAJIEHTAH Ca;

. 2si
tgdr —tg2r=2tgz & e = Pt

cos Jzrcoslr  cosr
| _ 1 -
:-E—{r:asaz+mﬁz): ;jcmi;r & coshzr=0 & r=18°,

jep je 0 < x < 30°. Ilakne, ZA =54°, £B = 36°.

Oacrojamwe Tpaene tauke M (z,y) on raure (1,4) je

1 2
d=(z -1+ (y-4)*= \/(Ey‘— l) +(y -4~

Heka je f(y) = d* = (¥* —1)*+(y—4)*. WUmawmo aa je f'(y) = y° —8. Jlaxo ce
posepapa ja je y = 2 munumyMm dyurkumje f(y). Ilaxne, M(2,2) je Tpamena
TaYdKa.

a) Jlako ce nokaayje ma je AB,C\D rakolje Tpanei, 3a mMamoM OCHOBHIOM
B\C, = 2532, Caununo aobujamo aa je B,C, = “;B-"—‘%‘EF-‘—'-. Unayxumjom ce
nokasyje aa je B,C, = 8+ %52(-1)". 6) Ounraeano je limy oo |B.Cy| = a/3.

8) Cee nysmu B,C, 6uhe mehycobuo jeanake (u jeanaxe BC') kana je a = 3b.
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4.5.

1.1.

1.3.

1.4.

2.1.

Buam pememe 3agatka 3.5 3a A kateropu)y.

I[Ipeu paspen - B kateropmuja

O3nauymmo ca a Opo) yYEHMKA KOJM YHECTBY]Y HA CBA TPHM TakMu4yema, ca b, c,d
Gpo) OHMX KOJM YYECTBY]Y Ha JABa TAKMHYerba: W3 MAaTeMATHKC W QHUIMKe, U3
Gu3nKe u MHPOpMATHEE, M U3 MATEMATHKE M MHpoOpMaTHKe pegoMm, ucae, [, g
6po) YYEHMKA KO)JM YYECTBY]Y CAMO HA JeJHOM TAKMMHYEIbY: M3 MaTeMaTHKe,
puanke, uudpopmaTuke pesom. Mmamo:
a+b+ec+d+e+ f+9g<30

a+b+d+e=24

a+b+c+ f=122

a+d+c+g=20.
Ako npsy HejeaHauMHy HOMHOMMMO ca —2 u cabepemo ca Tpu npeoctaje
Jjeasaynne, nobuliemo a — (e + f+g) > 6, onakae je a > 6.

. Ako y aaty jeasakocT 3amenumo r = 2 w r = —1, aobujamo: f(2) - 2f(3) =

4004 u f(3) — 2f(2) = —2002. Onasae ce nobuja f(2) = 0.

INlatu Bpoj ce mowe nanucaru y obaury (n'%' —1).n. (n'% 4 1). Kako je n
nenapuo, n'" —1 u n'% 41 cy yaacronuu napun Gpojesm, M HLUXOB NPOU3BOIL
je aemun ca 8 Ona Tpu yaactonna Gpoja n'f% — 1, nll0t y 1001 L] jenan je
aeaun ca 3. Axo je To n'""' onna je u n aemun ca 3. Ilakne, natu 6poj je
Aemup ca J M 8, na u ca 24,

Mpoussoa apa Tpoumdpena Gpoja je neroumbpen uan wectoundpen. Axo je
Hanucad camo nomohy Tpojku, mome Gurn 33333 nan 333333, Pacrasmmo
oBe Gpojepe Ha umumone: 33333 = 3-41-271, a 333333 = 3% -7-11-13 . 37.
Y npeom cnyda)y, pelllesse fpeictanika camo nap 123 » 271. Y apyrom
cay4ajy, jeaad oa ta asa Gpoja je obauka 37 -a, rae je 10 < a < 27, na cy
pemea napoen: 407 = 37-11 v 819, 481 = 37 - 13 u 693, 777 = 37 - 21 »n 429.
llakne, 3anaTak UMa YETHPU pelleiba.

. Buam pememe 3anatka 1.5 3a A kareropu)y.

Ipyrm paapen - B xaTeropmja

1+ V3=V =1+ V3P =314+ V3 - Y9+3-(1+ V3) V92 - V03 =

10 — 5v/27 = 5(2 — v/27), na je speanocT aator mispa3a paumonanum 6poj 5.
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3.1

3.2.

3.3.
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Kpaapatna ¢pyHkuMja y = £ 4 ar — | MMa NOIMTHBHY AMCKPUMMHAHTY, Na Cy
HEHW KOPEeHW Ty WM Ia PEasiHA M PA3JUYUTH. Y CJ0B 3aJIaTKA je eKBUBAJIeHTaH

ca:
=y —za| =2y —22)? = \f{.‘n +r3)? —drza = \frd2+4,

npema Buerosmm dpopmynama. Tpakede speanocty cy: a = V2l mwa = —v121.

[IpernocraBuMo lla paxke cBe TPW HejelHakocTH. Kala MX HOMHOMMMO, J0-
Bujamo a(l —a) - b(1 =b) -c(l = ¢) > E!Ji- MebyTuMm, TO je ¥ KOHTpAIMKUMjKM CA
Hejeasakomhy 0 < r(1—1r) < §, koja panw 3a cee r y uareppany (0,1) (kome
Mopajy npunasatd v a, b, c).

=0jepememe. =23 = F2=:' =2 |z]?=2* = |2 =]z = |z|=1,3a
..:;H] Onatae, z2Y=1 = (22-1)(z*+1)=0 = {:—1][:+1][:—:}{ +i) =0.
Nakne, nocrojn ner TpakeHux kommiaexkcuux Bpojena: 0,1, —1,1, —1.

LZXSC = £LASH (ynakpcHu yraosm)
= ZADB (yraosm ca HOpMaJHWM KpallMma)
= LACH (nepudepHjcku YrioBy HAA HCTHM JYKOM)
= £5CX.
Cmvuno, ZSBX = ZDBC = £DAC = ZHAS =90° = ZASH =90° - ZXS5C =

ZBSX. WUa jeanakocmn LXS5C = £L5CX n £Z5BX = ZBSX, nobujamo XC =
XS = XB, na je X cpeanmre ay#u BC.

Tpehn paspen - B kareropmja
Buan pememe sanatka 3.1 3a A xateropm)y.
Buam pewewe saaatka 3.2 3a A kateropujy.
Axo nosenumo jeanauuny ca 4/ y ypegemo cmeny [%]”'“‘“ =, aobujamo
kBaApaTHy jeanauuny 617 — 13t + 6 = 0, unja cy pemema t; = 3 u ty = 3,
ofakae jesinr = |l wan sinr = —|. Pemena jeanaumuie cy cB peaiun bpojesu

obauka r = %+.l-:r, ke Z.

Axo cy cpe GouHe MBMIle HEKe ITHPAMMIE jejlHAKe, TAJa je NOAHOK)e BM-
CHHE LIEHTAP KPYra onucaHor oko ocHose. [MocMmaTpajmMo nupaMuay y TaksoMm
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4.1.

4.2.

4.3.

4.4.
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MOJOMKA]Y Ja JO] jJ&é OCHOBA |jeJHAKOKpAKM Tpoyrao ca cTpanHuiama 3,3.4.
Mospmuua Tor tpoyraa je B = 2\/5, a nunynpequuﬁ onucanor kpyra R =
abe = 11\;—5. Bucuna nupamuae je H = /37 — R? = 3"?5. fna Je HheHa 3anpeMu-
Ha jeanaka V = 1 BH = Vilem?®.

5. arcctg(ctg(—3)) =7 —3 > 0> 37— 10 = arcsin(sin 10) .

Yersptu paspen - B kateropmuja

Heka je z = = +iy. HUa:

r+ (y—06)i r+(y—6)i z+8—1iy r(zr+8)+ y(y — 6)
Re| ———— | = Re — pos :
r+8+1y r+8+iy r+8- (z +8)% +?

cneam na je z € § exnupanentHo ca: r°+8z+y? —6y=0m (z+8)? +¢y* #0,
1. (r+4)° +(y=3)2 =25 u z: # —8. llakne, can koMmiiekcHn Gpojesn Koju
3a/I0BOJLABA]Y [AATY JeJAHAKOCT, NPUNAa)y KPYMHMUM ca UEHTPOM ¥ Taudku
(—4,3) n nonynpeunmxom 5. S # k, jep (—B,0)ekn —B¢S§.

Buau peweme 3anatka 3.2 3a A kareropujy.

Bum pememe 3anatka 4.3 3a A kateropu)y.

Hekaje S =1+ &+ -+ & . Tanaje erS=g+at + g Oayaumamenm
OBMX JeHAKOCTH HAJIA3MMO! %S .'.EI+ gl[ = R = 5—‘; — 23T , Odlakie je:
1 | 1 n 9 4n+5
S==|l4=-4+=+-- - = — = .
4("’5"’5!+ 5,.-) 157 16 165"
Nakne,a= &, b=—-4,c=-5
Kako je 35— W = {"E”, — % - l'#i}" TpaXeHa rpaHuyHa BpeiHocT je
jeaHaKa:

lim (l_i+l_i+..+i ;)—um (1__’_)41
nsso \ 1! 207 21 3 n!'  (n+41)! n—+00 (n+1)t/)
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PEHIEH:A 3AIIATAKA CA OKPYXHOI' TAKMMYEH A
Ipeu paspen — A xkateropmja

(n4+1)" =n"(n+3)" =+ 302+ 3In+1)" = (n® + 3n?)", na je aatu 6poj
nemwus pasmukom (n® +3n’ +3n+ )= (n* +3n?)=3n+ 1.

[Ipernocrasumo na je r = \/l ++/2+ -+ /n paumonanan 6poj. [lpeu
cAY4a): M HWJE€ KBAAPAT HM jeJHor npupojaHor Gpoja. Y3acTonHuM KBaapu-
pamem, gobujaMo aa je

vn=(0..((r*=-1)*=2)%...),

mTo je Hemoryhe, jep je Ha neBo) cTpann wpauvoHaanu Gpo), a Ha AecHO)
pauvonanuu. Jpyzu cayvaj: n = m?, 3a weko m € N, m > 1. Kao y np-
BOM caywajy, nobujamo aa je 6poj /n— 1 +/n = vVm? +m — | pauonanan.
MebyTum, 1o je nemoryhe, jep je m* <m?*+m—1< (m+1)?, nam?® +m-1
HHUJE TOTNYH KBAAPAT.

£LBCD + LCDE = £LBCA + LACD + LCDA + LADE = LBAC + ZACD +
LOCDA 4+ £LDAE = LCAD 4+ LACD 4 £CDA = 180°. Canean na je BCDE
pomb, na je BE = CD n AABE je jesmakoctpannuan. [lakne, ZBAE = 60°.

W3 ceake Tauke yuyTap wetsopoyraa, Gap jeJHa cTpaHWIIA Ce BUAM MO YoM
KoJM HMje owrrap (jep Ta verupu yraa umse nyu yrao). Taza he kpyr kom-
CTPYHCAH Ha/J TOM CTPAHMLIOM MPEKPUBATH AATY TAYKY.

Cpaka ekuna je oaurpana 9 yrakmuua, na je r,+5 =9 = 27 = 92-2.9.y,+y7.
Cabupa)yhu obe jennakocT, nobujamo: :f + -+ zfn =10-92-2.9:(y +
ot yo)+ (¥ +-+ydy) Momro je z1+ - +r0o=m+ - +po = A%;E1 caeam
1 Tepheme 3anaTka.

Hpyrn paspen - A kaTeropmja

Osnaunmo ca H oprouentap AABC. Bawmu: HB - HB' = HM - HN wn HC -

HC'= HP - HQ (norenumja Tauxe H y oamocy Ha KOHCTpyMCAaHe KpYrKHHILE).

- r
llesemem obe npe jennaxoctw, caemm: o - gbe = 5 -ﬁ% MeByTum,

nowTo je %%‘- = sin ZABB', -‘?}%'r = sin LZACC' u LABB' = LACC' = 90° —
ZBAC, mmamo %% . %g, = 1, 7i- %"ﬁ- = g% , onakne je AHMP ~ AHQN =
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LPQN = LPMN (*). Nowro je AABC owrrpoyramn, tauka H ce nanaau
vamehy M w N, kao w vamelly P u Q, na cy tauke M,Q ca ucre crpane
npase PN (**). U3 (*) u (**) cneam aa je wersopoyrao M N PQ retunan.

2.2
sinfa + 4) a+d 1 +ﬁ
m -— CtE 2 = E ({'.‘t.Eﬂ - L'.E,ﬂ ECtE )
_1 a+ 3 a+ 3
=5 ((cl‘.gu ctg 5 )+ (ctgﬂ ctg 5 ))
1 sin E.._,_ sin 9—%’-’— __sin "—;-E[sina — sin )
S 2 amnsln—ﬂ! sindsin 232 | 2sinasin Asin 232

OapeberocTn paam, Mmomemo nperTnocTasuTi Aa je a > 3. [lpumeramo je cpa-
KM YMHWJIALL Y MMEHHOILY OBOI' M3PAa3a YBeK NOIUTHBAH, KAO W JIA je sin "—;E > 0.
llakne, Tpeba nokasatH aa je sina > sinfd. [lpeu cayway: Yrao a =Huje
Tyn. llomro je sinr pacryha dyHxkumja Ha uMHTEepBany ['I],;-]. cnenm Heje-
amakocT sina > sin . Jpyzu cayvay: a je tyn yrao. Heka je ¢ = o - 3.
Tana je 8 < 3 —¢ (36or a+ 3 < «), na je: sina = sin (7 +¢) = cosé,

sin§ < sin (% — ¢) =cos¢, 7). sina >sinj.

2.3. O3paummo: a = l(-}p-,{'d’-%S], ﬂ=%(%p+”"dﬂ—§5|.ﬂﬂnajn a+

= Ep, afl = ;5, na cy a u J kopenu kpagpathe jeamaumne f(t) = t2 —
tp-t+ S =0. llpumerumo aa je 3'—;'—3 ancumca temena napabone y = f(t).
Kako je z < #z %(:+y+z]<:z, fz) = %{z—:]{y-:} >0wu fly) =
§(z—z)(z—y) >0, mopaButn z < am y> .

2.4. Heka cy a,b,c crpanuue u s noayobum tor tpoyraa. Mmamo:

abe
165 Vs(s —a)(s —b)(s —¢)

1). 4dabe=25v/(a+b+e)(b+c—a)la+ec—b)la+b—c) (+).

M3 ose jeanakoctu cnean aa 6poj /(a+b+c)(b+c—a)la+c—b)la+b—c)
mopa 6utH npupoaal, na 25|abe. Iowro cy a, b, c npupoann Gpojesn He Behnu
on2-6,25 = 12,5, cneam na cy Bap apa on mux aesmusa ca b. [Ipeu cayuay:
b= 5 M3 (%) noBujamo ma mopa Gutu ¢ = /B84 ¢ N. Upyeu cayvaj:
5 b = 10. Y osom cayuajy, jennaumsa (*) HeMa peajlHMX pewiemsa.
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Tpehu eayvay: a = b = 10. (*) = ¢ = 12. Ilakne, cTpaHuue oBor Tpoyria
jeanake cy 10, 10 » 12.

. Heka je z; Gpo) noena koje je ocBojHo urpay Ha k-tom mecty. [lpema ycnosy

3ajlaTka: I > I3 > --- > rg. [lowro cy cBu urpaun omaurpasm no 7 napruja,
MMamo da je ) < T, u r2 < 6,5. Ako 6u Buao z; = 6,5, To 6M 3HAUMIO Aa
ApyromjiacMpany Huje Marybuo HM jeauy naprujy, ajad nowrto mopa GuTtH M
ry = 7, umann GHcMmo aa je npeonjacupadd urpad noGeawo cee octane, na
Jje o nemoryhe. [lakne, mopa Butn r3 < 6. llocnenwa yerupum urpava cy
mehycobHo oaurpana -'!.'13 = 6 napTuja, u y MMa 3ajesHo ocsojuan 6 noeua.
Ilakne, r5 + 6 + r7+ x8 > 6. W3 yciosa ry = x5 + 25 + 27 + rs, n06ujamo aa
je 5+ x5+ 7+ 5 = 6. llakne, nocnemma yeTupu urpada cy warybuna cee
NapTH)e KOJ& CY OJMIPalH ca NPBOM YEeTBOPWIIOM, TA Jé YETBPTONJAacHpaHH
nobeawo mecronnacupator., Hanosmena: Osakap Mcxon TypHupa je moryh ako
J€é cBaKW Urpav uarybuo o CBMX KOJM Cy MJACHpPAHW M3Hal wera, a nobeavo
ocTaJje.

Tpehu paapen — A kareropuja

Kako je yersopoyraoc BA;TC| terusan, 1o )e:
£BTA, = £BC 1A = £C,C1 A = £0C3 B3 A,

Camuno, aobujamo na je ZCTA) = £B:C.A,. Cana je £C2B2A,+£B2C3A, =
LBTA + ZCTA; = ZBTC = 120°, na je y AA;1B2Ca, £B2AC3 = 60°. Aam,
£B2A:Cy = £B2A1Cy. Ananordo ce u 3a ocrtane yraose AA; ByCy nokasyje
na cy jeanakm 60°.

Axo je nap (m,n) pemewe, onaa je u (—m,—n) peweme. [lowro je 5+
3v2 > 1 u 3+ 5/2 > 1, 6pojesn m,n mopajy 6uTH uctor 3Haka. Jlakzne,
MoxeMo npetTnoctasut aa je m > 0, n > 0. W3 jeanaumne ciaeanm na samm
u(5-3v2)" = (3-5/2)". Karo je 0 < 5—-3v2< 1 u5/2-3> 1, oso je
moryhe camo 3a m = n = 0. Ilakne, jeauno pememse je nap (0,0).

Oanaummo: ¥ = B¢ —vb, j=vi—af, T=ab-fd. Axo jea=F=+v=0,
Taga cy T,y, I Hyna-sektopu, na tepbeme pawu. [Ipernocrasumo cana aa
je Bap jeman oa ckanapa pasnMuauT oa Hynae, Ha npumep ¥ # 0. Tana je
= __% T — 'g J, Na Cy Ta TPW BEKTOpA KOMIJIAHAPHA.

AKO HM JefaH o THX Gpojesa HMje 2, OHAA BHXOBH KBAJPATH Ma)y octatak |
npu aesmewny ca 8, na 6u aepa cTpana jeawaxocTd Buna aemupa ca 8, a necHa
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4.1.

4.2,

4.3

He. Jlakne, Gap jeaan oa Gpojesa mopa Gut jeanak 2. Taaa je gecHa ctpana
nesmusa ca 8. Jla 61 u nesa crpana Guaa napua, mely cabupumma pi, ..., p3
Mopa BuTH napan 6po) Henapuux, T). vma 0, 2, 4 nau 6 venapaux cabupaka.
Houxos 36up npu aememwy ca 8 aaje ocratke 0, 2, 4, 6 peaom, na mopa GuTH
prL=p2=pi=ps=ps =ps =pr =ps = 2. [lporepom ce ycTtaHoBLaBa Ja OBM
BpojesByn 3aMcTa 3a1040B/LABA)Y JeAHAKOCT.

5. IMo ycnomy 3anatka, P(0) # 0. IIpernoctasumo aa je rg peansa HyJa Tor

nonunoma. Tana je u ry = 2r) + ro rakobe weropa peanna uyna, npu uemy
je |z1]| = |2z3 + zg| = |xo| - |225 4+ 1| > |xol, jep o # 0. Hacrasmamajyhin onaj
noctynak 1obuan Gucmo DeckoHAYAH HA3 PpeallHuX HYJA NoOAHHOMA, TPH YeMy
Je cBaka Hape/Ha No ancoayTHo) speasoctu pelia on nperxoane, a To Huje
moryhe. Jlakne, nonMinom He MOMe MMATH HHA JeJHY PeanHy HyIy.

Yerapti paspen — A kareropuja
Buan pemweme 3agatka 3.1 3a A kaTeropujy.

Heka je f dyHkuM)a Koja 3aA0B0kABA YCJIORE 3AJATKA. JaMeHOM BPelHOCTH
r =0y nary jeanakoct, nobuja ce na je f(0) = 0. Bammn:

=3 (G +1(3) =3 (5+3 G/ ()
=3 (543 (3 Gor )

Muaykumjom ce nako nokasyje aa je f(z) = (El'-‘ + EL‘ BT 5%7] r+ -_.L-f {.;_‘} ;
sa ceako n € N. Taaa je:

nx;=n=Ln;n((%+%+---+2_j;):+gin;(2i")) =

jep je lima oo 3z = 0, ¥ dyHKumM)a je Henpexknana y Taukn r = 0. llposepom ce
BUAM Na Henpekuana Gynkumja f(z) =  3aucTa 3aN0BO/BABA JATY JeJAHAKOCT.

I
3 ?

AKo je n HenapmHo, y3MuMo nepmyTtauMje a; = by = i, 3a cee i € A, Bamu:
n|(a;+b)—(aj+b;) = n|2i—2j = n|i-j. Mebyrum, |i—j| < n, na
mopa Buti | = j. [lpema Tome, Henapuu Bpojern Hema)y TpameHO CBO)JCTBO.
Pasmorpumo caaa cayda) napuor n. Heka cy (ay,a3,...,a,), (b, ba, ..., bs)
NpoM3BoJsHe nepmyTammje ckyna A, Axko n He OesM HM JejHY O] pasjiMKa
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L:Ls

1.2.

1.3.

(ai+b;)—(a;j+b;), To 3naumn aa ceu enementu n-topke (ay+by, ... a,+b,) najy
pPA3NIMYUTE OCTATKE NMpU Aeskemny ca n. 36Mp enemeHaTa Te n-TOpKe jefHaK
jen(n+1), na je nesun ca n. Ca apyre crpane, (a) +by) + -+ (a, + b,) =
l142+---4+n(modn), n 1+2+---4+n = ﬂni—"'ll WTO HMjE AE/HHUBO ca n,
JEp )& n NAapHO, W HEMAa 3ajeHUYKKX Jenunaua ca n+ 1. Odzosop: npupoaHK
Gpojern ca TpameHUM CHOJCTHOM CY NapHMW.

[lpeTnocTaBuMo aa je YoREK JAOBECA0 J0 MecTa Ha AecHo) obaau koje je r km
yAa/keHO 0/ OHe Tauyke Ha To)] obalM Koja ce Haja3u TAYHO HACMPaM HBeropor
noversor noaoxaja, 0 < r < 4. Taama je on pechao V2 +9km, a Tpuao
4 — rkm. Bpeme koje my je norpebuo 3a To je t(x) = @ + 4Z£. Kako
je t'(z) = Qﬁﬁ - %, MUHUMYM QYHKIM]E Ce JOCTHHEe ¥ TAuKkM Ip = ;3-1-, (jep
t'(zg) =0, t"(zp) > 0). Mowro je 0 € g € 4, Tpaskeno pacTojame je JeAHAKO
4— % km.

3a uene r,y, P(z)— P(y) je ypek nemuso ca r — y. O3paummo: r; — r3 =
P(zy) = P{z2) = Ry - (21 — 22), 23 — 24 = P(x2) — P(z3) = Ry - (22— 23), ...,
ry—r9 = P(z,)—P(zy) = Ry-(zy—1;). Muo®kemem oBux jeaHakocT, gobujamo

aa je AiRs ... R, = 1. Kako cy Ry,..., R, uean 6pojeny, cBakM oa mUx je
jeanak 1 mam —1. Buammo aa mopa)y cBu ButH jeasakxu 1, jep Bu ce nHaue
HeKe 0Jl BPeAHOCTH ¥y, ..., 2, noknanane. [lpernocrasumo aa je r; uajpehn

oa t™ax Gpojesa. Tapa, u3 ry — 19 = z,, — 1), A0OHMjAMO KOHTpPAAMKLH]Y:
dry=z3+ 1y < ) + x,. llakne, tparmenn uenu Gpojepn He MOry NOCTOJATH.

IIpen paapen - B kareropuja

(n=1*+n%+ (n+ 1) = 3n(n® + 2). Nokamumo na je opa) 6poj ysek aemun
ca 9. Axo je n pemmBo ca 3, onga je npowmsson Jn gemus ca 9, a ako je
n=23k+1uamn=3k+2 ca9 he 6uru aeanso 3(n? +2). 36up ana napua
M jeanor wenapHor Gpoja (y cay4a)y HenapHor n) je Henapas, a 30up asa
HenapHa W jeaHor napHor Gpoja (kaza je n napuo) je napan. [lakne, natwu
M3pa3 je aessMB ca IR ako M caMo ako je n napHo.

28! je nesmpo ca 5-8-10-15-20-25 = 3000000, na je b = 0. lNomTo je HGpoj 28!
gensus ca 9, u 36up weropmx undapa mopa Gutu aenus ca 9, 1j. 9 | 82 + a.
Jeauna umdpa ca oBuM cBojcTBOM je a = 8.

Bap jeanaw on vriora v temenuma A w B omor Tpoyrna takolie je owTap.
Maoskemo npetnoctaBuTi aa je 1o yrao ZABC. Tauke A, B. A’ B' nanase ce
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Ha ucTtoM Kpyry (jep LAB'B = ZAA'B = 90°). Axo je ZBCA omrap, Basku
LAB'A' = 180° — LZABC = ZA'B'C = £ABC, a ako je 1yn, yraosu ZA'B'C
M ZABC cy noayaapum kao nepudpepujckn Han terusom AA'. [locmarpajmo
taurenTy | kpyra onucador oko Tpoyraa ABC koja caapam tauky C, m Ha To)
TAHIEHTH NPOM3BOAHY Tauky M Koja ce HANA3IM Cca PAINMUMTE CTpaHe Npane
AC uero tauka B. Yrao uamebhy TanrenTe u TeTuBe jeaHak Je oarosapajyhem
nepudepujckoMm yray Haa Tom TetBoM, T). LIMCA = ZABC. HoBuan cmo
aa cy yraosu ZA'B'C w ZMC A noayaapun. Kako cy oHM HaM3MeHWYHM Kaaa
je £LBCA owrap, a carnaceu kaga je tTyn, cieam aa je A'B' || t. Kako je
t L OC, tpaxenn yrao je npas.

£ZAOB = 180° — (ZOAB + LOBA) w LCOD = 180° - (LOCD + £ODC) =
£ZAOB + £COD = 360° — 3(£DAB + ZABC + £BCD + ZCDA) = 180°.

Buam pewewe 3anatka 1.5 3a A kateropm)y.

Hpyru paspen - B kateropuja

(a+8)* = (a® +b*) = 2ab = d = H3/(a + b,a® + b*) = H3(a + b, 2ab).
MpenocTasumo aa je p > 3 3ajelHMYKM NpocT YaHMaal Opojesa a + b u 2ab.
pl2ab = pl|awnmm p|b. [Tomro je jenan cabupak, kao ¥ 36up a+ b, aenus
cap, ciend na cy v a u b nemusu ca p, wro nuje Moryhe, jep cy y3ajaMHo
npoct. Ha cawvan naumn ce nobuja u aa a + b, 2ab we mory mcrospemeno
6utn aemusn ca 4. Jlakne, d € {1,2}. Awo cy a n b venapum, onaa je d = 2,
a ako je jenan oj wux napan, d = 1.

Heka je ay = AM, ¢ Bucuna u3 remena P napanenorpama Ha ocHopuuy AM, a
h sucuna tpoyrana ABC koja oaromapa ctpanmum AB. AABC ~ APNC =

?:t_: = :_: [Mowro je h = bléi HAIA3UMO a; = ﬂ%i—’l, na je TNoBpHIMHA
napanenorpamMa P=a;r = ﬂ%lﬁ -xr. MakcuMyM OBe KBalpaTHe DYHKIM)je
jo P = % (3az= "—'?].

. Oanaunmo a= v+ 27, b= V6 —z. Tanajea+b=23, a® 4+ b° = 33. Kako je

a®+b° = (a+b)(a*—ab+a?b? —ab®+b*), mopa 6urn a* —ab+a’b? —ab+b' = 11.
Osnaunmo t = ab. TMomro je a® + b* = (a + 6)* — 2ab = 9 — 2t, umamo: 11 =
a'—a*b+a’b? —ab® + b1 = (a?+b6%)? —a?b? —ab(a® +b%) = (9-2t)* —t*—t(9-2t) =
-9 4+14=0,71. t;y =2, t2 =7. Pemema cucrema a+b=3, ab= 2 cy
(1,2), (2,1), onakne wanasmmo zy = —26, z2 = 5. Cucrema+b=3,ab=7
Hema peasnnx pewema. Odzosop: Pewema jeanaumne cy —26 u 5.
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M3 cpake Tauke yuyTap yetsopoyria, bap jejlHa cTpaHMIla Ce BUAM NOJ yIjaoM
KOJM HMje oWTap (jep Ta YeTHpH yrja uMHe nyH yrao). Tama he kpyr kon-
CTPYWUCAH HAJl TOM CTPAHUIOM NPEKPUBATH JNATY TauKy.

fin. qintl 140 +25" Tin 1 1intl _5Intl 4gn. 121" = 5in.7in. 11211.{7_}_11‘_5} =
13.5%".7%".11?", llatu 6poj je nemwun ca 13, a mmje ca 13?, na ne mome GuTH
NOTIYH KBAJAPAT.

Tpelin paspen - B kareropuja

OO0 =ry+ra, 0103 = ry + 13, 0203 = r3 + ry. [lo Xeponosom obpacuy,
noepiumMHa Tpoyria 10403 je P = \/rirara(ri + r2 + r3). Ca apyre crpase,
ako ca A o3HAauUMMO TPaKeHW NOJYNPEeYHUE ONMMCAHOr KPYra, HMamo:

N (ry 4 ra)(ry + ra)(ra + ra) S A= (ry + ra)(ry + ra)(ra + ra) .

1R 4y/rirara(ry + r2 + r3)

JennauMHa HeMma pemema jep je [tgz +ctgz| > 2> V2 > |sinz + cos |,

P

Buam peweme sanarka 3.3 3a A kateropu)y.

Axo ysenemo cmeny t = zr + Vz? — 4, nobuja ce nejemaunna (3)°* > 1,
onakne jet > 4, T). vzi—14 > 4—z. Jlepa crpana nejenauuHe Je neduHUCaHa
3a r € (—o0, —2]U[2,400). ¥ cayuajy 4—z < 0, pemieme npeAcTaB/bha MHTEPBAJ
(4, 400), a y cayuajy 4 —z > 0, nocse kpaapupama, aobujamo r > %. lakrne,
pelneme HejeaHaunHe je uHTepsas [2, 4+00).

| |Dgﬂz;b= %[lug"i‘.—"] = a?_dab+b2 =0 => [%]2—4%+1 =1 = %:2-{--,1’3.]&[}

o3 ° @
t > 1. Iaxane, tgn=2+ﬂ=§r4£= it—é-:l—‘%:tg{%ﬂ +30°) =
tg 75°. 3naum, a = 75°, 7= 15°.

YernpTy paspen - B kareropmja

0,072 = ri+ 12, 0103 = ri + ra, 0203 = rz 4+ r3. [lo Xeponosom oBpacuy,
nospmmea Tpoyraa 00,03 je P = \/rirara(ry + ra + rs). Ca apyre crpane,
ako ca H o3HAYMMO TparkeHW NOAYNpPeYHMK ONMMCAHOT KpPYTa, UMaMo:

p= (r1 4+ ra2)(r1 + ra)(ra +ra) = R= (ri +ra)(ry + ra)(ra + ra) _
""lR I|EI\/{I"| Tgfsl:‘l'l + ra +- r_g,'l
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4.2.

4.3.

4.4.

4.5.

1.1.

12

Pewema (z,y) cucrema: y=m -3 4+n, y=n-3"* 4+ m cy napoau (0, m+ n),
(logg(—%),0), a To cy ynpaso KoopAMHATE NpeceYHUX Tavaka rpaduxa OBMX

hYHKIUM)A.

a(M)2 +b(A) +e(Ai)+d=0 = (d=bA*)+(cA—aXd)i=0 = d=b\? cd=
ad? = dadd = beA® = da=be, jep A #£0. M3 ¢ = al? caeam ac = a?A? > 0.

Buam pememe 3anatka 4.4 3a A kaTeropmjy.

Heka je z = cos¢ + isin¢g. Tana je:

z+1 _ l+cosg+ising 2cos” £ + 2isin £ cos £
:—1 —l+4cosg+ising —2sin? £ + 2isin $ cos §

¢ 4Lisin®
¢ cosz+isinz

= Clg — -
€2 —5in§+ims§
: (~sin$+icos$) (—i) L

= clg — - = —ictg =,
52 —sin%+fcﬂa—;i EE

ofakne cneaw Tp hewe 3anaTka.

PEIIEHBA 3AIJATAKA CA PENYBJIMYKOI' TAKMMUYEHRA
I[Ipsn paspen — A xateropuja

Oaunaummo r(z) = 990z — 889. MMowro je 22 — 122+ 11 = (z — 1)(z — 11), onaa
je p(1) = r(1) = 101 u p(11) = r(11) = 10001 = 73 - 137. 3a cse k,| € Z paxu:
k—=1]plk)=p(l). Axo je p(k) = 0 Ttana k=1 | p(1) u k=11 p(11). K3
npee penammje je k € {0,2,—100,102}. [Momrro M jenan eneMeHT OBOr CKymNa
HE 3aJI0BOJLABA APYTY penaum)y, caeam aa p(r) ve Mome uMaTh uesobpojHuxX
Hya.

Heka je 77 € t; Tauka Koja ce He HajaiW ca ucTe cTpade npane M N kao
M Tauka B, a Ty € 1; Tauka koja ce He Hanasu ca ucre crpane PC kao u
N. Tana je £T3PC = £LPNC wn LT'MN = ZMBN, jep je yrao nameby
TAHreHTe M TeTUBe Nojayaapan oaropapajyhem nepudepujckoM yray naa Tom
TerusoM. Yraosn £ZPNC w ZMBN cy noayaapum, kao carjlacHM ca napa-
nenuum kpauuma BM w NP. Opatne je £LToPC = LZTYMN  na wa AC || MN
cneam i || ta.



1.3.

1.4

1.5.

2.1.

A3

Tephewe cnenm ua jeanaxoctu: (ad + be)(ac+ bd) = (@ +b*)ed + (¢* + d?)ab =
(a2 + b2)(ab + cd).

Heka je p jeana on nocMaTpanux npasux. KoHcTpymmMMo Kpyr Koju aoaupy)e
ayx MN w nonynpase MA, NB penom y taukama R, P, Q. Umamo: MA +
NB=MN=MR+NR=MP+ NQ, na je AP = BQ, npu uemy ce jeaHa oa
tavaka P, nanaau yuyrap oarosapajyhe crpannue tpoyraa ABC, a apyra
Ha npoayxetky. Onatne je CP =CQ = %[CA+CB], T). nonowa) Tauaka P, Q
He 3aBMcH ol uabopa npase p. Hpema TOME, KOHCTPYHMCAHM Kpyr JoaMpyje
CHE [IpaBe KOJe MMA]Y CBOJCTBO JATO Y 3aJaTKY.

Ouuraeano, uu jeaan jeanoumdpen 6po) He 3a40BOLABA TPAMEHY pelalM]y.
Heka je n = ab asoumdpen 6poj. Tana w3 a + b+ ab = 10a + b creqn na je
b=19 aa moxke Buru Buio koja unppa pazauuura oa 0. MaremaTuukom
MHAYKIMjoM 1o Bpojy umdapa Gpoja n > 100, nokaszahemo aa je n > S(n) +
P(n). 1. n=abe. Tana je S(n)+ P(n)=a+b+c+abe=a(l+be)+b+c<
82a +b+c < 100a+ 10b+¢c=n. 2. Hewa je n = @jaz...ak+1, k > 3. Axo
je n' = @jaz... 4, N0 MHAYKTUBHO) npernoctasuu paxu S(n') + P(n') < n'.
Taza je S(n) + P(n) = axpr + S(n') + axsa P(n') < 9+ S(n’) + 10P(n') <
10S(n’) 4+ 10P(n’) < 10n" < n, wro je u rpebano nokasatu. Jlakne, Tpamenu
Gpojesu cy: 19, 29, 39, 49, 59, 69, 79, 89 n 99.

Hpyrm paspen — A kateropuja

[Towro je apyra jeaHauMHa cucTema exkBuBajenTHa ca y(z +2)+x+1 =0,
c/AelM Ja HMje T = —2 HW 3a jeaHo weropo pememe. Ogatine je cucrem
eKBUBAJIEHTAH ca:

azy+:—y+%=ﬂ - {‘Eﬂ—-!:l:l.'!-l-l:ﬂﬂ—g}z—ﬂ:u

- | R
v=-F1 yv=-%

3aMeHoM BpetHocTH £ = —2 y npey jeanavuHy, aobujamo na je a = —% jenmua
BPEAHOCT MapaMeTpa 3a Ko)y Ta jeaHauMHa uma pememe ry = —2. pyro
peuemke je Taga rp = —%r na CHUCTEM MMa |eJIMHCTBEHO peniemne [—:-':, %] 3a
a = |, npea jeaHadyMHa je JAuHeapHa, Ma CUCTEM MMa JeJIMHCTBEHO pelleme
{—%,é]. 3a a # 1, npsa jeiHauynHa je KBaJApaTHA ca AWCKpUMMHAHTOM D =
4a’428a+17. D < 0 = cuctem nema pemesa. D > 0ua # —% = CMCTEM UMa
apa pemewa. D=03aa= '—Hizﬂ [TowTto cy ope ABe BPeAHOCTH PAa3JuYnTe

oA -{:1 cllefM Na M Talla cMcTeM MMa jeauucTseno pewmeme. (Qdecesop: a €

{1.—%- '7?1‘?; -T--l:.{'!}.



2.2.

2.3.

2.4.

2.5.

3.1

Mpernocranumo cynpotho. Heka cy a, b, e, d, e aykuHe TAHPEHTHHX AYHA M3
remena A, B, C, D, F peaom na ynucaum kpyr. Bamm: b=5-a, c=6-b=a+l,
d=10—c=9—a,e=T7T—d=a-2,a=9—-¢e=11-a, ﬂﬂjEﬂ:E% > AB,
wro je Hemory he.

(z+y+:2P - (P +7+27) =3z +y)(y+:)z+2) = (z+y)(y+:)(z+2) =8
(*). Kako je (z+y)+ (y+z)+(x+2) =6 (**), cneam aa mebhy 36uposuma
I+ Y, ¥y+2z, T+ 2 UMA WIKM TAYHO je]aH WIM TauyHo Tpu napua. [Ipeu cayua):
Cea Tpu cy nmapua. (™) => ceakm oa 36uposa je jeawak 2 wmm =2, (**) =
r+y=y+z=z+z:z=2=>z=y=z:=1. dpyru cayva): Tauuo jegau oa Tpu
3bupa je napad, Ha npumep r+y. Tanaje |[r+yl =8, ly+z|=|r 42| = 1.
(**)=2>z+y=8, y+z=z+z=-1=>2r=y=4, 2z = -5. Ilakne, cpa
pememna cucrema cy: (1,1,1),(-5,4,4), (4,-5,4), (4,4,-5).

Arxo ce mehy BpojesmMma ap,...,asg Heka oa undapa 0,2,4,5,6,7,8,9 nojasm
11 nyta, uau ce Heka oa undpapa 1 u 3 nojasu 10 nyra, Tana he Taksa ungpa
WMATH IBa WcTa cheabenuka, na Tepheme 3agaTka paxu. [lpernocrasumo
nace0,2,4,5,6,7,8 9 nojabayjy uwajsume 10 nyra, a 1 v 3 najpumme 9 nyra
mebly npaux 98 ynanosa uusza. [lowro je To ykynHo 98 nojapsMBama, clelu
Aa ce ceaka on umdpapa 0,2,4,5,6,7,8,9 nojapamyje Tayno 10 nyta, a 1,3 no
9 nyta. Cauuso ce aobuja aa meby Gpojesuma aa, ..., ass uma no 10 umdapa
0,1,3,5,6,7,8,9, a mo 9 unpapa 2 u 4. Onarne cieam Ha TPBOM MECTY Y HH3Y
Mopajy Gutu undpe 2 m 4, a na nocaneawem | u 3, wro je vemoryhe.

Osnauumo: AB =¢, AC =b, BC = a. llocroju aysuna { Taksa aa je AA; =
t-2, BBy =t-§, CC,=1t- E. [MTpumenoMm kocuHycHe Teopeme Ha AA,CCy,

wmamo: AC = 85+ (b+ %) + 2% (0+ &) cosy. Momrro je cosy = £45=e-,

oaasae ce nobuja: i;f—i =1+ S+ H+5)+US+ £+ L) Ha uem

A B! BCY . . .
HaUMH Cy —51 M —5' JeaHaKH TOM M3pa3sy, T). 1‘,_5'»=11E1=£'£'~ wTo je

u Tpebano nokalaTu. ; :
Tpehn paspen — A kateropuja

llokaxumo aa je n = | jeauno peweme. [Ipernocrasumo cynpoTHO; Heka je
Tala p HajMamy npocT Aeannau 6poja n. p > 3, nowTo n He Moxe BUTH napaH
6po). Heka je m najmamm npupoaan 6po) ca ocobuHom aa je 2™ — | aesmmnso
ca p. Tana je 3a npuoasosman npuponan 6poj k, 2 — 1 aeauso ca p ako u
caMo ako m genu k. 3amcra, ako 6W Guno k= gm + r 3a nexko 0 < r < m,



3.2.

3.3.

3.4

3.5.

Tana 6ucmo umanu 1 = 2% = 29m+r = (2m)92" = 2"(mod p), Tj. 2" — 1 61 Buno
le/sMBO CA p, WITO Je ¥ cynpoTHocTH ca uabopom m. [lpema tome, m nenn
n, anu u p— 1, 6yayhin na je 2*~!' — | gemmso ca p, no manoj ®epmaonoj
Teopemu. Crora je | < m < p— 1. Mebhyrum, To je KoHTpanMkumMja, jep n He
More BuTH Jemus GpojeM Koju je MamM 01 p U pazauudT oa 1.

Hexa je Q(r) = xP(r). Henocpeanom npopepom Buam ce aa je Q(1) + Q(i) +
Q(-1) + Q(~i) = 4, ma je [Q(1)| + Q)| + |Q(-1)] + |Q(—i)| > |Q(1) + Q(z) +
Q(-1) + Q(—1)| = 4. Onarne, nocroju z € {1,i,—1,—i} Taro aa je |Q(z)| > 1.
Taaa je |P(z)| = |z] - |P(2)| = |Q(z)| > 1, ka0 wTo ce u Tpaxkuno.

Hexa je SH sucuna u3 S wa ABC. llowro je SA = SB = SC, H je uenrap
kpyra onucador oko AABC. Wceuumo TeTpaenap Ha Tpu Ttetpaeapa SHARB,
SHBC, SHAC. Noayaapad TeTpaejap CynpoTHe opujeHTaumje aobujamo
kaga SHAB ocrasumo Ha mecty, a aenopuma SHBC w SHAC 3amenmmo
MECTa.

Cau uenu Bpojesu y unrepsany I = (2002-10™,2003 - 10™), m € N, nounmy
unppama 2002. Jlokawkmumo aa ce Moxe ogabpaT m Tako Aa TakaR MHTepBas
canpxu Gap 10000 enemenata koju cy 2002. creneuwm npupoanux Gpojepa.

To je ucnymeno axo je **%/2003 - 10™ — **5/2002 - 10™ > 10000, ).
10000
JHJ"EDD:; _ Jnn!f’r"unz '

Hakne, momemo ogabpaTn N0BOJHO BEJMKO M KOJe MCIyhaBa OBY HejelHa-
koct. Tana nocrom 10000 yaacronuux npupoanux Gpojesa unju 2002. cre-
nedu npunanaajy unreppany I. Jeasauw oa tux Gpojesa ce 3aspwasa undpama
2002, u 3anoBoJ/baBa ycioB 3a0aTHA.

m > 2002 log

[IpaBoyraoHuk je moae/seH Ha jeauHuuHe kpaapate nomohy m — 1 xopuson-
TanHe U n — | pepTukanne Ayxu. Ako npasa uMa k 3ajesHMUKMX Tavaka
ca THMM [AYMMa M CTPaHMllaMa NpaBoyraoHMKa, Tajaa oHa cede k — 1 no-
ae. [lomTo npapa Moke MMATH HajpMIle 2 3ajeHHYKEe TayKe ca CTpaHWIaMa
NpaBoOYraoHWKa, ciejn Aa oHa cede Hajpuime 24 (m—1)4+(n—=1)=1=m+n-1
nome. [lokamumo na je To moryhe noctuhn. Heka je A gowme neBo Teme
NpaBoyraoHuka, a B rayka Ha AeCHO) CTPAHMUM M0OJLA KOJe Ce HANaiau y rop-
BeM JEeCHOM yTNy, TakBa Aa Ay# AB He caap#w HW JeHO O/ TEMeHa KBajpa-
Ta Ha Koje je M3le/ed npasoyraonmk, ocum temena A. [lpasa AB ceue ceux
(m = 1)+ (n — 1) noaeoHKUX Ay»u NMPABOYrAOHMKA Y DA3NMUWTHM TauKaMa.
Odzoeop: m +n — 1.



S

4.1.

4.2.

4.3.

1.4

YerspTr paspen - A kaTeropmja

[loctroju 6po) ng € M koju je sehin on cBux peanHux Hyna nonuHoma g(r).

lMowro cy f M g ucror creneda, HA3 (%) Je kKoHpeprentan. Kako cy
nZ>ng

HEroBM WianoBH tleau Gpojesu, To noctoje c € Z u k € M taksm aa je ﬁ%} =c
3a ceako n > k. Tana je f(n) —eg(n) = 0 3a crako n > k, na noamHoM
J(z) — cg(z) nma GeckoHauyHO MHOIO Hyna, W MOpa BHUTH MAEHTHYKM jelHAK
HyJM, WTO Je W Tpebano nokasaTy.

Heka je z; = 2+ V3, 23 = 2— /3. Osa asa 6poja cy pemema jefHaunHe
2 —4z41=0. Hus uenux Gpojepa A, = —%[z'f + z7) 3a00BO/LABA PEKYPEHTHY
penaum)y A, = 4A,_1— A,_2, a nppa nsa unava cy Ap =1, 4; = 2. Heka )e
B, ocrarak Gpoja A, npu aemewy ca 7. [lomro je Bo =1, By =2, By =10,
.5325, quﬁ, H;,:fh Bﬁ.:D. H:r:?, BEZIZED. BQZEzﬂ_‘[,HHE Hn
Je nepuoanyan ca nepuaoMm ayxuae 8. 3ato je Bapgoz = B = 0, na je Azpnz
nemuso ca 7. Kaxo je Agooz = 32§77 + 52392 m 0 < 323°%% < 1, cneam na je
[52{%°% = Az002 — 1, na je 6poj [+2{°°%] + 1 nenus ca 7.

Bes ymamema omurocTy, MokeMo npetnoctasuTh aa je OA=0B=0C = 1.
Ospauumo: a = 51 b= ﬂ_'B)1 &= t‘.'f ma=4LBOC, 8= LA0C, v= £ZAOB.

Youmumo Tauky S' Taksy aa je OS’ = sina-d+sin §-b+siny &, u MapayuyHajMo
IEHA pacTojama ol crpana porsa. Pacrtojame on crpane BOC jeanako je:

1(:::_53}::5) _sma\(a.i'xe)‘ i d|.

I x @ - sin o
WUery BpeasocT umajy u pactojama od npeocrtane ase crpane, na je S je-
JHaKo yaaseHa ol wux. Cneam na cy BekTopwu (ﬁ u 05" konuHeapum.

OanaumMo ca pm, BeposaTHohy aoraljaja na nocneawa usabpada Kyridua
Oyie naapa, ako ce Ha NOMETKY Y KYTHJM HAJa3M m JaBux M n UpBeHnX
kyraumua. Tana saku: ppg = 1 3am > 1 v pogn =0 3a n > 1. Jlako ce
npoBepaBa Aa je p;) = %TFI: = % [Ipernoctasumo aa je pjx = % 3a CBAKo
1 < k < n, ¥ pasMOTPHUMO cJiy4a) Kajla ce ¥ KyTH]H Hanasu | nnaea u n
npeedux kyrauua. Oanauumo ca Ay goralja) na Ha NoOveTKy jelHa 3a APYToM
Syae usabpano Tauno £ uppenux kyrauua (0 < £ < n), a satum naasa. Tana



4.5.

1.1.

37

je

Pin = P(Ao)pon + Y P(Ak)P1,n—x

1

= P(Ap) -0+ P(Ag) + P(As) -1

1

= 5 3" P(A) + 5(P(An) - P(40))

k=0

B3] — 2
o
- |l

1 1
= + E[P[An] — P(Ap)).

Kako je P(An) = ;537 - 222 ...3 - 3 = ;7 = P(Ao), 10 cnieam pn = 3. Tpema

Li ]
TOME, 3a CBAKO n > | Ba¥M pyp = 3, N1A je py g9 = 3.

IMocMaTpajMO KBAAPAT Ca UEHTPOM Y KOOPAMHATHOM MOMETKY, YMje cy cTpa-
unue aysube 2002, m napanense cy KOOpAMHATHMM ocama. YO4YMMO CHMe-
Tpa/ie CBMX OY)XXM Ca KpajeBMMa Yy UeJobGpojHMM TaukaMa Koje NpMnajaajy
ToM kBaapaTy. llomTo TMX cHMeTpana MMa KOHAYHO MHOro, NOCTOjM Tadka
S(0,%), 0<yw < % KO)a HHje HM Ha jedHOo)] ol BUX. Tauka S ce HanasW Ha pa-
INMUMTHM PacTojalkMMa 01 CBMX LesobpojHux Tavaka M3 kpaaparta. Heka je
P, nuenobpojua Tauka y kpaapaTty Hajbawxa Tauku S, P; caeneha na)6mnwa
MTA. YHyrap kpyxuuue k(S,r), rae je SPipz < r < SPaos Hanase ce TauHo
2002 uenobpojHe Tauke W3 KBajapaTa. AKO YHYTAp KPYWHMIIE HJIM HA BO)
nocToju jom Heka uenobpojna Tauxa, onna je r > 1002 — yp > 1001 4 :}, jep je
(0,1002) uenobpojra Tauka Hajbmwka Tauykkm S, O OHMX KOje He NpMIajgajy
kpaapaty. Mebhyrum, Tana 6u u cee 2003 uenobpojue Tauke y-oce Koje nMpu-
najajy keagpaty Guie yHyTap TOr Kpyra, Wwrto je kontTpaaukumja. Jlakne,
KpyAHHIA k 3a10B0/baBa YC/IOBE 3afaTKA,

IIpewm paspen — B kareropmuja

[lposepoMm ce ycraHos/baBa na Gpojesu 2, 3, b HMcy pemema, a aa 7 jecre.
Hexka je p > 7. Axo je p obauka Tk+1, Tk +2 nan Tk +4, 6poj p* +6 je aenus
ca 7, a ako je p o6auka Tk + 3, Tk + 5, Tk + 6, onna je p? — 6 nesmno ca 7.
[lpema Tome, p =T je jeIMHO peliee.

1.2. Buam peweme 3anatka 1.2 3a A xateropmu)y.



1.3.

1.4.

2:1.

2.2.

23.

24.

2.5.

3.1.

3.2.

(a+b—c)* >0 = a*+b* +c* +2(ab—ac—be) >0 = 3 > 2(-ab+ac+bc) =
2> —abtac+be = 1>—ab+ac+be = EIFE:" f+;}-—%

Buan pememe 3anatka 1.4 3a A kateropmjy.

Moaenumo ckyn A va napose: {1,2002}, {2,2001}, ..., {1001,1002}. Moackyn
B He cMe caapsaTH HM jenad ol opux napopa. [lakne, 3a cpaku nap MoMeMo
oaabpaTy aa M ce y B HANAIW NPBU eNeMeHT, APYIrd, WK HH JelaH Ol IBUX.
[Ipema Tome, Tpaskenux nojackynona uma 31991,

llpyrn paspen - B xateropmja

Buan pememe 3anatka 2.1 3a A kateropm)y.

MS DM _CN NS
" AB DA  CB  AB'
a®+b* = (a+b)((a+b)*—3ab) = 1-3ab = ab € Q. a®-bt* = (a—b)((a+b)?—ab) =
(@a—b)(1 —ab) (*). Axo je ab=1, onna je a® + b? = (a + b)? — 2ab= -1 < 0,
wro je Hemoryhe. Ilakne, ab # 1, na m3 (*) cneam na a—b € . Tana je
a=i((a+b)+(a-b)=2(1+(a-b)EQub=1-acqQ.

Bamn onakne je MS=NS.

Buiam pemewe janarka 2.4 3a A kaTeropujy,

Yersopoyrao B,TA,C je taurentan, na je B)y/T + A\/C = TA, +CHBy, 1.

BB, 4 BC _ AL 4 AC [lomro mehoj cTpaHWuM y TPOYTray OATOBOpa Mama

TexMIIHA ay#x, M3 BC > AC bwn cneamno aa je AA; < BBy, na 6u Buao

3—35-'#+ % > %L+ %. Camuno, He moxe 6ute im BC > AC, na je BC = AC.
Tpehn paspen - B kareropuja

sinfa+3) =1 =sina—-cos? @ & sinacosf+sinfcosa—1=sin’a+sin?f-
1 ¢ sina(sina — cos ) = sinF(cosa —sinF). ¥ranosm a u § cy omwrpn, na
CY HBUXOBM CHMHYCHM M KOCHMHYCHM nosutuenun. M3 npernocraske sina < cos 3
cnemn: cosa < sinf = sin’ a+cos® a < sin® # + cos? = 1, wro je wemoryhe.
Cnnuno, He Moxe GUTH HM sina > cos 3, na je sina =cos 3, 7). a+ 8 =90°.

Heka cy A, By, C noaxoxja HopMana u3 tauke M Ha crpanmue BC, AC, AB
peanom. [lowro je BM cumerpana yraa ZABC, pawu MCy = M A, na mome-
Mo o3Haumtu m = MCy, = MA,, n= MB,, £ = ZACM. Tpoyracen CMB,

LI o

m CMA, umajy 3ajeHMYKY XWMNOTeHy3y, na je - = Sn(100°=5] Canuno,



3.3.
3.4.

3.5.

4.1.

4.2,

4.3.

414.

4.5.

ua tpoyrnosa AMB; w AMC) crem 2 = ;,-Hﬁ Onarne, ;i% =

% = sinz = 2sinl0° ﬂlﬂ{lﬂﬂ" 3] = [gﬂ' —_ I:l s cm{llun = I] -

sinz —cos(110° —z) = cos(110°—-2z)=0 = 110°-z=90° = z=20°.
Buam peweme sagatka 3.3 3a A kaTeropu)y.

Buam pewemwe zanatka 3.4 3a A kaTeropujy.

Mocne cpelhupama, nobuja ce aa je aatu uapas jeanak (a + b+ ¢)?.

Yersptn paspen — B kateropmja

Heka je 2o = 1f5- Taxa je 75 = 752, In {3} = ln{l + 2g). Ilncua:rpajun
pyukumjy f(z) = In{l+:]—m MowrTo je f'[.t] — :+1 ‘(ﬁﬂ'{ GIGETT 2
0 3a > —1, pyuxumja je pacryha wa warepsany (—1,400). Caemm aa je

f(zo) > f(0) = 0. Odzoeop: In 1% > 2.

Hexaje S= 1422+ --4+nz""!. Tanaje S—zS=1+z2+2*+.. . 42" 1—ns" =
ll'_‘: —nz" =—n, naje § = 2.

Buan pememwe 3anatka 4.3 3a A kateropm)y.

Ako je Jeaan oi GpojeBa T; JeaHaK HYJH, JIAKO ce BHOM [a M OCTAJM MOpajy
6utk 0, kao U Aa ry = 9 = -+ = r, = 0 3aucTa jecTe pellerme cUCTEMA,
[pernoctapumo cana na cy cBH pasawyuTh o uyae. Taaa ceu mopa)y Gurtw
noautusuu. Kawo je 14+2? > 2z, ua npee jeanauune nobujamo na je ra >

a M3 CEMX OCTAJIMX: Z| 2> Ty > Tp-y '+ > T3 > I, na mopa BUTH ) = 12 =
=z, = 1. Ilakne, peuiela CUCTEMA CY N-TOPKe Ty = T3 = - =T =0 n
e e e

Buam peweme 3agatka 4.5 3a A kaTeropujy.
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PACIIOPEID TAKMMYEHKA U3 MATEMATHMKE
3A IKOJICKY 2002/2003. TOIMHY

ONMITHHCKO TAKMMYEHmE ... ..........ccovvveieenenen.a....... 8. peBGpyap 2003.

DEPYREO TARMITIEIRE - vvvamevanssras s nsssaasals MAPE 2003

PenySamuu TORKMMUBERE oo iossawsssss osssesssssssssrsnss 29. mapT 2003.
CaBesHo TAKMMYEEE ... ... o eareeeaanincrsnnaeas 19. anpun 2003.
CAIIPAAJ
EINNITMECHO TRKMMDEIRE 5 5 b s R S S e s T s e s s e 3
ENDYMED: TOMMMMBERE oo oo i i dawds inssad said s e s b v 7
PenyDRNTED TRRMBIEIOENE . o 5o oo ns o am e ey e e s ey i ve sy 5 o cm e i 12
Peumlema 3ajaTaka ca OMIITHHCKOT TAKMMYEBA . ... ...oieeenaeniarosienis 18
Pemena 3ajaTaka ca OKPYMHOI TAKMMYEEBA ... ....ooovrneiinmoarinrnans 25

Pemena 3anataka ca PenyB/iMuKkor TAKMMYEBA .........coiviieiiennnnn. 32
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