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CtaTtujarta nps. nat e o6jaBeHa BO cnucaHneTo MaTtemaTnyKo-
Pun3nyku nnct Ha MDA Ha XpBaTcka Bo 1960

Poveéanje tacnosti reSenja jednalina nadenih
grafickim putem
NIKOLA LJ. CIRIC, Pirot

A) Mnogi teoriski i praktiéni problemi svode se na ncku jednadinu, algebarsku ili
transcendentnu*, ija refenja pretstavijaju i reSenja odgovarajuceg problema. Iz toga razloga
je refavanje jednafina posechno vafan zadatak matematike. Metode za refavanje jednalina
su raznovrsne i treba znati da ne postoji neka univerzalna metoda, neki Sablonski postupak

* Jednafine se dele na algebarske i transcendentne prema tome koje su rzfunske operacije primenjene mad
argumentom.
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koji uvijek dovodi de rerultata. Sve postojede metode ipak moZemo svrstati u dve osnovne
grupe: mectode koje daju tocéne rezultate, i koje se u wveoma ogranilenom broju sludajeva
mogu primeniti, 1 metode koje daju prblitbne vrednosti rejenja — priblifne meode — koje
g primenjuju u ogromnoj veding sludajeva. U srednjoj Skoli upoznali smo e delimiéne sa
obema metodama, Kod linearnih, kvadramih, bikvadratnih, binomnih kao i nckih trigenome-
trijskih jednafing dolazili sme do tadnih relenja putem izvesnih obrazaca koji su relenja tih
jednacina izrazavali pomofu njenih koeficlienata. Refavajudi kvadratne jednadine grafickom
metodom vidjeli smo kako s¢ njena refenja mogu priblizne odrediti. Upravo je bad grafifka
rmretoda fedna od priblifnik.

Zadriimo se na graficko] metodi jer je ona osnov mnogih priblifnih metoda, Naime,
ako treba reditl jednading Foe 0, onda ¢emo najpre u keordinatnom  sistemu XOY kon-
struisati grafik funkeije v — f(x). Relenja jedpadine fix) = 0, kao $to znamo su one veed-
nosti argumenta x za koje je funkeija v = f(x) jednaka nuli (nule funkcije;. Prema tome,
apscise wajednitkih tafaka grafika fonkcije v = frx) sa OX esom predstavljaju refenja dare
jednadine fix) = Q.

Cesto je prilikom grafickog refavanja jednaline f(x) = 0 zgodno funkciju y = f(x)
napisati u wbliku razlike dve funkcije, 4. fix) =f, (x) — fi(x}. Ako je f(3) =0, onda je i
LBy —f(8) =0 ti. fi(5) = f. (%), #to znadi da su refenja jednadine f (x) = 0 one vrednosti
x —a #a koje je f, (x) = f,(x), dakle, 10 su apscise zajednitkih talaka krivih linija v = f, (%)
iy foix). Prema tome, treba konstruisani grafike funkeija v = f, (¥} i ¥ = f. (x) pa izmeriti
apscise njibovih zajednifkih wafaka. Te apscise su trafena refenja jednadine f/x) — 0. Ovo je
veoma vaino jer je lakie konstruisati grafike funkecija v - fy (%) i ¥ = f,(x) nego grafik fun-
keije y == f(x) = f, (x) — f; (x).

Sa kojom femo tadnoftu odredit grafickim puatem refema jednodine wavisi od tainostd
criamja.** Ova afnost uglavnom ne mode biti zadovoljavajugéa. Pored toma nedostatak ove
metode je w tome Sto se redenja jednaline ne mogu odrediti sa unapred Zeljenom tadnodéu,
na pr. sa ménodéu od 1070 ili 1073, Grafilka metoda je osnov nckim priblifnim metodama
kojima se tadnost eedenju nadena grafitkim putem mode povedatl, uprave pomeoda kojih se
refenja mogu odrediti sa unapred Zeljenom tagnodba,

B) Pretpostavimo da treba rediti jednatinn fix) = 0. Najpre demo konstruisati grafik
odgovarajuce Tunkeije v -~ fix) § veliti deo AR tog grafika sa raznib strana ose OX, dakle
u blizini njcgove preseine tadke sa osom (X (slika 1), Sa grafika vidimo da se refenje 3
nalaxi izimcdu apscisa a | b wfaka A 0 B, 4, a = £ < B,

Podto je ova) dnterval veliki 1o je tadnost sa kojom je refenje £ oodredeno sasvim ne-
dovalina, Pokafimo kako se tafnost mofe povedati, ’

U ta svrhu papisademo jednadinu sedice koja

* prolazi kroz tatke Afa, f(a)] i B[b, f(5)] krive
¥ » = f(x):
. _fE—-f@, ;
y=f@ =" - a) O

Stavijajudi sada u jednadinu (1) v = 0 dobijamo
apscisu &, presefne tacke selice (1) sa osom OX,
I,

]r

=-:.:-f-‘b:!;b-_f|:'r:] o
by — foan
E, je priblifna vrednost refenja £ i a < E; < b,
Formula (23 se obidno zove reswle falid,
Napisavii sada jednadinu sedice koja prolazi
krox tacke A[a, fra)] i 8,05, (5], ako tacke A
811 i B2, lede ea raznih strana ose OX (kao na slici
1), ili krox talke Blh, f(b1] i B,[%, f(5,)], ako
tatke B i B, lee sa raznih sirana ose OX, i stavljajuéi u njoj v = 0, dobicemo sledetu
priblifnu vrednost 2, refenia jednadine fox) = 0, .

g O SE) -5 fla)
2 &Y — fra)

*r Grafickem metedem se odreduju sams realpa refenia,

&
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Interval (2, &) u kome se nalazilo relenje E je sada sulen na interval (g, £,), odnosno
(o B ti. @< E < B, ili §, = £ < b, Ako nas i ovaj rczultat svojom tainoiiu ne zadovoljava
postupak treba ponoviti, Ponavljanjem ovog postupka inteival u kome se nalazi refenje 3 bide
manji a samim tim § tadnost refenja veda

Metoda ponavljanja izradunavanja, pri kojoj svako dalje izralunavanje iskoriicava rezultat
prethodnog, 1 matematici se zove metoda uzastopalh aproksimacifa, ili metoda iteracije u slu-
caju ponaviiania istog postupka,

Kod izlofene metods (mofemo je nasvati metoda regefa faloy karakteristiéno je 1o da
se luk krive zamenjuje odgovarajucom seficom, prema tome i presefna tadka luka krive pro-
sefnom tatkom sedfice. Ukoliko je razlika apscisa krajnjih tafaka fuka manja utolike je sedica
krata a presefne talke luka i edgovarajule sefice sa OX osom bliZe,

) Pokarzademo na dva primera kake se ova metoda primenjuie,

Primer 1. Refiti jednadinun »° — sux o~ 0. Refenja ove jednafine su apscise prescénih
tataka krivih v — x? i y — sinx (slika 2). Kao §to se sa slike vidi ova jednalfna ima dva re-
fenja: jedno redenje je x, = 0, a drugo reSenje x s¢ nalaxi Zmedu 08 11, tg. 0.8 - x = I.
Mimenom metode regula falsi moZemo gra-
nice iotervala, u kome se nalazi x, suziti
Odredimo na pr, x, sa tadnodéu od 10

Fiz) = X — gnz
f08) = 0.8 — stn 08* = — 0,07 < 0,
_|r"|} = 13— ;f??1 = |:|,||5 - 0,

Podto su fiD8) i f1) razlidirog znaka o
se redenje x. #Zaista nalasi izmedu 08 5 0.
Pomocu formule {2} mofeme sada nadi pri-
blifno reienje %)t

. 0.8 (10 — 1. fi0.8)
J:.I . X ; '.IL = {'586
.lr':ll-.] g _|I-'-.‘:'1S.-J
Fofwn je
F0A6) = 0865 — an 0,86 = — 00182 < 0, 5L 2

to sg refenje x, nalax medu 086 1 ],
dakle 086 < x. < 1. Kake je pak f[10.86 & 13/2] = f(0,93) = 0,93 — 0,93 = 0,0633 - 0, w
jo 0,86 < xy <= 0,93, Primenimo i ponove formulu {2) dobidemo;
. Q:SniJfﬂ.*;'J;- —__q,@S -ILP.E&)_ OB
L F10.93) — f(0,80) &
Kako je f(0,87) = — 00074 < 0, to je 0,87 < x; < 0,53, Folto je pak
F (8T 4 0,93)/1] = f(0,90) = 0,0267 - 0, 10 je 0,87 < x; < 0,90,
Mademo i sada 1 {087 + 0,909/2] = f10.88; - 0.0037 — 0. zakljulujemo da je 0,87 — .= 0,88,
Dakle, sada je refenje x, odredeno sa wadfnoiéu od 001 = 10°° kao &to smo 1 Felili. Povedanje
talnosti refenja se ovim putem mode nastaviti prema potrebi. Na primer, u ovom sluzaju
dalie b hilo: :
. 087 f{0.88) — 0,88 - f10,87)
| Jp— ok e e - 3 1 3
™ f(0,88) — f10.87) 08138, 1
Frimer 2. Refiti jednadinu fix) = »2 2x =5 e x? = (2x + 8y = 0 Reienja ove jed-
nacine su apscise presefnih talaka krivih ¥ — 2% 1 vy = 2x 4+ 5, Sa slike 3 vidimo da je trafenc
redenje x = 2. Ako izrafunamo f(2) i f(2,1) videéemo da je f(2y= — 1 <0, a f(2,1)=
= (061 = O dakle 2 -2 x < 2,1. Na osnovu formule (2} bide dalje: '
2020 — 2.1 Ff(2y
E, = _‘“:..1 i "‘Ir“ L ome 2.0043.
F2,1y — A2

® Za odredivanie veednosti irigonomettijskih funketin apstrakinog arpumenta Stace se mofe posiufiti Tablicom
goniometsijskih funkoia ugla v radijanima, Eojn se nalaz na see 170-170 w Mumer. § log. tabl. V. Miskovica,
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Kako je f(E,) = f(2.09453) = — 0,0028 < 0 1o je 2,0043 < x < 2,1, Dalje je
o 20943 -f(2,1) — 2,1 - £(2,0043)
- f20) — f2,0043)
5 obzirom da je f(5) = f{2,00946) = 0,00054 = 0, 10 je 2,0943 < x < 2,0946, pa je dalje:
2,0043 . F(2,0946) — 2,0046 . f(2,0043
£, __ﬁ:z',ﬂﬁ-iii';_f{i,ﬁﬁﬁ}_'_} = 2, 09455,
Sa ovem vrednofiu mofemo biti zadovelini, pa kao pri-
blifnu vrednost trafenog ieienja uzeri x = 2,00455,

Iy Pored metode regula falsi, kod koje se luk krive zame-
njuje odgovarajuéom scdicom, za povedanje tafnosti refenja jedna-
&ina nadenih grafickim putem upotrebliava se i takozvana MNjnr-
nova meroda kod koje se luk krive zamenjuje tangeniom.

Pretpostavimo da treba re-
titi jednadinu fix = 0% Kao i kod
prethodne metode najprije bismo
konstruisali grafik funkeije ys=fix.
Meka je zajednicka tadks prafika
i OX ose P(E, 00, Uslimo tacku
Po[x,, fix)] w blizini talke P,
povUCimo U njoj tangentu i odre-
dimo apscisy x, njene presedne
tatke sa OX osom (slika 43 Jed-
nadina tangente u tatki P, je

o

u s scsosseeeecccsams = =——== - & E W

X
1 B -fix;} =J|n {I':l e 'x-:,:li'
5 dakle je za y =0
5= A )
/ S (%)
Formula {4} daje pribliznu
Bl 3 yrednost refenja £, Sada bismo 5L 4

u tadki [ [x,, fl:-";:l] povukli tan-
gentu pa na isti nadin nagli apcisu x, njene preselne tafke sa OX osom, itd. Na ovaj nadin
dobijali bismo sve priblilnije vrednosti xx tiakenog refenja E.
E) Meka Zitalac primeni meiodu regula falsi na ovim primerima ;

1. siAax = lx=0; 2 cosxe=05x; 3 logx —sinx=0; 4 x* —x—-2=10.



