
Kombinatorna teorija brojeva
prva-5.1 verzija: 28.3.2016.

Duxan �uki�

::::::::::::::::::::
1. Dat je 25-cifren broj bez devetki u decimalnom zapisu. Dokazati da mo�emo da

uve�amo dve ǌegove jednake cifre za 1 tako da dobijemo broj koji nije deǉiv sa 7.

2. Skup M se sastoji od 1985 razliqitih prostih brojeva, od kojih nijedan nema prost
delilac ve�i od 26. Dokazati da se iz skupa M mogu izabrati qetiri razliqita
broja qiji je proizvod qetvrti stepen.

3. Podskup M skupa {1, 2, 3, . . . , 15} je takav da proizvod nikoja tri razliqita elementa
M nije kvadrat. Koliko najvixe elemenata mo�e imati M?

4. Koliko najvixe prirodnih brojeva se mo�e izabrati iz skupa {105, 106, . . . , 210} tako
da su svaka dva uzajamno prosta?

5. Dato je 8-elementni podskup A skupa {1, 2, . . . , 17}. Dokazati da postoji k > 0 takvo
da jednaqina x− y = k ima bar tri rexeǌa u A.

6. Dati su celi brojevi 0 < a1 < a2 < · · · < a101 < 5050. Dokazati da postoje razliqiti
ai, aj , ak, al takvi da 5050 | ai + aj − ak − al.

7. Dat je 101-elementni podskup A skupa S = {1, 2, . . . , 1 000 000}. Dokazati da postoje
brojevi t1, t2, . . . , t100 iz S takvi da su skupovi Aj = {x+ tj | x ∈ A} za j = 1, 2, . . . , 100
me�usobno disjunktni.

8. U podskupu S skupa {1, 2, . . . , 2011}, nikoja dva elementa se ne razlikuju za 4 ili 7.
Koliko najvixe elemenata mo�e imati skup S?

9. Dokazati da se brojevi 1, 2, . . . , 2013 ne mogu rasporediti po krugu tako da za svaka
dva susedna broja x, y va�i 503 6 |x− y| 6 1005.

10. Dokazati da se svi prirodni brojevi mogu rasporediti u 100 nepraznih skupova tako
da ne postoje tri broja a, b, c iz tri razliqita podskupa za koje je a+ 99b = c.

11. Neka je n prirodan broj. Skup {1, 2, . . . , 3n} je podeǉen na 3 (disjunktna) n-elementna
skupa A,B,C. Da li je uvek mogu�e izabrati brojeve x, y, z, po jedan iz svakog skupa,
tako da je x+ y = z?

12. Da li postoji prirodan broj n > 1 sa slede�im svojstvom: skup N mo�e da se razlo�i
na n nepraznih podskupova tako da zbir ma kojih n − 1 brojeva iz n − 1 razliqitih
podskupova uvek pripada preostalom podskupu?

13. Odrediti najmaǌi broj n podskupova na koje je mogu�e razlo�iti skup M = {1, 2, . . . ,
40}, tako da nijedan podskup ne sadr�i tri (ne obavezno razliqita) elementa a, b, c
za koje je a = b+ c.

14. Dat je skup S sa n razliqitih realnih brojeva. Za prirodan broj k 6 n, posmatrajmo
zbirove oblika x1+x2+ · · ·+xk, gde su x1, x2, . . . , xk razliqiti elementi S. Dokazati
da T sadr�i bar k(n− k) + 1 razliqitih elemenata.

15. Dato je 2000 celih brojeva −1000 6 a1, a2, . . . , a2000 6 1000 sa zbirom 1. Dokazati da
me�u ǌima postoji nekoliko (bar jedan) sa zbirom 0.

16. Neka je p > 3 prost broj i a1, a2, . . . , ap−2 prirodni brojevi takvi da p - ak(akk − 1)
za sve k. Dokazati da se me�u ovim brojevima mo�e odabrati nekoliko tako da je
ǌihov proizvod kongruentan sa 2 po modulu p.
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17. Neka je p prost broj i k 6 p. Dat je skup A = {a1, a2, . . . , a2k−1} prirodnih bro-
jeva, me�u kojima nikojih k ne daju isti ostatak po modulu p. Dokazati da se me�u
zbirovima po k od ovih brojeva po modulu p pojavǉuje bar k razliqitih.

18. Ako je p prirodan broj, dokazati da me�u 2p− 1 celih brojeva postoji p qiji je zbir
deǉiv sa p.

19. (Erdox-Ginzburg-Zivova teorema) Ako je n prirodan broj, dokazati da me�u 2n − 1
celih brojeva postoji n qiji je zbir deǉiv sa n.

20. Niz prirodnih brojeva (xi) zadovoǉava x1 = 1 i xn < xn+1 6 2n za sve n. Dokazati
da za svaki prirodan broj k postoje indeksi r, s za koje je xr − xs = k.

21. Dato je k prirodnih brojeva a1 < a2 < · · · < ak 6 n, gde je k > [n+1
2 ]. Dokazati da

postoje indeksi p, q za koje je ap + a1 = aq.

22. Prirodni brojevi a1 < a2 < · · · < ak 6 n su takvi da nijedan ne deli proizvod
ostalih. Dokazati da je k 6 π(n), gde π(n) predstavǉa broj prostih brojeva ne ve�ih
od n.

23. Dokazati da me�u bilo kojih n + 1 prirodnih brojeva ne ve�ih od 2n postoje dva
takva da je jedan od ǌih deǉiv drugim.

24. Neka su a1, a2, . . . , ak 6 n prirodni brojevi takvi da je [ai, aj ] > n za sve razliqite
i, j. Dokazati da je

∑k
i=1

1
ai

< 3
2 .

25. Neka su a1 < a2 < · · · < an < 2n prirodni brojevi, od kojih nijedan nije deǉiv nekim
drugim. Ako je 3k < 2n < 3k+1, dokazati da je a1 > 2k.

26. Dat je prirodan broj n > 1. Odrediti najve�e m za koje je mogu�e izabrati n brojeva
iz skupa {1, 2, . . . , 2n} tako da je NZS svaka dva ve�i ili jednak m.

27. Neka su a1, a2, . . . , ak razliqiti prirodni brojevi takvi da je [ai, aj ] 6 n za svaka dva
indeksa i, j. Dokazati da je k 6 2[

√
n].

28. Da li postoji konstanta c > 1 tako da za svako dovoǉno veliko n postoje razliqiti
prirodni brojevi a1, . . . , ak, k > c

√
n, takvi da je [ai, aj ] 6 n za sve i, j?

29. Neka je A = {a1, a2, . . . , an} skup od n prirodnih brojeva takav da su zbirovi elemenata
po svim podskupovima skupa A razliqiti. Dokazati da je 1

a1
+ 1

a2
+ · · ·+ 1

an
< 2.

30. Niz prirodnih brojeva a1, a2, . . . zadovoǉava uslov 0 < an+1 − an 6 100 za svako n.
Dokazati da postoje razliqiti indeksi p, q takvi da ap | aq.

::::::::::::
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Rexeǌa

1. Pretpostavimo suprotno. Oznaqimo dati broj sa n = a24a23 . . . a1a0. Ako je ai = aj =
ak za neke razliqite i, j, k, onda je 10i + 10j ≡ 10i + 10k ≡ 10j + 10k ≡ −n (mod 7),
odakle je 10i ≡ 10j ≡ 10k ≡ −n

2 (mod 7). Kako je niz 1, 10, 102, . . . , 1024 periodiqan sa
periodom 6, u ǌemu se svaki ostatak po modulu 7 (pa tako i −n

2 ) pojavǉuje najvixe
pet puta. Sledi da se najvixe jedna cifra mo�e pojaviti vixe od dvaput, a ni ona
ne mo�e vixe od pet puta. Ali tada n mo�e da ima najvixe 8 · 2 + 5 = 21 cifara,
kontradikcija.

2. Prostih brojeva ne ve�ih od 26 ima 9. Neka su xn = 2an13an2 · · · 23an9 , n = 1, . . . , 1985,
elementi skupa M . Proizvod xmxn je kvadrat ako i samo ako je ami ≡ ani (mod 2) za
i = 1, . . . , 9. Kako mogu�ih devetorki (an1, . . . , an9) ima 512, jedan po jedan mo�emo
izabrati 736 = [ 1985−512

2 ] disjunktnih parova elemenata iz M qiji su proizvodi
kvadrati. Na isti naqin zakǉuqujemo da me�u tih 736 kvadrata postoje dva qiji
je proizvod qetvrti stepen.

3. U svakom od disjunktnih podskupova {1, 4, 9}, {2, 6, 12}, {3, 5, 15} i {7, 8, 14} proizvod
elemenata je kvadrat. Zato je |M | 6 11. Pretpostavimo da je |M | = 11. Tada 10 ∈ M i
nijedan od disjunktnih skupova {1, 4, 9}, {2, 5}, {6, 15}, {7, 8, 14} nije podskup M . Sledi
da je {3, 12} ⊂ M , pa nijedan od {1}, {4}, {9}, {2, 6}, {5, 15} i {7, 8, 14} nije podskup M :
odatle je |M | 6 9, kontradikcija. Prema tome, |M | 6 10. Ovaj broj se dosti�e za
M = {1, 4, 5, 6, 7, 10, 11, 12, 13, 14}.

4. Dati skup sadr�i 19 prostih brojeva. Pretpostavimo da smo odabrali 7 slo�enih.
Samo jedan slo�en broj iz datog skupa nije deǉiv ni sa jednim od brojeva 2, 3, 5, 7, 11
(to je broj 132 = 169), xto znaqi da je najmaǌi prost delilac isti za bar dva od
tih brojeva. Zakǉuqujemo da je me�u odabranim brojevima najvixe 6 slo�enih, xto
ukupno daje 25 izabranih brojeva. Primer je skup prostih brojeva iz datog skupa
zajedno sa brojevima 27, 53, 112, 132, 3 · 37, 7 · 17.

5. Neka je a1 < a2 < · · · < a8. Posmatrajmo razlike a2 − a1, a3 − a2, . . . , a8 − a7 i a3 −
a1, a4 − a2, . . . , a8 − a6. ǋihov zbir je 2a8 + a7 − a2 − 2a1 6 46. S druge strane, ako
se nijedna od ovih 13 razlika ne pojavǉuje triput, onda je ǌihov zbir najmaǌe
2(1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6) + 7 = 49, kontradikcija.

6. Posmatrajmo sve zbirove oblika ai + aj, i < j. Tih zbirova ima 5050, pa ako su neka
dva jednaka po modulu 5050, zavrxili smo; u suprotnom su svi ovi zbirovi razliqiti
po modulu 5050, pa je ǌihov zbir kongruentan 0 + 1 + 2 + · · ·+ 5049 (mod 5050) xto je
neparno. S druge strane, zbir ovih zbiriva je jednak 100(a1 + a2 + · · · + a101), dakle
paran, xto je kontradikcija.

7. Posmatrajmo skup D = {x−y | x, y ∈ A}. ǋegova kardinalnost nije ve�a od 101·100+1.
Skupovi A+ ti i A+ tj su disjunktni ako i samo ako ti − tj ̸∈ D.

Odabra�emo induktivno 100 elemenata t1, . . . , t100. Element t1 biramo proizvoǉno iz
skupa S \ D (on postoji jer je |S| > |D|). Pretpostavimo da smo odabrali elemente
t1, . . . , tk ∈ S (k 6 99) tako da razlika nikoja dva nije u skupu D. Za tk+1 mo�emo uzeti
bilo koji element skupa S koji ne pripada uniji skupova t1+D, t2+D, . . . , tk+D (takav
element postoji jer ta unija ima najvixe k(101 · 100 + 1) 6 999999 elemenata).

8. Me�u 11 uzastopnih elemenata x, x + 1, . . . , x + 10 skupa {1, . . . , 2011}, najvixe 5 je u
S. Zaista, u suprotnom neka dva uzastopna od elemenata x, x+ 4, x+8, x+1, x+ 5, x+
9, x+ 2, x+ 6, x+ 10, x+ 3, x+ 7, x le�e u S, xto je nemogu�e.

Zbog 2011 = 11 ·183−2 sledi da je |S| 6 5 ·183 = 915. Ovaj broj se dosti�e ako se uzme
S = {x | 1 6 x 6 2011, x ≡ 1, 3, 4, 6, 9 (mod 11)}.
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9. Pretpostavimo da je mogu�e. Podelimo brojeve na dva skupa: A = {504, 505, . . . , 1510}
i B = {1, 2, . . . , 503, 1511, 1512, . . . , 2013}. Dva elementa skupa B ne mogu biti susedna.
Osim toga, brojevi 504 i 1510, koji le�e u A, nisu susedni i imaju bar po jednog
suseda iz A. Sledi da je 1007 = |A| > |B|+ 2 = 1008, kontradikcija.

10. Ako je a+99b = c, onda bar dva od brojeva a, b, c imaju isti stepen dvojke u kanonskoj
faktorizaciji. Sada u i-ti podskup stavimo sve brojeve oblika 2na, gde 2 - a i n ≡ i
(mod 100).

11. Pretpostavimo suprotno. Neka bez smaǌeǌa opxtosti 1, 2, . . . , k − 1 ∈ A i k ∈ B.
Posmatrajmo neki element x ∈ C. Broj x − 1 (x > 3 jer 2 ̸∈ C) oqigledno nije u B;
pretpostavimo da je x − 1 ∈ C. Tada element x − k nije u A zbog (x − k) + k = x,
i nije u B zbog x − k + (k − 1) = x − 1. Sliqno, x − k − 1 nije u A niti u B zbog
(x− k− 1)+ k = (x− 1) i (x− k− 1)+1 = (x− k). Sledi x− k− 1, x− k ∈ C. Indukcijom
dobijamo x − ik − 1, x − ik ∈ C za sve dozvoǉene i = 0, 1, . . . , xto nije taqno za npr.
i = [x−1

n ] jer je tada x− ik ∈ {1, . . . , k}.
Ovim smo pokazali da iz x ∈ C sledi x − 1 ∈ A. To znaqi da je C = {y + 1 | y ∈ A},
ali to ne va�i jer je 1 ∈ A i 2 ∈ B. Ova kontradikcija zavrxava dokaz.

12. Pretpostavimo da takvo n postoji. Oqigledno je n > 3. Posmatrajmo razliqite
elemente a, b ∈ A1 i ceo broj c > max(−a,−b). Pokaza�emo da a+c i b+c le�e u istom
podskupu. Pretpostavimo da npr. a+ c ∈ A1 i b+ c ∈ A3, i posmatrajmo proizvoǉne
elemente xi ∈ Ai, i = 3, . . . , n. Kako su a + x3 + · · · + xn, b + x3 + · · · + xn ∈ A2, zbir
s = (a+ c) + (b+ x3 + · · ·+ xn) + x4 + · · ·+ xn = (a+ x3 + · · ·+ xn) + (b+ c) + x4 + · · ·+ xn

s jedne strane le�i u A3, a s druge u A1, kontradikcija. Sliqno, ako a + c ∈ A2 i
b+c ∈ A3, onda s = a+(b+c)+x4+· · ·+xn pripada A2, ali s = b+(a+c)+x4+· · ·+xn ∈ A3,
opet kontradikcija.

Za i = 1, . . . , n odaberimo xi ∈ Ai i neka je s = x1 + · · · + xn i yi = s − xi. Tada je
yi ∈ Ai. Po prethodnom, 2xi = xi +xi je u istom skupu kao xi + yi = s. Sledi da su svi
brojevi 2xi, i = 1, . . . , n, u istom skupu; sledi da su svi parni brojevi u istom skupu,
recimo A1. Sliqno, 2xi + 1 = (xi + 1) + xi i (xi + 1) + yi = s + 1 su u istom skupu za
i = 1, . . . , n; tj. svi neparni brojevi ve�i od 1 su u istom skupu, recimo A2. Tako�e
je 3− 2 = 1 ∈ A2, ali onda su A3, . . . , An prazni, kontradikcija.

13. Pretpostavimo da je mogu�e takvo rastavǉaǌe na tri podskupa X,Y i Z. Jedan od
ovih podskupova, recimo X, sadr�i bar xest elemenata: a1, a2, · · · , a6, me�u kojima
je a6 najve�i. Nijedna od pet razlika a6 − a1, . . . , a6 − a5 ne le�i u X, pa jedan od
podskupova Y,Z, recimo Y , sadr�i bar tri od ǌih - neka su to bi = a6 − ai, i = 1, 2, 3.
Razlike b1 − b2, b2 − b3 i b1 − b3 nisu ni u X ni u Y , pa moraju da le�e u Z, ali zbir
prve dve je jednak tre�oj, kontradikcija. Prema tome, n > 4.

Da�emo primer qetiri podskupa sa tra�enim svojstvom, ne zahtevaju�i da budu
disjunktni. Za k = 1, 2, 3, 4, neka je Ak = {x ∈ M | x ≡ m (mod 3k), 1

2 · 3k−1 < m 6 3k−1}.
Unija ovih podskupova je ceo M , a zbir dva elementa istog skupa Ak nije u Ak:
zaista, ako su a, b kongruentni nekom broju u intervalu ( 123

k−1, 3k−1] (mod 3k), onda
je a+ b kongruentan broju u intervalu (3k−1, 2 · 3k−1].

14. Za fiksirano k, tvr�eǌe dokazujemo indukcijom po n. Za n = k tvr�eǌe je triv-
ijalno; neka je n > k. Neka je x1 < x2 < · · · < xn. Po induktivnoj pretpostavci,
zbirova koji ne ukǉuquju xn ima bar k(n − 1 − k) + 1. Posmatrajmo zbirove po k od
brojeva xn−k, xn−k+1, . . . , xn. Ovakvih zbirova ima k, a ve�i su od svih prethodno
navedenih. Ovako imamo ukupno bar k(n − 1 − k) + 1 + k = k(n − k) + 1 razliqitih
zbirova.

15. Induktivno preuredimo ove brojeve u niz b1, b2, . . . , b2000 tako da sve parcijalne sume
sn = b1 + b2 + · · · + bn pripadaju intervalu [−999, 1000]. Ako se me�u sumama sn po-
javǉuje nula, dokaz je gotov. U suprotnom, sume sn uzimaju najvixe 1999 razliqitih
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vrednosti, pa postoje dve jednake, recimo sm = sn, m < n, a tada je sn − sm = bm+1+
· · ·+ bn = 0.

16. Pokazujemo indukcijom po k da se me�u proizvodima po nekoliko od brojeva a1, . . . , ak
(ili nijednog: tada je proizvod 1) po modulu p pojavǉuje bar k + 1 razliqitih.

Za k = 1 to je taqno: to su proizvodi 1 i a1, jer je a1 ̸≡ 1 (mod p) po uslovu zadatka.
Pretpostavimo da je taqno za k− 1 i oznaqimo tih k proizvoda sa p1, p2, . . . , pk. Kako
je akp1 · akp2 · · · akpk ̸≡ p1p2 · · · pk (mod p) zbog akk ̸≡ 1, bar jedan od proizvoda akpi
(i = 1, . . . , k) se ne pojavǉuje me�u pi-ovima: neka je to pk+1 = akpj. Indukcija je
gotova.

17. Tvr�eǌe je taqno za k = 2. Pretpostavimo da va�i za k < p i doka�imo ga za
k + 1. Neka je A = {a1, a2, . . . , a2k+1}. Mo�emo da pretpostavimo da su a2k = b i
a2k+1 dva najqex�a (razliqita) ostatka po modulu p me�u ovim brojevima. Skup
A′ = {a1, . . . , a2k−1} zadovoǉava uslove indukcije, pa se po induktivnoj pretpostavci
me�u zbirovima po k elemenata tog skupa pojavǉuje bar k razliqitih po modulu p:
neka su to s1, s2, . . . , sk. Tada su {b+ s1, . . . , b+ sk} i {c+ s1, . . . , c+ sk} skupovi od po k
razliqitih zbirova k+1 elemenata skupa A. Dovoǉno je pokazati da su ovi skupovi
razliqiti. Me�utim, to odmah sledi jer ǌihovi zbirovi elemenata nisu isti po
modulu p.

18. Ako me�u datim brojevima postoji p sa istim ostatkom po modulu p, ǌihov zbir je
deǉiv sa p. Ako takvih p brojeva ne postoje, tvr�eǌe sledi iz prethodnog zadatka
za k = p.

19. Za prost broj n = p tvr�eǌe je dokazano u prethodnom zadatku. Zato pretpostavimo
da je n = m slo�en i da je tvr�eǌe teoreme taqno za n < m.

Neka je m = pr, gde je p prost broj. Na osnovu tvr�eǌa za n = p, me�u datih
2n−1 brojeva mo�e se (jedna po jedna) odabrati 2r−1 disjunktnih p-torki sa zbirom
deǉivim sa p. Me�u ovih 2r−1 zbirova podeǉenih sa p, po induktivnoj pretpostavci,
nekih r daje zbir deǉiv sa r. Ovako smo odabrali r p-torki, tj. ukupno m brojeva,
qiji je zbir deǉiv sa pr = m.

20. Skup {x1, x2, . . . , xk+1} je podskup skupa {1, 2, . . . , 2k}, i u ǌemu je bar jedan od parova
{i, k + i} (i = 1, . . . , k) ceo sadr�an.

21. Pretpostavimo suprotno. Tada svih 2k − 1 brojeva a1, . . . , ak i a2 − a1, . . . , ak − a1
moraju biti razliqiti, xto je nemogu�e jer je 2k − 1 > n.

22. Svako ai ima neki prost delilac pi takav da prii | ai i prii ne deli proizvod ostalih.
Samim tim, u svakom od datih brojeva izuzev ai, eksponent uz pi je maǌi od ri. Broju
ai pridru�ujemo prost broj pi. Svaki prost broj je pridru�en najvixe jednom od
datih brojeva, odakle sledi tvr�eǌe.

23. Napiximo svaki od datih brojeva u obliku ai = 2ribi, gde je ri > 0 i bi neparan
(i = 1, 2, . . . , n+ 1). Poxto za bi ima n mogu�nosti, za neke i ̸= j je bi = bj. Tada jedan
od brojeva ai, aj deli drugi.

24. Po prethodnom zadatku je k 6 [n+1
2 ]. Za svako ai, nijedan od brojeva bai, b = 1, 2, . . . , [ nai

]
nije me�u datim brojevima. Pri tom su svi ovakvi brojevi bai (i = 1, . . . , k, b 6 [ nai

])
razliqiti. Zato je

∑
i[

n
ai
] 6 n− 1, a odatle je

∑
i

n
ai

6 n− 1 + k 6 3
2n. Deǉeǌem sa n

dobijamo tra�enu nejednakost.

25. Neka je ak = 2rkbk, gde je rk > 0 ceo i bk 6 2n − 1 neparan broj. Me�u bk nikoja
dva nisu jednaka, pa su bk-ovi taqno brojevi 1, 3, 5, . . . , 2n − 1 nekim redom. Neka je
3r < 2n

b1
< 3r+1. Kako se me�u bi-ovima nalaze svi brojevi b1, 3b1, 3

2b1 . . . , 3
rb1, me�u

brojevima ai se nalazi broj oblika ui = 2qi3ib1 za svako i = 0, 1, . . . , r, pri qemu je
u0 = a1. Iz uslova zadatka je q0 > q1 > · · · > qr > 0, odakle je q0 > r. Zato je
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a1 = 2q0b1 > 2rb1 > 2r · 2n
3r+1 > 2r3k−r−1. Za r 6 k − 3 odavde sledi a1 > 2k. Tako�e, za

r > k − 2 i c1 > 5 je a1 > 2k−2c1 > 2k.

Ostaje samo sluqaj c1 = 1 ili c1 = 3. Opet, me�u brojevima ai se nalazi broj oblika
ui = 2qi3i za svako i = 0, 1, . . . , k, i a1 ∈ {u0, u1}. Kao i malopre, qi > k − i, pa je
ui > 2k−i3i > 2k i odatle a1 > 2k.

26. Odgovor je k = 6([n2 ] + 1) za n ̸= 4 i k = 24 za n = 4.

Neka su a1, . . . , an izabrani brojevi. Za svako i postoji mi ∈ N takvo da je n < miai 6
2n. Ako je miai = mjaj za neke i ̸= j, onda je nzs(ai, aj) 6 miai 6 2n. Zato nadaǉe
pretpostavǉamo da je {miai | 1 6 i 6 n} = {n+1, . . . , 2n}. Za n ̸∈ {2, 4} brojevi 2([n2 ]+1)
i 3([n2 ] + 1) su u skupu {n+1, . . . , 2n}, pa je ǌihov NZS jednak 6([n2 ] + 1). To va�i i za
n = 2, dok za n = 4 imamo min{nzs(i, j) | 5 6 i < j 6 8} = 24.

Sada �emo pokazati da za sve n < i < j 6 2n va�i nzs(i, j) > 6([n2 ] + 1). Kako je j < 2i,
imamo nzs(i, j) > 3i. Pritom je nzs(i, j) = 3i samo ako je j = 3

2 i i i je parno, dok je u
suprotnom nzs(i, j) > 4i > 4n. Kako je 2([n2 ]+1) najmaǌi paran broj ve�i od n, tvr�eǌe
sledi.

27. Oznaqimo m = [
√
n]. Dovoǉno je dokazati da najvixe m brojeva ai le�i u intervalu

[m+ 1, n]. Za ovo �emo pokazati da, za svako r = 1, 2, . . . ,m, najvixe jedno ai pripada
intervalu ( n

r+1 ,
n
r ]. Pretpostavimo suprotno, da je n

r+1 < ai < aj 6 n
r . Tada je

[ai, aj ] =
aiaj

(ai,aj)
> aiaj

aj−ai
> n2/r(r+1)

n/r−n/(r+1) = n, kontradikcija.

Napomena. Uz malo vixe pa�ǌe, na sliqan naqin se mo�e pokazati da je k 6 1, 9
√
n.

28. Postoji. Odaberimo sve prirodne brojeve iz intervala [1,
√

n
2 ] i sve parne iz in-

tervala (
√

n
2 ,

√
2n]. Ovi brojevi zadovoǉavaju uslov zadatka, a ima ih bar [

√
n
2 ] +

[
√

n
2 ]− [

√
n
8 ] >

3
4

√
2 ·

√
n− 2, gde je 3

4

√
2 ≈ 1, 06.

29. Neka je a1 < a2 < · · · < an. Oznaqimo xi = ai − 2i i yi =
1

2iai
. Tada je a1 + · · · + ak >

2k − 1 = 1 + 2 + 22 + · · ·+ 2k−1 za sve k, tj. x1 + · · ·+ xk > 0. Sada imamo
∑

i(
1
2i −

1
ai
) =∑

i xiyi = (y1−y2)x1+(y2−y3)(x1+x2)+· · ·+(yn−1−yn)(x1+· · ·+xn−1)+yn(x1+· · ·+xn) > 0.

30. Pretpostavimo suprotno. Pokaza�emo indukcijom po k da za svako k ∈ N postoji
skup Tk od 100 uzastopnih prirodnih brojeva takav da je bar k elemenata skupa Tk

deǉivo nekim qlanom niza (an). Za k = 101 ima�emo kontradikciju.

Za k = 1 dovoǉno je uzeti T1 = {a1, a1+1, . . . , a1+99}. Pretpostavimo da postoji Tk za
neko k i definiximo P =

∏
ai<maxTk

ai i X = {t+ P | t ∈ Tk}. Bar k elemenata skupa
X deǉivo je nekim brojem iz Sk: zaista, ako ai | t za t ∈ Tk, onda ai | t+P . Xta vixe,
po uslovu zadatka skup X sadr�i bar jedan qlan niza am, i on nije deǉiv nijednim
qlanom niza maǌim od sebe. Zato mo�emo uzeti Tk+1 = X i indukcija je zavrxena.
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