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KombunraTopna Teopuja 6pojeBa
npBa-5.1 Bepsuja: 28.3.2016.

Lywan bByxuh

. Har je 25-mudpen Opoj 0e3 meBeTku y genuManaHoM 3amucy. JlokazaTtm ma MoskeMo na

yBehamo nBe merose jemnake nudpe 3a 1 Tako ga nobujeMo OPOj KOju HUje nebuB ca 7.

. Cryn M ce cacroju on 1985 paszauunTux npocTtux OpojeBa, OX KOjUX HUjenaH HeMa MPOCT

menunan Behu ox 26. Ilokaszatu nma ce m3 ckyna M mory m3abpary 4eTUpPU PA3IAUUTA
Opoja umju je MPOU3BOM YETBPTHU CTEIEH.

. Honcryn M cryma {1,2,3,...,15} je TakaB na IPOU3BOJ HUKOja TPU PA3JIUYUTA €JIEMEHTA

M uuje kBanpar. Kosuko majBuine esemenara moske umaru M7

. Konuko majsume npupomaux 6pojesa ce moxke mzabparu u3 ckyna {105,106, ...,210} Tako

a Cy CBaka OBa y3ajaMHO mpocrta?

. Hato je 8-emementnu nmonckyn A ckyma {1,2,...,17}. Ilokasarm ma moctoju k > 0 Takso

na jemHaumHa T — y = k uMma bap Tpu pemema y A.

. Hatu cy meau O6pojeBu 0 < a1 < as < --- < ajo1 < 5050. Ilokazaru ma mocToje Pa3IUIUTUA

@, aj, ag, a; Taksu ma 5050 | a; + a; — ap — a;.

. Hat je 10l-emementrun monckyn A ckyma S = {1,2,...,1000000}. IHokazatu na mocroje

6pojesu t1,ta,...,t100 U3 S TakBu ma cy ckymosu A; = {z+1t; |z € A} 3a j=1,2,...,100
MeDhycoOHO mucjyHKTHU.

. Y moxckyny S ckyma {1,2,...,2011}, HuKOja OBa ejxeMeHTa Cce He PA3JUKY]y 3a 4 muau 7.

Konwko HajBuine enemeHaTa MO:ke UMATU CKym S7

. Horazatu na ce 6pojesu 1,2,...,2013 He MOry pacmopeIuTH IO KPYry TAKO & 3a CBAaKa

nmBa cycemHa GOpoja x,y Baxu 503 < |z — y| < 1005.

IoxrazaTu na ce cBu npuponau 6pojeBu Mory pacmopenutu y 100 Henmpas3HUX CKYyIOBa TaKO
Ia He mocToje Tpu Opoja a,b,c U3 Tpu paznauunTa MOACKYIa 3a Koje je a -+ 99b = c.

Hexka je n mpuponaun 6poj. Cryn {1,2,...,3n} je momemen Ha 3 (AUCjYHKTHA) N-€JIEMEHTHA
ckyna A, B,C. Ila au je ysek moryhe uzabpartu 6pojese &, y, z, 10 jeJaH U3 CBAKOT CKyIa,
Tako ma je x +y = 27

Ila nu mocroju npuponan 6poj n > 1 ca caenehum cBojcrBoM: ckyn N Moxke na ce pas3iiosKu
Ha N HEIPAa3HUX MOJACKYIOBa TAKO ma 30up Ma kKojux n — 1 OpojeBa m3 n — 1 pa3aumumuTux
IOACKYIIOBA YBEK NPUNAana IPEOCTAIOM IIOACKYIY !

Onmpenutu HajMamu GpPoOj n MOACKYNOBa Ha Koje je moryhe pasnosxuru ckyn M = {1,2,...,
40}, Tako ma HMjemaH MOACKYN HE CAXP:EM TPU (He 0DABE3HO PA3IMYUTA) €JEeMEHTa d,b, ¢
3a Koje je a = b+ c.

Hat je ckyn S ca n paznmuuutux peajHux OpojeBa. 3a npuponas 6poj k < n, mocMaTpajMmo
30upose obsuka x1 + 9+ - - -+ Tk, TOE CY T1,To, ..., T pasauuntu eaementu S. Jlokasaru
na T canpsku 6ap k(n — k) + 1 pasznuyurux eseMeHaTa.

Haro je 2000 menux 6pojeBa —1000 < aq,as, ..., az000 < 1000 ca 36mpom 1. Ilokasaru na
Mebhy mwuma nocroju merkonuko (Gap jeman) ca 36upom 0.

Hexka je p > 3 mpoct 6poj u aj,as,...,ap_2 OIPUPOAHU OpojeBu TakBu na p { ag(al — 1)
3a cBe k. Ilokazatu ma ce mehy oBuM OpojeBuMa MOKe 0madpaTy HEKOJIUKO TAKO Oa je
HBUXOB IIPOU3BOJ KOHI'DYEHTAH Ca 2 O MOLYILY P.
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Heka je p mpocr 6poj u k < p. IHat je ckyn A = {a1,aq9,...,a2;,-1} nIpupomgaux Gpo-
jeBa, meDhy kojuma HukOjux k He majy mcTm ocrarak mo Moxmyiay p. lorkaszaru ma ce meby
36upoBuMa O k 01 OBUX OpojeBa MO MOIYJy p mOjaBibyje 6ap k pa3iuduTux.

Axo je p mpuponan 6poj, nokazaru na Mebhy 2p — 1 menux G6pojesa mocroju p uuju je 36up
[ebUB ca p.

(Epoow-Tunsbype-3ueosa meopema) Axo je m npupoman 6poj, moraszaru na meby 2n — 1
neaux 6pojeBa MOCTOju N YUjU je 30up OebUuB ca n.

Hu3s npupomuux Gpojesa (r;) 3anoBomasa 1 = 1 n &, < Tny1 < 2n 3a cBe n. Ilokazarn
Ia 3a CBaKU IpUPOAaH Opoj k mocToje MHIEKCH T, S 3a Koje je T, — g = k.

Ilaro je k npupomuux OpojeBa a1 < az < -+ < ax < n, rue je k > [”7“]
IOCTOje MHACKCH P, ¢ 3a Koje je a, + a; = aq.

Hoxka3zaTu na

IIpupomau 6pojeBu a1 < as < --- < ar < M Cy TaKBU Ia HUjeaH HE NOEJIU IIPOU3BOJ
ocranux. Iokaszaru na je k < m(n), rme m(n) upencrasma 6poj npoctux 6pojesa e Behnx
on mn.

Hokazaru na meby O6wmio xojux n + 1 mpupomaux OpojeBa He Behimx oxm 2n mocroje nBa
TaKBa 1a je jemaH O BUX HEJHUB APYTUM.

Hexa cy aj,aq,...,ax <k n npuponHu G6pojeBu TakBU Ha je [a;,a;] > n 3a CBe pasauuuTe
1 3

i,j. Hokazaru ma je Y ., - < 3.
Heka cy a1 < az < --- < a, < 2n npuponau O0pojeBuU, O KOjUX HUjE€NAH HIUjEe NEJPUB HEKUM
apyruM. Axo je 3F < 2n < 3**!| nokasarum ma je a; > 2F.

Ilar je npuponan 6poj n > 1. Onpenurn nHajsehie m 3a xoje je moryhe uzabparu n 6pojesa
u3 ckyna {1,2,...,2n} rako na je H3C cBaka nsa sehu unm jemsax m.

Heka cy ai,as,...,a; pa3nuaury npupoasn OpOjeBM TakBU Ha je [a;, a;] < n 3a cBaka ABA
nunekca i,j. Horazatu na je k < 2[y/n].

Ila nu mocToju KOHCTAHTA ¢ > 1 TakO Oa 3a CBAKO JMOBOJLHO BEJIWKO 7T MOCTOj€ Pa3IUIUTU
IPUPOIHU OPOJEBH A1, ..., Ak, k = ¢y/n, TakBu na je [a;,a;] < n 3a cse 4,57

Heka je A = {a1,as,...,a,} CKyn ox n npuponaux GpojeBa Takas ma Cy 30UPOBU eJeMeHATa
10 CBUM TIOACKYHOBUMa ckyma A paszmmumtn. JlorazaTu ma je - + i 4+ 4 ai < 2.
n

ail

Hwuz mpupomuux 6pojeBa aj,as,... 3amoBossaBa ycioB 0 < an41 — a, < 100 3a cBako n.
Ioka3aTu na mOCTOje PA3IMYNTH UHIEKCHU P, TAKBU Ia Up | Gg.




Pemema

. IIpernocrasumo cynporuno. O3maumMo matu OpoOj ca n = Gg4ds3 - .. a1dy. AKO je a; = a; =
ap 3a Heke pasmmumte i,7j,k, omma je 10° + 10/ = 10° + 10* = 107 + 10¥ = —n (mod 7),
omakne je 10° = 107 = 10* = —2 (mod 7). Kaxo je mu3 1,10,10%,...,10** nepuomuuan ca
nepuosoM 6, y meMy ce CBaKM OCTAaTak 1o MOy Ty 7 (Ima Tako M —%) IOjaBibyje HajBUIIE
met nyta. Crenu ma ce HajBuile jeqHa nudpa MOsKE MOjaBUTHU BUIIE O IBAIYT, & HU OHA
HE MOKe BUIIE OJ MeT ImyTa. Ajm Tama n Moxke Oa mMa Hajsuine 8- 2+ 5 = 21 nudapa,

KOHTPAIUKIN]jA.

. IIpoctux 6pojea me Behux ox 26 uma 9. Hera cy x, = 29713%2...23%9 n =1,...,1985,
enemenTu ckyna M. IIpousBOX T, %, je KBaAIpPAT aKO U CAMO aKO J€ Umi = Gn; (mod 2) 3a
i =1,...,9. Karko moryhux mesetopru (ani,...,an9) uMa 512, jenan mo jemaH MOKEMO

uzabparu 736 = | OUCjYHKTHUX HapoBa ejeMmeHara w3 M uwuju cy npomsBonun
kBagpaTu. Ha ucTtm HaywmH 3akpydyjeMo na mMeDy tux 736 kBagpara mOCTOje ABa YUMju
j€e IpOoU3BOM YETBPTU CTEIEH.

1985—512]
2

. Y cBaroMm on mucjymkrHux moxckymosa {1,4,9}, {2,6,12}, {3,5,15} u {7,8,14} npowussoxn
ermemenara je kBazapat. 3ato je |M| < 11. IIpernocrasumo na je |M|=11. Tana 10 € M n
HUjenaH on QucjyHKTHUX ckymosa {1,4,9},{2,5},{6,15},{7,8,14} uuje noackyn M. Cuenu
na je {3,12} C M, na mujenan ox {1},{4},{9},{2,6},{5,15} u {7,8,14} Huje momckyn M:
omatie je |M| < 9, rourpanukimja. IIpema tome, |M| < 10. Osaj 6poj ce mocrtmxke 3a
M ={1,4,5,6,7,10,11,12,13, 14}.

. Haru ckyn canp:xu 19 npoctux 6pojea. IIpernmocraBuMo ma cMo omabpain 7 CIOKEHUX.
Camo jenan ciosken Opoj U3 HaTOr CKyIla HUje NeJbUB HU ca jemnHuM ox opojesa 2,3,5,7,11
(to je 6poj 132 = 169), mTO 3HAUM ma je HAjMAKM TPOCT IEJUJall UCTH 32 6ap JaBa O
Tux 6pojeBa. 3akmpyuyjeMo na je mehy omabpanum 6pojeBuMma HajBumIe 6 CIOKEHUX, IITO
yrynHO nmaje 25 m3abpanwmx OpojeBa. Ilpmmep je ckynm mpocTtmx OpojeBa m3 HATOr CKyIa
3ajenHo ca 6pojesmma 27,53, 112,132,3-37,7-17.

. Heka je a1 < as < --- < ag. IlocmarpajmMo pasmuke as — a1,a3 — Ao,...,08 — a7 U A3 —
ai,aq — ag,...,as — ag. Hbuxos 36up je 2ag + a7 — as — 2a; < 46. C mpyre crpane, ako
ce HHUjenHa onx OBUX 13 pa3imka He NOjaBJbyje TPUIYT, OHIA je HUXOB 30Mp HajMame
214+2+34+4+54+6)+7=49, KouTpaaukIMja.

. ITocmatpajmo cee 36upoBe obnuka a; + a;, ¢ < j. Tux 36uposa uma 5050, ma axko cy Heka
nBa jemHaka 1o mMoxyiry 5050, 3aBpuInam cMO; y CYIPOTHOM CY CBU OBU 30UPOBU PA3IUMYUNTL
no mMoxyay 5050, na je muxoB 36up rourpyenTta 0+ 1+ 24 -+ 5049 (mod 5050) mTo je
Henapuo. C mpyre crpase, 36up oBux 36upusa je jennar 100(a; + as + -+ + a101), HakiIe
mapaH, IITO je KOHTPAaIUKIL]a.

. Mocmatpajmo ckyn D = {z—y | z,y € A}. Hberosa kapmunannoct uuje seha ox 101-100+1.
Crymosu A+t; u A+1¢; cy OMCjyHKTHU aKo 1 caMo ako t; —t; & D.

Onabpahemo unnyrrusuo 100 esemenara tq,...,t100. EyaemenT t; GupaMo IpOU3BOJLHO U3
ckyna S\ D (om mocroju jep je |S| > |D]). IlpermoctaBnmo ma c¢MO onabpanu eleMeHTe
t1,...,tx €S (k < 99) rako ma pasnuka HAKOja ABa Huje y CKymy D. 3a tpi1 MOKEMO y3eTu
OUJI0 KOjU eJIeMeHT CKymna S KOju He Hpunana yHuju ckynosa t1+D,ta+D, ... tp+D (Takas
eJIEMEHT OCTOoju jep Ta yHuja uma Hajsume k(101100 + 1) < 999999 enemenara).

. Meby 11 ysacrounux ememenara z,z + 1,...,xz + 10 ckyna {1,...,2011}, vajsume 5 je y
S. 3Baucra, y CyopOTHOM HEKA IBa y3acTOmHa on eixeMeHara x,x +4,x+8 x+ 1,2+ 5,z +
9,24+2,x2+6,x+ 10,z + 3,z + 7,x nexxe y S, mro je memorylhe.

360r 2011 = 11-183 —2 caenu na je |S| < 5-183 = 915. Osaj Gpoj ce mOCTMKE aKO Ce y3Me
S={r|1<2<2011,2=1,3,4,6,9 (mod 11)}.
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. IIpernocrasumo ga je moryhe. Iomeaumo 6pojese ma mBa cxyma: A = {504,505, ...,1510}

u B=1{1,2,...,503,1511,1512,...,2013}. IIBa enemenra ckyna B He MOry 6uTu CycenHa.
Ocum Tora, 6pojesu 504 u 1510, koju snexke y A, HuUCy cycemuu m mMajy 0ap MmO jeqHOr
cycena uz A. Cnemu ma je 1007 = |A| > |B| + 2 = 1008, xkorTpaIukmja.

Axo je a+99b = ¢, onma 6ap aBa on 6pojesBa a,b, c UMajy UCTU CTEMEH MBOjKE Y KAHOHCKO]
parropusamuju. Cama y i-Tu HOACKYT CTABUMO CBe OpojeBe obuuka 2"a, rme 2{faun =1
(mod 100).

IIpernocraBumo cymporso. Hera 6e3 cmamema ommroctu 1,2,....k—1 € Au k € B.
IMocmarpajmo meku eaement © € C. Bpoj z— 1 (x > 3 jep 2 ¢ C) ouursnenno uuje y B;
npernoctaBumo na je x — 1 € C. Tanma enemenr z — k muje y A 36or (z — k) + k = «x,
v Huje y B 36or ¢ —k+ (k—1) = z — 1. Cunuuno, z — k — 1 suje y A wuru y B 360r
(x—k—-1)+k=-1)u(z—-k-1)+1=(z—k). Caemmz—k—1,2—k € C. Nanyruujom
nobujamo x — ik — 1,z — ik € C' 3a cBe mosBosene 7 = 0,1,..., IWTO HUje TAYHO 3a HIIP.
i = [21] jep je rama x —ik € {1,...,k}.

Osum cmo nokasamu ga u3 x € C caequ x — 1 € A. To 3paun na je C = {y+ 1|y e A},
anu To He Baxkuy jep je 1 € A m 2 € B. OBa KOHTPAIUKNMja 3aBPIIABA IOKA3.

IIpernocraBumo ma TakBo n mocroju. QOuuraemnuo je n > 3. Ilocmarpajmo pasznuyure
esemente a,b € Ay u neo 6poj ¢ > max(—a, —b). Iorazahemo na a+c u b+ ¢ aeske y ucrom
monckymy. IlpermocraBumo ma HOp. a+c € A; u b+ ¢ € Az, m mocMaTpajMoO IPOU3BOJBHE
enemente z; € A;, i = 3,...,n. Kako cy a+x3+ -+ xp,b+ 23+ -+ 2, € Ay, 30up
s=(a+c)+b+as+ - +a,)+za+F+rp=(a+zs+ - +z,)+b+c)+zs+- -+,
¢ jemHe ctpase sexku y Az, a ¢ apyre y Aj, kourpanukmuja. Candao, ako a + ¢ € As u
b+c € Az, ouna s = a+(b+c)+x4+- - -+, npunana Az, amu s = b+(a+c)+xa4+- -+, € Az,
OIeT KOHTPAIUKIA]ja.

3ai=1,...,n onabepumo x; € A; nu HeKa je s =1+ -+ x, U Y; = s — x;. Tana je
y; € A;. Ilo mperxomuom, 2x; = x; + x; je y UCTOM CKyIy Kao x; +y; = s. Cuenu ma cy cBu
6pojeBu 2x;, i = 1,...,n, y UCTOM CKYILy; CJI€IU Ma Cy CBU IHapHU OPOjEBU Y MCTOM CKYILY,
pemumo A;. Cawmuno, 2z; +1 = (z;+ 1)+ z; u (x; +1) +y; = s+ 1 cy y ucrom crymy 3a
i1=1,...,n; Tj. cBu HenmapHu Opojesu Behu ox 1 cy y ucrom ckymy, pemumo As. Taxobe
je3—2=1¢€ Ay, amu ouna cy As,...,A, Opa3Hu, KOHTPAIUKIA]ja.

IIpernocraBumo na je moryhe takBo pacraBmame Ha Tpu noackyna X,Y m Z. Jeman on
OBUX HOJACKYNOBa, pennMo X, caIp:Ky Oap WmeCT eJeMeHaTa: ai,ads,--- ,adg, MeDhy Kojuma
je ag majBehn. Hujemma on mer pasnuka ag — ai,...,0¢ — G He JeXU y X, Ia jemaH of
moACKymoBa Y, Z, peuumo Y, canp:ku 0ap Tpu O BUX - HEKa cy TO b; = ag —a;, 1 = 1,2, 3.
Pazmure by — bg, by —bs u by —bs vucy smy X Hu y Y, ma Mopajy ma Jexe y Z, aaud 30up
upBe aBe je jemnak Tpehoj, kourpamuknuja. [Ipema Tome, n > 4.

Ilahemo mpumep UYeTWpHM HNOACKyNa Ca TPaKEHUM CBOjCTBOM, He 3axTeBajyhwm ma Oymxy
macjyakrEn. 3a k =1,2,3,4, meka je Ay = {vr € M | x =m (mod 3%), % 23Rl <om < 3R
Yuuja oBux moAckymoBa je meo M, a 30up aBa eneMeHTa uCTOr Ckyma Ap mHuje y Ag:
3auUCTa, aKO CYy a,b KOHIPYEHTHU HEKOM OpOjy y MHTEPBAIY (%3’“‘1,3’“_1] (mod 3F), onza
je a+ b kourpyenrtan 6pojy y murepsaiy (3571 2. 3F 1]

3a ¢urcupano k, tBpheme moraszyjeMo mHAyKuujoM mo n. 3a n = k TBpheme je Tpus-

ujanHo; Heka je n > k. Heka je 21 < 29 < -+ < z,,. Ilo MHAYKTUBHOj IpPETHOCTABIMH,
36UpoBa KOju HE YRILYYY]y T, uma 6ap k(n — 1 — k) + 1. ITocmarpajmo 36upose mo k on
6pojeBa Ty_k, Tn_kt1,---,Ln. OBakBuUX 30mpoBa mMa k, a Behu cy o1 CBUX HPETXOIHO

mapenennx. Osako mMamo yrymuo 6ap k(n —1—k)+ 14+ k = k(n — k) + 1 pasnuunrnx
36upoBa.

WNunykruBno npeypeanMo oBe OpojeBe y HU3 by, ba, ..., bygoo TAKO ma cBe mapuujaiHe cyMe
Sp = by + by + -+ + b, mpunanajy uarepsasy [—999,1000]. Axro ce meby cymama s, mo-
jaBmyje HyIa, OOKa3 je TOTOB. Y CYNPOTHOM, CyMe S, y3uMmajy Hajsume 1999 pasznmumrux
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BPEIHOCTH, IIa IOCTOj€ ABE jeNHAKE, PEHUMO S;, = Sp, M < N, & Tana je Sp — Spm = bypy1+
-o 4+ b, =0.

ITokazyjemo naayknujom mo k na ce mehy mpousBoamMa MO HEKOJIUKO On GpojeBa ai,. .., ak
(unu HUjemHOT: Tala je IPoOW3BOA 1) mo Moayny p mojasibyje 6ap k + 1 pasauuurux.

3a k=1 1o je Tauno: To cy npoussomu 1 u ay, jep je a; Z 1 (mod p) mo ycaoBy 3amaTka.
IIpernocraBumo na je tauno 3a k — 1 u o3nauumo tux k mpomsBona ca pi,pa,...,Pk. Rako
je agp1 - agps - - appr Z pip2 - pr (mod p) 360r aﬁ % 1, 6ap jeman on TpOU3BOIA AkP;
(i =1,...,k) ce e mojaBmyje Meby p;-oBuMa: Heka je TO pry1 = app;. VEnyrumja je
roToBa.

Tepbeme je tauno 3a k = 2. IlpermocraBumMo na Baku 3a k < p U AOKAKUMO Tra 3a
k+ 1. Hera je A = {a1,a9,...,02k11}. MokeMO na OPETHOCTABUMO 1a Cy adgr = b u
askp+1 IBa Hajuemha (pasmumunra) ocrarka no Monyny p Mmeby osum 6pojesuma. Cryn
A" ={ay,...,a2r_1} 3am0BOMABA YCIOBE MHAYKNU]jE, IIa C€ IO UHAYKTUBHO] IPETHOCTABIU
Mmebhy 36upoBuMa 1o k eqemMeHaTa TOT CKyIla IOjaB/byje Oap k pasauyuTux MO MOIYIY P:
HeKa Cy TO Si,S2,...,8k. Tamna cy {b+s1,...,b+ s} u {c+s1,...,c+ s} ckynosu ox 1o k
pasaununtux 36uposa k+ 1 ememenara ckyna A. J[oBOJBHO je MOKA3aTU Oa Cy OBU CKYIIOBU
pazmuuutu. MebhyTum, To omMax ciemu jep ®BUXOBU 30UPOBU €IEMEHATa HUCY UCTU IO
MOIYIY P.

Axko meby marum GpojeBMMa HMOCTOjU p Ca MCTUM OCTATKOM IO MOLYIY P, BUXOB 30Up je
nemuB ca p. Aro TakBux p OpojeBa He mocToje, TBpheme ciaemu m3 NpeTXOTHOr 3aJaTKa
3a k =p.

3a mpoct 6poj n = p TBpheme je MOKA3aHO y MPETXOMHOM 3aIaTKy. 3aTO IPETHOCTABUMO
[a je m = m CJO:KeH U na je TBpheme TeopeMme TadyHO 3a N < M.

Heka je m = pr, rme je p nmpoct 6poj. Ha ocmoBy TBpbema 3a n = p, mehy marux
2n—1 6pojeBa Moxke ce (jenHa no jemua) omadpatu 2r — 1 IUCjyHKTHUX P-TOPKU ca 36UpOM
nemuBuM ca p. Meby oBux 2r—1 30upoBa mome/LeHux ca P, MO WHAYKTUBHO] MPETIOCTABIN,
HEeKUX 1 maje 30up memuB ca r. OBako cMO omabpaJju T p-TOPKU, Tj. YKYIHO m Opojesa,
uuju je 36up meBUB ca pr = m.

Cryn {z1,%2,...,2x+1} je monckyn ckyma {1,2,...,2k}, u y memy je Gap jeman ox maposa
{i,k+1i} (i=1,...,k) neo canp:xaH.

I[IpernocraBumo cymporno. Tanma cBux 2k — 1 OpojeBa aj,...,ar W Ay — G1,...,0; — a1
Mopajy Ourum paszaudnTy, mTo je Hemoryhe jep je 2k —1 > n.

CBako @; MMa HEKM IPOCT LEIMJIAL p; TAKaB Ha p;' | a; U p;' He NeJU IPOU3BOJ OCTAJX.
CaMuM TuM, y CBAKOM O] aTUX OpojeBa M3y3eB a;, EKCIOHEHT y3 p; je Malmu O ;. Bpojy
a; IpUAPY:KRyjeMo npoct Opoj p;. Ceaku mpocT O6poj je IpUApPY:KEH HajBUIIE jeIHOM O
natux GpojeBa, omakie ciaenu TBpheme.

Hamumumo cBaku onm marux OpojeBa y obuuky a; = 27b;, rme je r; > 0 u b; Henapau
(1=1,2,...,n+1). Iomro 3a b, uma n moryhuoctu, 3a Heke { # j je b, =b;. Tana jenan
on 6pojesa a;,a; Jeau APYTU.

ITo mperxonuom 3anaTky je k < [TLTH] 3a cBako a;, HEjenan on 6pojesa ba;, b =1,2,...,[ ]
auje meby marum Gpojesuma. Ilpu Tom cy cBu oBakBu Gpojesu ba; (i =1,...,k, b < i]

)
[
L <n—14+k< %n HememeM ca n

iai

pasnuuntn. 3aro je Y .[2] <n—1, a omarie je )

no0ujamMo TpasKeHy HejeTHAKOCT.

Heka je ap = 2"¢by, rme je 1, = 0 meo u by < 2n — 1 menapau 6poj. Meby by HUKOja
IBa HUCY jemHaka, ma cy bi-oBu Tauno Opojesum 1,3,5,...,2n — 1 HekuMm pemom. Hera je
3" < %—? < 3", Kaxko ce meby bj-oBuma Hamaze cBu 6pojesu by, 3by,3%b; ...,3"by, mebhy
bpojeBuMa a; ce Hamasu 6poj obmmka u; = 2%3%h, 3a cBako i = 0,1,...,r, Ipu ueMy je
ug = ay. VI3 ycinoBa 3amaTtka je qo > q1 > --- > ¢ = 0, omariye je gy = r. 3ato je



26.

27.

28.

29.

30.

ap = 29%by > 2"b; > 27 - 3321 > 273k="=1 3a r <k —3 omaBme caenu a; > 2F. Taxobe, 3a
r>k—2wuc =5 je a =2 32¢; > 2k,

Ocraje camo cayuaj ¢ = 1 mau ¢; = 3. Omner, mehy GpojeBuma a; ce Hanasu 6pPoj obIUKA
u; = 2%3" 3a cBako i = 0,1,...,k, u a1 € {ug,u1}. Kao m masonpe, ¢; > k — i, na je
u; > 28713 > 2% u onmarae a; > 2°.

Omrosop je k =6([5]+1)3an#4uk=243an=4

Heka cy a1, ...,a, uzabpanu 6pojesu. 3a cBako i nocroju m; € N TakBo ga je n < m;a; <
2n. Arxo je mja; = mja; 3a Heke i # j, oHIA je HBC(CLi,aJ‘) < mya; < 2n. 3aTo Hamalne
npeTmocTaBbaMo aa je {mga; | 1 <i<n}={n+1,...,2n}. 3an ¢ {2,4} 6pojesn 2([5]+1)
u 3([5]+1) cy y ceymy {n+1,...,2n}, na je muxos H3C jemmax 6([5]+ 1). To Bamu u 3a
n =2, nok 3a n =4 nmamo min{usc(i,j) | 5 < i< j < 8} =24.

Cana hemo nmokazaru ma 3a cBe n < i < j < 2n Bawu H3c(i,j) > 6([5] + 1). Kako je j < 2i,

rmamo H3c(i,j) > 3i. Ilpurom je u3c(i,j) = 3i camo ako je j = %z U i je mapHO, IOK je y
cynporHoM H3c(i, j) > 4i > 4n. Kaxo je 2([§]+1) najuamu napan 6poj sehu on n, TBpheme
caemm.

Oszmaunmo m = [y/n]. oBOMHO je mOKa3aTu na HajBUIIe M OpOjeBa a; KM y UHTEPBAILY

[m + 1,n]. 3a oso hiemo mokasarm na, 3a cBako r = 1,2,...,m, HA]JBUIIE jeXHO a; IPUIALA

UHTEPBAIY (ﬁ,%] [IpernocraBuMo CympoTHO, na je ﬁ <a; <a; <% Tana je
a;a; a;a; n?/r(r+1 .

[a;,a;] = (%a’j) > aj—é;i > n/Tfn(/(H)l) = M, KOHTPAIUKIN]jA.

Hanomena. Y3 MaJio BUIIE MaKE-€, Ha CIWYAH HAUMH Ce MOKe MOKazaTu ma je k < 1,9y/n.

IMoctoju. Onmabepumo cee mpupomae Gpojese u3 mHTEpBaaa |1, %] W CBe NMapHE U3 WH-

Tepsaa (\/g, V2n]. OBum 6pojeBu 3a00BO/bABAjY YCIOB 3aJaTKa, & MMa UX Dap [\/g] +

V3] - [VE] 2 §V2- V=2, rae je §V2~ 1,06

Hexka je a; < ag < -+ < ay. Osmaummo z; = a; — 2' u y; = ﬁ Tana je a; + -+ ap =
2k —1=142+22+...+28 1 zacee k, Tj. 21+ -+ 25, > 0. Cana mamo Y (% — L) =
i vy = (Y1 —y2)x1+ (Y —y3)(w1+x2)+ A+ (Yn1—yn) @1+ FTp 1) FYn (14 Fan) > 0.

IIpernocraBumo cymporro. Ilokazahiemo muaykmumjom mo k nma 3a ceako k € N mocroju
ckyn T om 100 y3acTomHux TpuUpOAHUX OpojeBa TakaB ma je 6ap k emxemenara cryma Tj
eJbUBO HEKUM WiIaHOM HM3a (a,). 3a k = 101 numahemo koHTpaamkmujy.

3a k =1 mososmuo je yzeru 11 = {a1,a1+1,...,a1+99}. IIpernocrasumo ma nocroju T}, 3a
HEKO k u ,IIE'!CbI/IHI/HlII/IMO P =L, cmaxr, @ 1 X ={t+ P |t €T} Dap k eremenara crxyna
X memuso je HexkuM 6pojeMm m3 Si: 3awmcra, ako a; | t 3a t € Ty, ouna a; | t+ P. Illta sume,
IO yCJOBY 3amarka ckyn X canp:ku Oap jelaH djaaH HU3A O,,, 1 OH HUje NeJLUB HUjeTHUM
YJaHOM HM3a MamuM on cebe. 3aTro MoxkeMoO y3eTu 141 = X U MHAYKIMjA je 3aBpIICHA.



