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Ристо Малчески
Скопје

БОЕЊЕ БРОЕВИ И ФИГУРИ

Покрај боењето и покривањето квадратни и правоаголни табли, бое-
њето броеви и геометриски фигури е чесо пати застапено во решавањето
на задачи кои се задаваат на математичките натпревари. Во оваа статија ќе
разгледаме неколку заачи од овој вид.

1. Горјан сака да ги обои природните броеви во неколку бои, една од кои
е сина. Боењето трба да ги задоволува следниве услови:
1) Секој непарен број е син.
2) Секој број n е обоен со иста која како и бројот 4n .
3) Бојата на секој број n се совпаѓа со бојата на бројот 2n  или со

бојата на бројот 4n  .
Докажи дека сите броеви се сини.
Решение. Нека претпоставиме дека има број n кој не е син и нека n е
црвен. Од 1) следува дека 2n m и ако го искористиме 2) добиваме
дека 8m е црвен.
Од 3) следува дека барем еден од броевите 8 2m и 8 4m е црвен.
Но, 2 1m е син, па од 2) следува дека 4(2 1) 8 4m m   е син. Спо-

ред тоа, 8 2m е црвен.
Од 3) и од тоа што 8m и 8 2m се црвени следува дека 8 2m е исто
црвен.
Од 3) и од тоа што 8 2m и 8m се црвени следува дека 8 4m е исто
црвен.
Но, 2 1m е син, па од 2) следува дека 4(2 1) 8 4m m   треба да е
син, противречност. Конечно, од добиената противречност следува
дека сите броеви се сини.

2. Целите броеви се обоени во две бои: црна и бела, при што бројот 1 е
бел. За секои два бели броја a и b ( a и b може да се еднакви),
броевите a b и a b се со различна боја. Докажи дека бројот 2023 е
бел.
Решение. Ако бројот 0 е бел, тогаш броевите 1 1 0  и 1 0 1  треба
да се со различна боја, што не е случај. Значи, бројот 0 е црн. По-
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натаму, 1 1 0  и 1 1 2  , па како бројот 0 е црн, заклучуваме дека
бројот 2 е бел.
Сега со индукцијата по 0k  ќе докажеме дека, дека бројот 3k е црн,
а броевите 3 1k  и 3 2k  се бели.
За 0k  тврдењето важи. Нека претпоставиме дека тврдењето важи за
некој k n . Сега, бидејќи 1b  и 3 2a n  се бели, од условот сле-
дува дека 3 2 1 3( 1)a b n n      и 3 2 1 3 1a b n n      се раз-

лично обоени, па како 3 1n е бел, заклучуваме дека 3( 1)n  е црн.
Понатаму, бидејќи 2b  и 3 2a n  се бели, од условот следува дека

3 4 3( 1) 1a b n n      и 3 2 2 3a b n n     се различно обоени,
па како 3n е црн, следува дека 3( 1) 1n   е бел. Сега, ако земеме 1b 
и 3( 1) 1a n   , добиваме дека 3( 1)a b n   и 3( 1) 2a b n    се
различно обоени, што значи дека 3( 1) 2n   . Според тоа, тврдењто
важи за 1k n  , па од принцпот на математичка индукција следува
дека важи за секој 0k  .
Конечно, бидејќи 2023 3 674 1   , од претходно изнесеното следува
дека бројот 2023 е бел.

3. Дадени се шест точки во рамнината. Сите точки две по две се повр-
зани со отсечки и секои три точки се темиња на триаголник. Секој од
добиени триаголници е со различни должини на страни. Дали може
една од дадените 15 отсечки истовремено да биде најкратка страна на
еден од триаголниците и најдолга страна на друг од триаголниците?
Решение. Секоја најдолга страна во даден триаголник да ја обоиме со
црвена боја, а останатите отсечки да се сини. Од принципот на Ди-
рихле следува дека ако секои две отсечки кои поврзуваат шест точки
ги обоиме во две бои, тогаш постои еднобоен триаголник. Триагол-
никот не може да е син, бидејќи тој има најдолга страна која е обоена
со црвена боја. Значи, триаголникот е црвен, една од неговите страни
е најкратка и тоа е бараната отсечка, бидејќи секоја црвена отсечка е
најдолга страна на некој триаголник.

4. Во рамнина се дадени точките 1 2 8, ,...,A A A меѓу кои нема три коли-

неарни. Секои две точки се поврзани со отсечка, по што отсечките

1 2 2 3 3 4 4 5, , ,A A A A A A A A и 5 1A A се избришани. Секоја од преостанатите
отсечки е обоена во црвена или зелена боја. Докажи дека меѓу точките
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1 2 8, ,...,A A A постојат три точки такви што отсечките кои ги поврзу-

ваат се обоени во една иста боја.
Решение. Ако точките 6 7,A A и 8A го имаат саканото својство, тогаш
задачата е решена. Затоа нека претпоставиме дека 6 7A A е црвена, а

6 8A A е зелена. Меѓу отсечките 6 , 1,2,3,4,5iA A i  има најмалку три
еднобојни (без ограниување на општоста можеме да земеме дека се
зелени), при што барем две од нив се поврзани со отсечка (на пример

1A и 3A ). Тогаш отсечките 6 8A A , 6 1A A и 6 3A A се зелени, при што

1 3,A A и 8A се сврзани со отсечки. Конечно, ако некоја од овие отсеч-

ки е зелена, тогаш имаме зелен триаголник, а ако сите три се црвени,
тогаш имаме црвен триаголник.

5. Секое теме на правилен n  аголник ( 3n  ) е обоено во жолта, сина
или црвена боја. Во секој чекор се избираат две соседни разнобојни
темиња и се пребојуваат во третата боја. За кои природни броеви n од
секое почетно боење можеме да добиеме еднобојно боење?
Решение. Нека n е делив со 3 и меѓу темињата има 1 црвено и 2 жол-
ти, а преостанатите се сини. Остатоците при делење со 3 на трите
броја се 1, 2 и 0. При секој чекор два од остатоците се намалуваат за 1,
а третиот се зголемува за 2, па затоа остатоците при делење на трите
броја со 3 повторно се 1, 2 и 0. Затоа во овој случај не е можно да се
добие еднобојно боење.
Ќе докажеме дека ако n не е делив со 3, тогаш од секое боење може
да се добие еднобојно боење.
1) Можеме две соседни темиња да ги направиме еднобојни со најмно-

гу еден чекор.
2) Откако ќе направиме два соседни пара еднобојни темиња, можеме

да ги обоиме четирите темиња во третата боја (ако веќе не се
еднобојни): xxyy xzzy xzxx xyyx zzzz    .

3) Ако имаме низа темиња zyyy , можеме да добиеме состојба
zy xx ( y x z  ) по што со помош на 2) доаѓаме до состојба
zzzz .

Применуваји (1) (2) за првите четири темиња и потоа повеќекратно (1)
(2) за секоја следна четворка темиња и (3) за првите три од нив,
можеме последователно сите темиња да ги направиме еднобојни, со
исклучок можда на едно теме.
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Ако 3 1n k  и остане едно теме, обоено во друга боја, повторно
повеќекратно го применуваме (3) додека ги обоиме преостанатите
темиња во друга боја.
За 3 2n k  , ако сите темиња се обоени во бојата a освен едно теме,
кое е во бојата b a , го заменуваме ( )ab cc b c a   и со повеќе-

кратна примена на (3) сите преостанати темиња ги боиме во бојата c .

6. Некои темиња на правилен 2023-аголник A се поврзани со отсечки
така што повлечените отсечки не се сечат во внатрешни точки. Дока-
жи дека може да се изберат 675 темиња на A такви што секои две не
се поврзани со отсечки.
Решение. Ќе докажеме дека темињата на A може да се обојат во три
бои така што краевите на секоја отсечка се разнобојни точки. Ако
повлечените отсечки не прават триангулација на A , тогаш можеме да
повлечеме дополнителни отсечки и да добиеме триангулација на A .
Во секоја триагулација постои триаголник со три последователни те-
миња. Ако го отстраниме средното теме по индукција останатите
темиња можеме да ги обоиме на саканиот начин. Тогаш отстранетото
теме можеме да го обоиме на саканиот начин во една од трите бои
(тоа има само две соседни темиња). Сега, бидејќи 2023 3 674 1   од
принципот на Дирихле следува дека 675 темиња се обоени во една
боја, од што следува тврдењето на задачата.

7. Даден е природен број n . Точно n од темињата на правилен 2023-
аголник се обоени во црвено, а преостанатите темиња се обоени во
зелено. Докажи дека бројот на рамнокраките триаголници со еднобојни
темиња не зависи од начинот на боење, туку зависи само од бројот n .
Решение. Бидејќи 2023 не е делив со 3, не постои рамностран три-
аголник чии темиња се истовремено темиња на 2023-аголникот.
Ќе докажеме дека секоја страна или дијагонала учествуваат во точно
три рамнокраки триаголници. Произволна дијагонала ги дели преоста-
натите темиња на две групи, така што во едната има парен број теми-
ња, а во другата има непарен број темиња. Дадената дијагонала е
основа на еден триаголник со теме на лакот кој содржи непарен број
темиња (лежи на симетралата на дијагоналата) и е крак на два три-
аголника со темиња на другиот лак (кракот е симетричен на дијагона-
лата во однос на дијаметарот кој минува низ крајна точка на дија-
гоналата). Дадена страна е основа на еден рамнокрак триаголник чиј



https://matematickitalent.mk/

5

врв лежи на симетралата на страната и крак на два рамнокраки три-
аголници чии втори краци се соседните страни на страната.

Со , ,r g rgd d d соодветно да го означиме бројот на тетивите со два

црвени, два зелени и два разнобојни краја. Овие броеви не зависат од
начинот на боење, туку само од бројот на темињата обоени во
различни бои, т.е. само од n .

Нека , , ,r g rrg rggt t t t се соодветно броевите на триаголниците со три

црвени темиња, три зелени темиња, две црвени и едно зелено теме,
две зелени и едно црвено теме. Тогаш

3 3 ,

3 3 ,

3 2 2 ,

r r rrg

g g rgg

rg rrg rgg

d t t

d t t

d t t

 

 

 

па затоа
3
2

3( ) 3 3g r g r rgt t d d d    .

Според тоа, бројот 3( )g rt t не зависи од начинот на боење, па затоа

и бројот g rt t не зависи од начинотна боење, туку зависи само од

бројот n .

8. Павел, Тимотеј и Ангелина заедно имаат 12 топчиња. Секое топче е
обоено во една од n дадени бои. Како и да ги поделиме топчињата
при што секој ќе добие еднаков број топчиња, некој ќе има топчиња
обоени во барем три бои. Определи ја најмалата можна вредност на n .
Решение. Ако имаме 8 бели топчиња и по 1 топче од уште во 4 бои,
тогаш кај некој ќе има најмногу 2 бели топчиња, што значи уште две
топчиња обоени во други две бои, т.е. топчиња во барем три бои.
Слично, ако имаме 7 бели топчиња, тогаш во една од другите бои ќе
имаме 2 топчиња и во 3 бои ќе имаме по 1 топче. Сега, двајца ќе имаат
најмногу по 2 бели топчиња, па затоа еден од нив мора да има две
топчиња обоени во други две бои, т.е. топчиња во барем три бои.
Слично се покажува и кога имаме 6, 5 или 4 бели топчиња, а другите
топчиња се во други 4 бои. Деталите ги оставаме на читателот за веж-
ба.
Ако има најмногу 4 бои, секогаш можеме да ги распределиме топчи-
њата така што секој ќе има топчиња обоени најмногу во две бои. Прво
му ги даваме на Павел сите топчиња од 1-та боја, на Тимотеј од 2-та
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боја (ако има такви) и на Ангелина од 3-та боја (ако има такви). Ако
некој има повеќе од 4 топчиња, тогаш друг има помалку од 4 топчиња.
Да го дополниме бројот на топчињата на вториот до 4 топчиња со
топчиња од првиот (притоа првиот може да остане со помалку од 4
топчиња) и да го пуштиме да си оди. Ако некој од преостанатите двај-
ца има повеќе од 4 топчиња, тогаш вториот има помалку од 4 топчи-
ња. Да го дополниме бројот на топчињата на вториот до 4 топчиња со
топчиња од првиот (притоа првиот може да има помалку од 4 топиња)
и да го пуштиме да си оди. Ако во некој момент сите имаат помалку
од 4 топчиња, тогаш до 4 го дополнуваме бројот на топчињата на
секого со топчињата од четвртата боја.

9. Подредената четворка ( , , , )x y z t природни броеви за кои x y z t  
ја нарекуваме шарена, ако можеме да го обоиме секој природен број
во една од боите црвена, сина, зелена или портокалова, така што:
- од секои x последователни броеви барем еден е обоен во црвено,
- од секои y последователни броеви барем еден е обоен во сино,
- од секои z последователни броеви барем еден е обоен во зелено,
- од секои t последователни броеви барем еден е обоен во порто-

калово.
Определи ги сите шарени четворки за кои 2x  .
Решение. Прв случај. Ако 6y  можеме да ги обоиме сите парни бро-

еви во црвено, а сите непарни последователно во сино, зелено, порто-
калово итн.
Втор случај. Ако 4y  и 8z  можеме да ги обоиме сите парни бро-

еви во црвено, броевите конгруентни со 1 по модул 4 во сино, брое-
вите конгруентни со 3 по модул 8 во зелено и броевите конгруентни
со 7 по модул 8 во портокалово.
Ќе докажеме дека горните два случаја се единствено можни. Нека
претпоставиме дека четворката (2, , , )y z t е шарена и да разгледаме
еден портокалов број. Неговите два соседни броја мора да се црвени.
Според тоа, 4y  и ако 6y  , тогаш го имаме првиот случај. Нека

4y  или 5y  . Бидејќи имаме три броја ЦПЦ (црвен-портокалов-

црвен), мора барем еден од двата крајни броја да е син (во спротивно
5y  ). Без ограничување на општоста нека имаме СЦПЦ (син-црвен-

портокалов-црвен). Тогаш од десно на синиот број мора да има црвен
број, односно добиваме ЦСЦПЦ. Меѓу следните два броја од десно
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мора да има барем еден С и барем еден Ц. Така добивме 7 броја меѓу
кои нема зелен број, па затоа 8z  . Според тоа, ако 4y  или 5y  ,

тогаш 8z  , што значи дека го имаме вториот случај.

10. За природниот број n велиме дека е добар ако секоја страна и дијаго-
нала на правилниот n  аголник можеме да ја обоиме во некоја боја
така што за секое две темиња A и B постои точно едно теме C , раз-
лично од A и B , така што отсечките , ,AB BC CA се обоени со иста
боја. Определи кои од броевите 7, 8, 9, 10, 11 и 12 се добри, а кои не
се добри.
Решение. Прво ќе докажеме дека парните броеви не се добри. Нека
претпоставиме дека n е добар број и да разгледаме фиксно теме A на
правилниот n  аголник обоен на опишаниот начин. За секое друго
теме B постои единствено теме C така што страните на триаголни-
кот ABC се истобојни. Тоа значи дека сите темиња различни од A

можеме да ги поделиме во парови. Затоа n е непарен број. Според
тоа, броевите 8, 10 и 12 не се добри.
Понатаму, ќе докажеме дека сите броеви од видот 3 2n k  не се
добри. Нека претпоставиме дека бројот n е добар и нека правилниот
n  аголник е обоен на опишаниот начин. Нека t е бројот на триагол-
ниците ABC кај кои сите страни се еднобојни. Секој таков триагол-
ник има по три истобојни страници, додека за секој пар темиња на
n  аголникот имаме единствен триаголник со истобојни страни. За-

тоа важи ( 1)
2

3 n nt  , од каде следува дека 3 е делител на n или на

1n , па затоа броевите од видот 3 2n k  не се добри. Според тоа,
11 3 3 2   не е добар број.
На крајот со конструкција ќе докажеме дека броевите 7 и 9 се добри.
Темињата на правилниот n  аголник ќе ги означиме со 1,2,...,n и ќе
ги испишеме тројките кои определуваат триаголници со еднобојни

страни. Вкупно мора да има ( 1)
6

n nt  тројки, а за секој пар различни

броеви , {1,2,..., }a b n мора да постои точно една тројка на која и
припаѓаат a и b .
За 7n  имаме 7t  тројки: (1, 2, 3), (1, 4, 5), (1, 6, 7), (2, 4, 6), (2, 5,
7), (3, 4, 7) и (3, 5, 6).
За 9n  имаме 12t  тројки: (1, 2, 3), (4, 5, 6), (7, 8, 9), (1, 4, 7), (2, 5,
8), (3, 6, 9), (1, 5, 9), (2, 6, 7), (3, 4, 8), (1, 6, 8), (2, 4, 9) и (3, 5, 7).
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На крајот од ова наше дружење предлагаме самостојно да ја решите
следнава задача.

11. Секој од природните броеви 1, 2, 3, 4, ..., 2015, 2016 е обоен во сина
или црвена боја. Се покажало дека најмалиот син број е поголем од
бројот на црвените броеви, а најголемиот син број е еднаков на збирот
на црвените броеви. Колку броеви се обоени во сина боја?


