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OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 31.01.2009.

Prvi razred , A kategorija

1. Neka je X unutraxǌa taqka trougla ABC, a T ǌegovo te�ixte.
Neka su M, N taqke koje pripadaju stranici BC, P, Q taqke koje pri-
padaju stranici CA, R, S taqke koje pripadaju stranici AB, tako da
va�i MQ ‖ AB, PS ‖ BC, RN ‖ CA i MQ ∩ PS ∩ RN = {X}. Neka su
A1, B1, C1 sredixta du�i MN, PQ, RS, redom. Dokazati da va�i

−−→
XA1 +

−−−→
XB1 +

−−→
XC1 =

3
2
· −−→XT .

2. Od 16 ǉudi, me�u kojima su po 4 iz Srbije, Rumunije, Bugarske i
Makedonije, treba izabrati 6.
(a) Koliko ima takvih izbora u kojima je zastupǉena svaka zemǉa?
(b) Koliko ima takvih izbora u kojima nema vixe od dva predstavnika
neke zemǉe?

3. Neka je n ∈ N. Dokazati da 121 � n2 + 3n + 5.

4. Da li postoji bijekcija f : R → R takva da za svako x ∈ R va�i

f (f(x)) − f(x) = 56x + 2 008 ?

5. Neka je S sredixte du�i AB, a C i D taqke koje pripadaju
polukru�nici nad preqnikom AB, tako da C pripada luku AD i da je
�CSD = 90◦. Neka je E preseqna taqka pravih AC i BD, a F preseqna
taqka pravih AD i BC. Dokazati da vektor

−−→
EF ne zavisi od izbora

taqaka C i D.

Prvi razred , B kategorija

1. Odrediti sve prirodne brojeve n takve da je
2n + 1
n + 2

prirodan broj.

2. Neka je g : R → R, g(x) = 3x + 1.
(a) Odrediti funkciju f ako je f(x) = g (g(x)) − g(x).
(b) Dokazati da je f bijekcija i odrediti f−1(x).

3. U zavisnosti od A i B odrediti koje od slede�ih skupovnih fo-
rmula su taqne:
(a) A ∩ B = ∅ ⇒ A ∪ B = B; (b) A ∩ ∅ = ∅ ⇒ A = ∅;
(v) A ∩ B = B ⇔ A ⊆ B; (g) A ⊆ B ⇒ A \ B = ∅;
(d) A ∪ B = A ⇒ A ⊆ B.

4. Za koje vrednosti realnog parametra a jednaqina
∣∣|x| − 1

∣∣ = a ima
maksimalan broj razliqitih realnih rexeǌa?

5. Videti tre�i zadatak za prvi razred A kategorije.
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Drugi razred , A kategorija

1. Odrediti sve a, b ∈ R tako da za svako x ∈ R va�i

a(cosx − 1) + b2 = cos(ax + b2) − 1.

2. Neka je X =
{
fa(x) = x2 + ax − 2a − 5 | a ∈ R

}
(skup parabola).

(a) Dokazati da sve parabole iz X seku x-osu.
(b) Odrediti jednaqinu geometrijskog mesta temena svih ovih para-
bola.
(v) Za koju vrednost parametra a je zbir kvadrata korena jednaqine
fa(x) = 0 najmaǌi?

3. Odrediti z ∈ C takve da je broj
6z4 + 5z2 + 6
3z4 + 10z2 + 3

realan.

4. Neka su a, b, x i y realni brojevi za koje va�i a + b = x + y i
a4 + b4 = x4 + y4. Dokazati da za svako n ∈ N va�i an + bn = xn + yn.

5. Pleme Vgab ima azbuku koja sadr�i samo slova A, B, V i G. Na ǌi-
hovom jeziku su smislene sve reqi koje u svom zapisu nemaju dva ista
slova na susednim mestima, dok ostale to nisu. Koliko ima smis-
lenih osmoslovnih reqi u jeziku ovog plemena koje svako slovo azbuke
sadr�e taqno dva puta?

Drugi razred , B kategorija

1. Da li postoji realan broj a za koji jednaqina x2 − |x| + a = 0 ima
jedinstveno rexeǌe?

2. Odrediti sve kompleksne brojeve z = x + iy, x, y ∈ R, koji su
konjugovani svom kvadratu.

3. Neka su a, b, c stranice, a s poluobim trougla ABC. Neka su ta, tb, tc
te�ixne du�i koje odgovaraju stranicama a, b, c, redom. Dokazati da

je
3
2
· s < ta + tb + tc < 2s.

4. Videti drugi zadatak za drugi razred A kategorije.

5. Na takmiqeǌu je uqestvovalo 100 uqenika, koji su rexavali po
pet zadataka. Poznato je da je svaki zadatak rexilo bar 60 uqenika.
Dokazati da postoje dva uqenika koji su zajedno rexili sve zadatke.

Tre�i razred , A kategorija

1. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu

10−3xlog10 x + x
(
log2

10 x − 2 log10 x
)

= x2 + 3x.

2. Neka su x, y, z realni brojevi, takvi da je

x � 4, y � 5, z � 6 i x2 + y2 + z2 � 90.



8

Dokazati nejednakost x + y + z � 16. Kada se u ovoj nejednakosti do-
sti�e jednakost?

3. Neka su m i n razliqiti prirodni brojevi. Dokazati da postoji
kompleksan broj z modula 1 takav da je |1 − zm + zn| � 2.

4. Neka je n � 3 prirodan broj. Neka su r1, r2, . . . , rn i t1, t2, . . . , tn
potpuni sistemi ostataka po modulu n. Dokazati da r1t1, r2t2, . . . , rntn
nije potpun sistem ostataka po modulu n.

5. Neka su x1, x2, . . . , xn pozitivni realni brojevi, takvi da je x1 +x2 +
. . . + xn = 1. Dokazati nejednakost

n∏
i=1

(
1 +

1
xi

)
�

n∏
i=1

(
n − xi

1 − xi

)
.

Kada se u ovoj nejednakosti dosti�e jednakost?

Tre�i razred , B kategorija

1.Neka je m ∈ R. U skupu realnih brojeva rexiti sistem

x − y + z = 0,
x + (m − 1)y + 2z = 1,

−x + 2y + (2m − 1)z = 3,
x + y + 4z = 4.

2. Povrxina prave kupe je qetiri puta ve�a od povrxine ǌene osnove.
Odrediti odnos visine i polupreqnika osnove te kupe.

3. Videti prvi zadatak za drugi razred A kategorije.

4. Videti peti zadatak za drugi razred B kategorije.

5. Videti prvi zadatak za tre�i razred A kategorije.

Qetvrti razred , A kategorija

1. Izraqunati povrxinu pravilne qetvorostrane prizme qija je za-
premina V = 12

√
3, a zbir du�ina svih ivica je najmaǌi mogu�i.

2. Neka je k najmaǌi broj poteza koji je potrebno naqiniti za pre-
bacivaǌe skakaqa iz doǌeg levog ugla u gorǌi desni ugao xahovske
table 8×8. Na koliko razliqitih naqina se to mo�e uqiniti u taqno
k poteza?

3. Neka je H ortocentar, a O centar opisane kru�nice trougla ABC.
Normalna projekcija temena A na pravu BC pripada simetrali stran-

ice AC. Odrediti
CH

BO
.

4. Videti tre�i zadatak za tre�i razred A kategorije.
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5. Neka je (an)n�1 niz prirodnih brojeva, koji je, za svako N , peri-
odiqan po modulu N poqev od nekog qlana i lim

n→∞ an = ∞. Dokazati da

je i niz (aan
n )n�1, za svako N , periodiqan po modulu N poqev od nekog

qlana.

Qetvrti razred , B kategorija

1. Neka je a ∈ R. U skupu realnih brojeva rexiti sistem

2x + y − z = −1,
−4x − 2y + az = a,

(a − 1)x + y + z = 2.

2. Izraqunati povrxinu paralelograma konstruisanog nad vektorima
−→p = −→a +2

−→
b i −→q = 2−→a −3

−→
b , pri qemu je |−→a | = |−→b | = 1 i �

(−→a ,
−→
b
)

= 60◦.

3. Izraqunati povrxinu pravilne trostrane piramide, osnovne ivice
a = 2, qija su sva tri iviqna ugla pri vrhu pravi.

4. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu

log2 (x(1 − x)) = −2 +
∣∣∣sin π

x

∣∣∣ .
5. Videti drugi zadatak za qetvrti razred A kategorije.

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 28.02.2009.

Prvi razred , A kategorija

1. Neka su M i N razliqite taqke koje ne pripadaju pravoj p. Ko-
nstruisati trougao ABC, takav da stranica AB pripada p, a taqke M
i N su podno�ja visina trougla iz temena A i B, redom.

2. Neka su p, q, r realni brojevi za koje va�i
1
p

+
1
q

+
1
r

= 0 i p+q+r = 1.

Dokazati da za sve realne a, b, c va�i

a2 + b2 + c2 = (pa + qb + rc)2 + (qa + rb + pc)2 + (ra + pb + qc)2 .

3. Za svaku taqku prvog kvadranta odrediti pravu koja prolazi kroz
tu taqku, a sa pozitivnim delovima koordinantnih osa gradi trougao
minimalne povrxine.

4. Odrediti sve prirodne brojeve n za koje je taqno tvr�eǌe:

Prirodan broj x deǉiv je sa n ako i samo ako je zbir cifara
broja x deǉiv sa n.
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5. Dva tima, svaki sa po 6 fudbalera, imaju na raspolagaǌu 4 xortsa
i 4 majice, u svakoj od slede�ih boja – crvenoj, plavoj i beloj. Na
koliko naqina fudbaleri mogu da se obuku za utakmicu tako da svaki
fudbaler obuqe xorts i majicu, ako se zna da svaki tim mora da ima
svoju karakteristiqnu boju?

Napomena. Boja je karakteristiqna za tim ako svaki igraq tog tima
ima bar jedan odevni predmet te boje, a da pritom niko iz suprotnog
tima nema nijedan odevni predmet te boje.

Prvi razred , B kategorija

1. Dokazati da je broj 2
√

8 − 2
√

7 +

√(
2
√

7 − 6
)2

racionalan.

2. Neka su D i E taqke koje pripadaju hipotenuzi BC pravouglog
trougla ABC, tako da je BE = AB i CD = AC. Izraqunati �DAE.

3. Koliko celobrojnih rexeǌa ima jednaqina |x| + |y| = 2009?

4. Neka je r polupreqnik upisane kru�nice, a h visina koja odgovara

hipotenuzi pravouglog trougla. Dokazati da va�i
2
5

<
r

h
<

1
2

.

5. Na koliko naqina se 20 karata, me�u kojima su qetiri dame, mo�e
podeliti na dve grupe od po 10 karata, tako da u jednoj grupi bude
tri dame, a u drugoj jedna dama?

Drugi razred , A kategorija

1. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu

3
√

2 +
√

x + 3
√

2 −√
x = 1.

2. Neka su α, β, γ ∈ (0, π) i n ∈ N. Dokazati da postoji ϕ ∈ R tako da je

sin ϕ =
sin β sin γ

n − cosα cosβ cos γ
.

Da li tvr�eǌe va�i ako je n ∈ Z?

3. Neka je P povrxina trougla, a R polupreqnik ǌegove opisane kru�-

nice. Dokazati da va�i nejednakost P � 3
√

3R2

4
. Kada se u prethodnoj

nejednakosti dosti�e jednakost?

4. Na koliko naqina se c crvenih, p plavih i b belih kuglica mo�e
pore�ati u niz, tako da se nikoje 2 plave kuglice ne nalaze jedna do
druge (kuglice iste boje se ne razlikuju)?

5. Odrediti sve prirodne brojeve n za koje je 2n + 3n + 4n potpun
kvadrat.
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Drugi razred , B kategorija

1. (a) Odrediti ostatak pri deǉeǌu broja
(
541 + 2

) (
3105 − 1

)
+ 357 ·(

570 + 1
)

sa 4.

(b) Ispitati da li je broj 260 + 370 deǉiv sa 13.

2. Kru�nice k1 i k2 seku se u taqkama A i B. Prava PQ, takva da je

P ∈ k1 i Q ∈ k2, sadr�i taqku A. Dokazati da odnos
BP

BQ
ne zavisi od

prave PQ.

3. U skupu realnih brojeva rexiti sistem

x1 +
√

x2 = 1,
x2 +

√
x3 = 1,

x3 +
√

x1 = 1.

4. Oko kruga polupreqnika r opisan je qetvorougao ABCD. Taqka
dodira deli stranicu AB na odseqke du�ina a i b, a stranicu AD na

odseqke du�ina a i c. Dokazati da va�i r >

√
abc

a + b + c
.

5. Videti prvi zadatak za drugi razred A kategorije.

Tre�i razred , A kategorija

1. Neka je n > 2 prirodan broj. Dokazati da va�i sin
π

n
>

3√
n2 + 9

.

2. Neka su a, b i c kompleksni brojevi, tako da taqke koje im odgovaraju
u kompleksnoj ravni predstavǉaju temena jednakostraniqnog trougla.
Dokazati da jednaqina az2 + bz + c = 0 u skupu kompleksnih brojeva
ima bar jedno rexeǌe jediniqnog modula.

3. Neka je S centar upisane kru�nice oxtrouglog trougla ABC. Upi-
sana kru�nica dodiruje stranicu AB taqki X. Prava XS seqe upi-
sanu kru�nicu u taqki M (razliqitoj od X). Neka je X ′ preseqna
taqka prave CM i stranice AB, a L taqka na du�i X ′C, tako da va�i
X ′L = CM . Dokazati da su taqke A, L, S kolinearne ako i samo ako
va�i AB = AC.

4. Odrediti najve�i zajedniqki delilac svih elemenata skupa{
n13 − n | n ∈ N

}
.

5. Odrediti najve�i mogu�i broj lovaca koji se mogu smestiti na
xahovsku tablu dimenzija 7 × 7, tako da svaki od ǌih napada parno
mnogo drugih lovaca.

Napomena. Lovac napada figuru ako se nalaze na istoj (ne nu�no
glavnoj) dijagonali i ako se izme�u ǌih ne nalazi jox neka figura.
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Tre�i razred , B kategorija

1. Neka je �a = (−1, 1, 1) i �b = (2, 0, 1). Odrediti vektor �x, koji pripada
ravni odre�enoj vektorima �a i �b, ortogonalan je na vektor �b i va�i
�a · �x = 7.

2. Neka su AB i AC tetive kruga polupreqnika R. Taqka M pripada
pravoj AB, a ǌeno rastojaǌe od prave AC je jednako AC. Taqka N
pripada pravoj AC, a ǌeno rastojaǌe od prave AB je jednako AB.
Izraqunati MN .

3. Odrediti sve vrednosti realnog parametra p tako da jednaqina

(p − 1)4x − 4 · 2x + (p + 2) = 0

ima bar jedno rexeǌe.

4. Neka je ABCDA1B1C1D1 kocka stranice a i neka taqka P polovi
AB, taqka Q polovi BC, a taqka R pripada du�i CC1, tako da je
CR : RC1 = 1 : 2. Odrediti obim i povrxinu figure koja se dobija u
preseku ravni PQR i kocke.

5. Videti prvi zadatak za tre�i razred A kategorije.

Qetvrti razred , A kategorija

1. (a) Dokazati da za y � 2 va�i 2ey > y3 + 4.
(b) Dokazati da je funkcija f : (0,∞) → R, definisana sa

f(x) = ln
(

ex + 1
x − 1

)
konveksna.

2. U nepravouglom trouglu ABC, taqka H je ortocentar, a taqke
D, E i F su podno�ja visina iz temena A, B i C, redom. Neka je X
presek pravih AH i EF , a Y preseqna taqka kru�nica opisanih oko
trougla AHC i EBC, razliqita od C. Dokazati da su taqke C, X i Y
kolinearne.

3. Odrediti posledǌe dve cifre broja 22p

+ 1, gde je p prost broj.

4. Neka je ε = cos
2π

3
+ i · sin 2π

3
. Odrediti sve polinome p sa celobro-

jnim koeficijentima, za koje va�i

1◦ p(x) = p(εx) za svako x ∈ C;

2◦ p(1) = 2001;
3◦ p(2) = 2009.

5. Videti peti zadatak za tre�i razred A kategorije.
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Qetvrti razred , B kategorija

1. Odrediti sve vrednosti realnog parametra a, tako da jednaqina
x3 − 3x2 − 9x = a ima tri realna i me�usobno razliqita rexeǌa.

2. Data je zarubǉena kupa u koju se mo�e upisati lopta. Povrxina
omotaqa te zarubǉene kupe je qetiri puta ve�a od razlike povrxina
osnova. Odrediti odnos zapremina lopte i zarubǉene kupe.

3. Neka je niz (xn)n∈N definisan sa x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3 i xn+3 =
xn+2 − xn+1 + xn za n ∈ N. Neka je

S =
∞∑

n=1

xn

3n
=

x1

31
+

x2

32
+

x3

33
+

x4

34
+ . . . .

Dokazati da je broj S konaqan i izraqunati ga.

4. Videti tre�i zadatak za drugi razred A kategorije.

5. Odrediti sve vrednosti realnog parametra a za koje je skup rexeǌa
nejednaqine logx+a

(
x2 + a2

)
� 2 konaqan.

DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 28.03.2009.

Prvi razred , A kategorija

1. Koliko ima funkcija f : R+ → R takvih da za svako x ∈ R+ va�i

f

(
x +

1
x

)
= x2 +

1
x2

?

2. Neka taqka C pripada du�i AB i neka su k0, k01 i k02 krugovi qiji
su preqnici AB, AC i CB, redom. Neka je D taqka preseka kru�nice
k0 i normale kroz C na du� AB. Neka su k1 i k2 krugovi koji se
nalaze u istoj poluravni odre�enoj pravom AB u kojoj i taqka D i
koji dodiruju, redom, kru�nice k01, k0 i du� CD, odnosno kru�nice
k02, k0 i du� CD. Neka je k krug najmaǌeg polupreqnika koji sadr�i
i dodiruje krugove k1 i k2. Dokazati da je preqnik kruga k jednak
du�ini du�i CD.

3. Na kru�nici je uoqen konaqan broj lukova, takvih da je du�ina
svakog od ǌih maǌa od poluobima kru�nice i da svaka tri od ǌih
imaju neprazan presek. Dokazati da postoji taqka kru�nice koja se
ne nalazi ni na jednom luku.

4. Konstruisati barem jednu pravu koja figuru sa slike, sastavǉenu
od trougla i kru�nog odseqka, deli na dva po povrxini jednaka dela.
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5. Da li postoji prirodan broj koji je potpun kvadrat i qiji je zbir
cifara jednak 20082009?

Prvi razred , B kategorija

1. Odrediti ostatak pri deǉeǌu broja 5102 + 499 + 3100 sa 13.

2. Neka su V, S, T razliqite taqke ravni. Konstruisati trougao
ABC, tako da su taqke V, S i T preseqne taqke opisane kru�nice
ovog trougla sa pravama kojima pripadaju visina, simetrala ugla
i te�ixna linija koje odgovaraju temenu C, redom.

3. Dokazati da za sve realne x i y va�i nejednakost

x2y4 + 2 · (x2 + 2
) · y2 + 4xy + x2 � 4xy3.

4. Neka je ABC tupougli trougao (�ABC > 90◦) i neka je R polu-
preqnik opisane kru�nice ovog trougla. Simetrale unutraxǌeg i
spoǉaxǌeg ugla kod temena C seku pravu AB u taqkama L i M , redom.
Ako je CL = CM , dokazati da je 4R2 = AC2 + BC2.

5. Na koliko naqina je mogu�e u svako poǉe tabele sa dve vrste i
2009 kolona upisati prirodan broj ne ve�i od 2803, tako da ni u
jednoj koloni ve�i broj ne bude iznad maǌeg.

Drugi razred , A kategorija

1. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu

28 · 3 · 2009 = 28x · 3x2 · 2009x3
.

2. Odrediti sve prirodne brojeve n za koje jednaqina

xn + 2xn−1 + 3xn−2 + . . . + nx + n + 1 = 0

ima bar jedno rexeǌe u skupu racionalnih brojeva.



15

3. Neka su r i R polupreqnici upisane i opisane kru�nice, redom,
oxtrouglog trougla, a α, β i γ ǌegovi uglovi. Dokazati da va�i

1
cosα

+
1

cosβ
+

1
cos γ

� 9R

R + r
.

4. Na koliko naqina se 6 razliqitih kuglica mo�e rasporediti u
6 kutija koje se ne razlikuju? U svaku kutiju se mo�e rasporediti
proizvoǉan broj kuglica; kutija mo�e biti i prazna.

5. Da li postoji prirodan broj koji je potpun kvadrat i qiji je zbir
cifara jednak 20092008?

Drugi razred , B kategorija

1. Sve�i krastavci sadr�e 99% vode. Ako sve�i krastavci preno�e,
ujutru sadr�e 98% vode. Ako je uveqe u prodavnici ostavǉeno 100
kilograma sve�ih krastavaca, koliko �e kilograma ujutru biti za
prodaju?

2. Neka su P i Q sredixta stranica AB i AC, redom, jednakos-
traniqnog trougla ABC. Neka je R preseqna taqka prave PQ i opisane

kru�nice ABC, tako da je P − Q − R. Dokazati da je
PQ

QR
=

PR

PQ
.

3. Koji je od brojeva a = log3 10 i b = log4 17 ve�i?

4. Neka je a ∈ R i funkcija f : R → R definisana sa

f(x) = ax2 + x + 1.

Odrediti sve vrednosti parametra a, tako da za svako x ∈ R va�i
nejednakost

f (f(x)) � 0.

5. Videti prvi zadatak za drugi razred A kategorije.

Tre�i razred , A kategorija

1. Dokazati da polinom

P (x) = (x4 + x3 − 3x2 + x + 1)2008 = a8032x
8032 + a8031x

8031 + . . . + a1x + a0

ima bar dva negativna koeficijenta.

2. Kru�nice k1 i k2 se seku u taqkama A i B. Tangenta na k1 u A
i tangenta na k2 u B se seku u taqki M . Proizvoǉna prava kroz A
seqe krugove k1 i k2 u taqkama X i Y redom. Ako je BY ∩ MX = P i
MA ∩ k2 = Q, dokazati da je PQ ‖ XY .
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3. Neka je n � 3 prirodan broj i neka su x0, x1, x2, . . . , xn, xn+1 nenega-
tivni realni brojevi takvi da je x0 = x1 = 0, xn = xn+1 = 1. Dokazati
da postoji j ∈ {1, 2, . . . , n} za koje va�i:

|xj+1 + xj−1 − 2xj | � 4
n2

.

4. Odrediti sve prirodne brojeve a, b, c, tako da va�i 4 | a + b i
a2 − 2a = b2 + c2.

5. Qetiri deteta imaju qokoladu pravougaonog oblika sa 10 redova i
po 6 kockica u redu. Svako dete dr�i qokoladu za jedan ugao, i �eli
da pojede parqe u obliku pravougaonika (sa stranicama paralelnim
ivicama qokolade) koje sadr�i taj ugao. Na koliko naqina je mogu�e
odlomiti takva qetiri parqeta, ako qokolada mo�e da se lomi samo
po linijama izme�u kockica?

Tre�i razred , B kategorija

1. U xOy-ravni odrediti jednaqine stranica trougla ABC, ako su
koordinate taqke A(0,−9), jednaqina prave koja sadr�i te�ixnu du�
koja odgovara temenu B je x+2y+13 = 0, a jednaqina prave koja sadr�i
visinu koja odgovara temenu C je 3x + y + 19 = 0.

2. Neka taqka M pripada opisanoj kru�nici jednakostraniqnog
ABC. Ako je polupreqnik ove kru�nice R, izraqunati MA4 +MB4+
MC4.

3. U pravu kupu polupreqnika osnove r = 17 i izvodnice s =
√

545
upisana je prava trostrana prizma osnovnih ivica a = 17, b = 10 i
c = 9, tako da se temena doǌe osnove nalaze u osnovi kupe, a gorǌe na
omotaqu. Izraqunati zapreminu prizme.

4. Koliko se najvixe koǌa mo�e postaviti na xahovsku tablu dimen-
zija 7 × 7 tako da se nikoja dva ne tuku?

5. Odrediti sve realne brojeve x za koje va�i

logx+1 x � logx2+1 x2 � logx3+1 x3 � . . . � logxn+1 xn � . . . .

Qetvrti razred , A kategorija

1. Neka je

P (x) =
(
x2009 − 2009

) · (x2008 − 2008
) · . . . · (x1 − 1

)
.

Odrediti sve a ∈ C takve da (x − a)2 | P (x).

2. Videti drugi zadatak za tre�i razred A kategorije.

3. Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi. Dokazati da va�i

2a3 + 2b3 + 2c3 + ab2 + bc2 + ca2 � 3a2b + 3b2c + 3c2a.
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4. Videti qetvrti zadatak za tre�i razred A kategorije.

5. Odrediti najmaǌe n sa osobinom da ma kako se postavi n dama na
xahovsku tablu dimenzija 2009 × 2009, mo�e se izabrati 2009 dama,
tako da se nikoje dve od ǌih ne napadaju.

Napomena. Na jednom poǉu table mo�e se nalaziti samo jedna dama.
Dama napada figuru ako se nalaze u istoj vrsti, u istoj koloni ili
na istoj (ne nu�no glavnoj) dijagonali.

Qetvrti razred , B kategorija

1. Zbir tri broja je 14. Ako se sredǌi po veliqini pove�a za 1,
dobijaju se tri uzastopna qlana aritmetiqkog niza. Ako se isti
broj smaǌi za 1, dobijaju se tri uzastopna qlana geometrijskog niza.
Odrediti zbir kvadrata ta tri broja.

2. Odrediti sve vrednosti realnog parametra a za koje su nejednaqine

logx2(x + 6) � 1
4

i logx+a(x + 4) � 1

ekvivalentne.

3. Neka su a, b, c ∈ R i neka je funkcija f : [ 0, 2π ] → R definisana sa

f(x) = a sin2 x + 2b sinx cosx + c cos2 x.

Odrediti max
x∈[ 0,2π ]

f(x) (u funkciji od a, b, c).

4. Videti qetvrti zadatak za tre�i razred B kategorije.

5. Stranice trougla ABC su uzastopni qlanovi aritmetiqke pro-
gresije. Na�i uglove ovog trougla, ako su i odgovaraju�e te�ixne
linije ta, tb i tc uzastopni qlanovi aritmetiqke progresije.
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REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋEǋA IZ

MATEMATIKE UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 02.02.2008.
Prvi razred , A kategorija

1. Kako je A1 sredixte du�i MN , sledi da je
−−→
XA1 =

1
2
·
(−−→
XM +

−−→
XN

)
.

Analogno je
−−−→
XB1 =

1
2
·
(−−→
XP +

−−→
XQ
)

i
−−→
XC1 =

1
2
·
(−−→
XR +

−−→
XS
)
.

Qetvorougao XSBM je paralelo-
gram (XB je ǌegova dijagonala),
pa je

−−→
XB =

−−→
XM +

−−→
XS. Analogno,

XNCP i XQAR su paralelogra-
mi, pa je

−−→
XC =

−−→
XN +

−−→
XP i

−−→
XA =−−→

XQ +
−−→
XR.

B

C

A

X

R SC1

N

M

A1

P

Q

B1

OP09 1A1

Iz prethodnog i 3
−−→
XT =

−−→
XA+

−−→
XB+

−−→
XC (jer je T te�ixte ABC) sledi

−−→
XA1 +

−−−→
XB1 +

−−→
XC1 =

1
2
· (−−→XM +

−−→
XN) +

1
2
· (−−→XP +

−−→
XQ) +

1
2
· (−−→XR +

−−→
XS)

=
1
2
·
[(−−→

XS +
−−→
XM

)
+
(−−→
XN +

−−→
XP
)

+
(−−→
XQ +

−−→
XR
)]

=
1
2
·
(−−→
XB +

−−→
XC +

−−→
XA
)

=
3
2
· −−→XT,

xto je i trebalo dokazati (Tangenta 53, str. 41, Pismeni zadaci,
zadatak 5).
2. (a) Kako je zastupǉen predstavnik svake zemǉe, sledi da ili jedna
zemǉa ima 3 predstavnika (ostale tri po 1) ili dve zemǉe imaju 2
predstavnika (ostale dve po 1).
1◦ Ako jedna zemǉa ima 3 predstavnika, ǌen izbor se mo�e izvrxiti na(

4
3

)
naqina, ǌena 3 predstavnika na

(
4
3

)
naqina, dok se predstavnik

neke od preostalih zemaǉa mo�e izvrxiti na
(

4
1

)
naqina, pa u ovoj

situaciji postoji
(

4
3

)
·
(

4
3

)
·
(

4
1

)3

= 1 024 izbora.

2◦ Ako dve zemǉe imaju 2 predstavnika, ǌihov izbor se mo�e izvrxiti

na
(

4
2

)
naqina, za svaku od ǌih 2 predstavnika na

(
4
2

)
naqina, dok se

predstavnik neke od preostalih zemaǉa mo�e izvrxiti na
(

4
1

)
naqina,

pa u ovoj situaciji postoji
(

4
2

)
·
(

4
2

)2

·
(

4
1

)2

= 3 456 izbora.
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Dakle, odgovor na pitaǌe dela (a) je 1 024 + 3 456 = 4 480 izbora.

(b) Kako svaka od zemaǉa ima najvixe 2 predstavnika, sledi da bar
tri zemǉe moraju imati predstavnike, tj. ili tri zemǉe imaju po 2
predstavnika ili (ako svaka zemǉa ima predstavnika) dve zemǉe imaju
2, a dve jednog predstavnika.

1◦ Ako tri zemǉe imaju po 2 predstavnika, ǌihov izbor se mo�e izvr-

xiti na
(

4
3

)
naqina, a po 2 predstavnika u svakoj od ǌih na

(
4
2

)
naqina, pa u ovoj situaciji postoji

(
4
3

)
·
(

4
2

)3

= 864 izbora.

2◦ Ako dve zemǉe imaju 2 predstavnika (a dve jednog), broj izbora je
isti kao u drugom delu dela (a), tj. u ovom sluqaju ima 3 456 izbora.

Dakle, odgovor na pitaǌe dela (b) je 864 + 3 456 = 4 320 izbora.

3. Ako 11 � n2 + 3n + 5, kako je 121 = 11 · 11, sledi i da 121 � n2 + 3n + 5.
Ako 11 | n2 + 3n + 5 = (n + 7)(n− 4)+ 33, sledi da 11 | (n + 7)(n− 4). Kako
je 11 prost broj, sledi da je bar jedan od brojeva n + 7 i n − 4 deǉiv
sa 11. Me�utim, kako je ǌihova razlika 11, tada je deǉiv i drugi, pa
121 | (n + 7)(n − 4), odakle 121 � (n + 7)(n − 4) + 33 = n2 + 3n + 5.
4. Funkcija f : R → R, f(x) = ax+ b je bijekcija ako (i samo ako) je a �=
0. Pritom je f (f(x))−f(x) = a(ax+ b)+ b− (ax+ b) =

(
a2 − a

)
x+ab. Ako

je za neku ovakvu funkciju f (f(x))−f(x) = 56x+2 008, sledi a2−a = 56
i ab = 2 008. Jedno od rexeǌa ovog sistema je a = 8 �= 0 i b = 251, tj.
funkcija f(x) = 56x+251 je bijekcija koja zadovoǉava navedeni uslov.

5. Kako je �BCA = �BDA =
90◦ (uglovi nad preqnikom), taqka
F je ortocentar ABE, pa je
EF ⊥ AB. Va�i i �FEC =
�ABC (uglovi sa normalnim kra-
cima). Trougao AFC je pravougli
(�FCA = 90◦) i va�i �FAC =

�DAC =
1
2
· �DSC = 45◦ (perife-

rni i centralni ugao nad tetivom
DC), pa je on i jednakokrak, tj.
va�i AC = CF .
Sledi da je ABC ∼= FEC
(AC = CF i jednakost uglova), tj.∣∣∣−−→EF

∣∣∣ = AB, odakle sledi tvr�eǌe

zadatka (Tangenta 52, str. 23, Na-
gradni zadaci, M722).

A BS

C

D

E

F
·

OP09 1A5
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Prvi razred , B kategorija

1. Kako je
2n + 1
n + 2

=
2(n + 2) − 3

n + 2
= 2 − 3

n + 2
, da bi tra�eni broj bio

ceo, to mora biti i
3

n + 2
. Kako je n ∈ N, sledi n + 2 � 3, a kako

je jedini celobrojni delilac broja 3 koji je ne maǌi od 3 jednak 3,
sledi n + 2 = 3, tj. n = 1. Ako je n = 1, vrednost tra�enog izraza

je
2 · 1 + 1
1 + 2

= 1, tj. prirodan broj, pa je jedino rexeǌe zadatka n = 1

(Tangenta 53, str. 37, Pismeni zadaci, zadatak 5).

2. (a) Za svako x ∈ R va�i f(x) = g (g(x))−g(x) = 3(3x+1)+1−(3x+1) =
6x + 3.
(b) Funkcija f : R → R, f(x) = ax + b je bijekcija ako (i samo ako)

je a �= 0. Dakle, f je bijekcija i va�i f−1 : R → R, f−1(x) =
x − 3

6
(Tangenta 53, str. 37, Pismeni zadaci, zadatak 4).

3. Izraz p ⇒ q (implikacija) je netaqan ako i samo ako je p taqno i q
netaqno. Sledi:

(a) A ∪ B = B je ekvivalentno sa A ⊆ B, pa ako je i A ∩ B = ∅, sledi
da mora biti A = ∅; dakle, ova implikacija je taqna ako i samo ako je
ili A = ∅ ili A ∩ B �= ∅;
(b) A ∩ ∅ = ∅ je uvek taqno, pa da bi bila taqna implikacija, mora
biti A = ∅; dakle, ova implikacija je taqna ako i samo ako je A = ∅;
(v) izraz p ⇔ q (ekvivalencija) je taqan ako i samo ako je ili i p taqno
i q taqno ili i p netaqno i q netaqno; A ∩ B = B je ekvivalentno sa
B ⊆ A, a to je ekvivalentno sa A ⊆ B ako i samo ako je A = B; dakle,
ova ekvivalencija je taqna ako i samo ako je ili A = B ili ako su A
i B neuporedivi (tj. ne va�i ni A ⊆ B ni B ⊆ A);

(g) ako je A ⊆ B, tada je A\B = ∅ (za sve A, B), pa je ovo tvr�eǌe uvek
taqno;

(d) ako je A ∪ B = A, tada je B ⊆ A; ako je, uz to, taqna i ova im-
plikacija, sledi da je i A ⊆ B, pa mora biti A = B; dakle, ova
implikacija je taqna ako i samo ako je ili A ∪ B �= A ili A = B.

(Tangenta 48, str. 34, Pismeni zadaci, zadatak 7, izmeǌen).

0 1 2 3−1−2−3

1

2

x

y

OP09 1B4
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4. Neka je f(x) =
∣∣|x| − 1

∣∣. Kako je |x| − 1 =
{ −x − 1, za x < 0

x − 1, za x � 0 , sledi

da je
∣∣|x| − 1

∣∣ =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

−x − 1, za x < −1
x + 1, za − 1 � x < 0
−x + 1, za 0 � x < 1
x − 1, za x � 1

.

Prava paralelna x-osi mo�e se�i ovaj grafik u najvixe qetiri
taqake, xto se doga�a za 0 < a < 1 (Tangenta 48, str. 35, Pismeni
zadaci, zadatak 13).
5. Videti rexeǌe drugog zadatka za prvi razred A kategorije.

Drugi razred , A kategorija

1. Zamenom x = 0 se dobija 0 � b2 = cos(b2) − 1 � 0, pa sledi b = 0.
Neka je b = 0. Sledi, treba odrediti sve a tako da va�i

a (cosx − 1) = cos(ax) − 1.

Zamenom x = 2π se dobija cos(2aπ) = 1, odakle je 2aπ = 2kπ za neko
k ∈ Z, tj. a je ceo broj. Ako je a = 0, tra�ena relacija je zadovoǉena

za svako realno x. Ako je a �= 0, zamenom x =
2π

a
se dobija cos

2π

a
= 1,

odakle je
2π

a
= 2lπ za neko l ∈ Z, tj. i

1
a

je ceo broj, pa je a ∈ {−1, 1}.
Ako je a = 1, tra�ena relacija je zadovoǉena za svako realno x. Ako
je a = −1, tra�ena relacija se svodi na cosx = 1, xto ne va�i za svako
realno x (na primer ne va�i za x = π).
Dakle, rexeǌe je (a, b) ∈ {(0, 0), (1, 0)} (Tangenta 53, str. 41, Pismeni
zadaci, zadatak 1).

2. Za svako a ∈ R jednaqina fa(x) = 0 je kvadratna i ǌena diskrimi-
nanta je a2−4(−2a−5) = a2 +8a+20 = (a+4)2 +4 > 0, tj. ova jednaqina
ima realna rexeǌa, odakle sledi tvr�eǌe dela (a).

Teme parabole Ax2 + Bx + C je
(
− B

2A
,
4AC − B2

4A

)
. Sledi, teme

parabole fa je(
−a

2
,−a2

2
− 2a − 5

)
=
(
−a

2
,−
(
−a

2

)2

+ 4 ·
(
−a

2

)
− 5
)

.

Funkcija a → −a

2
je bijekcija (iz R u R), pa je jednaqina tra�enog

geometrijskog mesta taqaka f : R → R, f(x) = −x2 + 4x − 5.
Ako su x1,a i x2,a koreni jednaqine fa(x) = 0 (po delu (a) oni su qak
i realni i razliqiti), po Vietovim pravilima je x1,a + x2,a = −a i
x1,a · x2,a = −2a − 5, pa je x2

1,a + x2
2,a = (x1,a + x2,a)2 − 2 · x1,a · x2,a =

a2 + 4a + 10 = (a + 2)2 + 6 � 6, pri qemu jednakost va�i ako i samo ako
je a = −2 (Tangenta 50, str. 34, Pismeni zadaci, zadatak 3).



22

3. Mora biti z4 + 10z2 + 3 �= 0, odnosno z2 /∈
{
−1

3
,−3
}
, tj.

z /∈
{
−
√

3 i,− 1√
3

i,
1√
3

i,
√

3 i

}
.

Pod ovim uslovom je
6z4 + 5z2 + 6
3z4 + 10z2 + 3

= 2 − 15 · z2

3z4 + 10z2 + 3
, xto je

realan broj ako i samo ako je

z2

3z4 + 10z2 + 3
∈ R ⇔

(
z2 = 0 ∨ 3z4 + 10z2 + 3

z2
= 10 + 3 ·

(
z2 +

1
z2

)
∈ R
)

⇔
(

z2 = 0 ∨ z2 +
1
z2

∈ R

)
.

Kako je t ∈ C realan broj ako i samo ako je t = t, sledi (uz dodatni
uslov z �= 0)

z2 +
1
z2

∈ R ⇔ z2 +
1
z2

= z2 +
1
z2

⇔ z4z2 + z2 − z2z4 − z2 = 0
⇔ (

z2 − z2
) (

z2z2 − 1
)

= 0

⇔ (z − z) (z + z)
(|z|2 − 1

)
= 0.

Sledi da je z ∈ R (ako je z − z = 0) ili z ∈ iR (ako je z + z = 0) ili
|z| = 1.

Konaqno, sledi da je
6z4 + 5z2 + 6
3z4 + 10z2 + 3

realan ako i samo ako je

z ∈ R∪
{

ti| t ∈ R \
{
−
√

3 ,− 1√
3

,
1√
3

,
√

3
}}

∪{t | t ∈ C ∧ |t| = 1} .

4. Neka je u + v = Su,v, uv = Pu,v. Tada je

u4 + v4 = (u + v)4 − 4uv(u2 + v2) − 6u2v2

= (u + v)4 − 4uv(u + v)2 + 2(uv)2

= S4
u,v − 4Pu,vS

2
u,v + 2P 2

u,v.

Po uslovima zadatka je Sa,b = Sx,y, pa iz a4 + b4 = x4 + y4 sledi

4Pa,bS
2
a,b − 2P 2

a,b = 4Px,yS
2
a,b − 2P 2

x,y

⇔ (Pa,b − Px,y)
(
Pa,b + Px,y − 2S2

a,b

)
= 0. (∗)

Ako je Pa,b �= Px,y, bez umaǌeǌa opxtosti mo�e se pretpostaviti da je
Pa,b > Px,y, pa je Pa,b + Px,y − 2S2

a,b < 2ab − 2(a + b)2 = −2(a2 + ab + b2) =

−2

[(
a +

b

2

)2

+
3
4
· b2

]
� 0, tj. u (∗) prvi qinilac mora biti jednak

nuli, odnosno Pa,b = Px,y.
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Iz dobijene kontradikcije, sledi da je i Pa,b = Px,y. Na osnovu Vie-
tovih pravila, sledi da su a, b koreni jednaqine t2 − Sa,bt + Pa,b = 0.
Analogno, x, y koreni jednaqine t2−Sx,yt+Px,y = 0, pa, kako je Sa,b = Sx,y

i Pa,b = Px,y, sledi da je {a, b} = {x, y}, odakle sledi i tvr�eǌe zadatka.

5. Osmoslovnih reqi koje sadr�e po taqno dva slova azbuke ima
8!

2! · 2! · 2! · 2!
= 2 520 (permutacije sa ponavǉaǌem).

Neka je Xi, i ∈ S = {A,B,V,G}, broj osmoslovnih reqi, koje svako
slovo sadr�e taqno dva puta i koje sadr�e dva ista susedna slova
i. Tada je broj osmoslovnih reqi koje sadr�e svako slovo dva puta
i nisu smislene jednak

∣∣XA ∪ XB ∪ XV ∪ XG
∣∣, odnosno, po principu

ukǉuqeǌa i iskǉuqeǌa:∣∣XA ∪ XB ∪ XV ∪ XG
∣∣ =

⋃
i∈S

|Xi| −
⋃

i,j∈S

i�=j

|Xi ∩ Xj| +
⋃

i,j,k∈S

i�=j �=k �=i

|Xi ∩ Xj ∩ Xk|

+
∣∣XA ∩ XB ∩ XV ∩ XG

∣∣
Broj |Xi| je jednak broju permutacija sa ponavǉaǌem 7 elemenata,
jednog sastavǉenog od dva slova i i tri para preostalih slova, tj.

jednak je
7!

2! · 2! · 2! · 1!
= 630.

Broj |Xi ∩Xj| je jednak broju permutacija sa ponavǉaǌem 6 elemenata,
jednog sastavǉenog od dva slova i, jednog sastavǉenog od dva slova j

i dva para preostalih slova, tj. jednak je
6!

2! · 2! · 1! · 1!
= 180.

Broj |Xi ∩ Xj ∩ Xk| je jednak broju permutacija sa ponavǉaǌem 5 ele-
menata, jednog sastavǉenog od dva slova i, jednog sastavǉenog od dva
slova j, jednog sastavǉenog od dva slova k i dva preostala (ista)

slova, tj. jednak je
5!

2! · 1! · 1! · 1!
= 60.

Broj
∣∣XA ∩ XB ∩ XV ∩ XG

∣∣ je jednak broju permutacija elemenata AA,
BB, VV i GG, tj. jednak je 4! = 24.

Konaqno,

∣∣XA ∪ XB ∪ XV ∪ XG
∣∣ = (4

1

)
· 630−

(
4
2

)
· 180+

(
4
3

)
· 60−

(
4
4

)
· 24 = 1 656,

pa je tra�eni broj (poxto treba na�i broj smislenih reqi) jednak
2 520− 1 656 = 864.

Drugi razred , B kategorija

1. Ako je x0 rexeǌe jednaqine iz zadatka, tada je (−x0)2 − |x0| + a =
x2

0 − |x0| + a = 0, tj. i −x0 je rexeǌe te jednaqine. Ako jednaqina ima
jedinstveno rexeǌe, sledi x0 = −x0, tj. x0 = 0, odakle je a = 0.
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Dakle, jednaqina je x2 − |x| = 0. Me�utim, ova jednaqina ima tri
rexeǌa (x ∈ {−1, 0, 1}), tj. ni u ovom sluqaju rexeǌe nije jedinstveno,
pa tra�eni realan broj ne postoji (Tangenta 47, str. 15, Nagradni
zadaci, M607).

2. Kako je z = x − iy i z2 =
(
x2 − y2

)
+ 2ixy, iz z = z2 sledi x = x2 − y2

i −y = 2xy. Iz druge dobijene jednaqine sledi da je ili y = 0 ili

x = −1
2

.

1◦ Ako je y = 0, prva jednaqina postaje x = x2, tj. x ∈ {0, 1}.

2◦ Ako je x = −1
2

, prva jednaqina postaje y2 =
3
4

, tj. y ∈
{
−
√

3
2

,

√
3

2

}
.

Dakle, rexeǌe zadatka je z ∈
{

0, 1,−1
2
−

√
3

2
· i,−1

2
+

√
3

2
· i
}

(Tangenta

48, str. 39, Pismeni zadaci, zadatak 20, izmeǌen).

3. Neka je T te�ixte ABC. Kako te�ixte deli te�ixnu du� u

odnosu 2 : 1, sledi da su du�ine AT , BT , CT jednake
2
3
· ta, 2

3
· tb, 2

3
· tc,

redom.

Iz BCT sledi
2
3
· (tb + tc) > a (nejednakost trougla). Analogno, iz

ABT sledi
2
3
· (ta + tb) > c, a iz ACT sledi

2
3
· (ta + tc) > b. Sabi-

raǌem se dobija
4
3
· (ta + tb + tc) > a + b + c, odakle je ta + tb + tc >

3
4
· (a + b + c) =

3
2
· s.

B

C

A

A1B1

C1

A2

T

OP09 2B3

Neka je A1 sredixte du�i BC, a A2 takva da je da je AA1 = A1A2 i
A − A1 − A2.

Kako je ACA1
∼= A2BA1 (BA1 = CA1 =

a

2
, AA1 = A1A2, �AA1C =

�BA1A2 (unakrsni uglovi)), sledi BA2 = CA = b, iz ABA2 sledi
b+ c > 2 ta (opet nejednakost trougla). Analogno je a+ b > 2 tc i a+ c >
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2 tb. Sabiraǌem ovih nejednakosti dobija se 2(a+b+c) > 2 (ta + tb + tc),
odakle se dobija ta + tb + tc < 2s.

4. Videti rexeǌe drugog zadatka za drugi razred A kategorije.

5. Prvi zadatak nije uradilo najvixe 40 uqenika (jer ga je uradilo
bar 60), pa je broj parova uqenika, takvih da nijedan od uqenika u

tom paru nije rexio prvi zadatak, najvixe
(

40
2

)
. Kako analogno

zakǉuqivaǌe va�i i za preostale zadatke, sledi da je broj parova
uqenika, takvih da nijedan od uqenika u tom paru nije rexio neki od

zadataka, ne ve�i od 5 ·
(

40
2

)
= 3 900. Me�utim, kako je ukupan broj

parova uqenika
(

100
2

)
= 4 950 > 3 900, sledi da postoji par uqenika

koji su zajedno rexili svih pet zadataka (Tangenta 45, str. 16, Na-
gradni zadaci, M566).

Tre�i razred , A kategorija

1. Jednaqina ima smisla za x > 0. Neka je t = log10 x. Tada je

10−3xlog10 x + x
(
log2

10 x − 2 log10 x
)

= x2 + 3x

⇔ 10−310log2
10 x + x

(
log2

10 x − 2 log10 x − 3
)

= x2

⇔ 1
x2

· 10log2
10 x−3 +

1
x
· (t2 − 2t − 3

)
= 1

⇔ 10t2−2t−3 +
1
x
· (t2 − 2t − 3

)
= 1.

1◦ Ako je t ∈ {−1, 3}, tada je t2 − 2t − 3 = 0 i x = 10, pa sledi da ove
vrednosti dovode do rexeǌa jednaqine.

2◦ Ako je t ∈ (−1, 3), tada je t2 − 2t − 3 < 0, a kako je i x > 0 sledi

10t2−2t−3 +
1
x
· (t2 − 2t − 3

)
< 100 +

1
x
· 0 = 1, pa ove vrednosti ne

mogu dovesti do rexeǌa jednaqine.

3◦ Ako je t ∈ (−∞,−1)∪ (3,∞), tada je t2 −2t−3 > 0, a kako je i x > 0

sledi 10t2−2t−3 +
1
x
· (t2 − 2t − 3

)
> 100 +

1
x
· 0 = 1, pa ove vrednosti

ne mogu dovesti do rexeǌa jednaqine.

Dakle, rexeǌe jednaqine je x ∈
{

1
10

, 103

}
(Tangenta 53, str. 21, Na-

gradni zadaci, M732).

2. Uslov x � 4, y � 5, z � 6 je ekvivalentan postojaǌu a, b, c � 0, takvih
da je x = 4 + a, y = 5 + b, z = 6 + c. Dakle, dovoǉno je dokazati da ako je
a2 + b2 + c2 + 8a + 10b + 12c � 13 za neke a, b, c � 0, tada je a + b + c � 1.
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Neka je a + b + c < 1. Tada je 0 � a, b, c < 1, pa je a2 � a, b2 � b, c2 � c,
odakle je

13 > 13(a + b + c) � 9a + 11b + 13c � a2 + b2 + c2 + 8a + 10b + 12c � 13.

Iz dobijene kontradikcije, sledi tvr�eǌe zadatka.

Jednakost se posti�e ako i samo ako je a + b + c = 1, pa sledi (opet je
0 � a, b, c � 1)

13 = 13(a + b + c) � 9a + 11b + 13c � a2 + b2 + c2 + 8a + 10b + 12c � 13,

tj. jednakost se posti�e ako i samo ako je

4b + 2a = 0, a2 = a, b2 = b, c2 = c, a2 + b2 + c2 + 8a + 10b + 12c = 13

(naravno, a, b, c su i daǉe nenegativni i a + b + c = 1), odnosno ako i
samo ako je a = b = 0, c = 1, tj. ako i samo ako je (x, y, z) = (4, 5, 7).

3. Bez umaǌeǌa opxtosti, mo�e se pretpostaviti da je (m, n) = 1.
Inaqe, ako je m = d · m1, n = d · n1 onda se problem svodi na analogan
za izraz 1 − zm1 + zn1 (|z| = 1 ⇔ |z|d = 1).
Neka je m �= 1 i ω takvo da je ωm = −1. Tada je 1 − ωm + ωn = 2 + ωn,
pa je dovoǉno pokazati da postoji ovakvo ω, tako da je Re(ωn) � 0.
Rexeǌa jednaqine zm = −1 su ω0 · εk, za k ∈ {0, 1, . . . , m − 1}, gde je

ω0 = cos
π

m
+ i sin

π

m
i ε = cos

2π

m
+ i sin

2π

m
. Kako je ω0 + ω0 · ε + . . . + ω0 ·

εm−1 = ω0 ·
(
1 + ε + . . . + εm−1

)
= 0 i kako brojevi 0, n, . . . , (m − 1)n qine

potpun sistem ostataka po modulu m (m i n su uzajamno prosti), sledi

ωn
0 +(ω0 · ε)n + . . .+

(
ω0 · εm−1

)n
= ωn

0 ·
(
1 + εn + . . . + ε(m−1)n

)
= 0, pa bar

jedan od ovih brojeva ima nenegativan realan deo (,,geometrijski”:
ako je taqka 2 te�ixte pravilnog m-tougla, bar jedno ǌegovo teme se
nalazi u proizvoǉnoj poluravni qiji rub sadr�i taqku 2).

Sluqaj n �= 1 se radi analogno (tj. analogno se pokazuje da me�u
rexeǌima jednaqine zn = 1 postoji bar jedno, tako da je realni deo
ǌegovog m-tog stepena nepozitivan).

4. U nizovima (ri)n
i=1 i (ti)n

i=1 se javǉa broj deǉiv sa n; ako je ri ≡ tj ≡ 0
(mod n) za neke i �= j, tada je riti ≡ rjtj ≡ 0 (mod n), pa u nizu (riti)n

i=1

ne mo�e biti n razliqitih brojeva, tj. on ne mo�e biti potpun sistem
ostataka po modulu n.

Dakle, bez umaǌeǌa opxtosti, neka je rn = tn = 0. Neka je p prost
qinilac broja n, n = pm. Pritom, ako n nije stepen broja 2, mo�e
se izabrati p �= 2. Kako je proizvod brojeva, od kojih je jedan deǉiv
sa m, tako�e deǉiv sa m i kako u svakom potpunom sistemu ostataka
po modulu n ima jednak broj brojeva deǉivih sa m, sledi da se mo�e
pretpostaviti da su r1, r2, . . . , rp−1, t1, t2, . . . , tp−1 i r1t1, r2t2, . . . , rp−1tp−1

brojevi kongruentni sa m, 2m, . . . , (p − 1)m (u nekom redosledu).
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1◦ Ako p | m, tada za neko i ∈ {1, 2, . . . , p−1} va�i riti = m, tj. za neke
k, l ∈ N va�i n | klm2 − m. Sledi pm | m(klm − 1), pa p | klm − 1,
xto je nemogu�e, jer iz p | m sledi (p, klm − 1) = 1.

2◦ Ako je (p, m) = 1, po maloj Fermaovoj teoremi je mp−1 ≡ 1 (mod p),
a po Vilsonovoj (p − 1)! ≡ −1 (mod p), pa sledi

r1 · r2 · . . . · rp−1 ≡ mp−1(p − 1)! ≡ −1 (mod p).

Analogno je t1·t2·. . .·tp−1 ≡ −1 (mod p) i (r1t1)·(r2t2)·. . .·(rp−1tp−1) ≡
−1 (mod p), pa je

1 = (−1) · (−1) ≡ (r1 · r2 · . . . · rp−1) · (t1 · t2 · . . . · tp−1)
= (r1t1) · (r2t2) · . . . · (rp−1tp−1) ≡ −1 (mod p),

pa p | 2, tj. p = 2. Kako je birano p �= 2 (ako je to mogu�e), sledi
da je n stepen broja 2. Me�utim, po 1◦, sledi da je n = 2, xto je
u kontradikciji sa uslovom zadatka.

5. Na osnovu nejednakosti izme�u geometrijske i harmonijske sredine
sledi (za svako j ∈ {1, 2, . . . , n})⎛⎝∏

i�=j

(
1 +

1
xi

)⎞⎠
1

n−1

� n − 1∑
i�=j

1
1 + 1

x1

=
n − 1∑

i�=j

xi

1 + xi

=
n − 1

n − 1 −
∑
i�=j

1
1 + xi

. (†)

Na osnovu nejednakosti izme�u aritmetiqke i harmonijske sredine
sledi ∑

i�=j

1
1 + xi

� (n − 1)2∑
i�=j

(1 + xi)
=

(n − 1)2

n − 1 +
∑
i�=j

xi

=
(n − 1)2

n − xj
. (‡)

Iz (†) i (‡) sledi⎛⎝∏
i�=j

(
1 +

1
xi

)⎞⎠ 1
n−1

� n − 1

n − 1 − (n − 1)2

n − xj

=
n − xj

1 − xj
.

Mno�eǌem posledǌih nejednakosti za j ∈ {1, 2, . . . , n} dobija se neje-
dnakost iz zadatka. Jednakost va�i ako i samo ako je x1 = x2 = . . . =

xn =
1
n

(na osnovu uslova jednakosti u gore primeǌenim nejednakosti-

ma sredina) (Tangenta 46, str. 20, Nagradni zadaci, M597).

Drugo rexeǌe. Funkcija f : (0,∞) → (0,∞), f(x) = ln
(

1 +
1
x

)
je ko-

nveksna (f ′(x) = − 1
(x + 1)2

+
1
x2

> 0; naravno, raqun izvoda se mo�e
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izbe�i), pa po Jensenovoj nejednakosti sledi (za svako j ∈ {1, 2, . . . , n})

∑
i�=j

ln
(

1 +
1
xi

)
� (n − 1) · ln

⎛⎜⎜⎝1 +
n − 1∑
i�=j

xi

⎞⎟⎟⎠
= (n − 1) · ln

(
1 +

n − 1
1 − xj

)
= (n − 1) · ln

(
n − xj

1 − xj

)
.

Sabiraǌem prethodnih nejednakosti za j ∈ {1, 2, . . . , n} i skra�ivaǌem
sa n − 1 dobija se

n∑
i=1

ln
(

1 +
1
xi

)
�

n∑
i=1

ln
(

n − xi

1 − xi

)
,

a primenom (rasu�e) funkcije ex na posledǌu nejednakost i nejed-
nakost iz zadatka. Jednakost va�i ako i samo ako je x1 = x2 = . . . =

xn =
1
n

(f(x) je strogo konveksna).

Napomena. Drugo rexeǌe je simulacija dokaza Karamatine nejed-
nakosti:

Neka je f : R+ → R konveksna funkcija i

(x1, x2, . . . , xn) � (y1, y2, . . . , yn)

(x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , yn ∈ R+), tada

f(x1) + f(x2) + . . . + f(xn) � f(y1) + f(y2) + . . . + f(yn)

((x1, x2, . . . , xn) � (y1, y2, . . . , yn) (majoracija) oznaqava da va�i

n∑
i=1

x′
i =

n∑
i=1

y′
i i

k∑
i=1

x′
i �

k∑
i=1

y′
i za svako k ∈ {1, 2, . . . , n − 1},

gde je (x′
1, x

′
2, . . . , x

′
n) ((y′

1, y
′
2, . . . , y

′
n)) n-torka koja je dobijena od n-torke

(x1, x2, . . . , xn) ((y1, y2, . . . , yn)) permutacijom koordinata, tako da va�i
x′

1 � x′
2 � . . . � x′

n(y′
1 � y′

2 � . . . � y′
n)).

Tvr�eǌe zadatka neposredno sledi iz ove nejednakosti primeǌene na

funkciju f(x) = ln
(

1 +
1
x

)
i vektore (x1, x2, . . . , xn) i (y1, y2, . . . , yn), gde

je yi =
1 − xi

n − 1
.

Zaista, f je konveksna (videti drugo rexeǌe zadatka), a bez umaǌeǌa
opxtosti mo�e se pretpostaviti da je x1 � x2 � . . . � xn. Tada je
(oqigledno) y1 � y2 � . . . � yn i (za k ∈ {1, 2, . . . , n − 1})

k = k ·
n∑

i=1

xi = k ·
k∑

i=1

xi +
n∑

i=k+1

kxi � k ·
k∑

i=1

xi +
n∑

i=k+1

⎛⎝ k∑
j=1

x1

⎞⎠ = n ·
k∑

i=1

xi,
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pa je (za k ∈ {1, 2, . . . , n − 1})
k∑

i=1

yn−i+1 =
k − (x1 + x2 + . . . + xk)

n − 1

= x1 + x2 + . . . + xk +
k − n(x1 + x2 + . . . + xk)

n − 1
�

k∑
i=1

xi.

Kako je i

n∑
i=1

yi =
n − (x1 + x2 + . . . + xn)

n − 1
= 1 = x1 + x2 + . . . + xn,

sledi (x1, x2, . . . , xn) � (y1, y2, . . . , yn).

Tre�i razred , B kategorija

1. Oduzimaǌem prve jednaqine od druge i qetvrte, odnosno dodavaǌem
na tre�u, dobija se ekvivalentan sistem

x − y + z = 0,
my + z = 1,

y + 2mz = 3,
2y + 3z = 4.

Oduzimaǌem dvostruke tre�e jednaqine (novodobijenog sistema) od
qetvrte, odnosno oduzimaǌem tre�e jednaqine pomno�ene sa m od
druge jednaqine, dobija se ekvivalentan sistem

x − y + z = 0,
(1 − 2m2)z = 1 − 3m,

y + 2mz = 3,
(3 − 4m)z = −2.

Iz druge i qetvrte jednaqine posledǌeg sistema sledi (3 − 4m)(1 −
3m) = (3 − 4m)(1 − 2m2)z = −2(1 − 2m2) ⇒ 0 = 8m2 − 13m + 5 = (m −
1)(8m − 5).
Dakle:

1◦ ako je m /∈
{

5
8

, 1
}
, sistem nema rexeǌa;

2◦ ako je m = 1, sistem postaje

x − y + z = 0,
− z = −2,

y + 2z = 3,
− z = −2

i ima jedinstveno rxeǌe (x, y, z) = (−3,−1, 2);
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3◦ ako je m =
5
8

, sistem postaje

x − y + z = 0,
7
32

z = −7
8

,

y +
5
4

z = 3,

1
2

z = −2

i ima jedinstveno rxeǌe (x, y, z) = (12, 8,−4)

(Tangenta 46, str. 39, Pismeni zadaci, zadatak 5).

2. Neka su r, h i s, polupreqnik osnove, visina i izvodnica, redom,
te kupe. Tada je povrxina osnove kupe jednaka r2π, a povrxina kupe
r(r + s)π, pa iz uslova zadatka sledi da je r(r + s)π = 4r2π, odakle je
s = 3r.
Osni presek ove kupe je jednakokraki trougao qija je osnova 2r, visina
h, a krak s, pa po Pitagorinoj teoremi sledi r2 + h2 = s2, odakle je

r2 + h2 = 9r2 ⇔ h2 = 8r2 ⇔ h

r
= 2

√
2 (h, r > 0).

3. Videti rexeǌe prvog zadatka za drugi razred A kategorije.

4. Videti rexeǌe petog zadatka za drugi razred B kategorije.

5. Videti rexeǌe prvog zadatka za tre�i razred A kategorije.

Qetvrti razred , A kategorija

1. Neka je a osnovna ivica, a H visina piramide. Kako je V = B · H,

sledi H =
V

a2
. Zbir du�ina svih ivica prizme je f(a) = 8a + 4H = 4 ·(

2a +
V

a2

)
(za a ∈ (0,∞)). Za ovakve a funkcija f je diferencijabilna

i va�i f ′(a) = 4 ·
(

2 − 2V

a3

)
= 8 ·

(
1 − V

a3

)
. Kako je f ′(a) < 0 za a ∈(

0, 3
√

V
)

(tj. na ovom intervalu f opada), f ′(a) > 0 za a ∈
(

3
√

V ,∞
)

(tj. na ovom intervalu f raste), f ′(a) = 0 za a = 3
√

V (V > 0), sledi da
se u taqki 3

√
V dosti�e minimum funkcije f .

Ako je a = 3
√

V , sledi H =
V

a2
=

a3

a2
= a, tj. u pitaǌu je kocka

stranice 3
√

V , pa je ǌena povrxina P = 6a2 = 6 · V
2
3 = 6 ·

(
12

√
3
) 2

3
=

6 · (33 · 23 · 3) 1
3 = 36 3

√
2 (Tangenta 53, str. 22, Nagradni zadaci, M743).

2. Neka je tabla smextena u koordinatni sistem, tako da je centar
poǉa koje je doǌi-levi ugao table (0, 0), a centar poǉa koje je gorǌi-
desni ugao table (8, 8). Tada je centar svakog poǉa table taqka qije
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su obe koordinate celobrojne, pa se poǉa table mogu poistovetiti sa
odgovaraju�im taqkama skupa {(m, n) | m, n,∈ N0, 0 � m, n � 7}.
Ako su (k, l) i (m, n) poǉa table neka je (ǌihovo ,,rastojaǌe”)

dist [(k, l), (m, n)] = |k − m| + |l − n|.

Tada je dist [(0, 0), (7, 7)] = 14; jedan potez skakaqa mo�e smaǌiti vred-
nost prethodne funkcije najvixe za 3, pa sledi da je k � 5.
Me�utim, na standardno obojenoj xahovskoj tabli (naizmeniqno crno-
belo), poǉa (0, 0) i (7, 7) su iste boje, a skakaq u svakom potezu mo�e
pre�i samo na poǉe suprotne boje, pa je za tra�eno prebacivaǌe
neophodan paran broj skokova. Sledi k � 6.

1

1

OP09 4A2-1

2

1 1

2

1

1

1

1

1

1

OP09 4A2-2

2

2

1

1

2

2

8

8

3

3

2

2

4

4

4

4

2

2

1

1

3

3

OP09 4A2-3

3·1

3·1

2·2

2·2

4·3
4·3

4·4

4·4

2·2
2·2

1·3

1·3

3·4
3·4

OP09 4A2-4

Kako nizom poteza (0, 0) → (1, 2) → (2, 0) → (3, 2) → (5, 3) → (6, 5) → (7, 7)
skakaq prelazi iz (0, 0) u (7, 7), sledi da je k = 6.
Neka je za svako poǉe poznato na koliko naqina je mogu�e do�i do
ǌega u n poteza (polaze�i sa (0, 0)). Za proizvoǉno poǉe P , neka su
sva poǉa sa kojih se u jednom potezu mo�e do�i u P ,,poǉa susedna sa
P”. Tada je broj naqina na koji je mogu�e postaviti skakaqa na poǉe
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P nakon n+1 poteza jednak je zbiru broja naqina dolaska na sva poǉa
susedna sa P nakon n poteza.
Na taj naqin je mogu�e formirati tablicu broja naqina dolaska
u proizvoǉno poǉe nakon n poteza (na slikama OP09 4A2-(1-3) je
prikazana ova tablica za n ∈ {1, 2, 3}; ukoliko je taj broj 0, poǉa
tablica su prazna).
Analogna tablica se mo�e napraviti za broj naqina dolaska na
proizvoǉno poǉe u n poteza polaze�i sa poǉa (7, 7); zbog simetrije, ta
tablica za neko n se mo�e dobiti i od prethodne tablice (tj. tablice
dobijene polaze�i sa poǉa (0, 0)) simetijom u odnosu na glavnu dijago-
nalu tablice (tj. upisivaǌem u poǉe (m, n) vrednosti koja se nalazila
u poǉu (7 − n, 7 − m)). Da bi se u xest poteza doxlo iz (0, 0) u (7, 7),
potrebno je u tri poteza do�i sa (0, 0) do nekog poǉa, a nakon toga u
jox tri poteza sa tog poǉa do (7, 7).
Sledi da je tra�eni broj zbir brojeva iz tablice OP09 4A2-4 (ako
je na poǉu upisano k · l, to znaqi da se od (0, 0) do tog poǉa u tri
poteza mo�e do�i na k naqina, a od tog poǉa do (7, 7) u tri poteza
na l naqina; ako je neki od ovih brojeva 0, poǉe tablice je ostavǉeno
prazno).
Dakle, najmaǌi broj poteza koji je potreban za tra�eno prebacivaǌe
je k = 6 i to se mo�e uraditi na 4 · (4 ·3+3 ·1)+2 · (2 ·2+4 ·4+2 ·2) = 108
naqina.

3. Neka je A′ podno�je normale iz temena A trougla ABC, B1 sredixte
stranice AC, a C1 sredixte stranice AB.

Po uslovima zadatka AA′C je
pravougli (sa pravim uglom kod
temena A′), pri qemu je podno�je
visine iz temena A′ sredixte
stranice AC, tj. ovaj trougao je
i jednakokraki (tj. �BCA = 45◦).
Trougao OC1B je pravougli i
�BOC1 = �BCA = 45◦ (centralni
i periferijski ugao).
Tako�e, va�i CH = 2 · OC1 (ho-
motetija qiji je centar taqka
opisane kru�nice ABC dijame-
tralno suprotna taqki C, i ko-
eficijenta 2, slika du� OC1 u
CH).

C1

H

B1

B

C

A

O
A′

OP09 4A3

Dakle,
CH

BO
= 2 · CO1

BO
=

√
2 (CO1 i BO su kateta i hipotenuza

jednakokrako-pravouglog BOC1) (Tangenta 46, str. 20, Nagradni
zadaci, M593).
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4. Videti rexeǌe tre�eg zadatka za tre�i razred A kategorije.

5. Neka je N ∈ N, q1 takvo da va�i an ≡ an+q1 (mod N) poqev od nekog
n (po uslovima zadatka takvo q1 postoji), q2 takvo da va�i an ≡ an+q2

(mod ϕ(N)) poqev od nekog n (po uslovima zadatka takvo q2 postoji) i
p = NZS(q1, q2). Dovoǉno je pokazati da je aan

n ≡ a
an+p

n+p (mod N) (poqev
od nekog n).
Kako q1 | p, sledi an+p ≡ an (mod N) (poqev od nekog n), tj. a

an+p

n+p ≡
aan+p

n (mod N), pa sledi da je dovoǉno pokazati da N | aan+p
n − aan

n =
aan

n · (aan+p−an
n − 1

)
(poqev od nekog n).

Neka je pα1
1 · pα2

2 · . . . · pαk

k kanonska faktorizacija broja N . Kako je
lim

n→∞ an = ∞, poqev od nekog n va�i an � max{α1, α2, . . . , αk}. Za fiksno

an sa ovim svojstvom, postoji jedinstveno razlagaǌe N = N1 ·N2, tako
da je svaki prost faktor broja N1 i prost faktor broja an i (an, N2) =
1. Ako je pi neki prost faktor broja N1, sledi da pan

i | aan
n , pa i pαi

i |
aan

n , odakle N1 | aan
n . Kako je (N2, an) = 1, sledi aϕ(N2)

n ≡ 1 (mod N2),
pa kako ϕ(N2) | ϕ(N), q2 | p i an+q2 ≡ an (mod ϕ(N)) (poqev od nekog n),
sledi N2 | (aan+p−an

n − 1
)
. Dakle, poqev od nekog n va�i N | aan+p

n − aan
n .

Qetvrti razred , B kategorija

1. Kako je

Δ =

∣∣∣∣∣∣
2 1 −1

−4 −2 a
a − 1 1 1

∣∣∣∣∣∣ = a2 − 5a + 6 = (a − 2)(a − 3),

Δx =

∣∣∣∣∣∣
−1 1 −1

a −2 a
2 1 1

∣∣∣∣∣∣ = a − 2,

Δy =

∣∣∣∣∣∣
2 −1 −1

−4 a a
a − 1 2 1

∣∣∣∣∣∣ = −2a + 4 = (−2)(a − 2),

Δz =

∣∣∣∣∣∣
2 1 −1

−4 −2 a
a − 1 1 2

∣∣∣∣∣∣ = a2 − 5a + 6 = (a − 2)(a − 3),

za a �∈ {2, 3} va�i Δ �= 0, pa za ovakve a sistem ima jedinstveno rexeǌe

(x, y, z) =
(

Δx

Δ
,
Δy

Δ
,
Δz

Δ

)
=
(

1
a − 3

,− 2
a − 3

, 1
)

.

Ako je a = 3, tada je Δx �= 0 i Δ = 0, pa u ovom sluqaju sistem nema
rexeǌa.
Ako je a = 2 sistem postaje

2x + y − z = −1,
−4x − 2y + 2z = 2,

x + y + z = 2.
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Oduzimaǌem dvostruke tre�e jednaqine od prve, odnosno dodaveǌem
qetvorostruke tre�e drugoj, dobija se ekvivalentan sistem

− y − 3z = −5,
2y + 6z = 10,

x + y + z = 2.

odnosno (kako su prva i druga jednaqina ekvivalentne)

x + y + z = 2,
− y − 3z = −5,

odakle je (za proizvoǉno z ∈ R) y = 5−3z i x = 2−y−z = 2−(5−3z)−z =
2z − 3 , pa u ovom sluqaju sistem ima beskonaqno mnogo rexeǌa

{(2z − 3, 5 − 3z, z) | z ∈ R}

(Tangenta 42, str. 44, Pismeni zadaci, zadatak 5).

2. Kako je povrxina paralelograma nad vektorima �x i �y jednaka
|�x × �y| = |�x| · |�y| · | sin �(�x, �y)|, �x × �x = 0, �x × �y = −�y × �x i kako je (po
uslovima zadatka) |�a| = |�b| = 1 i �(�a,�b) =

π

3
, sledi da je tra�ena

povrxina jednaka

|�p × �q| =
∣∣∣(�a + 2�b) × (2�a − 3�b)

∣∣∣ = ∣∣∣2�a× �a + 4�b × �a − 3�a ×�b − 6�b ×�b
∣∣∣

=
∣∣∣7 ·�b × �a

∣∣∣ = 7 · |�b| · |�a| · | sin �(�a,�b)| = 7 · sin π

3
=

7
√

3
2

.

3. Po uslovima zadatka, boqna strana piramide je jednakokraki
pravougli trougao, qija je hipotenuza du�ine 2, pa je povrxina svake
(od tri) boqne strane jednaka 1 (kraci tog trougla su du�ine

√
2, pa je

ǌegova povrxina

√
2 · √ 2
2

= 1). Osnova piramide je jednakostraniqni

trougao stranice 2, pa je ǌegova povrxina
22 · √ 3

4
=

√
3 .

Dakle, povrxina piramide je 3 ·1+
√

3 = 3+
√

3 (Tangenta 53, str. 38,
Pismeni zadaci, zadatak 2).

4. Izraz log2 (x(1 − x)) je definisan ako i samo ako je x(1 − x) > 0, tj.

ako i samo ako je x ∈ (0, 1). Izraz −2 +
∣∣∣sin π

x

∣∣∣ je definisan ako i samo
ako je x �= 0.

Dakle, jednaqina ima smisla ako i samo ako je x ∈ (0, 1). Za takve
x va�i x > 0 i 1 − x > 0, pa, po nejednakosti izme�u aritmetiqke

i geometrijske sredine, sledi x(1 − x) �
(

x + (1 − x)
2

)2

=
1
4

, odakle
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je (funkcija log2 x je rastu�a) log2 (x(1 − x)) � log2

1
4

= −2. Pritom

jednakost va�i ako i samo ako je x = 1−x, tj. ako i samo ako je x =
1
2

.
Kako je apsolutna vrednost nenegativna, sledi

−2 � log2 (x(1 − x)) = −2 +
∣∣∣sin π

x

∣∣∣ � −2,

pa u prethodnom nizu na svakom mestu mora va�iti jednakost. Sledi

da mora biti x =
1
2

.

Proverom, sledi da x =
1
2

i jeste rexeǌe (Tangenta 51, str. 49,

Pismeni zadaci, zadatak 4).

5. Videti rexeǌe drugog zadatka za qetvrti razred A kategorije.

REXEǋA ZADATAKA OKRU�NOG TAKMIQEǋEǋA IZ

MATEMATIKE UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 28.02.2009.

Prvi razred , A kategorija

1. Analiza. Kako je �BMA = �BNA = 90◦, sledi da kru�nica nad AB
kao preqnikom sadr�i M i N .

Konstrukcija. Ako su M i N simetriqne u odnosu na p, neka je X
proizvoǉna taqka koja pripada p, a ne pripada MN . Neka su A i B
preseqne taqke prave p i kru�nice sa centrom u X koja sadr�i M .
Taqka C je preseqna taqka pravih AN i BM (slika OK 09 1A1-4).

Ako MN nije normalno na p, neka je X presek simetrale du�i MN
i prave p. Taqke A i B su preseqne taqke prave p i kru�nice sa
centrom u X koja sadr�i M . Taqka C je preseqna taqka pravih AN i
BM (slike OK09 1A1-(1-3)).

Dokaz. Po konstrukciji taqke M i N pripadaju pravama BC i AC,
redom, a prava AB se poklapa sa p. Kako je �BMA = �BNA = 90◦

(ugao nad preqnikom), sledi da su M i N podno�ja normala iz A i B
na BC i AC, redom.

Diskusija. Sredixte du�i MN ne sme pripadati p. U tom sluqaju bi
qetvorougao AMNB bio paralelogram (dijagonale mu se polove), tj.
dve stranice ABC bi bile paralelne.

Ako je MN ⊥ p i M i N nisu simetriqne u odnosu na p, tra�eni
trougao ne postoji (ne postoje A, B ∈ p tako da je �BMA = �BNA =
90◦). Ako je MN ⊥ p i M i N su simetriqne u odnosu na p, kon-
strukcija je mogu�a za bilo koje X ∈ p, tako da X �∈ MN (X ∈ MN
je nemogu�e po gorǌem komentaru). Dakle, u ovom sluqaju postoji
beskonaqno mnogo rexeǌa.
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Ako nije MN ⊥ p i sredixte du�i MN ne pripada p (inaqe nema rex-
eǌa po gorǌem komentaru), konstrukcija je korektno definisana. Tada
postoji dva rexeǌa zadatka (kru�nica sa centrom u X koja sadr�i M
seqe p u dve taqke; obe mogu biti taqka A (preostala je taqka B))
(Tangenta 51, str. 50, Pismeni zadaci, zadatak 1).

BA

M
N

C

BA

M
N

C

OK09 1A1-1 OK09 1A1-2

BA

M

N

C

M

N

A B

C

OK 09 1A1-3 OK09 1A1-4

2. Iz
1
p

+
1
q

+
1
r

= 0 sledi da je pq + qr + rp = 0, pa je 1 = (p + q +

r)2 = (p2 + q2 + r2) + 2(pq + qr + rp), odakle je p2 + q2 + r2 = 1. Sledi
(pa + qb + rc)2 + (qa + rb + pc)2 + (ra + pb + qc)2 =

= (p2 + q2 + r2)(a2 + b2 + c2) + 2(pq + rq + pr)(ab + bc + ac)
= 1 · (a2 + b2 + c2) + 0 = a2 + b2 + c2.

3. Neka je M proizvoǉna taqka prvog kvadranta, m prava koja sadr�i
M i seqe pozitivne delove koordinatnih osa u taqkama A (x-osu) i B



37

(y-osu). Neka su O′, A′, B′ taqke simetriqne u odnosu na M sa O, A,
B, redom.

Sledi OAB ∼= O′A′B′. Neka
su X i Y podno�ja normala iz
O′ na x i y osu, redom. Unija
povrxi trouglova OAB i O′A′B′

sadr�i pravogaonik OXO′Y , pa je
2P (OAB) = P (OAB) + P (O′A′B′) �
P (OXO′Y ); jednakost se dosti�e
ako i samo ako je A ≡ X ≡ B′ i
B ≡ Y ≡ A′.

Dakle, tra�ena prava je dijagona-
la XY (M ∈ XY ) pravougaonika
OXO′Y .

x

y

M

X

Y

O A

B A′

B′

O′

OK09 1A3

4. Jedan takav broj je n = 1. Neka je n > 1 neki broj za koji je tra�eno
tvr�eǌe taqno, S(k) zbir cifara prirodnog broja k i x = 11 . . .11︸ ︷︷ ︸

n

,

y = 11 . . . 11︸ ︷︷ ︸
n−2

02 . Kako je S(x) = S(y) = n sledi da n | x (jer n | S(x)) i

n | y (jer n | S(y)), pa n | x − y = 9. Otuda su jedini brojevi koji mogu
biti rexeǌa n = 3 i n = 9. Iz kriterijuma za deǉivost sa 3 i 9 sledi
da je tvr�eǌe taqno za ove brojeve.
Dakle, tra�eni brojevi su 1, 3 i 9.

5. Jedan tim ne mo�e imati istovremeno dve karakteristiqne boje,
jer odevnih predmeta u preostaloj boji ima 8, xto je maǌe od 2 · 6 (tj.
igraqi drugog tima ne bi mogli da se obuku).
Dakle, igraqi jednog tima moraju nositi svih 8 odevnih predmeta
u svojoj karakteristiqnoj boji, a ǌihova preostala 4 odevna pred-
meta moraju biti na qetiri razliqita igraqa, i to u boji koja nije
karakteristiqna za drugi tim. To je izvodǉivo samo ako u timu dva
fudbalera imaju i majicu i xorts u karakteristiqnoj boji, dva samo
majicu, a dva samo xorts.
Karakteristiqne boje timovima se mogu dodeliti na 3 · 2 = 6 naqina;

igraqi jednog tima mogu da se obuku na
6!

2! · 2! · 2!
= 90 naqina, i to

nezavisno od oblaqeǌa drugog tima. Dakle, ukupan broj razliqitih
oblaqeǌa je 6 · 902 = 48 600.

Prvi razred , B kategorija

1. Kako je
√

a2 = |a|,
√

7 − 1 > 0 i 2
√

7 − 6 < 0, sledi

2
√

8 − 2
√

7 +

√(
2
√

7 − 6
)2

= 2

√
1 − 2

√
7 +
(√

7
)2

+

√(
2
√

7 − 6
)2
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= 2

√(√
7 − 1

)2

+

√(
2
√

7 − 6
)2

= 2 ·
∣∣∣√ 7 − 1

∣∣∣+ ∣∣∣2√ 7 − 6
∣∣∣ = 2 ·

(√
7 − 1

)
+
(
6 − 2

√
7
)

= 4,

tj. ovaj broj je racionalan (Tangenta 54, str. 46, Pismeni zadaci,
zadatak 5).

2. Po nejednakosti trougla je BC > AB +AC, odakle je C −E−D−B.

ABE je jednakokrak, pa je

�DEA = �BEA = 90◦ − �ABC

2
.

ADC je jednakokrak, pa je

�ADE = �ADC = 90◦ − �BCA

2
.

Konaqno, iz ADE sledi

A B

C

E

D

OK09 1B 2

�DAE = 180◦ − �DEA − �ADE =
�ABC + �BCA

2
= 45◦.

3. Jednaqina |x| = a ima dva rexeǌa ako je a > 0, jedno ako je a = 0,
a nema rexeǌa ako je a < 0. Sledi, ako je |y| > 2 009 jednaqina nema
rexeǌa; ako je |y| = 2 009, postoji taqno jedno (i to celo) x koje je
rexeǌe jednaqine; ako je |y| < 2 009, y ∈ Z, postoji taqno dva (i to
cela) x koja su rexeǌa jednaqine.
Dakle, ukupan broj rexeǌa ove jednaqine (u Z2) je 1·2+2·(2 · 2 008 + 1) =
8 036.

4. Iz formule za povrxinu trougla je P =
1
2
· ch =

1
2
· (a + b + c)r, a po

nejednakosti trougla a + b > c, pa je

r

h
=

c

a + b + c
<

c

c + c
=

1
2

.

Kako je c2 = a2 + b2 � 2ab, sledi 2c2 � (a + b)2, tj. a + b � c
√

2, pa je

r

h
=

c

a + b + c
� c

c
(
1 +

√
2
) =

√
2 − 1 >

2
5

.

5. Tra�eni broj je jednak broju izbora 10 karata (od 20), me�u ko-
jima su taqno 3 dame. Sedam karata od 16 (koje nisu dame) mogu se

izabrati na
(

16
7

)
naqina, a 3 (od 4) dame na

(
4
3

)
naqina (nezavisno od

prethodnog izbora), pa je tra�eni broj
(

16
7

)
·
(

4
3

)
= 45 760 (Tangenta

52, str. 38, Pismeni zadaci, zadatak 9).



39

Drugi razred , A kategorija

1. Jednaqina ima smisla za x � 0.
Kako je (a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3 = a3 + b3 + 3ab(a + b), sledi
3
√

2 +
√

x + 3
√

2 −√
x = 1 ⇔ 2 +

√
x + 2 −√

x+

+ 3 · 3
√

(2 +
√

x)(2 −√
x) ·
(

3
√

2 +
√

x + 3
√

2 −√
x

)
= 1

⇒ 4 + 3 · 3
√

(2 +
√

x)(2 −√
x) · 1 = 1

⇔ 3
√

4 − x · 1 = −1 ⇔ x = 5.

Proverom se dobija da x = 5 i jeste rexeǌe (Tangenta 54, str. 46,
Pismeni zadaci, zadatak 4).
Napomena. Provera rexeǌa je neophodna da bi rexeǌe bilo potpuno.
Zaista, primenom istog postupka na jednaqinu 3

√
1 + x + 3

√
1 − x = −1

dolazi se do mogu�eg rexeǌa x = 0. Me�utim, ovo nije rexeǌe polazne
jednaqine.

Drugo rexeǌe. Jednaqina ima smisla za x � 0. Neka je u = 3
√

2 +
√

x,

u = 3
√

2 −√
x. Tada je u > 0, u + v = 1, u3 + v3 = 4. Eliminisaǌem

nepoznate v dobija se 4 = u3 + (1 − u)3 ⇔ u2 − u − 1 = 0, odakle je

u =
1 −√

5
2

ili u =
1 +

√
5

2
. Kako je u > 0, prva mogu�nost otpada, pa

je
√

x =

(
1 +

√
5

2

)3

− 2 =
5
√

5 + 15 + 3
√

5 + 1
8

− 2 =
√

5, odakle je x = 5.

2. Jednaqina sin ϕ = a ima rexeǌa ako i samo ako je a ∈ [−1, 1 ], pa je

dovoǉno dokazati da je
sin β sin γ

n − cosα cosβ cos γ
∈ [−1, 1 ]. Kako za x ∈ (0, π)

va�i | cosx| < 1, sledi |cosα cosβ cos γ| = | cosα| · | cosβ| · | cos γ| < 1,
odakle je cosα cosβ cos γ < 1 � n, pa je imenilac posmatranog razlomka
pozitivan. Sledi da je tvr�eǌe ekvivalentno sa

± sinβ sinγ + cosα cosβ cos γ � n. (
)

Kako je ± sinβ sin γ � 1
2
· (sin2 β + sin2 γ

)
(poxto je 0 � (sin β ∓ sin γ)2) i

cosα cosβ cos γ � |cosα cosβ cos γ| = | cosα| · | cosβ cos γ| < 1 · | cosβ cos γ| �
1
2
·(cos2 β + cos2 γ

)
, sledi ± sin β sin γ+cosα cosβ cosγ � 1

2
(
sin2 β + sin2 γ

)
+

1
2
· (cos2 β + cos2 γ

)
= 1 � n, tj. (
).

Ako je n ceo broj, analogno tvr�eǌe ne va�i. Zaista, za n = 0, α =

β = γ =
π

4
, vrednost izraza

sinβ sinγ

n − cosα cosβ cos γ
jednaka je −√

2, pa ne

postoji tra�eno ϕ.
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Napomena. Sliqno prethodnom rexeǌu, mo�e se dokazati da za svaki
negativan ceo broj n tvr�eǌe va�i, tj. jedina vrednost celog broja n
za koju tvr�eǌe nije taqno je n = 0.

3. Lema. Od svih trouglova upisanih u krug polupreqnika R, najve�u
povrxinu ima jednakostraniqni trougao.

Dokaz. Temena trougla najve�e povrxine pripadaju kru�nici. Od
svih trouglova upisanih u krug kojima je jedna stranica fiksna
tetiva tog kruga, najve�u povrxinu ima jednakokraki trougao qija
je osnovica ta tetiva, a ugao pri vrhu nije tup (jer ima najve�u vis-
inu).

Dakle, dovoǉno je da posmatrati jednakokrake trouglove upisane u
taj krug. Ukoliko je osnovica du�ine x (0 < x � 2R), odgovaraju�a

visina je R +

√
R2 − x2

4
, a povrxina P =

1
2
·
(

Rx + x ·
√

R2 − x2

4

)
.

Na osnovu nejednakosti izme�u aritmetiqke i kvadratne sredine je

2P = Rx + x ·
√

R2 − x2

4
=

Rx

2
+

Rx

2
+ x ·

√
R2 − x2

4

�
√

3 · 3

√
2 · R2x2

4
+ x2 ·

(
R2 − x2

4

)
=

√
3

2
· 3
√

6R2x2 − x4 .

Kvadratna funkcija t → 6R2t− t2 posti�e maksimum za t = 3R2, odakle
sledi da se najve�a vrednost izraza pod prethodnim korenom posti�e
za x = R

√
3. Tada va�i jednakost i u primeǌenoj nejednakosti sred-

ina.

Kako se ova situacija dexava u (i samo u) jednakostraniqnom trouglu,
sledi tvr�eǌe leme.
Tvr�eǌe zadatka sledi iz gorǌe
leme, poxto je povrxina jed-
nakostraniqnog trougla upisanog
u krug polupreqnika R jednaka
3
√

3R2

4
(jednakost se dosti�e ako

i samo ako je trougao jednakos-
traniqni).

Napomena. Primena nejednakosti
sredina se mogla izbe�i dokazi-
vaǌem odgovaraju�e

x

R

R
√

R2 − x2

4

OK09 2A3

trigonometrijske nejednakosti ili primenom diferencijalnog ra-
quna. Iz gorǌeg izraza za povrxinu trougla, sledi da je funkcija
P (x) neprekidna na (0, 2R ] i diferencijabilna na (0, 2R). Na (0, 2R)
va�i 2P (x)′ = 2R2−x2+R·√ 4R2−x2√

4R2−x2 , pa je P ′(x) > 0 za x ∈ (0, R
√

3) i
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P ′(x) < 0 za x ∈ (R
√

3, 2R), tj. maksimum funkcije P : (0, 2R ] → R se
posti�e za x = R

√
3.

4. p plavih kuglica treba rasporediti na b+c+1 mesta (pre prve bele
ili crvene kuglice, izme�u k-te i (k + 1)-ve bele ili crvene kuglice
(za k ∈ {1, 2, . . . , b + c − 1}), posle posledǌe bele ili crvene kuglice).

Ako je p > b + c + 1 ovo nije mogu�e uraditi (tj. u ovom sluqaju se u
bilo kom rasporedu neke plave kuglice nalaze jedna pored druge), pa
je tra�eni broj naqina 0.

Ako je p � b + c + 1, za raspored plavih kuglica treba izabrati p od
b+c+1 mesta, xto se mo�e uraditi na

(
b+c+1

p

)
naqina; rasporeda belih

i crvenih ima (b+c)!
b!·c! (permutacije sa ponavǉaǌem), tj. u ovom sluqaju

tra�eni broj naqina je
(

b + c + 1
p

)
· (b + c)!

b! · c! .

5. Ako je n = 1, sledi 21 + 31 + 41 = 32, tj. n = 1 je jedno rexeǌe.
Neka je n � 2 i va�i 2n + 3n + 4n = x2, za neko x ∈ N. Kako je broj
2n + 3n + 4n neparan, to je i broj x neparan, pa je x2 ≡ 1 (mod 4), a
kako je 2n ≡ 4n ≡ 0 (mod 4) za n � 2, sledi 3n ≡ 1 (mod 4), odnosno
(−1)n ≡ 1 (mod 4). Sledi da je n paran broj. Neka je n = 2k (k ∈ N).
Jednaqina postaje 4k + 9k + (4k)2 = x2. Kako je 4 ≡ 1 (mod 3) i 9 ≡ 0
(mod 3), sledi 4k +9k +(4k)2 ≡ 1+0+1 = 2 (mod 3), pa je x2 ≡ 2 (mod 3),
xto je nemogu�e (kvadrati celih brojeva mogu dati ostatke 0 i 1 pri
deǉeǌu sa 3).

Dakle, jedino rexeǌe je n = 1.

Drugi razred , B kategorija

1. (a) Kako je 5 ≡ 1 (mod 4), 3 ≡ −1 (mod 4) i 357 ≡ 1 (mod 4), sledi(
541 + 2

) (
3105 − 1

)
+ 357 · (570 + 1

) ≡ (141 + 2
) (

(−1)105 − 1
)
+ 1 · (170 + 1

)
=

3 · (−2) + 1 · 2 = −4 ≡ 0 (mod 4).

(b) Kako je 26 = 64 ≡ −1 (mod 13), sledi 260 =
(
26
)10 ≡ (−1)10 = 1

(mod 13). Kako je 33 = 27 ≡ 1 (mod 13), sledi 370 =
(
33
)23 · 3 ≡ 123 · 3 = 3

(mod 13). Dakle, 260 + 370 ≡ 1 + 3 = 4 (mod 13), tj. ovaj broj nije deǉiv
sa 13 (Tangenta 54, str. 46, Pismeni zadaci, zadatak 3).

2. Uglovi �APB i �AQB su
uglovi nad tetivom AB u krugov-
ima k1 i k2, redom, pa su kon-
stantni i ne zavise od izbora
taqaka P i Q, tj. BPQ ima iste
uglove, bez obzira na polo�aj
prave PQ.

O1 O2

A

B

P

Q

OK09 2B2

Neka su P1Q1 i P2Q2 dva mogu�a polo�aja prave PQ. Sledi BP1Q1 ∼
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BP2Q2, pa va�i
BP1

BQ1
=

BP2

BQ2
, odnosno odnos

BP

BQ
ne zavisi od

polo�aja prave PQ.

3. Mora biti x1, x2, x3 � 0.
Neka je x1 � x2. Oduzmaǌem prve dve jednaqine se dobija x1 − x2 =√

x3 − √
x2, pa je x3 � x2. Analogno, iz x2 − x3 =

√
x1 − √

x3, kako
je x3 � x2, sledi x1 � x3. Konaqno, iz x1 − x3 =

√
x1 − √

x2, kako je
x1 � x2, sledi x1 � x3. Dakle, x1 = x2 = x3(= t). Rexavaǌem jednaqine

t +
√

t = 1, dobija se
√

t =
−1 ±√

5
2

. Kako je
√

t � 0, jedina mogu�nost

je
√

t =
−1 +

√
5

2
, odakle je x1 = x2 = x3 =

3 −√
5

2
.

Sluqaj x1 > x2 se razmatra analogno.

Dakle, jedino rexeǌe ovog sistema je x1 = x2 = x3 =
3 −√

5
2

.

4. Polupreqnik r je ve�i od polupreqnika kru�nice upisane u
trougao qije su stranice a + b, b + c, c + a. Neka je r1 polupre-
qnik kru�nice upisane u taj trougao i s ǌegov poluobim. Sledi

s =
1
2
·((a + b) + (b + c) + (c + a)) = a+b+c, a po formulama za povrxinu

ovog trougla sledi

r1s = P =
√

s (s − (a + b)) (s − (b + c)) (s − (c + a)) =
√

abc(a + b + c),

pa je r > r1 =

√
abc(a + b + c)
a + b + c

=

√
abc

a + b + c
.

5. Videti rexeǌe prvog zadatka za drugi razred A kategorije.

Tre�i razred , A kategorija

1. Kako je 0 <
π

n
<

π

2
i tg x > x za x ∈

(
0,

π

2

)
, sledi tg

π

n
>

π

n
>

3
n

,
odakle je

sin2 π

n
=

tg2 π
n

1 + tg2 π
n

= 1 − 1
1 + tg2 π

n

> 1 − 1

1 +
(

3
n

)2 =
9

n2 + 9
,

tj. sin
π

n
>

3√
n2 + 9

.

2. Neka je ω = cos
π

3
+ i · sin

π

3
. Ako je trougao odre�en taqkama a, b

i c pozitivno orijentisan, va�i c − a = (b − a) · ω, a ako je negativno
orijentisan va�i c − a = (b − a) · ω.

1◦ Ako je a = 0, mora biti b �= 0, pa je z = −c

b
; u zavisnosti ori-

jentacije, sledi ili z = −ω ili z = −ω. Kako je |−ω| = |−ω| = 1,
sledi tvr�eǌe zadatka.
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2◦ Neka je a �= 0. Ako je trougao odre�en taqkama a, b i c pozitivno
orijentisan, kako je ω2 = ω − 1 (ω �= −1 je rexeǌe jednaqine
−1 = ω3, pa je 0 = 1 + ω3 = (1 + ω)(1 − ω + ω2)), sledi

a(−ω)2+b(−ω)+c = aω2−bω+c = a (ω − 1)−bω+c = c−a−(b−a)·ω = 0.

Dakle, z = −ω je rexeǌe jednaqine az2 + bz + c = 0, pa kako
je | − ω| = 1, sledi tvr�eǌe zadatka. Ako je trougao negativno
orijentisan, analogno se pokazuje da je z = −ω jedno rexeǌe
jednaqine az2 + bz + c = 0 i va�i | − ω| = 1.

3. Taqka X ′ je dodirna taqka spoǉa pripisane kru�nice koja odgovara
temenu C i stranice AB, pa je X ′B = AX i AX ′ = BX (veliki zadatak;
homotetija sa centrom u C koja slika upisani krug u spoǉa pripisani
krug koji odgovara temenu C slika M u X ′; veza X ′B = AX sledi iz
raquna tangentnih du�i, jer je 2 · X ′B = 2 · AX = AB + CA − BC).

A B

C

S

X

M

X′

L

OK09 3A3-1

A B

C

S

X

M

X′

L

OK09 3A3-2

Po Menelajevoj teoremi primeǌenoj na XX ′M i taqke A ∈ XX ′,
L ∈ X ′M , S ∈ MX sledi da su ove taqke kolinearne ako i samo ako je

1 =
XA

AX ′ ·
X ′L
LM

· MS

SX
=

AB + CA − BC

AB + BC − CA
· LX ′

LM
· 1, tj. ako i samo ako je

CM

MX ′ =
LX ′

LX ′ + LM
=

1
1 + LM

LX′
=

1
1 + AB+CA−BC

AB+BC−CA

=
AB + BC − CA

2 · AB
.

Neka je C′ podno�je visine iz temena C, a r polupreqnik upisane kru�-
nice ABC. Iz izraza za povrxinu povrxinu trougla ABC (P ) sledi

CC′ · AB = 2P = r · (AB + BC + CA), odakle je
CC′

2r
=

AB + BC + CA

2 · AB
.

Kako je CC′X ′ ∼ MXX ′, sledi
AB + BC + CA

2 · AB
=

CC′

2r
=

CX ′

MX ′ =

1 +
CM

MX ′ , odakle je
CM

MX ′ =
−AB + BC + CA

2 · AB
.

Iz prethodnog sledi da su taqke A, L, S kolinearne ako i samo ako
va�i

AB + BC − CA

2 · AB
=

CM

MX ′ =
−AB + BC + CA

2 · AB
,
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tj. ako i samo ako va�i AB = CA (Tangenta 54, str. 20, Nagradni
zadaci, M756).

4. Neka je d tra�eni broj. Kako d | n13 − n za svako n ∈ N, specijalno
za n = 2 i n = 3 sledi

d | 213 − 2 = 2 · (212 − 1
)

= 2 · (26 − 1
) · (26 + 1

)
= 2 · 63 · 65 = 2 · 32 · 5 · 7 · 13,

d | 313 − 3 = 3 · (312 − 1
)

= 3 · (36 − 1
) · (36 + 1

)
= 3 · 728 · 730 = 24 · 3 · 5 · 7 · 13 · 73,

pa je d �
(
2 · 32 · 5 · 7 · 13, 24 · 3 · 5 · 7 · 13 · 73

)
= 2 · 3 · 5 · 7 · 13 = 2 730.

Sa druge strane, po maloj Fermaovoj teoremi, za svako n ∈ N broj
n13 − n je deǉiv sa 2, 3, 5, 7 i 13. Zaista, ako je p prost broj, za
svaki prirodan broj n va�i np ≡ n (mod p) (posledica male Fermaove
teoreme), pa se (primenom za p ∈ {2, 3, 5, 7, 13}) dobija

n13 − n = n · (n − 1) ·
11∑

k=0

nk =
(
n2 − n

) · 11∑
k=0

nk ≡ 0 (mod 2),

n13 − n = n · (n2 − 1
) · 5∑

k=0

n2k =
(
n3 − n

) · 5∑
k=0

n2k ≡ 0 (mod 3),

n13 − n = n · (n4 − 1
) · 2∑

k=0

n4k =
(
n5 − n

) · 2∑
k=0

n4k ≡ 0 (mod 5),

n13 − n = n · (n6 − 1
) · (n6 + 1

)
=
(
n7 − n

) · (n6 + 1
) ≡ 0 (mod 7),

n13 − n ≡ 0 (mod 13).

Dakle, tra�eni broj je d = 2 · 3 · 5 · 7 · 13 = 2 730.

5. Na tablu se mo�e smestiti 41 lovac, tako da je ispuǌen uslov
zadatka (slika OK09 3A5).

Neka je konfiguracija koja ispu-
ǌava uslove zadatka dopustiva.
Lema. Ne postoji dopustiva ko-
nfiguracija u kojoj je broj lovaca
ve�i od 41.
Dokaz. Treba dokazati da je bar
8 poǉa prazno (tj. na ǌima se ne
nalazi lovac).
Ako se na nekom ugaonom poǉu
nalazi lovac, tada se na dijagona-
li na kojoj se nalazi ne sme nalaz-
iti vixe lovaca, tj. ima bar 6
praznih poǉa.

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

OK09 3A5

Na drugoj dijagonali du�ine 7 su ili prazna ugaona poǉa (dakle jox
2) ili, analogno, ako je lovac na ugaonom poǉu, ostalih 6 je prazno.
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Kako je za ove dve dijagonale zajedniqko samo jedno poǉe, sledi da i
u ovom sluqaju ima bar 8 praznih poǉa.

Ako su ugaona poǉa prazna, treba dokazati da postoji bar jox 4 prazna
poǉa. Ako je neka od dijagonala du�ine 7 u potpunosti prazna, to je
obezbe�eno. Inaqe, na svakoj od dijagonala du�ine 7 postoji bar
2 lovca, pa na svakoj od ovih dijagonala postoje i krajǌi lovci, tj.
lovci koji na dijagonali na kojoj se nalaze napadaju ugaono poǉe.
Krajǌi lovac u ovom sluqaju mora napadati taqno 2 lovca (ne mo�e
0, jer ve� napada jednog; ne mo�e 4, jer je krajǌi), pa je on krajǌi i
na drugoj dijagonali na kojoj se nalazi.

1◦ Ukoliko se krajǌi lovac nalazi i poǉu koje je zajedniqko za
dijagonale du�ine 7 (centralno poǉe), prazna su po tri poǉa
na obe dijagonale na kojima se nalazi (tada on napada 2 ugaona
poǉa), kao i preostala 2 ugaona poǉa. Dakle, prazno je bar 8
poǉa.

2◦ Ukoliko se lovac nalazi na poǉu koje ima zajedniqko teme sa
ugaonim poǉem, prazno je jedno od poǉa na drugoj dijagonali na
kojoj se nalazi (neka je ovo poǉe dodeǉeno tom lovcu). Ako je lo-
vac na poǉu koje ima zajedniqko teme sa centralnim poǉem, pored
ugaonog poǉa koje mu odgovara, prazno je i poǉe koje se nalazi
izme�u tog ugaonog poǉa i poǉa na kome se lovac nalazi (neka
je ovo poǉe dodeǉeno tom lovcu). Kako su poǉa koja su dodeǉena
lovcima razliqita (sporedne dijagonale du�ine 2 nemaju zajed-
niqkih poǉa), sledi da i u ovoj situaciji postoji bar 8 praznih
poǉa.

Iz prethodne leme sledi da ne postoji dopustiva konfiguracija u
kojoj je broj lovaca ve�i od 41, pa je odgovor na pitaǌe zadatka 41.

Tre�i razred , B kategorija

1. Kako �x pripada ravni odre�enoj vektorima �a i �b, on je ortogonalan

na �a ×�b =

∣∣∣∣∣∣
i j k
−1 1 1
2 0 1

∣∣∣∣∣∣ = (1, 3,−2) (i, j, k su jediniqni vektori x, y i z

ose, redom). Neka je �x = (k, l, m). Iz �a · �x = 7, �b · �x = 0 i (1, 3,−2) · �x = 0
se dobija

−k + l + m = 7,
2k + m = 0,
k + 3l − 2m = 0.

Ovaj sistem ima jedinstveno rexeǌe (k, l, m) =
(− 3

2 , 5
2 , 3
)
, tj. tra�eni

vektor postoji i jednak je
(− 3

2 , 5
2 , 3
)

(Tangenta 54, str. 45, Pismeni
zadaci, zadatak 2).
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2. Neka je �BAC = α i neka su M ′ i N ′ projekcije taqaka M i N na
prave AC i AB, redom.
Tada je

AM =
MM ′

sin α
=

AC

sin α
i AN =

NN ′

sinα
=

AB

sin α
,

pa je
AM

AN
=

AC

AB
, tj. trouglovi ABC i AMN su sliqni sa koefici-

jentom sliqnosti
1

sin α
.

Sledi
MN

BC
=

1
sin α

, pa je MN =
BC

sin α
= 2R.

A B

C

M

M ′

N

N ′
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3. Jednaqina 2x = a ima rexeǌa ako i samo ako je a > 0, pa je zahtev
zadatka ekvivalentan sa odre�ivaǌem svih p za koje jednaqina (p −
1)t2 − 4 · t + (p + 2) = 0 ima bar jedno pozivivno rexeǌe. Ako je p = 1,

ova jednaqina je linearna i ǌeno rexeǌe je t =
3
4

> 0. Ako je p �= 1, ova

jednaqina je kvadratna i ǌena diskriminanta je 16− 4 · (p− 1)(p + 2) =
4 · (2− p)(p + 3). Sledi, ako je p ∈ (−∞,−3)∪ (2,∞), ova jednaqina nema
rexeǌa.

1◦ Ako je p ∈ (1, 2 ], tada je p − 1 > 0, pa jednaqina ima bar jedno

pozitivno rexeǌe ako i samo ako je
2 +
√

(2 − p)(p + 3)
p − 1

> 0 ⇔
2 +
√

(2 − p)(p + 3) > 0, xto je taqno.

2◦ Ako je p ∈ [−3, 1), tada je p − 1 < 0, pa jednaqina ima bar jedno

pozitivno rexeǌe ako i samo ako je
2 −√ (2 − p)(p + 3)

p − 1
> 0 ⇔

2 −
√

(2 − p)(p + 3) < 0 ⇔ 4 < (2 − p)(p + 3) ⇔ (p − 1)(p + 2) < 0, xto
je taqno ako je p ∈ (−2, 1).
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Dakle, polazna jednaqina ima bar jedno rexeǌe ako i samo ako je
p ∈ (−2, 1)∪{1}∪ (1, 2 ] = (−2, 2 ] (Tangenta 51, str. 49, Pismeni zadaci,
zadatak 1).

4. Neka je a = 1 i neka je kocka smextena u koordinatni sistem,
tako da su

−−→
AB,

−−→
AD i

−−→
AA1 jediniqni vektori x, y i z ose, redom. U

ovom koordinatnom sistemu je P
(

1
2 , 0, 0

)
, Q

(
1, 1

2 , 0
)
, R

(
1, 1, 1

3

)
,
−−→
PQ =(

1
2 , 1

2 , 0
)
,
−→
PR =

(
1
2 , 1, 1

3

)
,
−−→
PQ×−→

PR =
(

1
6 ,− 1

6 , 1
4

)
, pa je ravan koja sadr�i

taqke P , Q i R 2x − 2y + 3z = 1. Ova ravan sadr�i taqke R1

(
0, 0, 1

3

)
i

D1(0, 1, 1), pa kako je presek dve neparalelne ravni prava, sledi da je
preseqna figura kocke i ravni PQR petougao PQRD1R1.
Kako je petougao simetriqan u odnosu na ravan koja sadr�i taqke B,
B1, D, D1, sledi da je ǌegov obim O = |−−→PQ| + 2 · |−−→QR| + 2 · |−−→RD1| =√

1
4

+
1
4

+ 0 + 2 ·
√

0 +
1
4

+
1
9

+ 2 ·
√

1 + 0 +
4
9

=
√

2
2

+
√

13.

Ako je ϕ ugao izme�u ravni PQR i xy-ravni, tada je cosϕ =
(0, 0, 1) · (2,−2, 3)

‖(0, 0, 1)‖ · ‖(2,−2, 3)‖ =
3√
17

. Ako su P i P ′ povrxina neke figure

i ǌene projekcije na neku ravan, redom, i pritom ϕ ugao izme�u
ravni u kojoj se nalazi figura i ravni u koju se projektuje, tada

je
P

P ′ =
1

cosϕ
. Kako se petougao iz zadatka projekcijom na xy-ravan

projektuje u petougao APQCD i va�i P (APQCD) = 1−P (PBQ) =
7
8

,

sledi da je P (APQCD) =
7
8

cosϕ
=

7
√

17
24

.

B1

A1

A B

C

D1

D

C1

P

Q

R

R1

OK09 3B4

Homotetija sa centrom u A i koeficijentom a slika jediniqnu kocku
u kocku ivice a. Kako je odnos du�ina slike i originala jednak ko-
eficijentu homotetije, a odnos povrxina slike i originala jednak
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kvadratu koeficijenta homotetije, sledi da je obim petougla APQCD

jednak a ·
(√

2
2

+
√

13

)
, a povrxina a2 · 7

√
17

24
.

5. Videti rexeǌe prvog zadatka za tre�i razred A kategorije.

Qetvrti razred , A kategorija

1. Neka je g(x) = 2ey − y3 − 4. Funkcija g je dobro definisana i
beskonaqno puta diferencijabilna na [ 2,∞). Pritom je g′(y) = 2ey −
3y2, g′′(y) = 2ey − 6y, g′′′(y) = 2ey − 6. Koriste�i e2 > 6, redom sledi:

- g′′′(y) � 2e2 − 6 > 0, tj. funkcija g′′ je rastu�a na [ 2,∞);

- g′′(2) � 2e2 − 12 > 0; kako je g′′ je rastu�a na [ 2,∞), sledi da je
g′′(y) > 0 za y ∈ [ 2,∞), pa je funkcija g′ rastu�a na [ 2,∞);

- g′(2) � 2e2 − 12 > 0; kako je g′ je rastu�a na [ 2,∞), sledi da je
g′(y) > 0 za y ∈ [ 2,∞), pa je funkcija g rastu�a na [ 2,∞);

- g(2) � 2e2 − 12 > 0; kako je g je rastu�a na [ 2,∞), sledi da je
g(y) > 0 za y ∈ [ 2,∞). Odavde se neposredno dobija tvr�eǌe
prvog dela zadatka.

Funkcija f je korektno definisana i dva puta diferencijabilna na
(0,∞), pa je za drugi deo zadatka dovoǉno pokazati da je f ′′(x) > 0 (za

x ∈ (0,∞)). Na (0,∞) je f ′(x) =
ex+ 1

x ·
(

1 − 1
x2

)
ex+ 1

x − 1
i f ′′(x) =

=

[
ex+ 1

x ·
(

1 − 1
x2

)2

+ ex+ 1
x · 2

x3

]
·
(
ex+ 1

x − 1
)
−
[
ex+ 1

x ·
(

1 − 1
x2

)]2
(
ex+ 1

x − 1
)2

=
ex+ 1

x(
ex+ 1

x − 1
)2 ·

[
ex+ 1

x ·
(

1 − 1
x2

)2

+ ex+ 1
x · 2

x3
−
(

1 − 1
x2

)2

− 2
x3

− ex+ 1
x ·
(

1 − 1
x2

)2
]

=
ex+ 1

x(
ex+ 1

x − 1
)2 ·

[
ex+ 1

x · 2
x3

− 1 +
2
x2

− 2
x3

− 1
x4

]
.

Kako je
ex+ 1

x(
ex+ 1

x − 1
)2 > 0, dovoǉno je dokazati da je izraz u posle-

dǌoj zagradi pozitivan. Kako je x +
1
x

� 2 za x ∈ (0,∞), koriste�i



49

nejednakost prvog dela zadatka, posledǌe sledi iz ex+ 1
x · 2

x3
− 1 +

2
x2

−
2
x3

− 1
x4

>

[(
x +

1
x

)3

+ 4

]
· 1
x3

−1+
2
x2

− 2
x3

− 1
x4

=
5
x2

+
2
x3

+
2
x4

+
1
x6

> 0.

2. Prava CY je radikalna osa opisanih krugova AHC i EBC, pa
je dovoǉno dokazati da X ima istu potenciju u odnosu na ove krugove.
Potencija taqke X odnosu na krug opisan oko AHC je XA · XH, a u
odnosu na krug opisan oko BCE je XE ·XF (krug opisan oko BCE
je krug nad preqnikom BC i sadr�i taqku F , jer je �BEC = �BFC =
90◦). Kako je qetvorougao AFHE tetivan (�AFH = �HEA = 90◦), iz
potencije taqke X u odnosu na opisani krug ovog qetvorougla, sledi
XE · XF = XA · XH (Tangenta 54, str. 20, Nagradni zadaci, M754).

A B

C

D

E

F

H
X

Y

OK09 4A2

Drugo rexeǌe. Neka je I inverzija sa centrom u C i polupreqnikom√
CA · CE =

√
CD · CB (jer je qetvorougao ABDE tetivan (�BEA =

�BDA = 90◦), a proizvod pod korenom je potencija taqke C u odnosu
na opisani krug qetvorougla ABDE). Kako je i qetvorougao AFHE
tetivan (�AFH = �HEA = 90◦), sledi CE · CA = CF · CH, pa je
I(A) = E, I(B) = D, I(F ) = H. Sledi da I slika pravu EF u opisani
krug AHC, a pravu AH u opisani krug CEF (odnosno opisani krug
CEB).
Dakle, taqka X (presek pravih EF i AH) sa I se slika u Y (pre-
sek odgovaraju�ih krugova), pa su taqke X, Y i centar inverzije (C)
kolinearne.

3. Treba odrediti ostatak broja x = 22p

+ 1 pri deǉeǌu 100, tj. pri
deǉeǌu sa 4 i pri deǉeǌu sa 25. Kako je 2p > 1, sledi 4 | 22p

, pa je
x ≡ 1 (mod 4).
Ako je p > 2 prost broj, on je neparan. Neka je p = 2k + 1 (k ∈ N).
Sledi 2p = 22k+1 ≡ 2 · 4k ≡ 2 · (−1)k (mod 5), pa je 2p ≡ 2 (mod 5) ako
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je k parno, odnosno 2p ≡ 3 (mod 5) ako je k neparno. Tako�e je 2p ≡ 0
(mod 4), pa je ili 2p ≡ 12 (mod 20) ili 2p ≡ 8 (mod 20) (po kineskoj
teoremi o ostacima, prethodni sistemi jednaqina imaju jedinstveno
rexeǌe u sistemu ostataka po modulu 20).

Na osnovu Ojlerove teoreme je 220 ≡ 1 (mod 25) (va�i (2, 25) = 1), pa
je

ili x ≡ 22p

+ 1 ≡ 212 + 1 = 4 097 ≡ 22 (mod 25)
ili x ≡ 22p

+ 1 ≡ 28 + 1 = 257 ≡ 7 (mod 25).

Poxto je i x ≡ 1 (mod 4), ako je p > 2 va�i ili x ≡ 97 (mod 100) ili
x ≡ 57 (mod 100) (po kineskoj teoremi o ostacima, prethodni sistemi
jednaqina imaju jedinstveno rexeǌe u sistemu ostataka po modulu
100).

Dakle, ako je p neparan prost broj, ostatak pri deǉeǌu x sa 100 jednak
je ili 57 ili 97 ili 17 (ovo u sluqaju p = 2), odakle se dobija odgovor
na pitaǌe zadatka.

4. Neka je p(x) =
k∑

n=0

anxn (k = deg p). Iz uslova je p(x) = p(εx) = p(ε2x)

(za svako x ∈ C), pa je

p(x) =
1
3
·

k∑
n=0

anxn(1 + εn + ε2n) =
∑
3|n

0�n�k

anxn

(jer je 1 + εn + ε2n = 0 ako 3 � n, odnosno 1 + εn + ε2n = 3 ako 3 | n).

Za cele m, n i k ∈ N0 va�i m3 − n3 | m3k − n3k, pa sledi m3 − n3 |
p(m) − p(n), odakle 23 − 13 = 7 | p(2) − p(1) = 8, xto je nemogu�e.

Dakle, ne postoji polinom sa navedenim osobinama.

5. Videti rexeǌe petog zadatka za tre�i razred A kategorije.

Qetvrti razred , B kategorija

1. Funkcija f : R → R, definisana sa f(x) = x3−3x2−9x, je diferenci-
jabilna na R i va�i f ′(x) = 3x2−6x−9 = 3(x+1)(x−3), pa strogo raste
na (−∞,−1) i na (3,∞), a strogo opada na (−1, 3). Na svakom intervalu
stroge monotonosti f mo�e uzimati fiksnu vrednost najvixe jednom,
pa je broj rexeǌa jednaqine f(x) = a najvixe 3 i jednak je 3 ako ova
jednaqina ima po jedno rexeǌe na svakom od intervala monotonosti.
Kako je lim

x→−∞ f(x) = −∞, f(−1) = 5, f(3) = −27, lim
x→∞ f(x) = ∞, sledi

da je f(−∞,−1) = (−∞, 5), f(−1, 3) = (−27, 5), f(3,∞) = (−27,∞), pa
jednaqina f(x) = a ima tri razliqita rexeǌa ako i samo ako je a ∈
(−27, 5) (Tangenta 52, str. 44, Pismeni zadaci, zadatak 1).
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2. Neka je r polupreqnik maǌe, a
R poupreqnik ve�e osnovice kupe
i α =

r

R
. Neka je s izvodnica, a

h visina kupe. Osni presek kupe
je jednakokraki trapez u koji se
mo�e upisati kru�nica. Kako su
kraci tog trapeza s, a du�ine os-
novica 2r i 2R, sledi 2s = 2r+2R,
tj. s = r + R. R − r

s = r + Rh

OK09 4B2

Iz podatka o povrxini omotaqa sledi 4(R2−r2)π = (R+r)sπ = (R+r)2π,

odakle je 4(R − r) = R + r, tj. α =
3
5

. Iz Pitagorine teoreme je

h2 = s2 − (R − r)2 = (R + r)2 − (R − r)2 = 4rR = 4R2α.

Polupreqnik lopte upisane u kupu jednak je polovini visine kupe

(trapeza), pa je ǌena zapremina VL =
4
3
· (R√

α
)3

π =
4R3π

3
· α

3
2 . Za-

premina kupe je VK =
hπ

3
· (R2 + Rr + r2) =

2R3π

3
· √α · (1 + α + α2).

Konaqno,
VL

VK
=

4R3π

3
· α3

2

2R3π

3
· √α · (1 + α + α2)

=
2α

1 + α + α2
=

30
49

(Tangenta

54, str. 45, Pismeni zadaci, zadatak 1).

3. Iz veze kojom je definisan niz se dobija x4 = 2, x5 = 1, x6 = 2,
x7 = 3, x8 = 2. Indukcijom je xn+4 = xn za svako n ∈ N. Zaista,
baza indukcije je sadr�ana u gorǌam raqunu. Neka je tvr�eǌe taqno
za sve qlanove niza qiji je indeks ne ve�i od n + 4 (n � 3). Tada je
xn+5 = xn+4−xn+3 +xn+2 = xn−xn−1 +xn−2 = xn+1. Dakle, va�i x2k = 2
za svako k ∈ N; x4k+1 = 1 za svako k ∈ N0; x4k+3 = 3 za svako k ∈ N0.

Red iz zadatka je red sa pozitivnim qlanovima, pa je mogu�e permuto-

vati ǌegove qlanove. Kako je
∞∑

k=0

qk =
1

1 − q
za |q| < 1 (zbir geometri-

jske progresije), sledi

S =
∞∑

n=1

xn

3n
= 1 ·

∞∑
k=0

1
34k+1

+ 2 ·
∞∑

k=1

1
32k

+ 3 ·
∞∑

k=0

1
34k+3

=
(

1 +
1
3

)
·

∞∑
k=0

1
34k+1

+ 2 ·
∞∑

k=1

1
32k

=
4
3
· 1
3
· 1
1 − 1

34

+ 2 · 1
9
· 1
1 − 1

9

=
4
9
· 81
80

+
2
9
· 9
8

=
7
10

.
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4. Videti rexeǌe tre�eg zadatka za drugi razred A kategorije.

5. Ako je a = 0, za svako x > 0, x �= 1 va�i logx x2 = 2, pa je (u ovom
sluqaju) x ∈ (0, 1)∪(1,∞) skup rexeǌa nejednaqine (i on je beskonaqan).

Neka je a �= 0. Nejednaqina ima smisla za x ∈ (−a, 1 − a) ∪ (1 − a,∞).

1◦ Ako je x ∈ (−a, 1− a), tada je 0 < x + a < 1, a polazna nejednaqina
je ekvivalentna sa x2 + a2 � (x + a)2, odnosno sa 0 � ax. Ako je
a > 0 rexeǌa su x ∈ [ 0,∞)∩ (−a, 1− a), pa za 1− a > 0 nejednaqina
ima beskonaqno mnogo rexeǌa, dok za 1−a � 0 nema rexeǌa. Ako
je a < 0 rexeǌa su x ∈ (−∞, 0 ] ∩ (−a, 1 − a) = ∅, pa za ovakve
vrednosti parametra a nema rexeǌa.

2◦ Ako je x ∈ (1 − a,∞), tada je 1 < x + a, a polazna nejednaqina je
ekvivalentna sa x2 + a2 � (x + a)2, odnosno sa 0 � ax. Ako je a > 0
rexeǌa su x ∈ (−∞, 0 ]∩ (1− a,∞), pa za 1− a < 0 nejednaqina ima
beskonaqno mnogo rexeǌa, dok za 1 − a � 0 nema rexeǌa. Ako je
a < 0 rexeǌa su x ∈ [ 0,∞) ∩ (1 − a, +∞) = (1 − a,∞) (tj. u ovom
sluqaju ima beskonaqno mnogo rexeǌa).

Iz 1◦ sledi da polazna nejednaqina ima beskonaqno mnogo rexeǌa
ako je a ∈ (0, 1). Iz 2◦ sledi da polazna nejednaqina ima beskonaqno
mnogo rexeǌa ako je a ∈ (−∞, 0) ∪ (1,∞). Iz 1◦ i 2◦ sledi da polazna
nejednaqina nema rexeǌa ako je a = 1.

Dakle, jedinstvena vrednost parametra a za koju polazna nejednaqina
ima konaqan skup rexeǌa je a = 1.

REXEǋA ZADATAKA DR�AVNOG TAKMIQEǋEǋA IZ

MATEMATIKE UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 28.03.2009.

Prvi razred , A kategorija

1. Neka je t = x + 1
x . Kako je x2 + 1

x2 =
(
x + 1

x

)2 − 2 = t2 − 2, sledi da je
f(t) = t2−2 za svako t > 0 koje se mo�e predstaviti u obliku t = x+ 1

x ,

x > 0. Kako je x + 1
x = t ⇔ x2 − tx + 1 = 0 ⇔ (

x − t
2

)2 = t2−4
4 , sledi da se

pozitivni brojevi t < 2 ne mogu predstaviti u tra�enom obliku, dok
se ostali pozitivni brojevi (t � 2) mogu predstaviti (na primer za
x = t+

√
t2−4
2 ).

Dakle, veza iz zadatka odre�uje f samo za t � 2, pa je f(t) = t2 − 2 za
t � 2, dok za 0 < t < 2 funkcija mo�e biti proizvoǉna, tj. postoji
beskonaqno mnogo funkcija koje zadovoǉavaju uslov zadatka.

2. Neka su O, O1, O2, O
′
1, O

′
2 i r0, r1, r2, r

′
1, r

′
2, redom, centri i polupre-

qnici krugova k0, k01, k02, k1, k2. Neka su P i Q projekcije O′
1 i O′

2 na
AB, redom. Va�i r0 = AB

2 , r1 = AC
2 i r2 = CB

2 .
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Bez umaǌeǌa opxtosti, neka je AC > BC. Kako se k02 i k2 dodiruju,
sledi O2O

′
2 = r′2 + r2. Kako je i QO2 = CO2 − CQ = r2 − r′2 (va�i

C − Q − O2), iz pravouglog O′
2QO2 sledi

O′
2Q

2 = O′
2O

2
2 − QO2

2 = (r′2 + r2)
2 − (r2 − r′2)

2 = 4r′2r2. (♠)

A BC

D

O1 O2O

O′
1

O′
2

P Q

S

E

DR09 1A2

Neka je S taqka dodira kru�nica k0 i k02. Tada je OO′
2 = OS − O′

2S =
r0 − r′2 i OQ = OB − BC + CQ = r0 − 2r2 + r′2 (va�i O − C − Q − B). Iz
pravouglog O′

2OQ sledi

O′
2Q

2 = O′
2O

2 − OQ2 = (r0 − r′2)
2 − (r0 − 2r2 + r′2)

2
. (♣)

Iz r0 = r1 + r2, (♠) i (♣) sledi r′2 = r2 − r2
2

r0
=

r1r2

r1 + r2
. Sliqno je

r′1 =
r1r2

r1 + r2
= r′2. Neka je r = r′1 = r′2. Iz (♠) je O′

2Q = 2
√

rr2 i

O′
1P = 2

√
rr1 .

Neka je E podno�je normale iz O′
2 na O′

1P . Tada je O′
2E = PQ = 2r i

O′
1E = O′

1P − O′
2Q. Iz pravouglog O′

1EO′
2, kako je r(r1 + r2) = r1r2,

sledi

O′
1O

′
2
2 = O′

1E
2 + O′

2E
2 = (O′

1P − O′
2Q)2 + 4r2

= 4r(r1 + r2 − 2
√

r1r2) + 4r2

= 4r1r2 − 8r
√

r1r2 + 4r2 = 4 (
√

r1r2 − r)2 .

Kako je r < r1, r2, sledi O′
1O

′
2 = 2

(√
r1r2 − r

)
, pa je preqnik najmaǌeg

kruga koji sadr�i i dodiruje krugove k1 i k2 jednak O′
1O

′
2+2r = 2

√
r1r2 .

Sa druge strane, iz potencije taqke D u odnosu na krug k0 sledi CD2 =
AC · CB = 4r1r2, pa je CD = 2

√
r1r2, odakle sledi tvr�eǌe zadatka.

3. Neka je svakom od uoqenih lukova pridru�en kru�ni odseqak
ograniqen tim lukom i tetivom koja spaja ǌegove krajǌe taqke. Po
uslovima zadatka i presek svaka tri ovakva odseqka je neprazan. Kako
su odseqci konveksne figure, postoji taqka (neka je to S) koja je
sadr�ana u svakom odseqku (ovo tvr�eǌe je poznato i kao Helijeva
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teorema). Kako su du�ine uoqenih lukova maǌe od poluobima kru�ni-
ce, nijedan od ǌih ne sadr�i centar kru�nice O. Neka su preseqne
taqke prave OS i kru�nice A i B, tako da je B − O − S.

Tada taqka A pripada svm uoqenim lukovima; ako bi neki od lukova
sadr�ao taqku B ǌegova du�ina bi bila ne maǌa od poluobima kru-
�nice. Sledi da taqka B ne pripada nijednom od uoqenih lukova.

4. Analiza. Neka su D i E sredixta du�i BC i luka B̂C. Neka je F
taqka du�i AC, tako da je EF tra�ena prava. Neka je G presek pravih
AD i EF . Izlomǉena linija ADE deli figuru na dva po povrxini
jednaka dela, pa su AGF i GED jednaki po povrxini. Sledi da su
po povrxini jednaki i AEF i AED. Kako je AE ǌihova zajedniqka
stranica, sledi da su jednake visine koje odgovaraju stranici AE, tj.
mora biti DF ‖ AE.

Konstrukcija. Neka su D i E sredixta du�i BC i luka B̂C. Neka je
F taqka preseka prave AC i prave koja sadr�i taqku D, a paralelna
je sa AE. Tra�ena prava je EF .

Dokaz. Sledi neposredno iz analize.

Diskusija. Kako je zahtev zadatka konstrukcija bar jedne prave,
diskusija je nepotrebna.

A

B C
D

E

F

G

DR09 1A4-2

5. Neka je k ∈ N i x = 2 · 10k − 1. Kako je

x2 =
(
2 · 10k − 1

)2
= 4 · 102k − 4 · 10k + 1

= 4 00 . . .0︸ ︷︷ ︸
2k

−4 00 . . .0︸ ︷︷ ︸
k

+1 = 3 99 . . .9︸ ︷︷ ︸
k−1

6 00 . . .0︸ ︷︷ ︸
k−1

1,

zbir cifara broja x2 jednak je 3+6+1+(k−1) ·9 = 9k+1. Dakle, svaki
broj oblika 9k + 1 (k ∈ N) jednak je zbiru cifara nekog kvadrata, pa
je takav i 20092008, jer je 20092008 ≡ 12008 = 1 (mod 9).
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Drugo rexeǌe. Neka je k ∈ N i x = 33 . . .3︸ ︷︷ ︸
k−1

2. Kako je

x2 = 33 . . .3︸ ︷︷ ︸
k−1

22 =
(

10k − 4
3

)2

=
1
9
· (102k − 8 · 10k + 16

)
=

1
9
· (102k − 1

)− 8 · 1
9
· (10k − 1

)
+ 1

= 11 . . .1︸ ︷︷ ︸
2k

− 88 . . .8︸ ︷︷ ︸
k

+1 = 11 . . .1︸ ︷︷ ︸
k−1

0 22 . . .2︸ ︷︷ ︸
k−1

4,

zbir cifara broja x2 jednak je (k − 1) · 1 + (k− 1) · 2 + 4 = 3k + 1. Dakle,
svaki broj oblika 9k+1 (k ∈ N) jednak je zbiru cifara nekog kvadrata,
pa je takav i 20092008, jer je 20092008 ≡ 12008 = 1 (mod 3).

Prvi razred , B kategorija

1. Kako je 52 = 25 ≡ −1 (mod 13), 43 = 64 ≡ −1 (mod 13) i 33 = 27 ≡ 1
(mod 13), sledi 5102 + 499 + 3100 =

(
52
)51

+
(
43
)33

+ 3 · (33
)33 ≡ (−1)51 +

(−1)33 + 3 · 133 = −1− 1 + 3 = 1 (mod 13) (Tangenta 52, str. 41, Pismeni
zadaci, zadatak 14).

2. Analiza. Neka je O centar opisane kru�nice ABC i C1 sredixte
stranice AB. Tada je OS ⊥ AB (simetrala ugla i naspramne stranice
trougla se seku na opisanoj kru�nici trougla), a C1 pripada pravama
OS i CT .

Konstrukcija. Neka je O centar opisane kru�nice V ST . Taqka C je
presek prave koja sadr�i V , paralelne sa OS, i te kru�nice (razliqit
od V ). Taqka C1 se dobija u preseku prave CT i OS, a taqke A i B u
preseku prave normalne na OS kroz C1 i opisane kru�nice V ST .

Dokaz. Po konstrukciji je CV ⊥ AB, pa CV sadr�i visinu iz C
trougla ABC. Po konstrukciji, AB je tetiva simetriqna u odnosu na
pravu koja prolazi kroz centar kruga (OS), pa S deli luk ÂB kru�nice
koji ne sadr�i taqku C na dva jednaka dela, odakle je �BCS = �CSA,
tj. prava CS je simetrala ugla kod C trougla ABC. Po konstrukciji,
CT sadr�i sredixte du�i AB, pa ova prava sadr�i te�ixnu du� koja
odgovara temenu C trougla ABC.

Diskusija. Ako su V , S i T kolinearne, zadatak nema rexeǌa. Inaqe,
mogu�a je konstrukcija taqke O. Taqka C se mo�e konstruisati ako
prava kroz V paralelna sa OS nije tangenta opisane kru�nice V ST ,
tj. ne sme biti 2 · �V TS = �V OS = 90◦ (dakle, ako je �V TS = 45◦,
zadatak nema rexeǌa). Presek pravih CT i OS (taqka C1) mora se
nalaziti unutar kru�nice, tj. taqke T i V moraju biti sa razliqitih
strana prave OS, odakle sledi da su �V TS i �V TS oxtri. Prava AB
ne sme sadr�ati C, tj. �V ST �= 90◦. Izbor taqaka A i B (od dve
dobijene preseqne taqke) daje rexeǌa koja su ista do na simetriju.
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Dakle, ako je V ST nedegenerisan trougao, sa oxtrim uglovima kod
temena V i T i takav da ugao kod S nije 90◦, a ugao kod T nije 45◦,
postoji jedno (do na simetriju) rexeǌe. Inaqe, zadatak nema rexeǌa.

3. Kako je

x2y4 + 2 · (x2 + 2
) · y2 + 4xy + x2 − 4xy3

= x2
(
y4 − 2y2 + 1

)− 4xy(y2 − 1) + 4y2 + 4x2y2

=
[
x(y2 − 1)

]2 − 2 · [x(y2 − 1)
] · (2y) + (2y)2 + (2xy)2

=
[
x(y2 − 1) − 2y

]2
+ (2xy)2

i kako je zbir kvadrata realnih brojeva nenegativan, sledi tra�ena
nejednakost. Jednakost va�i ako i samo ako je x = y = 0.

4. Neka su α, β, γ odgovaraju�i uglovi trougla. Kako je ugao izme�u
unutraxǌe i spoǉaxǌe simetrale prav i CL = CM , sledi da je
LMC jednakokrako-pravougli (sa pravim uglom kod temena C). Kako
je zbir uglova trougla 180◦, sledi α + β + γ = 180◦ i (za LBC)
180◦ = β + γ

2 + �CLB = β + 90◦ − α
2 − β

2 + 45◦ = 135◦ + β
2 − α

2 , odakle
je α = β − 90◦.
Neka je D dijametralno suprotna taqka opisane kru�nice ABC u
odnosu na taqku A. Qetvorougao ABCD je tetivan, sa naspramnim
taqkama B i D (po uslovima zadatka), pa je �CDA = 180◦ − β i (iz
pravouglog ACD) �CAD = 180◦ − �CDA− �ACD = 90◦ − (180◦ − β) =
β − 90◦.

A BL M

C

D

DR09 1B4

Dakle, BC i CD su tetive opisane kru�nice ABC nad istim uglom,
pa je BC = CD. Na osnovu Pitagorine teoreme (za ACD) sledi
4R2 = AD2 = AC2 + CD2 = AC2 + BC2.

5. Ukoliko se u prvoj vrsti i k-toj koloni nalazi broj i (1 � i � 2803),
u drugoj vrsti i k-toj koloni se mogu nalaziti brojevi koji su ne maǌi
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od i; takvih brojeva ima 2803− i+1 = 2804− i, pa mogu�ih popuǌavaǌa

k-te kolone ima
2803∑
i=1

(2804 − i) =
2803∑
j=1

j =
2803 · 2804

2
. Kako popuǌavaǌe

kolone ne ograniqava popuǌavaǌa drugih kolona, svaka kolona se po-

puǌava nezavisno od presostalih, pa je tra�eni broj
(

2803 · 2804
2

)2009

.

Drugi razred , A kategorija

1. Deǉeǌem obe strane polazne jednaqine sa 28·3·2009 dobija se ekviva-

lentna jednaqina 1 =
(
28 · 3x+1 · 2009x2+x+1

)x−1

. Posledǌa jednaqina je

ekvivalentna (logaritmovaǌem) sa x−1 = 0 ili 28·3x+1 ·2009x2+x+1 = 1.
Kako je x2 + x + 1 =

(
x + 1

2

)2 + 3
4 > 0, to je i 2009x2+x+1 > 3x2+x+1, pa za

svako realno x va�i 28·3x+1·2009x2+x+1 > 28·3x+1·3x2+x+1 = 28·3x2+2x+2 =
28 · 3(x+1)2+1 � 28 · 31 > 1, tj. jednaqina 28 · 3x+1 · 2009x2+x+1 = 1 nema
rexeǌa.
Dakle, jedino rexeǌe polazne jednaqine je x = 1.

2. Ako je α ∈ Q racionalna nula polinoma anxn + an−1x
n−1 + . . . + a0 ∈

Z[x] i α =
p

q
, p, q ∈ Z, (p, q) = 1, tada p | a0 i q | an. Sledi, ako polazna

jednaqina ima neko racionalno rexeǌe, ono mora biti celobrojno.
x = 1 nije rexeǌe jednaqine.
Neka je x �= 1. Tada je

xn + 2xn−1 + 3xn−2 + . . . + nx + n + 1
=

(
xn + xn−1 + . . . + x + 1

)
+ . . . + (x + 1) + 1

=
xn+1 − 1

x − 1
+

xn − 1
x − 1

+ . . . +
x2 − 1
x − 1

+
x − 1
x − 1

=

xn+2 − 1
x − 1

− n − 2

x − 1
=

xn+2 − (n + 2)x + n + 1
(x − 1)2

,

pa je polazna jednaqina ekvivalentna sa xn+2 − (n + 2)x + n + 1 = 0.
x = −1 i x = 0 nisu rexeǌe ove jednaqine.
Ako je |x| > 1 i n > 1 tada je (x ∈ Z, pa je i |x| � 2)

2n+1 · |x| � |x|n+1 · |x| = |xn+2| = |(n + 2)x + (n + 1)|
� (n + 2)|x| + (n + 1) < (2n + 3)|x|,

xto je nemogu�e, jer je 2n+1 > 2n+3 za n � 2 (ovo se mo�e pokazati, na
primer, indukcijom; zaista, va�i 22+1 = 8 > 7 = 2 ·2+3, a ako je 2n+1 >
2n + 3, sledi 2n+2 = 2 · 2n+1 > 2(2n + 3) = 4n + 6 > 2n + 5 = 2(n + 1) + 3).
Jedina preostala mogu�nost je n = 1; tada jednaqina glasi x + 2 = 0,
i ima racionalno rexeǌe x = −2.
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3. Neka su a, b, c odgovaraju�e stranice trougla, P ǌegova povxina, a
s poluobim. Kako je α + β + γ = 180◦, sledi

sin α + sin β + sinγ = sinα + sin β + sin(α + β)

= 2 sin
α + β

2
cos

α − β

2
+ 2 sin

α + β

2
cos

α + β

2

= 2 sin
α + β

2
·
(

cos
α − β

2
+ cos

α + β

2

)
= 4 cos

α

2
cos

β

2
cos

γ

2
.

Iz sinusne teoreme je a = 2R sin α, b = 2R sinβ, c = 2R sin γ, pa kako je

rs = P =
abc

4R
, sledi

r

R
=

abc

2R2(a + b + c)
=

8R3 sin α sin β sin γ

4R3(sin α + sin β + sin γ)

=
2 · 2 sin α

2 cos α
2 · 2 sin β

2 cos β
2 · 2 sin γ

2 cos γ
2

4 cos α
2 cos β

2 cos γ
2

= 4 sin
α

2
sin

β

2
sin

γ

2
= 2
(

cos
α − β

2
− cos

α + β

2

)
cos

α + β

2

= 2 cos
α − β

2
cos

α + β

2
− 2 cos2

α + β

2
= cosα + cosβ − cos(α + β) − 1

= cosα + cosβ + cos γ − 1,

pa je r = R · (cosα + cosβ + cos γ − 1). Iz prethodnog i nejednakosti
izme�u aritmetiqke i harmonijske sredine (kako je trougao oxtrou-
gli, va�i cosα, cosβ, cos γ > 0) sledi

9R

R + r
=

9
cosα + cosβ + cos γ

� 3 ·
1

cos α + 1
cos β + 1

cos γ

3

=
1

cosα
+

1
cosβ

+
1

cos γ
.

Jednakost va�i ako i samo ako je trougao jednakostraniqan.

4. Neka je Sn
k broj svih particija od n elemenata na k disju-

nktnih podskupova. Tra�ena raspore�ivaǌa su sve particije skupa
{1, 2, 3, 4, 5, 6}, pa je rexeǌe zadatka S6

1 + S6
2 + S6

3 + S6
4 + S6

5 + S6
6 .

1◦ S6
1 =

(
6
6

)
= 1 (sve kuglice su u istoj kutiji).

2◦ Kako je 6 = 5 + 1 = 4 + 2 = 3 + 3 (predstavǉaǌe broja 6 preko dva
sabirka; 6 = 5 + 1 oznaqava da je 5 kuglica u jednoj, a jedna
u drugoj kutiji i sliqno za preostala predstavǉaǌa), sledi

S6
2 =

(
6
5

)
+
(

6
4

)
+
(

6
3

)
· 1
2!

= 31 (mno�eǌe sa
1
2!

u prethodnom raqu-

naǌu nastaje jer su izbor neke tri kuglice i izbor preostale tri
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kuglice ustvari isti izbor; ovo deǉeǌe se javǉa kada su neki od
podskupova na koje se dele kuglice iste kardinalnosti).

3◦ Kako je 6 = 4 + 1 + 1 = 3 + 2 + 1 = 2 + 2 + 2, sledi S6
3 =

(
6
4

)
+
(

6
3

)
·(

3
2

)
+
(

6
2

)(
4
2

)
· 1
3!

= 90.

4◦ Kako je 6 = 3+1+1+1 = 2+2+1+1, sledi S6
4 =

(
6
3

)
+
(

6
2

)
·
(

4
2

)
· 1
2!

=

65.

5◦ Kako je 6 = 2 + 1 + 1 + 1 + 1, sledi S6
5 =

(
6
2

)
= 15.

6◦ Kako je 6 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1, sledi S6
6 = 1 (formalno, S6

6 =(
6
1

)
·
(

5
1

)
·
(

4
1

)
·
(

3
1

)
·
(

2
1

)
·
(

1
1

)
· 1
6!

).

Dakle, tra�eni broj je S6
1 +S6

2 +S6
3+S6

4 +S6
5 +S6

6 = 1+31+90+65+15+1 =
203.

5. Neka je k ∈ N i x = 5 · 10k+1 − 1. Kako je

x2 =
(
5 · 10k+1 − 1

)2
= 25 · 102k+2 − 10 · 10k+1 + 1

= 25 00 . . .0︸ ︷︷ ︸
2k+2

−10 00 . . .0︸ ︷︷ ︸
k+1

+1 = 24 99 . . .9︸ ︷︷ ︸
k

0 00 . . .0︸ ︷︷ ︸
k

1,

zbir cifara broja x2 jednak je 2 + 4 + 1 + k · 9 = 9k + 7. Dakle, svaki
broj oblika 9k+7 (k ∈ N) jednak je zbiru cifara nekog kvadrata, pa je
takav i 20082009, jer je 20092008 ≡ 22008 =

(
26
)334 · 24 ≡ 1 · 16 ≡ 7 (mod 9).

Drugo rexeǌe. Kako je 20092008 ≡ 1 (mod 3), zadatak rexava i konstru-
kcija iz drugog rexeǌa petog zadatka za prvi razred A kategorije.

Drugi razred , B kategorija

1. Kako sve�i krastavci sadr�e 99% vode, 100 kilograma sve�ih
krastavaca sadr�e 1 kilogram suve materije. Ujutro �e taj kilogram
biti 2% ukupne mase, tj. te�ina krastavaca ujutru �e biti 50 kilo-
grama (Tangenta 52, str. 21, Nagradni zadaci, M704).

2. Neka je drugi presek prave PQ i opisane kru�nice ABC. Tada je
�RQC = �AQS (unakrsni uglovi) i �CRQ = �CAS = �QAS (uglovi

nad tetivom CS), pa je ASQ ∼ RCQ, odakle je
AQ

QR
=

SQ

QC
. Kako

je SQ = PR i AQ = QC = PQ (Q je sredixte du�i AC, a PQA je

jednakostraniqan), sledi
PQ

QR
=

PR

PQ
.
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Napomena. Odnos po kome taqka Q deli du� PR naziva se zlatni
presek; ovo je jedna od mogu�ih konstrukcija zlatnog preseka.

3. Kako je logaritamska funkcija rastu�a kada je ǌena osnova ve�a
od 1, sledi

a−2 = log3 10−2 = log3

10
9

> log3

17
16

=
log4

17
16

log4 3
> log4

17
16

= log4 17−2 = b−2,

(poxto je log4

17
16

> 0 i 1 > log4 3 > 0), pa je a > b.

Drugo rexeǌe. Neka je f : [ 2,∞) → R definisana sa f(x) =
ln(x2 + 1)

ln x
.

Kako je

f ′(x) =

1
x2 + 1

· 2x · ln x − ln(x2 + 1) · 1
x

(ln x)2
<

1
x
· (ln x2 − ln(x2 + 1)

)
(ln x)2

< 0,

sledi da je f strogo monotono opadaju�a na (2,∞), pa je a = f(3) >
f(4) = b.

4. Ako je a = 0, sledi f(f(x)) = f(x + 1) = x + 2, xto mo�e biti
negativno, pa a = 0 nije rexeǌe zadatka.
Neka je a < 0. Jednaqina f(x) = −1 je kvadratna; ǌena diskriminanta
je D = 1 − 8a > 0, pa postoji α ∈ R tako da je f(α) = −1. Sledi
f (f(α)) = f(−1) = a < 0, tj. ni a ∈ (−∞, 0) nisu rexeǌa zadatka.

Neka je a > 0. Diskriminanta kvadratne funkcije f(x) je D = 1 − 4a.

1◦ Ako je a > 1
4 , tada je D < 0, pa za svako x ∈ R va�i f(x) > 0,

odakle je f (f(x)) > 0 za svako x ∈ R.

2◦ Ako je a � 1
4 , kvadratna funkcija f ima minimum i uzima sve

vrednosti koje su ne maǌe od yT =
4a · 1 − 12

4a
= 1 − 1

4a
, pa je

((∀x ∈ R) (f(f(x)) � 0)) ⇔ ((∀y � yT ) (f(y) � 0)) ⇔ (yT � x+),
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gde je x+ ve�a nula kvadratne funkcije f(x), tj. tra�ene

vrednosti u ovom sluqaju su rexeǌa nejednaqine 1 − 1
4a

�
−1 +

√
1 − 4a

2a
⇔ 1+

1
4a

�
√

1 − 4a

2a
, xto je (na

(
0, 1

4

]
) ekvivalentno

sa (4a + 1)2 � 4(1 − 4a) ⇔ 16a2 + 24a − 3 � 0. Raxeǌa posledǌe

nejednaqine unutar
(
0, 1

4

]
su
[

2
√

3−3
4 , 1

4

]
.

Dakle, tra�ene vrednosti su a � 2
√

3 − 3
4

.

5. Videti rexeǌe prvog zadatka za drugi razred A kategorije.

Tre�i razred , A kategorija

1. Neka je A(x) ∈ R[x], deg A(x) = n � 1 simetriqan ako i samo ako za
svako x ∈ R\{0} va�i A(x) = xn ·A ( 1

x

)
. Neposredno sledi da je polinom

A(x) = anxn +an−1 + . . .+a1 +a0 simetriqan ako i samo ako je ak = an−k

za svako k ∈ {0, 1, . . . , n}.
Neka su A(x) i B(x) simetriqni polinomi, deg A(x) = m, deg b(x) = n.
Tada je polinom C(x) = A(x) ·B(x) stepena m + n i za svako x ∈ R \ {0}
va�i C(x) = A(x) · B(x) =

xm · A
(

1
x

)
· xn · B

(
1
x

)
= xm+n · A

(
1
x

)
· B
(

1
x

)
= xm+n · C

(
1
x

)
,

pa je i C(x) simetriqan. Dakle, proizvod dva simetriqna polinoma je
simetriqan polinom. Indukcijom sledi da je proizvod proizvoǉnog
broja simetriqnih polinoma tako�e simetriqan polinom.

Specijalno, polinom P (x) = (x4+x3−3x2+x+1)2008 je simetriqan. Kako
je 2 ·(a1 + a3 + . . . + a8029 + a8031) = P (1)−P (−1) = 1−32008 < 0, bar jedan
od koeficijenata a1, a3, . . . , a8029, a8031 je negativan (neka je to ak). Kako
je P (x) simetriqan, sledi ak = a8032−k, a kako je k �= 8032 − k (jer je k
neparan broj i 4 | 8032), sledi da su bar dva negativna koeficijenta
ovog polinoma negativna.

2. Neka je B unutar trougla XMY (ostali sluqajevi se rexavaju
analogno).

Neka je N presek kruga k1 i prave BM (razliqit od B). Tada je
�QBM = �QAB = �ANB (tangentni i tetivni uglovi), pa je NA ‖ BQ.
Kako je �MBP = �BQY (tangentni i tetivni uglovi), sledi �MBP =
180◦ − �Y AB = �BAX = �BNX (posledǌa jednakost kao uglovi nad

tetivom BX u k1), pa je PB ‖ XN . Sledi
XN

PB
=

NM

BM
=

NA

BQ
, pa je

PQB ∼ XAN , odakle je (uz ve� utvr�ene paralelnosti) PB ‖ XA.
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3. Neka je yk = xk+1 − xk za k = 0, 1, 2, . . . , n. Tada je y0 = yn = 0. Neka
tvr�eǌe nije taqno, tj. neka je |xj+1 + xj−1 − 2xj | = |yj − yj−1| < 4

n2

za svako j ∈ {1, 2, . . . , n}. Sabiraǌem nejednakosti yj − yj−1 < 4
n2 za

j = 1, 2, . . . , k dobija se yk < 4k
n2 . Analogno, sabiraǌem nejednakosti

yj − yj+1 < 4
n2 za j = k, k + 1, . . . , n − 1 dobija se yk < 4(n−k)

n2 .

1◦ Ako je n neparan, tada je

1 = y0 + y1 + . . . + yn =
(
y1 + . . . + yn−1

2

)
+
(
yn+1

2
+ . . . + yn

)
<

4
n2

·
(

1 + . . . +
n − 1

2

)
+

4
n2

·
(

n − 1
2

+ . . . + 1
)

=
4
n2

· 2 · 1
2
· n − 1

2
· n + 1

2
=

n2 − 1
n2

,

xto je nemogu�e.

2◦ Ako je n paran, tada je

1 = y0 + y1 + . . . + yn =
(
y1 + . . . + yn

2 −1

)
+
(
yn

2
+ . . . + yn−1

)
<

4
n2

·
(
1 + . . . +

(n

2
− 1
))

+
4
n2

·
(n

2
+ . . . + 1

)
=

4
n2

· 1
2
·
((n

2
− 1
)
· n

2
+

n

2
·
(n

2
+ 1
))

= 1,

xto je nemogu�e.

Sledi tvr�eǌe zadatka.

4. Sre�ivaǌem se dobija se (a − 1)2 = b2 + c2 + 1, odakle je c2 + 1 =
(a− b− 1)(a+ b− 1). Kako je broj a+ b− 1 oblika 4k +3 (za neko k ∈ N0),



63

neki prost p ovog oblika 4k + 3 (k ∈ N0) deli c2 + 1, xto je nemogu�e.
Dakle, ne postoje brojevi koji zadovoǉavaju uslove zadatka.

5. Neka su linije izme�u redova obele�ene brojevima od 1 do 9, a
linije izme�u kolona brojevima od 1 do 5. Neka su qetiri odlomǉena
pravougaonika oznaqena sa A, B, C i D, i, za svako P ∈ {A, B, C, D},
neka su rP i kP linija izme�u redova i linija izme�u kolona, re-
dom, po kojima je odlomǉen pravougaonik P . Izborom rA, rB , rC , rD ∈
{1, . . . , 9} i kA, kB, kC , kD ∈ {1, . . . , 5} tako da va�i kA � kB, kD � kC ,
rA � rD i rB � rC dobijaju se svi mogu�i naqini da se qetiri
pravougaonika odlome, s tim da neki izbori nisu validni, jer mo�e
do�i do preklapaǌa izme�u pravougaonika A i C, ili B i D (ali ne
istovremeno). Ovakvih izbora ima(

6
2

)
·
(

6
2

)
·
(

10
2

)
·
(

10
2

)
= 455 625.

Od ovog broja treba oduzeti broj izbora za koje se preklapaju
pravougaonici A i C, ili B i D. Pravougaonici A i C se preklapaju
ako su zadovoǉena i dva dodatna uslova, kA > kC i rA > rC . Ovakavih
izbora ima (

7
4

)
·
(

11
4

)
= 11 550.

Zbog simetrije, izbora za koje se preklapaju pravougaonici B i D
ima isto toliko, pa je ukupan broj validnih izbora 455 625−2 ·11 550 =
432 525.

Tre�i razred , B kategorija

1. Prava AB (qija je jednaqina y = kABx + nAB) je normalna na pravu

3x+y+19 = 0 i sadr�i taqku A(0,−9), pa je kAB = − 1
−3

=
1
3

i nAB = −9,

tj. jednaqina prave koja sadr�i stranicu AB je x − 3y − 27 = 0.
Taqka B se nalazi u preseku prave AB i prave koja sadr�i te�ixnu
du� koja odgovara ovom temenu, pa se koordinate temena B dobijaju
rexavaǌem sistema x − 3y − 27 = 0 ∧ x + 2y + 13 = 0. Sledi B(3,−8).
Taqka C(xC , yC) pripada pravoj 3x + y + 19 = 0, pa je yC = −19 − 3xC,

a koordinate taqke koja polovi du� AC su
(

xC

2
,−14 − 3

2
· xC

)
. Kako

ova taqka pripada i te�ixnoj du�i koja odgovara temenu B, sledi
xC

2
+ 2 ·

(
−14 − 3

2
· xC

)
+ 13 = 0, odakle je xC = −6, tj. koordinate

taqke C su (−6,−1).
Prava AC je prava koja sadr�i taqke A(0,−9) i C(−6,−1), pa je ǌena
jednaqina 4x+3y+27 = 0; prava BC je prava koja sadr�i taqke B(3,−8)
i C(−6,−1), pa je ǌena jednaqina 7x + 9y + 51 = 0 (Tangenta 51, str.
48, Pismeni zadaci, zadatak 2).
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2. Bez umaǌeǌa opxtosti, neka taqka M pripada luku AB koji
ne sadr�i taqku C. Ako je �MCA = x (0◦ � x � 60◦), tada je
�BCM = 60◦ − x i �MBC = �MBA + �ABC = �MCA + 60◦ = x + 60◦.
Kako je cos y + cos(y + 120◦) + cos(y − 120◦) = cos y + 2 cos y cos 120◦ = 0,

sin4 x =
(

1 − cos2 2x

2

)2

=
1 − 2 cos 2x + cos2 2x

4
=

1 − 2 cos 2x + 1+cos 4x
2

8
=

3 − 4 cos 2x + cos 4x

8
i (po sinusnoj teoremi) MA = 2R sinx, MB =

2R sin(60◦ − x), MC = 2R sin(60◦ + x), sledi MA4 + MB4 + MC4 =

= 16R4 · (sin4 x + sin4(60◦ − x) + sin4(x + 60◦)
)

= 16R4 · (sin4 x + sin4(x − 60◦) + sin4(x + 60◦)
)

= 2R4 · [9 − 4 · (cos 2x + cos(2x − 120◦) + cos(2x + 120◦))

+ (cos 4x + cos(4x − 240◦) + cos(4x + 240◦))
]

= 2R4 · [9 − 4 · (cos 2x + cos(2x − 120◦) + cos(2x + 120◦))

+ (cos 2x + cos(4x + 120◦) + cos(4x − 120◦))
]

= 18R4.

3. Visina kupe je h =
√

s2 − r2 = 16. Povrxina baze prizme B je-
dnaka je povrxini trougla qije su stranice a = 17, b = 10 i c = 9;

kako je poluobim ovog trougla st =
a + b + c

2
= 18 , po Heronovom

obrascu sledi B =
√

st(st − a)(st − b)(st − c) =
√

18 · 1 · 8 · 9 = 36. Ra-
van koja sadr�i osnovu prizme qija se temena nalaze na omotaqu kupe
seqe omotaq kupe po kru�nici qiji je polupreqnik jednak kru�nici
opisanoj oko trougla iz teksta zadatka, tj. po kru�nici polupreqnika

R =
abc

4B
=

85
8

. Kupa koja se nalazi sa jedne od strana ove ravni je

sliqna sa polaznom kupom. ǋena visina je h − H, gde je H visina

prizme, pa je
R

r
=

h − H

h
, odakle je H = h ·

(
1 − R

r

)
= 16 ·

(
1 − 5

8

)
= 6.

Konaqno, tra�ena zapremina je V = B · H = 216 (Tangenta 53, str. 38,
Pismeni zadaci, zadatak 5).

4. Na slici DR09 3B4-1 poǉa table 3 × 4 su obele�ena tako da, po-
laze�i od poǉa oznaqanog sa 1, koǌiqkim skokovima po ovoj xemi
se prolaze sva ostala poǉa, svako po jednom. Koǌi postavǉeni na
neparnim poǉima (ima ih 6) se me�usobno ne�e tu�i, a kod razmextaja
bilo kojih 7 koǌa na tabli pojavi�e se bar dva na poǉima obele�ena
susednim brojevima (koji �e se tu�i).

Sledi da se na tablu 3× 4 mo�e da postaviti najvixe 6 koǌa, tako da
se nikoja dva od ǌih ne tuku.

Na tabli 7 × 7 se mo�e izdvojiti qetiri disjunktna pravougaonika
formata 3 × 4 (ili 4 × 3), kao na slici DR09 3B4-2. Sledi da se
na ovu tablu ne mo�e postaviti vixe od 4 · 6 + 1 = 25 koǌa koji se
me�usobno ne tuku. A toliko se mo�e postaviti, ako se koǌi smeste
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na svako drugo poǉe, polaze�i od ugla table. Dakle, tra�eni broj je
25.

10 7 2 5
1 4 11 8
12 9 6 3

� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � �
� � � 	 	 	 	
� � � 	 	 	 	
� � � 	 	 	 	

DR09 3B4-1 DR09 3B4-2

5. Nejednaqina logx+1 x � logx2+1 x2 ima smisla za x > 0. Kako je

logx+1 x � logx2+1 x2 ⇔ ln x

ln(x + 1)
� ln x2

ln(x2 + 1)
⇔ ln x

2 ln(x + 1)
� ln x

ln(x2 + 1)
⇔

ln x

ln(x + 1)2 · ln(x2 + 1)
·(ln(x2 + 1) − log(x + 1)2

)
� 0. Za x > 0 je (x+1)2 > 1,

(x2+1 > 1) i (x+1)2 > x2+1, pa (ln x je rastu�a funkcija) je ln(x+1)2 >
0, ln(x2 +1) > 0 i ln(x+1)2 > ln(x2+1). Sledi da je polazna nejednaqina
ekvivalentna sa ln x � 0, odnosno 0 < x � 1. Ovim je dokazano da sve
nejednakosti ne mogu va�iti za x �∈ (0, 1 ].

Sa druge strane, za svako x ∈ (0, 1 ] zadovoǉene su sve nejednakosti.
Zaista, za x = 1 to je oqigledno (svi navedeni izrazi jednaki su nuli),
a ako je x ∈ (0, 1) i n ∈ N, treba pokazati logxn+1 xn � logxn+1+1 xn+1.
Ako je a = xn i b = xn+1, kako je 0 < b = xn+1 = xn · x < xn · 1 = a <
1, dovoǉno je dokazati da za 1 > a > b > 0 va�i log1+a a > log1+b b.
Kako je logaritamska funkcija sa osnovom ve�om od 1 rastu�a, va�i
log1+a a > log1+a b, a kako je ln(1 + a) > ln(1 + b) > 0 i log b < 0, sledi

log1+a b =
ln b

ln(a + 1)
>

ln b

ln(b + 1)
= logb+1 b.

Dakle, realni brojevi za koje su zadovoǉene sve nejednakosti su x ∈
(0, 1 ].

Qetvrti razred , A kategorija

1. Neka je Pk(x) = xk − k, (za k ∈ {1, 2, . . . , 2009}). Sve nule polinoma
Pk(x) su me�usobno razliqite (to su k−ti koreni broja k i u komple-
ksnoj ravni pripadaju kru�nici sa centrom u 0 i polupreqnikom k

√
k).

Dakle, postoji a ∈ C tako da je (x − a)2 | P (x) ako i samo ako postoje
1 � k < l � 2009 tako da Pk(a) = Pl(a) = 0. Dakle, potrebno je (ne i
dovoǉno) da a pripada i kru�nici polupreqnika k

√
k i kru�nici sa

polupreqnika l
√

l (sa centrom u 0).

Neka je f : [ 1,∞) → R definisana sa f(x) = x
1
x . Tada je f ′(x) =

f(x) · 1 − ln x

x2
, pa f raste na [ 1, e), a opada na (e,∞). Sledi, ako postoje
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prirodni k < l, takvi da je k
√

k = l
√

l, mora biti k < e < l. Kako
je f(x) > 1 za svako x > 1, to je k �= 1. Za k = 2 postoji (a zbog
monotonosti je jedinstvena) vrednost l = 4 tako da je 2

√
2 = 4

√
4. Dakle,

tra�eno a mora biti i nula polinoma P2(x) = x2 − 2 i nula polinoma
P4(x) = x4 − 4. Kako je P4(x) = x4 − 4 = (x2 + 2) · P2(x), jedine tra�ene
vrednosti su a =

√
2 i a = −√

2 .

2. Videti rexeǌe drugog zadatka za tre�i razred A kategorije.

3. Nejednakost iz zadatka je ekvivalentna sa

a(a − b)(2a − b) + b(b − c)(2b − c) + c(c − a)(2c − a) � 0.

Bez umaǌeǌa opxtosti, neka je a � max{b, c}.

1◦ Neka je a � b � c. Ako je i a � 2c, onda su svi qlanovi na levoj
strani pozitivni, pa je nejednakost trivijalna. Neka je a � 2c.
Poxto je 2a − b � 2c − a i 2b − c � 2c − a, sledi

a(a − b)(2a − b) + b(b − c)(2b − c) + c(c − a)(2c − a)
� a(a − b)(2c − a) + b(b − c)(2c − a) + c(c − a)(2c − a)
= (2c − a)(a2 + b2 + c2 − ab − bc − ca) � 0.

2◦ Neka je a � c � b. Nejednakost je ekvivalentna sa

[a(a − c)(2a − b) + c(c − a)(2c − a)]
+ [a(c − b)(2a − b) + b(b − c)(2b − c)] � 0,

pa je dovoǉno dokazati da su oba sabirka sa leve strane posledǌe
nejednakosti nenegativni. Va�i a(a−c)(2a−b)+c(c−a)(2c−a) � 0.
Zaista, ako je 2c � a, to je trivijalno, a ako je 2c � a, onda sledi
iz 2a− b � 2c− a � 0. Sliqno, a(c− b)(2a− b)+ b(b− c)(2b− c) � 0 je
trivijalna u sluqaju 2b � c, a ako je 2b � c, zbog 2a− b � 2b− c � 0
sledi

a(c − b)(2a − b) + b(b − c)(2b − c)
� a(c − b)(2b − c) + b(b − c)(2b − c)
= (c − b)(2b − c)(a − b) � 0.

4. Videti rexeǌe qetvrtog zadatka za tre�i razred A kategorije.

5. Va�i tvr�eǌe:

Neka je n uzajamno prosto sa 2 i 3. Tada, ma kako se na
tablu n×n postavi n2−n+1 dama, mo�e se izabrati n dama
koje se me�usobno ne napadaju. Postoji postavǉaǌe n2 − n
dama u kome to nije mogu�e uraditi.
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Ako se n2 − n dama postavi na tablu tako da se nijedna ne nalazi u
prvoj vrsti, ma kako se izaberu n od ǌih, bar dve moraju biti u istoj
vrsti, tj. moraju se napadati.

Neka (k, l) (1 � k, l � n) predstavǉa poǉe koje se nalazi u preseku k-te
vrste i l-te kolone. Neka je ovom poǉu dodeǉen ostatak pri deǉeǌu sa
n broja k + 2l (poǉe je oznaqeno ovim brojem). Na ovaj naqin je svakom
poǉu table dodeǉen broj iz skupa {0, 1, . . . , n − 1}. Tada se nikoja dva
poǉa kojima je dodeǉen isti broj ne nalaze u istoj vrsti, koloni ili
na dijagonali (i sledi da je svakom i ∈ {0, 1, . . . , n− 1} dodeǉeno taqno
n poǉa). Zaista:

1◦ ako su dva poǉa iste vrste ((k, l) i (K, l)) oznaqena istim brojem,
sledi n | (k + 2l)− (K + 2l) = (k − K), pa kako je |k − K| < n, sledi
k = K, tj. (k, l) = (K, l);

2◦ ako su dva poǉa iste kolone ((k, l) i (k, L)) oznaqena istim brojem,
sledi n | (k + 2l) − (k + 2L) = 2(l − L), a kako je (n, 2) = 1, sledi
n | (l − L); poxto je |l − L| < n, sledi l = L, tj. (k, l) = (k, L);

3◦ poǉa (k, l) I (K, L) su na istoj dijagonali ako i samo ako je |k −
K| = |l−L|, tj. k−l = K−L ili k+l = K+L. Ova poǉa su oznaqena
istim brojem ako i samo ako n | (K +2L)−(k+2l) = K−k+2(L− l).
Posledǌi izraz je jednak 3(L − l) u prvom sluqaju, odnosno L − l
u drugom sluqaju; kako je (n, 3) = 1, u oba sluqaja n | (L − l), pa
kako je |L − l| < n, sledi l = L, tj. (k, l) = (k, L).

Ako je na tablu postavǉeno n2−n+1 dama, n−1 poǉe je ostalo prazno.
Me�u ǌima postoje dame koje se nalaze na n poǉa oznaqenih istim
brojem, jer bi u suprotnom broj dama bio najvixe n(n − 1), tj. broj
praznih poǉa bar n. Prema prethodnom nikoje dve dame na tim poǉima
nisu u istoj vrsti, koloni ili na dijagonali, tj. ne napadaju se.

Iz prethodnog tvr�eǌa, kako je (2, 2009) = (3, 2009) = 1, sledi da je
odgovor na pitaǌe zadatka 20092 − 2009 + 1.

Qetvrti razred , B kategorija

1. Neka su brojevi iz zadatka a � b � c. Po uslovima zadatka je a+ b+
c = 14, a kako su brojevi a, b+ 1 i c tri uzastopna qlana aritmetiqkog
niza, sledi:

1◦ ako je b + 1 > c, tada je 15 − c = a + b + 1 = 2c, odakle je c = 3 i
a + b = 11, pa kako je a � b � 3, sledi a < 0. Ako su dva uzastopna
qlana geometrijske progresije istog znaka, cela progresija je
tog znaka, pa je ova situacija nemogu�a;

2◦ ako je b + 1 � c, tada je 14 − b = a + c = 2(b + 1), odakle je b = 4 i
a + c = 10. Kako su brojevi a, b − 1 = 3 i c tri uzastopna qlana
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geometrijskog niza, sledi da je ili 3c = a2 (ako je b − 1 < a),
odakle je a2 + 3a− 30 = 0, pa je ili a < 0 ili a > 4 = b ili (ako je
a � b − 1) ac = 32 = 9. Iz a + c = 10 i ac = 9, uz a � c sledi a = 1,
c = 9. Dakle, a2 + b2 + c2 = 12 + 42 + 92 = 98;

(Tangenta 52, str. 44, Pismeni zadaci, zadatak 17).

2. Nejednaqina logx2(x + 6) � 1
4 je definisana ako i samo ako je x2 >

0 ∧ x2 �= 1 ∧ x + 6 > 0. tj. ako i samo ako je x ∈ D = (−6,−1) ∪ (−1, 0) ∪
(0, 1) ∪ (1,∞).

1◦ Ako je |x| > 1 (i x ∈ D) ona je ekvivalentna sa x+6 �
(
x2
) 1

4 ⇔ 0 �
(x+6)4−x2 = (x2+11x+36)(x2+13x+36) = (x2+11x+36)(x+4)(x+9).
Kako je x2+11x+36 > 0 (112−4·36 < 0), sledi da je u ovoj situaciji
skup rexeǌa nejednaqine [−4,−1) ∪ (1,∞).

2◦ Ako je |x| < 1 (i x ∈ D) analogno se dobija da je nejednaqina ekvi-
valentna sa 0 � (x2 + 11x + 36)(x + 4)(x + 9), pa je u ovoj situaciji
skup rexeǌa (−1, 1).

Dakle, rexeǌe nejednaqine logx2(x + 6) � 1
4 je [−4,−1)∪ (−1, 0)∪ (0, 1)∪

(1,∞). Nejednaqina logx+a(x + 4) � 1 je definisana ako i samo ako
je x + a > 0 ∧ x + a �= 1 ∧ x + 4 > 0. Specijalno, ona je (bez obzira
na vrednost parametra a) definisana na skupu koji je podskup skupa
(−4,∞), pa x = −4 ne mo�e biti ǌeno rexeǌe. Kako je x = −4 rexeǌe
prve nejednaqine, sledi da ove dve nejednaqine nisu ekvivalentne ni
za koju vrednost parametra a.

3. Ako je A2 + B2 �= 0, tada je
(

A√
A2 + B2

)2

+
(

B√
A2 + B2

)2

= 1,

pa postoji ϕ ∈ [ 0, 2π) tako da je cosϕ =
A√

A2 + B2
i sinϕ =

B√
A2 + B2

,

odakle je A sinx+B cosx =
√

A2 + B2·(sin x cosϕ + cosx sin ϕ) =
√

A2 + B2·
sin(x + ϕ). Kako za A = B = 0 za bilo koje ϕ va�i A sin x + B cosx =√

A2 + B2 · sin(x + ϕ), sledi

Lema. Postoji ϕ ∈ [ 0, 2π) tako da je A sin x + B cosx =√
A2 + B2 · sin(x + ϕ). Najve�a vrednost funkcije A sin x +

B cosx na [ 0, 2π ] je
√

A2 + B2 .

Kako je f(x) = a sin2 x+2b sinx cosx+c cos2 x = a · 1 − cos 2x

2
+2b sinx cosx+

c · 1 + cos 2x

2
=

a + c

2
+ b sin 2x+

c − a

2
·cos 2x i kao 2x uzima sve vrednosti

iz [ 0, 2π ] za x ∈ [ 0, 2π ], na osnovu prethodne leme sledi da je najve�a
vrednost funkije f na [ 0, 2π ] jednaka

a + c

2
+

√
b2 +

(
c − a

2

)2

=
a + c +

√
4b2 + (c − a)2

2
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4. Videti rexeǌe qetvrtog zadatka za tre�i razred B kategorije.

5. Neka su odgovaraju�e stranice trougla a, b, c i neka je C′ sredixte
stranice AB. Primenom kosinusne teoreme na AC′C i C′BC dobija
se

b2 =
( c

2

)2

+ t2c − 2 · c

2
· tc · cos�AC′C,

a2 =
( c

2

)2

+ t2c − 2 · c

2
· tc · cos�BC′C,

odakle je t2c =
2a2 + 2b2 − c2

4
(iz �AC′C + �BC′C = 180◦ sledi

cos�AC′C = − cos�BC′C). Analogno je t2a =
2b2 + 2c2 − a2

4
i t2b =

2a2 + 2c2 − b2

4
.

Bez umaǌeǌa opxtosti neka je a � b � c. Sledi t2a− t2b =
3
4
· (b2−a2) � 0,

pa je ta � tb. Analogno je i tb � tc. Zato je a + c = 2b i ta + tc = 2tb, pa
sledi

8tatc = 4 · (4t2b − t2a − t2c) = 7a2 + 7c2 − 8b2.

Kvadriraǌem posledǌe jednakosti i zamenom b =
a + c

2
, dobija se

(5c2 − a2 + 2ac)(5a2 − c2 + 2ac) = (5a2 + 5c2 − 4ac)2,

pa deǉeǌem sa c4 smenom k =
a

c
sledi

(5 − k2 + 2k)(5k2 − 1 + 2k) = (5 + 5k2 − 4k)2 ⇔ 5k4 − 8k3 + 6k2 − 8k + 5 = 0.

Deobom posledǌe jednaqine sa k2 i smenom t = k +
1
k

, dobija se 5t2 −
8t − 4 = 0, qija su rexeǌa t1 = 2 i t2 = −2

5
. Kako mora biti t > 0,

sledi da je t = 2, odakle je k = 1, tj. a = c, odakle je a = b = c.

Jednakostraniqan trougao zadovoǉava uslove zadatka, a iz prethodnog
sledi da je on i jedini takav, pa su uglovi ABC jednaki me�u sobom
i iznose 60◦.
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