MATEMATIKA

Neki slucajevi Apolonijevog problema i

Zvonko Cerin', Zagreb

Apolonijev problem traZi kruZnice koje dodiruju tri zadane kruZnice. Jer pri tome
pravce smatramo isto kruznicama vidimo da je potraga za kruznicom koja dodiruje dva
pravca stranica trokuta i njegovu opisanu kruZnicu zapravo poseban slucaj Apolonijevog
problema. U ovom clanku prvo razmatramo slucaj kada je promatrani trokut pravokutan
jer se tada trazena kruznica za pravce kateta lagano odredi buduéi da je u homotetiji s
upisanom i pripisanom kruZznicom (vrha pravog kuta). Poslije se pokazuje da homotetija
igra klju¢nu ulogu i u slucaju bilo kakvog trokuta. Iz oblika koeficijenta te homotetije
moze se zakljuciti da je trokut pravokutan ako jedna od kruZznica ima polumjer jednak
promjeru upisane kruznice. Na kraju se opisuju dva nacina konstrukcija tih kruZnica.

RjeSenje Muminagica i Nykgbinga

U clanku “En cirkel i den retvinklede trekant” na 849. stranici danskog casopisa
Matematik Magasinet iz prosinca 2006. godine A. Muminagi¢ i F. Nykgbing opisuju
dokaz sljedece tvrdnje (vidi sliku 1):

Slika 1. Muminagic¢ i Nykpbing dokazuju relaciju q = 2r primjenom teorema o kosinusu kuta
pri vihu U u dva izdvojena trokuta.

I Autor je redoviti profesor na Matematickom odjelu Prirodoslovno-matemati¢kog fakulteta Sveudilista u
Zagrebu.
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Teorem 1. Polumjer kruZnice koja dotice iznutra opisanu kruZnicu i oba pravca
kateta pravokutnog trokuta jednak je promjeru njegove upisane kruZnice.

Njihovo rjeSenje koristi ne ba§ trivijalnu ¢injenicu (tzv. Eulerov teorem) da je u
svakom trokutu udaljenost srediSta upisane i opisane kruZnice jednaka vRZ — 2 r R, gdje
su r 1 R polumjeri tih kruznica. Dakle, uz oznake na slici 1, znamo duljine stranica
trokuta IOU 1 COU pa primjenom teorema o kosinusu kuta pri vrthu U moZemo odmah
pisati

20q—r?+R—q)*—R+2rR 2+ (R—q)*—R®
2vV2(q = r)(R —q) 2v24(R — q)
Oduzmemo li drugi razlomak od prvog, poslije sredivanja dobijemo
V2r(2r—q)
4(q-r)(R—q)
1z toga zakljuujemo da je doista g = 2r.

cosU =

Dokaz teorema 1 potencijom tocke

Sada ¢emo opisati drugi geometrijski dokaz teorema 1 koji ne koristi Eulerov teorem
vec se zasniva na dvostrukoj primjeni teorema o potenciji tocke u unutra$njosti kruznice
(vidi [2, str. 17]).

Neka simetrala CI pravog kuta sijece hipotenuzu AB u to¢ki G a opisanu kruZnicu
k (pored tocke C joS) u tocki D (vidi sliku 2). Uvedimo oznake |CD| =d, |CG| =g
i |AG| = x. Neka kruznica m doti¢e kruZnicu k u tocki F i neka je E njoj antipodalna
tocka u odnosu na kruZznicu k.

Slika 2. Dokaz relacije q = 21 primjenom teorema o potenciji na tocke G i U.
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Iz teorema o potenciji tocke U (za tetive CD i EF) imamo
(2R —q) = V24(d — V2q),
R+gq

V2

povladi x(c —x) = g(d — g) §to daje d = g+

. S druge strane, teorem o potenciji tocke G (za tetive AB i CD)
x(c —x)

d moZemo izracunati g jer se x i g lagano dobiju istovremeno primjenom teorema o
kosinusu polovica pravog kuta u trokutima AGC i GCB.

2
§to daje d =

. IzjednaCavanjem ovih izraza za

I doista, iz prvog trokuta slijedi
X =0 +g" —V2bg, (1
a iz drugog imamo

(c—x)?=d*+ g —V2ag. 2)

2b% +V2g(a—b)
2¢ '

\/Zab
a+b’

ig=a+b—c=2r. U tim raCunima vi§e puta treba primjeniti

U razlici (2) — (1) kvadratni ¢lanovi se dokidaju pa slijedi x =

Uvrstimo li to u razliku lijeve i desne strane jednadZzbe (1) zakljucujemo g =
bc

a+b
Pitagorinu relaciju ¢? = a® + b*.

Zato je x =

Najlaksi dokaz analitickom geometrijom

Daleko jednostavniji dokaz teorema 1 moZemo dobiti primjenom analiticke geometrije.
Treba samo lukavo postaviti pravokutni trokut u pravokutni koordinatni sustav i znati
kako se racuna udaljenost dvije tocke.

Slika 3. Dokaz teorema 1 analitickom geometrijom.
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Prema oznakama na slici 3, udaljenost to¢aka O i U (srediSta opisane kruZnice k

. o N - e c D .
i srediSta trazene kruZnice m) mora biti jednaka 7~ q (razlici njihovih polumjera).

Dakle,
c 2 a 2 b :
(5-9) - (G-9) +<5‘1)
§to je ekvivalentno s g(¢g —a—b+c¢) =0. Zatoje g=a+b—c=2r,jer g=0

vodi na trivijalno rjeSenje (koje je matematicki potpuno prihvatljivo ako to¢ku smatramo
kruZznicom nisticnog polumjera).

Slucaj dodirivanja izvana

Velika prednost prethodnog rjeSenja analitickom geometrijom je $to njega moZemo
lagano prilagoditi sluaju kada traZena kruZnica dodiruje izvana opisanu kruZnicu i
pravce kateta (vidi sliku 4).

4

0V1= 5+

_atbtc
G

Slika 4. KruZnice m i n koje dodiruju pravce kateta i iznutra i izvana opisanu kruZnicu k.

Udaljenost to¢aka O i V (sredista opisane kruznice & i srediSta traZzene kruznice n)
mora biti jednaka % + g (zbroju njihovih polumjera). Dakle,

)= G-0)"+ (5-4)

271 T\ 2 1

§to je ekvivalentno s g(¢ —a —b —c¢) =0. Zato je g =a+ b+ ¢ = 2r. (tj. promjer
pripisane kruznice v pridruzene vrhu C pravog kuta).

Prema tome dokazali smo sljedeci teorem.

Teorem 2. Polumjer kruznice koja dotice izvana opisanu kruZnicu i oba pravca kateta
pravokutnog trokuta jednak je promjeru pripisane kruZnice hipotenuze.
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PoboljSanje teorema 1 i 2

Tako teoremi 1 i 2 samo opisuju koliki su polumjeri kruZnica m odnosno n iz naseg
dokaza analitickom geometrijom jasno je da vrijedi sljedece poboljSanje tih teorema
koje mnogo preciznije odreduje poloZaj tih kruZnica.

Teorem 3. Neka trokut ABC ima pravi kut u vrhu C, u njegova upisana a v
pripisana kruZnica nasuprot vrha C. Neka je h = h(C, 2) homotetija ravnine sa
sredistem u tocki C i koeficijentom 2. Onda kruznica m = h(u) doti¢e iznutra opisanu
kruZnicu k trokuta ABC i pravce AC i BC dok kruZnica n = h(v) dotie izvana
opisanu kruZnicu k i pravce AC i BC.

Opéi slucaj

Sada se postavlja prirodno pitanje kako za trokut ABC s pravim kutom u vrhu C
odrediti Cetiri kruZnice analogne kruZnicama m i n koje odgovaraju vrhovima A i B ili
joS opdenitije pitanje kako opisati te kruZnice za bilo kakav trokut ABC (bez ikakvih
pretpostavki o njegovim kutovima). Iznenadujuée jednostavan odgovor daje sljedeci
teorem.

Teorem 4. Neka je u upisana kruZnica trokuta ABC a v njemu pripisana kruZnica
nasuprot vrha A. Neka je h = h(A, A) homotetija ravnine sa sredistem u tocki A i

koeficijentom A = Onda kruznica m = h(u) doti¢e iznutra opisanu kruZnicu

1+ cosA’
k trokuta ABC i pravce AB i AC dok kruZnica n = h(v) dotile izvana opisanu kruZnicu
k i pravce AB i AC.

U dokazu analitickom geometrijom, odaberimo pravokutni koordinatni sustav tako da

je A(0,0), B(r(f +g),0)i C ((f; g_l)lgr’ fzgfrl

polovica kutova A i B dok je r polumjer upisane kruznice trokuta ABC.

) . Parametri f 1 g su kotangensi

Prema univerzalnoj trigonometrijskoj substituciji vrijedi

1 tA2 1 !
an2 7f_2_f2—1

COSA = =

2 1 = f2 ’
A fr+1
s 1+ =
1+ (tan 2) f2
. Bududéi da srediSte I upisane kruZnice ima koordinate (f r, r),

(1+ff2)r, g —;{z)r). Lagano se
(f+er (g+f+fe-DF+e—-feg+Dr
2 7 fe—1

1412

f2

Zato je A =

slijedi da to¢ka U = h(I) ima koordinate

provjeri da je tocka O ( ) udaljena od
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r(1+8°)(1+/f?)

4(fg—1)
|OU* = (R — A r)?, zakljuujemo da kruZnica m = h(u) doista dira iznutra opisanu
kruZnicu k trokuta ABC. Ona ocito dira i pravce AB i AC jer tocka U leZi na simetrali
kuta A (tj. na pravcu Al).

(f +8)grf re(f +3)

sva tri vcha A, B i C za istu vrijednost R = . I na kraju, jer je

Za srediste I, ( ) pripisane kruZnice nasuprot vrha A ¢iji

fe—1 7 fg—1
polumjer je r, = w vrijedi isti raun samo S$to je zavrSna relacija jednaka
g—
|OV)? = (R+ A r,)>.
Neke posljedice
2
Buduéi da je A = ———— =2 onda i samo onda ako je cosA = 0 (tj. onda i
1+ cosA

samo onda ako je kut A pravi), vidimo da teorem 4 povlaci da obrati teorema 1 i 2
takoder vrijede. Isto tako moZemo karakterizirati trokute koji imaju u nekom vrhu kut
od npr. 60° na sljedeci nacin.

Korolar 1. Kut A u trokutu ABC jednak je 60° onda i samo onda ako je polumjer
kruZnice koja dotice iznutra opisanu kruZnicu k trokuta ABC i pravce AB i AC jednak

4
3 polumjera njegove upisane kruZnice.

Jednostavne konstrukcije kruznica m i n

Slika 5. Konstrukcija kruZnice m nasuprot vrha A u bilo kakvom trokutu ABC.
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Na slici 5 prikazana je jednostavna konstrukcija kruZnice m za vrh A. Prvo se odredi
srediSte upisane kruZnice 1 pa se ono spoji s tockom A. Na tu spojnicu 2 se u srediStu
upisane kruZnice 1 podigne okomica 3 koja sijeCe pravac AC u tocki 4. Okomica 5 na
pravac AC u tocki 4 sijece simetralu kuta A u srediStu 6 traZene kruZnice m. Njen
polumjer je duZina 46 a to¢ka 9, u kojoj iznutra doti¢e opisanu kruznicu, dobiva se kao
presjek s opisanom kruZnicom spojnice srediSta O i tocke 6. Konstrukcija kruZnice n
je vrlo slicna i krece od srediSta pripisane kruZnice nasuprot vrha A umjesto srediSta
upisane kruZnice.

Konstrukcije kruznica m i n inverzijom

Jedna od ucinkovitih metoda rjeSavanja Apolonijevog problema je primjena inverzije
u odnosu na pogodno odabranu kruZnicu (vidi [2, str. 188]).

Slika 6. Konstrukcija sredista kruZnice m inverzijom.

Na slici 6 prikazana je dosta sloZena konstrukcija sredista kruZnice m koja ima 15
koraka. Prvo se odredi tocka u kojoj upisana kruznica dodiruje stranicu AB. Inverzija
se provodi u odnosu na kruZnicu sa srediStem u tocki A kroz tu dodirnu to¢ku. Pravac
5 kroz tocke 3 i 4 presjeka kruZnice inverzije s opisanom kruznicom sijece pravce AB i
AC u to¢kama 6 i 7. TraZena kruznica m je slika pripisane kruZnice nasuprot vrha A
trokuta A67 u toj inverziji.

Posljednja slika 7 prikazuje analognu konstrukciju srediSta kruZnice n koja isto ima
15 koraka. Razlika je jedino u tome Sto je traZena kruZnica n slika upisane kruZnice
trokuta A67 u istoj inverziji.

Matematicko-fizicki list, LVIII 4 (2007. — 2008.) B 217



Slika 7. Konstrukcija sredista kruzZnice n inverzijom.

Zakljucak

Sto smo sve mogli nauciti u ovom ¢lanku? Kao prvo, da ako neka tvrdnja (teorem
1) ima sloZeni dokaz poput rjeSenja Muminagi¢a i Nykgbinga onda sigurno postoji joS$
zamrSeniji argument poput naseg s potencijom toc¢ke. Kao drugo, da ponekad metoda
analiticke geometrije daje jednostavnije dokaze od ¢isto geometrijskih i da uvijek treba
teziti prema Sto je moguce jednostavnijim argumentima jer nam oni obi¢no pruZaju
najvise uvida u srZ problema. Kao trece, da uvijek treba i¢i prema §to je moguce vecoj
opcenitosti jer i to obi¢no daje najvise koristi i zadovoljstva.
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