Primjena majorizacije u trigonometriji

Predrag Lonéar', VaraZdin

Razno-razne zanimljive nejednakosti pojavljuju se u mnogim podruc¢jima matematike,
a gotovo redovito i na matematickim natjecanjima. Opisat ¢emo jednu metodu koja se
koristi u mnogim podrucjima, a ovdje ¢emo ilustrirati njezinu primjenu na nekoliko
problema iz trigonometrije. Koristit ¢emo pojam konveksne funkcije, ¢ija je definicija,
kao i ¢uvena Jensenova nejednakost, objaSnjena u [1]. Prisjetimo se te definicije.

Definicija 1. Neka je I interval u skupu R realnih brojeva. Za funkciju f : I — R
kazemo da je konveksna na I ako za svako x, y iz I i svako A, 0 < A <1, vrijedi

fOAx+ (1 =A)y) <Af () + (1 =2A)f (). (D

Ako pritom za svako x i y iz I, takvo da je x # y, i svako A, 0 < A < 1, vrijedi
stroga nejednakost, kaZemo da je funkcija f strogo konveksna. Funkcija f : I — R je
(strogo) konkavna ako je funkcija —f (strogo) konveksna.

Nejednakost (1) ima svoju geometrijsku interpretaciju: tetiva, tj. pravocrtna spojnica
dviju tocaka (x,f (x)) i (y,f(y)) treba biti iznad grafa ili na grafu konveksne funkcije
y = f(x). To svojstvo moZe posluziti kao definicija konveksnosti kod funkcija jedne,
pa i kod funkcija viSe varijabli. O konveksnim funkcijama, njihovim karakterizacijama
i o dobivanju geometrijskih nejednakosti pomocu njih, ve¢ je bilo govora u MFL-u,
u ¢lancima [1], [2] i [6]. Za provjeravanje stroge konveksnosti, tj. stroge konkavnosti
koristan je teorem 3 iz [2] (f” > 0 je dovoljan uvjet za strogu konveksnost, odnosno
f" < 0 za strogu konkavnost). Ovdje éemo se upoznati s jo§ jednim nacinom koriStenja
konveksnih funkcija za dobivanje geometrijskih nejednakosti u trokutu — pomocu teorije
majorizacije. Upoznajmo stoga njezine osnove!

Definicija 2. Neka su X = (x1,x2,...,%,) i Y =(y1,¥2,...,yn) dvije n-torke realnih

brojeva. Sa (x,,%y,...,X,) i (Y:Yy-- .yn) oznac¢imo njihova nerastuca preuredenja, tj.
takve njihove permutacije da vrijedi x; > x, > ... > X, i V2V, =2 KaZemo
k k

da Y majorizira X i piSemo Y > X odnosno X <Y, ako je ispunjeno: Zyi >3 x
i=1"" i=1

n n
zasve k=1,2,...,n—11 Zyi:Z)_ci .
i=1" i=1
Definicija 3. Neka su X =(x1,x2,...,%,) i Y = (y1,¥2,...,yn) dvije n-torke realnih

brojeva. KaZemo da je X usrednjenje od Y ako postoji n* nenegativnih realnih brojeva
DPuv takvih da je

n n n
ZP“V: 1, Zl’uv: Lix, = Zpuvyv za sve p =1,2,...,n.
u=1 v=I v=1
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Napomena 1. MozZe se pokazati da je ¥ > X ako i samo ako je X =(x1,X2,...,X,)
usrednjenje od ¥ = (y1,¥2,- -+, Vn)-

Napomena 2. Muirhead je 1903. pokazao da je Y > X ako i samo ako X moZemo
dobiti iz Y uzastostopnom primjenom od najvise n — 1 ovakvih transformacija T na

Y = (y1,¥2, -+, ¥n):
T (y1,Y25- -+ Yn)

=0y A F (L= 2Dy Vi 5yt (1= A)Yj 4 AV Yies1 -5 Yn)-
Pri tome je 0 < A < 1. Dakle, sve komponente, osim j-te i k-te (j < k) ostaju
fiksne, dok j-ta i k-ta postaju konveksne kombinacije od y; i yi. PokaZimo da j-ta
komponenta mora biti Ay; + (1 —A)yx, a k-ta (1 —A)y;+Ayr zaneko A, 0 <A <1.
Kako transformacija T djeluje samo na j-tu i k-tu komponentu moZemo, bez smanjenja
opéenitosti, uzeti n =2, j=1i k=2,t. X=(x1, x2) i ¥ = (y1,y2). Uzmimo da
je x; >x2 1y >y. Sada Y > X povlaci y; > x; 1 y1 +y2 = x1 + x po definiciji 2,
pa stoga i y; < xp. Imamo dakle y, < x; < x; < y;, pa postoje A; i A, takvi da je
0<A<1,0< A <1 ivrijedi
xp = Ayt + (1 = A)yz, (3)
x = (1= 2A2)y1 + Aay2.
No zbog y; + y2 = x1 + x, imamo (A; — A)(y1 —y2) = 0, t. ili A, = Ay ili
y1 = y2 = x1 = x2. U posljednjem slu¢aju mozemo uzeti A; = A,, pa u svakom slucaju
vrijedi Ay = A, = A. Ujedno iz formula (3) vidimo da je X usrednjenje od Y (vidi
definiciju 3), $to je u skladu s napomenom 1.

(2)

Teorem 1. Ako za X = (x1,%2,...,%,) i Y = (y1,¥2,...,yn) vrijedi X <Y, onda je
nejednakost

D) <D f ), @
i=1 i=1
ispunjena za sve konveksne funkcije f : R — R.

Dokaz. Pretpostavimo da je f konveksna funkcija i X < Y. Po napomeni 1 x,

je konveksna kombinacija od yy, tj. xy = > puyv za sve u = 1,2,...,n. Zbog

v=1

M=

konveksnosti od f imamo f(xy) < Y puyf(yv). Sumiramo li te nejednakosti po u,

v=I

slijedi
Zf(xu) < Zzpuvf()’v) = Z(ZPMV)f(YV) = Zf()’\f)-
u=1 u=1 v=I1 v=1 u=1 v=I
(]

Napomena 3. Moze se dokazati da vrijedi i obrat teorema 1 i da, ako je funkcija f
strogo konveksna, u nejednakosti (4) vrijedi znak jednakosti jedino u slucaju kada su
skupovi {xy,x2,...,%,} 1 {¥1,¥2,-..,yn} jednaki.

S vazno$cu teorije majorizacije moZete se upoznati u Matematic¢ko-fizickom listu u
[3, teorem 1], u jednoj nejednakosti za simetri¢ne funkcije od tri varijable, koja je ustvari
poseban slu¢aj Muirheadovog teorema. Navedimo ga bez dokaza.

Teorem 2. Neka su X = (x1,X2,...,%:), Y = (y1,¥2,...,yn) n-torke realnih
brojeva, a I1 proizvoljna permutacija skupa {1,2,...,n}. NuZdan i dovoljan
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Xn

uvjet da Z Ocﬂ‘malx]z(z) -+ Oy, bude usporediva s Z Otly{mocﬂz(z) e O%Z(n) za sve
I I

o = (oy,0,...,0,), 0 >0 za i = 1,2,...,n, je da jedan od X i Y bude
majoriziran s onim drugim. Nejednakost

D Oy ey Oy < D i) Oy - i )
1 n
vrijedi za sve realne n-torke oo = (04,0,...,0,), & >0 za i =1,2,...,n dako i
samo ako je X < Y. Jednakost u nejednakosti (5) nastupa ako i samo ako je x; = y;
zasve i=1,2,...,nili 0y =0 = ... = Q.

Teorem 1 omogucuje dokazivanje i nekih netrivijalnih nejednakosti s konveksnim
funkcijama. Jedna takva je sadrZaj sljedece leme.

Lema 1. Neka je I interval u R i f : I — R neprekidna konveksna funkcija. Neka
je 0 < 8 <n. Tada za sve x takve da su x —n, x— 8, x+ 6, x+n u I vrijedi
nejednakost

fa=8)+f(x+38) <flx—mn)+f(x+n) (6)

Dokaz. Neka je X = (x+3d8, x—8) i Y= (x+1n, x—n). Tada X <Y jer
x+n>x+8ix+n+x—n=x+38+x—35 = 2x. Nejednakost (6) je stoga posljedica
teorema 1. [

Issai Schur je, po uzoru na nejednakost (4), uveo vazan pojam Schur konveksne
funkcije.

Definicija 4. Za realnu funkciju F : A — R definiranu na skupu A C R" kaZemo da
Jje Schur konveksna ili S-konveksna ako X < Y poviaci F(X) < F(Y). Ako je X <Y,
pri Cemu X nije permutacija od Y, povlaci F(X) < F(Y) kaZemo da je F strogo Schur
konveksna ili S-konveksna. Za realnu funkciju F : A — R definiranu na skupu A C R"
kazemo da je Schur konkavna ili S-konkavna ako je funkcija —F Schur konveksna.

Iz teorema 1 neposredno slijedi
Posljedica 1. Ako je f simetricna i konveksna funkcija, tada je f Schur konveksna,

pa X <Y poviaci f(X) < f(Y). Ako je f simetri¢na i konkavna funkcija, tada je f
Schur konkavna, pa X <Y poviadi f(X) > f(Y).

Netrivijalno je da su elementarni simetri¢ni polinomi od x;, x;, ..., x, definirani s
Sk(X) = E XiyXiy « « « Xy
01 <ir<...<lg

monotono nerastuée i Schur konkavne funkcije za x; > 0. Ako je k > 1, Si(X) su i
strogo Schur konkavne funkcije za x; > 0. U sluéaju k =n je S,(X) =x1 X2+ ... Xy,
imamo sljedeéu posljedicu Schur konkavnosti od S,(X).
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Posljedica 2. Ako su X = (x1,x2,...,%,) i Y = (y1,y2,...,Yu) dvije nenegativne
n-torke takve da vrijedi X <Y, onda vrijedi x1 - Xy - ... Xy > V1 Y2 ... Vp.

Teorem 3. Neka je 1 C R interval, i X = (xl,xz,... w) €. Ako je f : I — R
(strogo) konveksna funkcija, onda je funkcija F(X) = Z f(xi) (strogo) Schur konveksna

na I, tj. X <Y na I" povlati F(X) < F(Y). Ako ]e f 1 — R strogo konveksna
funkcija i X <Y, onda F(X) = F (Y) vrijedi jedino u slucaju kada su skupovi
X={xi,x2,...,x} 1 Y={y1,Y2,...,Yn} jednaki.

Dokaz. Neka je X < Y. Po primjedbi 2, X moZemo dobiti iz Y uzastopnom
primjenom transformacija T (vidi (2)), pa je dovoljno dokazati za slu¢aj daje X =TY.
No onda moZzemo u dokazu, bez smanjenja opéenitosti, uzeti n = 2, X = (x1, x2),

Y = (yi1, y2) i
xp = Ay + (1 = A)y2,
X = (1 =A)y1 + Ays,
zaneko A, 0 <A <1 (vidi napomenu 3). Koristenjem definicije (1) sada imamo
F(X) =f(x1) +f(x2) =f (Ay1 + (1 = A)y2) +f (1 = A)y1 + Ay2)
< (Af (1) + (1 =2)f (n2)) + (1= 2)f (1) + Af (v2))
=f () +f(2) = F(Y).

Zadnja tvrdnja o znaku jednakosti izlazi iz napomene 3.

Nejednakosti za kutove trokuta

Primijenimo sada teoriju majorizacije za dobivanje nekih geometrijskih nejednakosti
u trokutu. Neka su o, i ¥ kutovi ravninskoga trokuta, tj. ¢ + 3 +y = 7.

Lema 2. Vrijede ove majorizacije,

(;_T, g, g) =< (o, B,y) < (m,0,0) za sve trokute, (7
TR T T
-z == Siljastok k
(3, 3 3) < (a,B,y) < (2, 2,0) za sve Siljastokutne trokute, (8)
TR
(E’ T Z) =< (a,B,y) < (m,0,0) za sve tupokutne trokute. 9

Dokaz. Uzmimo, bez smanjenja opéenitosti, « > >y >0i a+pB+y = m.
Tada je 3o > o+ B +vy =m, tj. a > 5. Isto tako je 3y < a+B+y =7, .
y<Z Stopovlati a+B=nm—y>%.Sadaa>%, a+p>Fioa+p+y=n
povlace (%,%Z,%Z) < (a,pB,y). U slutaju tupokutnih trokuta, imamo o > %, pa
stoga B+y =m—a < 5. No zbog y < B, sada imamo 2y < 7, tj. y < 7,
§to povladi, 1 —y = a+fp > 37”. Sada ¢ > %, a+ B > %” io+pB+y=m
povlace (%, T %) =< (o, B,y) za tupokutne trokute. Ostale navedene majorizacije se
lako dokazuju.
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Funkcije sinus i kosinus

Promatrajmo funkciju f(x) = sinx koja je strogo konkavna na intervalu (0, 7) i
primijenimo na nju teorem 3 s X = (a, f, y) uvaZavajuéi majorizacije (8) iz leme 2.
Time dobijemo

. T . T . . . . . . T . T
smE—f—sm§+smO<smo¢—|—smﬁ+smy§s1n§+31n§+31n§.

odnosno
. , . V3o
2<sina+sinf+siny <3- - za Siljastokutne trokute.

Na isti nacin dokazali bi, koriste¢i majorizacije (7) i (9) i teorem 3, nejednakosti:

3v3
2 <sina+sinf +siny < T\/_ za sve trokute,

O<sina+sinf +siny <1+ V2 za tupokutne trokute.

Znak jednakosti dostize se u sve tri nejednakosti jedino u slucaju jednakostrani¢nog
trokuta (vidi teorem 3).

Promatrajmo sada funkciju Insinx koja je strogo konkavna na intervalu (0, 7) i
ocijenimo je na skupu tupokutnih trokuta. Po majorizaciji (9) i teoremu 3 imamo,

Insino + Insin f + Insiny < lnsing +lnsin§ +lnsin§,

tj.
2 1
In(sinosin Bsiny) < 21n % =In X
i konacno, eksponenciranjem,

1
0 < sinosinfBsiny < ) za tupokutne trokute. (10)

Znak jednakosti dostize se jedino u slucaju jednakokranog pravokutnog trokuta (vidi
teorem 3).

Na isti bi nacin, koriste¢i majorizaciju (7) i teorem 3, dokazali da je

0 <sinasinfBsiny < za sve trokute,

i da se znak jednakosti dostiZe jedino u slu¢aju jednakostrani¢nog trokuta.

Zadatak 1. Dokazite da za sve $iljastokutne trokute vrijedi nejednakost
o By 3

2 — = =< =
\/_<s1n2+s1n2+sm2_2

Zadatak 2. NapiSite analogne nejednakosti za sve trokute i posebno za Siljastokutne
trokute za funkcije cosx, cos®%, koje su strogo konkavne na (O, g), i za funkciju
Incos 3, koja je strogo konkavna na (0, 7).
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Funkcija tangens

Funkcija 7g"x je strogo konveksna na intervalu (0, g) za m > 1; a funkcija 1g"5 je

strogo konveksna na intervalu (0,7) za m > 1. Majorizacija (8), (7) i teorem 3 daju
za m > 1 ove nejednakosti u trokutu:

m+2

|

<tg"a+tg" B +1tg"y zaSiljastokutne trokute,

m—2 o
37 §tgm5+tg’"§+tgm%

za sve trokute.

Funkcija Intg 3 je strogo konkavna na (0,7), pa istim zaklju¢ivanjem kao u dokazu
nejednakosti (10) imamo

Y \f

0<tg—= tg = tg E —  za Siljastokutne trokute.

Znakovi jednakosti u sve tr1 nejednakost i dostizu se jedino u slucaju jednakostrani¢nog
trokuta.

Nejednakosti za duljine stranica trokuta

Neka su a, b i ¢ duljine stranice trokuta i s = “*b“ njegov poluopseg. U daljnjem

pretpostavljamo da vrijedi a > b > ¢ > 0. Nadalje, Vrl_]edl ne_]ednakost trokuta b+c > a
ili ekvivalentno s > a. Neka je p=s—a, g=s—b i r=s—c. SadaJe 0<
p<q<r<s,ptq+r=s, a=s—p=q+r, ianalognob=r+pic=p-+gq.

Lema 3. Za sve trokute vrijede ove majorizacije,

s s S
(gagag) < (raqap) = (S,0,0), (11)

2s 2s 2s
S — 12
(3.3.3) < @b =< 50 (12)
(a,b,c) < (2r,2q,2p), (13)

a+b c+a b+c

. 14
(5= 5= 5) < @bio) (14)

Dokaz. Dokazimo (11). Uz gornje pretpostavke imamo 3r > p+q+r = s, tj.

> 3. Nadaljeje 3p <p+qg+r=s,t.p <3, §t0p0vlaéiq+r:sfp2%. Sada
r>%,qg+r>%ip+q+r=spovladi (% %) < (r,q,p) (definicija 2). Nadalje
jes>r,s+0>s—p=q+ris+0+0=p+q+r,pa(r,q,p) < (s00).

Dokazimo (12). Iz p < 5 ujedno slijedi a = s —p =g +r > 273 Osim toga
jeat+b=gq+r+r+p=s+r>s+3=1% Kakoje a+b+c=2s, imamo
(%,%,%)<(a,b,c). Nadalje je s >a, s+s>a+bis+s+0=a+b+c, pa
(a’b7 C) < (S7 S’O).

Dokazimo (13). Prvo, 2r > g+r =a, 2r+2q > q+r+r+p=a+>b i
2r+2q+2p=2s=a+b+c, paje (13) dokazano.

Matematicko-fizicki list, LVIII 1 (2007. — 2008.)

I%l



Dokazimo (14). Imamo 42 > <0 > e j g > abb g4 p > @b 4 cda
a+b+c=24b by b paje (14) dokazano.

Napomena 4. Ocjene simetricnih funkcija na skupu tupokutnih trokuta cesto
predstavljaju problem. C. Tanasescu je pokazao da za tupokutne trokute vrijede ove
majorizacije,

2(V2 = 1)s, (2 = V2)s,(2 = V2)s) < (a,b, ), (15)
((\/5_1)6', (\/5_ I)S, (3_2\/5)‘?) < (r7Qap)' (16)

Uocite da se na desnoj strani majorizacije (15) pojavljuju stranice jednakokracnog
pravokutnog trokuta, a na desnoj strani majorizacije (16) njihove dopune do s.

Primijenimo sada majorizaciju na dokazivanje nejednakosti za stranice trokuta.
Kolekcija takvih nejednakosti moZe se naci u knjizi [5]1 mnoge dokazati, pa i poboljSati
uz pomo¢ teorije majorizacije. Sljedeci zadatak je poboljSana verzija zadatka 5.47 iz te
knjige, u kojem je gornja ograda %s zamijenjena s boljom v/2s.

1. Dokazati da za sve trokute vrijedi nejednakost
Va(s —a) + /b(s — b) + \/c(s — ¢) < V2s.

Kako je za sve trokute (%, %, %) =< (a,b,c) (majorizacija (12), a funkcija

f(x) = y/x(s —x) je strogo konkavna na intervalu (0,s) (graf od f(x) je luk
gornje polukruZnice), teorem 3 daje
2 2
Va(s —a) +/b(s —b) +/c(s —c) <3 ?S-(s— ?S) = V2s.

Jednakost se dostiZe jedino u slucaju jednakostrani¢nog trokuta.
2. Dokazati da za sve trokute vrijedi nejednakost
8abc < (a+ b)(b+ ¢)(c + a). (17)
Iako se ¢ini kompliciranom, nejednakost (17) slijedi odmah iz majorizacije (14) i
posljedice 2.
Zadatak 3. Dokazite nejednakost (17) na drugi nacin, koriste¢i nejednakost izmedu

geometrijske i1 aritmeticke sredine. Odatle se vidi da (17) vrijedi i ako su a, b i ¢
proizvoljni nenegativni brojevi i da znak jednakosti vrijedi jedino u slucaju a = b = c.
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