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Sazetak: U radu se razmatraju Karamatine nejednakosti koje su neposredne posljedice Jensenove ne-
jednakosti. Zatim je pomocu tih nejednakosti dokazan veéi broj nejednakosti koje su zadavane na mate-
matickim takmicenjima.

1. Uvod

pa je njihovo detaljno proucavanje neophodno. Veéina ucenika, uCesnika matematikickih takmicenja, je
upoznata s nejednakostima izmedu sredina, Nesbittovom nejednakoséu, nejednakostima preraspodjele, Jen-
senovom nejednakoséu i nizom drugih nejednakosti. Jedna od manje poznatih nejednakosti je Karamatina
nejednakost, koja se u literaturi ¢esto povezuje s imenima poznatijih matematicara, medu kojima su Schur,
Hardy, Littlewood, Pojaa i Weyl, a moze se naé¢i i kao nejednakost za majorizaciju.

2. Konveksne funkcije. Jensenova nejednakost

Definicija 2.1. Za funkciju f reéi éemo da je konveksna na intervalu (a,b) ako za bilo koje x1,x2 € (a,b)
i za svako « € [0, 1] vrijedi nejednakost

flazi+ (1 —a)zs) <af (z1) + (1 —a) f(z2).
Za funkciju f kaZemo da je konkavna na (a,b) ako je funkcija —f konveksna na (a,b).

Definicija 2.2. Funkciju f nazivamo strogo konveksnom na (a,b) ako za bilo koje x1, x4 € (a,b), 1 #
i za svako « € (0,1) vrijedi nejednakost

flazy+ (1= a)xe) <of (1) + (1 —a) f(22).
Funkciju f nazivamo strogo konkavnom na (a,b) ako je funkcija —f strogo konveksna na (a,b).

Primjer 2.3. [/] Funkcija f (x) = 22 je strogo konveksna na intervalu (—oo,+00). Zaista, ako je x1,xo €
(—00,+00), 1 # z2 i a € (0,1), tada vrijedi
(azy + (1 —a)22)* = 0?2 +2a (1 — @) z120 + (1 — a)® 2
<o’z +a(l—a) (2] + 23) +(1-a)’2?=az?+(1-a)zd,

$to znaci da je funkcija f (x) = x? strogo konveksna na (—o0o, +00).
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Primjedba 2.4. Prethodni primjer pokazuje da je postupak neposredne provjere konveksnosti prilicno sloZen
¢ak i za nagjednostavnije funkcije. Postavlja se pitanje postoji li jednostavniji nacin za provjeru konveksnosti
funkcije, pomocéu npr. neprekidnosti, diferencijabilnosti i slicno. U nastavku éemo se detaljnije zadrZati na
prethodnim pitangima, ali cemo prvo razmotriti nekoliko osnovnih svojstava konveksnih funkcija. Pretpostavit
cemo da je citatelj upoznat s neprekidnoSéu i diferencijabilnoséu realnih funkcija definiranih na intervalu
(otvorenom ili zatvorenom,).

Lema 2.5. [/] Konveksna funkcija f : (a,b) = R, f # const ne dostiZe svoj maksimum ni u jednoj tacki
xo € (a,b).

Dokaz: Pretpostavimo suprotno tvrdnji leme, to jest da funkcija f dostize svoju maksimalnu vrijednost u
bar jednoj tacki zg € (a,b). Bududi da je f # const, postoji interval (1, x2) C (a,b) tako da je xg € (x1,x2)
a na jednom od njegovih krajeva vrijednost funkcije je strogo manja od njezine vrijednosti u tacki xy. Neka
je, na primjer, f(x1) < f(zo), f(z2) < f(x0). Zbog toga, buduéi da je z¢ € (x1,x2), postoji a € (0,1)
takav da je z9 = ax1 + (1 — @) z2. Ako posljednje dvije nejednakosti pomnozimo redom s « i 1 — «, te ih
nakon toga saberemo, dobit ¢emo

af(zr) + (1 —a) f(z2) < f (o) = f(axr + (1 —a)wa),
§to je u protivrjecnosti s konveksnoséu funkcije f. [

Posljedica 2.6. Konkavna funkcija f : (a,b) = R, f # const ne dostiZe svoj minimum ni u jednoj tacki
xo € (a,b).

Dokaz: Neposredno slijedi iz Leme 2.5 i Definicije 2.1. [

Teorem 2.7. [/] Ako je funkcija f : (a,b) — R konveksna (konkavna) i ogranicena na (a,b), tada je ona
neprekidna na (a,b).

Dokaz: Razmatrat ¢emo slucaj kad je funkcija f konveksna. Analogno se izvodi dokaz i u slu¢aju konkav-
nosti. Posto je f ograni¢ena na (a,b), postoji konstanta M > 0 takva da je |f (z)] < M za sve z € (a,b).
Neka su zg € (a,b) i h > 0 tako da je o & h € (a,b). Iz osobine konveksnosti funkcije f slijedi nejednakost

2f (zo) < f(wo—h) + f(zo +h),

§to je ekvivalentno s nejednakoséu

f o) = f (wo = h) < f (20 +h) = [ (20). (1)
Akojexo £ (k+1)h € (a,b) za k=1,2,...,n — 1, tada iz nejednakosti (1) dobijamo sistem nejednakosti
f(@o = kh) = f(xo = (k+1)h) < f(xo+h) = f(20) < f(xo+ (k+1)h)— f(xo + kh) (2)

za k=0,1,...,n — 1. Sabiranjem svih nejednakosti iz (2), dobijamo nejednakosti

f(zo) — f (o —nh) < flzo+h) - f (z0) < f (zo +nh) — f (z0)

odakle se, zbog ograni¢enosti funkcije f, dobije da vrijedi

7 o+ 1) f (o)l < 22 g

Neka je zadano € > 0. Uzmimo da je

”ZFMJ“ , 5:min{b—wo’xo—a},
13 n n

Konacno, iz (3) slijedi da za ovako odabrano § > 0 vrijedi |f (z) — f (x0)| < €, ¢im je |z — xg| <, to jest
funkcija f je neprekidna u proizvoljnoj tacki z¢ € (a,b). O
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Teorem 2.8. [3] Funkcija [ : (a,b) — R je konveksna (strogo konveksna) ako i samo ako za svaku tacku
xo € (a,b) funkcija

g@)= L@ ZI@) ) feo)

T — X9
monotono raste (strogo monotono raste) na (a,b).

Dokaz: Razmatrat ¢emo samo slucaj stroge konveksnosti. Neka je a < zg < x1 < x5 < b i

T2 — T
a="—"" l1l-a= .
T2 — o T2 — o

1 — To

Tadajea € (0,1)ix; = azg+(1 — &) x2. Sada tvrdnja za ovaj slucaj proizilazi iz sljededeg niza ekvivalentnih
nejednakosti

flazo+ (1 —a)z2) < af (zo) + (1 —a) f(2)

2 f (o) + 20 f (1)

= (v2 — o) [ (21) < (v2 — 1) f (20) + (71 — T0) [ (22)
= (2 —20) [f (1) — [ (z0)] < (x1 — w0) [f (x2) — [ (20)]
fl@y) = flzo) _ fl22) = f(20)

1 — o T2 — X

= f(z1) < oo

= g(@1) = =g(z2).

Dokazi za slucajeve a < 1 < g < 2 < bia < 21 < 2 < xg < b izvode se analogno. U sluacaju
konveksnosti funkcije treba samo u gornjem nizu ekvivalentnih nejdnakosti znak ”<” zamijeniti s 7<”. [

Teorem 2.9. [/] Neka je f : (a,b) = R i neka za svako x € (a,b) postoji f' (x). Funkcija f je konveksna
(strogo konveksna) na (a,b) ako i samo ako funkcija f' monotono raste (strogo monotono rste) na (a,b).

Dokaz: Neka je f konveksna na (a,b) i a < 1 < x93 < b. Prema Teoremu 2.8, za tacke a < u < 1 < 23 <

v < b, imamo
f(u) = f (1) < f(z2) — f(z1) _ f (1) = f(22) <

U — I Xro — I Xr1 — T2 VUV — T9
odakle slijedi
! [ (w2) = f(z1)

fo (@) <
ro — I

f(v) = f(x2)

b

odnosno

fa) = fo(x1) < fl(z2) = f' (22),

to jest f’ monotono raste na (a,b).

Pretpostavimo sada da f’ monotono raste na (a,b) i za g € (a,b) razmatrajmo funkeiju g (x) = %ﬁgm”%

x € (a,b) \ {zo}. Prema Lagrangeovom teoremu slijedi da postoji tacka ¢ izmedu x i 2 tako da je f (z) —
f(xo) = [ (¢) (x — xp). Sada imamo

J (2) = f(@) (& = x0) = (f (x) = f(w0)) _ f'(2) = [ (¢) >0, z¢(ab)\{zo},

(z — x0)° T — o

to jest funkcija g monotono raste na intervalima (a,zg) i (zo,b). Osim toga,

g(xo —0) = fL (x0) = f' (v0) = f} (x0) = g (x0 +0).

Iz svega ovog i na osnovu Teorema 2.8 slijedi da je funkcija f konveksna na (a,b). O
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Teorem 2.10. [3/ Neka je f : (a,b) — R i neka za svako z € (a,b) postoji f' (x). Funkcija f jekonveksna
na (a,b) ako i samo ako za svako x € (a,b) vrigedi f” (x) > 0. Funkcija f je strogo konveksna na (a,b) ako
i samo ako je " (x) > 0 za svako x € (a,b) i ne postoji interval (e, B) C (a,b) takav da za svako x € (o, )
vrijedi f" () = 0.

Dokaz: Prema Teoremu 2.9 funkcija f je konveksna na (a,b) ako i samo ako f’ monotono raste na (a,b).
No, f’ monotono raste na (a,b) ako i samo ako je f” (x) > 0, za svako z € (a,b).

S druge strane, prema Teoremu 2.9, funkcija f je strogo konveksna na (a,b) ako i samo ako f’ strogo
monotono raste na (a,b). No, funkcija f’' strogo monotono raste na (a,b) ako i samo ako je f” (x) > 0 za
svako x € (a,b) i ne postoji interval («, 8) C (a,b) takav da za svako x € (a, ) vrijedi f” () =0. O

Teorem 2.11. (Jensenova nejednakost)[1],[2] Ako je f konveksna funkcija na (a,b), tada je za svaki
prirodni broj n > 2, za koji je x1,%a,...,Zn € (a,b) i za koji je aq, ag,...,a, € [0,1], takvi da je a1 + ag +
... + a, =1, zadovoljena nejednakost

flarzy + aszo + oo + anzy) < arf (x1) + aof (z2) + ... + anf (z4) - (4)

Ako je funkcija f strogo konveksna, tada u (4) vrijedi stroga nejednakost, pri cemu su brojevi x1, Ta, ..., Ty, €
(a,b) takvi da nisu svi medusobno jednaki, a brojevi ay,as, ..., ap € [0,1] su pozitivni.

Dokaz: Dokaz ¢emo izvesti principom potpune matematicke indukcije u sluéaju konveksnosti. Za n = 2
nejednakost (4) se poklapa s nejednakoséu u definiciji konveksne funkcije.

Pretpostavimo da je nejednakost (4) ta¢na za proizvoljan izbor od n — 1 tacaka intervala (a,b) i za n — 1
nenegativnih brojeva ¢iji je zbir jednak 1. Neka je n > 3 i neka su dati z1, zo, ...,z € (a,b) 1 a1, a9, ..., qp €
[0,1], takvi da je a1 + @ + ... + a, = 1. Od brojeva ay,as, ..., a, najmanje jedan je razlicit od 1. Bez
ogranic¢enja opcenitosti mozemo smatrati da je oy < 1. Tada, prema induktivnoj pretpostavci, imamo

f (Zakxk) =f <a19€1 +(1 —C%1)Z 1 fka xk) Sonf(z)+(1—on)f (Z 1 iék xk)
k=1 ! “

823

<o f(z)+(1—o) Z

11—«
k=2 1

f(ze) = Zakf (k) -
k=1

Prema tome, nejednakost (4) vrijedi i za n tacaka, pa prema principu potpune matematicke indukcije slijedi
da vrijedi i za svaki prirodni broj n. O

3. Karamatine nejednakosti

Definicija 3.1. Neka su a = (a1,a9,...,a,) @ b = (b, ba, ..., b,) dva konacéna niza realnih brojeva. KaZemo
da niz a majorira niz b, sto éemo oznacavati s a > b ili s b < a, ako, uz eventualno prenumeriranje nizova,
vrijede sljedeci uvjeti:

Har>ay>...>2a, iby >by>...> by,

2)a;+ag+...+ap>by+bo+ ...+ by, za svako k € {1,2,...n— 1} i
3)ar+as+..+a,=0b;+by+ ...+ b,

Pri tome ¢emo za niz a reéi da je majoranta, a za niz b da je majoriran.

Primjedba 3.2. a) Jasno je da prvi uvjet u Definicije 3.1 nema nikakvih ogranicenja, buduéi da se nizovi
uvigek mogu prenumerirati tako da on bude zadovoljen. Kljucni su drugi ¢ treéi uvjet.
b) Za svaki niz a = (a1, as, ..., a,) vrijedi a = a.

Primjer 3.3. a) Ako je a = (a1,aq, ...,ay,) proizvoljan niz nenegativnih realnih brojeva, Ciji je zbir jednak
n, tada vrijeds

(n,0,...,0) = (a1,a2,...,a,) = (1,1,...,1).

b) Nizovi (4,4,1) i (5,2,2) su neuporedivi u smislu Definicije 3.1, ni jedna od njih ne majorira drugu.
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Teorem 3.4. (Prva Karamatina nejednakost)[3],[4],[5] Neka nizovi a = (a;);_, i b= (bi)i—, pripa-
daju intervalu (z,y). Ako je a = b i ako je f: (x,y) = R konveksna funkcija, tada vrijedi nejednakost

ZNMZZN@y (5)

Dokaz: Uvedimo oznake ¢; = w, 1 =1,2,...,n. Funkcija f je konveksna, pa prema Teoremu 2.8
funkcija -

f(t) = f(to)
t—to

g(t)= ) t€($7y)\{t0}v

monotono raste na (z,y). Zbog uvjeta 1) Definicije 3.1 niz ¢ = (¢;);._, monotono opada. Dalje, neka je

k k
Ak:Zai, Bk:Zbia k:].,?,...,n, A():BO
; —1

Iz uvjeta 2) i 3) Definicije 3.1 slijedi

A > B, zak=1,2,...n i A, = B,.

Zato je
D ofa) =Y fb) =Y [f(a) = f )] =) cilai—by)
i=1 i=1 i=1 i=1

= Z ¢ (Ai —Ai—1 — B;j + Bi_1)
i=1

:Zci(Ai—B ZC'L i—1 — Z 1)
i=1
n—1

= ZC,L A B Zcz-‘,-l A B)
i=1

n—1

= Z (Ci — Ci+1> (Al — Bl) .

i=1

No, kako je ¢; > ¢;411 A; > B, zai=1,2,...,n — 1, vrijedi

n n n—1
Zf (ai) — Zf (bi) = Z (ci = ciy1) (Ai — Bi) >0,

Sto je upravo nejednakost (5).
Jasno je da u Karamatinoj nejednakosti (5) znak jednakosti vrijedi ako i samo ako za svakoi € {1,2,...,n — 1}
vrijedi Ci = Ci+1 ili AZ = Bz O

Definicija 3.5. Ako su za nizove a = (a1, asg, ...,apn) © b= (b, by, ...,by,) ispunjeni uvjeti:
Hay>ay > ...>a, i by > by > ... > by,

2) a1+ as+ ...+ ap > by +by+ ...+ by, za svako k € {1,2,...,n — 1},

tada kazZemo da niz a slabo majorira niz b.

Jasno je, ako niz a magjorira niz b, tada on i slabo majorira niz b.
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Teorem 3.6. (Druga Karamatina nejednakost)[4],[5] Neka niz a = (a;);_, slabo majorira niz b =
(b;)i,. Ako je f: R — R monotono rastuéa konveksna funkcija, tada vrijedi nejednakost (5).
Dokaz: Koristit ¢emo iste oznake kao i u dokazu Teorema 3.4. Na potpuno isti nacin zakljucujemo da je

n n n

Zf(al)_z :ZQ A B ZCZ i—1 — Bi_ 1)
=1 =1 =1 1=1
n—1

=cp ( i —ciy1) (4; — By).

No, ¢; > ¢iy1,zai=1,2,..n—11 A; > B;, zai=1,2,...,n i kako je f monotono rastuca funkcija, imamo
da je ¢, > 0, pa zato je desna strana u posljednjoj jednakosti nenegativna, Sto znaci da je ta¢na nejednakost

(5). O

4. Jensen-konveksne funkcije

Primjedba 4.1. U Sekciji 1 razmatrali smo konveksne funkcije i dokazali Jensenovu nejednakost. QOvdje
cemo spomenuti da osim konveksnih funkcija postoje i tzv. Jensen-konveksne funkcije.

Za funkciju f : (a,b) — R reéi ¢emo da je Jensen-konveksna ako za sve x,y € (a,b) vrijedi

() <t “

Funkcija f je strogo Jensen-konveksna ako u (6) vrijedi stroga nejednakost.
Za Jensen-konveksne funkcije vrijedi sljede¢i teorem.

Teorem 4.2. [3],[4] Ako je [ : (a,b) — R Jensen-konveksna funkcija, tada za sve x; € (a,b), i =1,2,...,n
vrigedi nejdnakost

f(xl —|—x2—|—...+xn> < f(xl)—&—f(xg)—i—...—kf(xn). (1)
n n
Ako je f strogo Jensen-konveksna, tada znak jednakosti u (7) vrijedi ako i samo ako je x1 = xo = ... = y,.

Dokaz: Prvi nacin. Bez ograniCenja opcéenitosti mozemo pretpostaviti da je x1 > x2 > ... > x,. Za niz

1+ 2o+ ...+ 2y
n

Y1 =Y2=...=Yn =

vrijedi x > y, pa iz druge Karamatine nejednakosti slijedi
Yo fE) =D W),
i=1 i=1
to jest
- ~ 1+ 2o+ ...+ 2y
i) >

odakle slijedi nejednakost (7). Jasno je da, u slucaju kada je f strogo Jensen-konveksna, u (7) vrijedi znak
jednakosti ako u (6) vrijedi znak jednakosti, to jest ako i samo ako je 1 = xo = ... = x,.
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Drugi nacdin. Za n = 2, nejednakost (7) je u sustini nejednakost iz definicije Jensen-konveksne funkcije.
Pretpostavimo da (7) vrijedi za prirodni broj n > 2 i neka su z; € (a,b), i = 1,2,...,n,n + 1. Uvedimo
n+1
omaku & = 5 21 x;. Tada iz induktivne pretpostavke slijedi
iz

LS i+ 7E”’+1+,5”_1)z f (,11 > xz> +f (7$"+1+75n_1)z)
1=1 =1

flx)=Ff 5 < 5

n

> (@) + [ (zns1) +(n=1) f(2)
S =1

2n ’

odakle, nakon sredivanja, dobijemo

fla)=f (x1+x2+...+xn+xn+1> < )+ f(x2)+ ..+ f ) + f (The1)

n+1 n+1

7

to jest nejednakost (7) vrijedi za n+ 1. Prema principu potpune matematicke indukcije slijedi da (7) vrijedi
za svaki prirodni broj. O

5. Primjeri rijeSenih problema

Problem 5.1. [3] Dokazati da za proizvoljne pozitivne brojeve a, b i ¢ vrijedi nejednakost

1 1 1 1 1 1

<— 44—
a+b+b+c+c+a_2a+2b+2c (8)

Rjesenje.  Bez ograniCenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je a > b > c¢. Tada je jasno da je

(2a,2b,2¢) = (a+b,b+c,c+a). Kako je funkcija f (x) = L konveksna na intervalu (0, +00), to iz prve

Karamatine nejdnakosti slijedi nejednakost ’
fQ2a)+ f(2b) + f(2¢) 2 fla+b)+ f(b+c)+ f(cta),
Sto je ekvivalentno s nejednakoséu (8).

Problem 5.2. [/] Dokazati da za sve a,b > 0 vrijedi

Va+ da+ b+ Vo< b+ Ja+Va+ Vb (9)
Rjesenje. Bez ogranicenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je b > a > 0. Za brojeve

y=b+ Vb z=a+ Ja,u=b+ Ja,v=a+ Vb
vrijedi y > z, pa je zato (y,z) = (u,v) ili (y,2) > (v,u) u zavisnosti od toga da li je u > v ili je v > w,

respektivno. Nadalje, funkcija f (2) = —&/x je konveksna na intervalu (0, +00), pa prema prvoj Karamatinoj
nejednakosti vrijedi nejednakost

FW+ 1) =fw+f),
Sto je ekvivalentno nejednakosti (9).

Problem 5.3. [/] Neka su a, b i ¢ duZine stranica trougla. Dokazati da je

Va+b—cH+Votc—a+vVeta—b<Va+Vo+ e (10)
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Rjesenje. Bududi da su a, b i ¢ duzine stranica trougla vrijedia > 0,b>0,¢>0,a4+b—c>0,b+c—a > 0,
¢+ b—a > 0. Bez ogranic¢enja opéenitosti mozemo smatrati da je a > b > c¢. Lahko se pokaze da vrijedi

(a+b—c,c+a—bb+c—a) > (ab,ec).

Kako je funkcija f () = —+/x konveksna na intervalu (0, 400), prema prvoj Karamatinoj nejednakosti slijedi
nejednakost

flatb—c)+ flc+a—=b)+f(b+c—a)> f(a)+ f(b)+ f(c).,

koja je ekvivalentna nejednakosti (10).

Problem 5.4. [3] Dokazati da za sve pozitivne realne brojeve a, b i ¢ vrijedi nejednakost
(a+b—c)(b+c—a)(a+c—b) <abe (11)

Rjesenje. Bez ogranicenja opcéenitosti mozemo smatrati da je a > b > ¢. Ocito je da od brojeva a + b — ¢,

b+ c—aic+ a—Dbnajmanje jedan moze biti negativan i ako je jedan od tih brojeva negativan, tada je

nejednakost (11) trivijalna. Zato pretpostavimo da su sva tri ta broja nenegativni. Tada je
(a+b—cc+a—bb+c—a) > (a,b,c)

i kako je funkcija f (z) = —Inx, z € (0,400) konveksna, iz prve Karamatine nejednakosti slijedi nejednakost
—In(a+b—c)—In(b+c—a)—In(c+a—>b) > —Ina—Inb—lngc,

Sto je ekvivalentno nejednakosti (11).

Problem 5.5. Neka su a,b,c > 0 takvi da je abc = 1. Dokazati da je

ot e e d) o

Rjesenje. 1z a,b,c > 0 i abc = 1 slijedi da postoje x,y,z > 0 takvi da je a = %, b=
zamjenom i sredivanjem dobijamo nejednakost

. Sada,

SES
.
o
Il

8w

(wty—2)(y+z—2)(z+a—y) <ayz
koja je ve¢ dokazana u Problemu 5.4.

Problem 5.6. [3] Dokazati da za pozitivne brojeve ay asg, ..., a, vrijedi nejednakost

3 3 3
a a a

1 2 n—1
e T T
az a3 an

3
a
fzﬁ+ﬁ+m+ﬁ. (12)

—

Rjesenje. Neka su x; =lna;, ¢ = 1,2, ...,n i razmotrimo nizove
31 — x9,3T2 — 3,...,3T, —x1 1 21,229, ...,2%,. (13)

Dokazimo da nizovi (13), koji su poredani u opadajuéem redoslijedu svojih ¢lanova, zadovoljavaju Teorem
3.4. Neka su indeksi mq, ma, ..., my, 1 k1, ko, ..., k, takvi da je

{ml,mz, ,mn} = {kl, kg, ,kn} = {1,2, ...,Tl}, (14)

3xm1 — Tmq+1 Z 31'm2 — Tmy+1 2 Z 3Imn — Tm,+1, (15)

21‘k1 Z 217k2 Z Z 25Ckn. (16)
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Tada, prvo iz (15), a zatim iz (16) slijede nejednakosti:
3Ty, — Trmy41 = 3Tk — Ty 41 = 2Tp,

(3$m1 - xm1+1) + (31‘m2 - $m2+1) > (3mk1 - xlirl) + (3xk2 - xk2+1) > 2xk1 + 2xk27

i opéenito, za p = 1,2, ...,n — 1 zbir prvih p ¢lanova u (15) nije manji od zbira prvih p ¢lanova u (16). Jasno
je da za p = n vrijedi znak jednakosti, §to znaci da su svi uvjeti Teorema 3.4 zadovoljeni. No, funkcija
f(z) = €%, x € R, je konveksna, pa je zbog toga

631:171:2 +e312713 4+ + e3zn*$1 > e2I1 + 62$2 + ..+ 62$n

te ako u zadnjoj nejednakosti stavimo x; = Ina;, i = 1,2,...,n i iskoristimo da je e!™? = t, za svako t > 0,
direktno ¢emo dobiti nejednakost (12).

Primjedba 5.7. Na potpuno analogan nacin, za pozizivne realne brojeve moZe se dokazati da vrijedi nejed-
nakost

k
apt™t agth ai™y | aptt k, k k
—+ =+ .. —+—— 2>aj +as+..+a;.
ay ay ay ay

Pri tome treba uvesti smjenu x; = Ina;, i = 1,2, ...,n 1 razmatrati nizove

(n+k)z; —nzipr, 1=1,2,.,t @ kg, i=1,2,...,t (kad je 2411 = x1).
Problem 5.8. [3] Ako su z; € [—%, %}, i=1,2,...,n, tada je

cos (2x1 — x2) + cos (223 — x3) + ... + cos (22, — x1) < coST1 + COSTa + ... + COS Xy (17)
Dokazati.

Rjesenje. Ocito brojevi 2z — x9,2xs — x3,...,2T, — 1 1 21,22, ..., T, pripadaju intervalu [—% g] Na
ovom intervalu funkcija f (t) = — cost je konveksna. Analogno kao u Problemu 5.6 se dokazuje da nizovi
2r1 — x2,2T9 — X3, ..., 2Ty — T1 1 T1, To, ..., Ty, Kada su rasporedeni da budu opadajudi, zadovoljavaju uvjete

Teorema 3.4. Konaé¢no, nejednakost (17) slijedi iz prve Karamatine nejednakosti.

Problem 5.9. Neka su ay,as,...,a, € RY, n > 2. Dokazati da je

(I4+a1)(A+a2)...1+ap) < (1+a%> (1+a%) <1+a3‘>.

az as a1

Rjesenje. Postoje z1,x9,...,x, € R takvi da je a; = €*',as = €"2,...,a, = €. Jasno je da su brojevi
2x1 — x9,2x9 — X3, ..., 2, — X1 1 T1, T2, ..., Ty realni; a funkcija f(z) = In(1+¢e®), z € R je konveksna.
Sada, analogno kao u Problemu 5.6 se dokaze da nizovi 2x1 — x2,2x2 — 3,...,2¢, — X1 1 T1,Z2, ..., Tn,
kada su rasporedeni da budu opadajuéi, zadovoljavaju uvjete Teorema 3.4. Konaé¢no, iz prve Karamatine
nejednakosti i osobina funkcije In, dobijemo

o xrs3

627;1 62;52 eQacn
1n(1+e$1)+ln(1+e“2)+...+ln(1+e‘”n)§1n<1+ )—l—ln(1+ )+...—|—ln(1+ zl),
€ € €
odnosno
62361 621'2 ezm"
In(l4+e™)(1+e"?)...(1+e*")<In (1+ ) <1+ ) (1+ ),
er?2 ers er1

odakle je

(14e™) (14e2) .. (1+¢™) < <1+ 62%) (1 + 62%) (1 + ehﬂ) :

er2
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to jest

(1+a1)(l+az)..(1+a,) < <1+Z§> <1+Z§> <1+Z’21’>,

a §to je i trebalo da se dokaze.

Problem 5.10. Neka su aq,as, ...,a, € RT, n > 2. Dokazati da za sve p,k > 1 vrijedi

art+as+...+ay b a’f—l—a’g—i—...—i—aﬁ
D P p | 2 k k (18)
ay +ay +...+an a™ +ab" + .+ a
Rjesenje. Uocimo da vrijede sljedece ekvivalencije
k k
(18) (alk—i— agk—i— ot ank) Z (alf + ag +..+ ap)
ar +a; +...tay +a o
a1 +az+ ... +ay S a1+a2+...+aﬁ
Yak +ak + .. +ak i/alfk+a§k+...+aﬁk
ak a”k
= % > (19)
Z af +ak+ ... +ak ; L AR

Bez ogranic¢enja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je a; > as > ... > a,. Nekaje 0 < g <pi

al al
A = L i B; = . =1,2,...,n.
Cal+d+ .+ db it al+al+ ... +at’ TR een
Imamo da je
A >Ay>..>A,, B >By> ZA *ZB’*

Takoder, za svako m < n vrijedi

m
ZAi > ZBi — (] +...+ab) (af+ ...+ al) > (al + ...+ al) (a}... + ab)

(aan + ot a?l) > (af+...+al) (afn+1-~- + agl)

a posljednja nejednakost je tacna buduéi da za i < j ip— ¢ > 0 vrijedi a™? > @~ ?. Prema tome, niz

Ay, As, ..., A, majorira niz By, Bs, ..., B,. Dalje, p, k > 1, pa je zato pk > k, §to znaci da niz
pk
ar
S = ! o, i=1,2,..n
Ptah + . +an

majorira niz

ak

T, = t 1=1,2,..,n
Cadbtab 4.t ak o

i kako je funkcija f(t) = —</t, k > 1, konveksna na (0,400), iz prve Karamatine nejednakosti slijedi
nejednakost (19).
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Problem 5.11. (IMO 69.1) Dati su realni brojevi a;, b;, i = 1,2,...,n takvi da je

ay > ag > ... > an >0,

b1 Z aq, b1b2 Z aiaz, ... ,blbg...bn > a1ag...ay.

Dokazati da je
b1 +bo+...+b,>a;+as+ ...+ a,. (20)

Rjesenje. Neka je a; = €%, b; = ¥, i = 1,2, ...,n. Jasno je da niz (y;);_, slabo majorira niz (z;);_, i kako

i= i=

je funkcija f (t) = ¢!, t € R, monotono rastuéa i konveksna funkcija, iz Teorema 3.6 slijedi nejednakost

n

n
E eyi ZE e%"
=1

i=1
koja je ekvivalentna nejednakosti (20).

Problem 5.12. Odrediti maksimum izraza a® + b + ¢3, ako a,b,c € [-1,1] ia+b+c= —1.

Rjesenje. Bez ogranicenja opcenitosti mozemo smatrati da je 1 > a > b > ¢ > —1. Lahko se pokaze da
vrijedi (1, f%, 1) > (a,b,c). Kako je funkcija f (x) = 2® konveksna na intervalu [—1, 1], iz prve Karamatine
nejednakosti slijedi

8
a8—|—b8—|—08:f(a)—|—f(b)—|—f(c)Sf(l)—kf(—;)+f(—1):18—|—<—;> +(—1)8=2%.

Prema tome, trazeni maksimum je jednak 2% idostizesezaa=1,b= —%, c=—1.
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Pucto Manuecku, Ckonje
Camounn Manuecku, Ckonje

HEPABEHCTBA HA KAPAMATA

HepaBeHcTBarta ce HeEOAMWUHAMB fefl BO paboTaTta Ha MaremMaTnyapute, 0CO6eHO Ha
OHVe 4Yunj MOTeceH WMHTepeCc e MaTemarTuykata Hasusa, na 3aroa e HeOomnxofHO HWBHO
[eTa/HO M3ydyBare. Ha NoBekeTo y4eHWUM, HATMpeBapyBayn Nno mMatemMaTuka, UM ce
MO3HaTW HepaBeHCTBATa Mely CpeuHUTE, HepaBeHCTBOTO Ha HecbuT, HepaBeHCTBaTa 3a
npeypefyBsarbe, HEPaBEHCTBOTO Ha JEHCEH W HW3a [pyry HepaseHCTBAa. EAHO of no-
MasIKy Mo3HaTUTE HepaBeHCTBa € HepaBeHCTBOTO Ha Kapamara, KOoe BO fiMtepartypara
YeCcTO MaTu ce MoBp3yBa CO MMWHbA Ha MOBEKe MO3HATW MaTeMaTnyapu, Mefy Kou ce
LLyp, Xapaw, Nutneyg, Mojaa 1 Bejn, a MOXe Ja ce CPeTHe U Kako HepaBeHCTBO 3a
MajopusaLuja.

1. KOHBEKCHW ®YHKUWMN, HEPABEHCTBO HA JEHCEH

JedbumHmuymja 1. 3a yHKumjata f Ke Benume [eka e KOHBEKCHA Ha WHTEepBasioT
(a,b) ako 3a cekon xg,%, € (a,b) v 3acekoj a €[0,1] e MCNONHETO HEPaBEHCTBOTO
flax+@-a)x)<af(x)+@-a)f(x).
3a yHKumjata f Ke Benmme [eka e KOHkaBHa Ha (a,b) ako yHkumjata —f e KOH-

BekcHa Ha (a,b).

JedmHnumja 2. dyHkumjata f ja HapekyBame CTPOro KOHBeKcHa Ha (@,b) ako 3a
ceKon Xg, X € (a,b), X # X, 1 3acekoj a €(0,1) Baxu
flax+@-a)x)<af(xy)+@-a)f(x).
®yHKkumjata f ja HapekyBame CTPOro KoHkasHa Ha (a,b) ako (yHKumjata —f e

CTPOro KoHeekcHa Ha (a,b).

Mpumep 1. Ke gokaxeme Aeka (yHKUmjaTa f(x):x2 e CTPOro KOHBEKCHa Ha

(—o0,+0) . HaBuCTUHa, aKo ¥ # X, 1 a € (0,1), Toraw
@x + (1—61)X2)2 =a 2)(12 +2a(l-a)xx +(1-a )2x§
<a2x12 +a (1—a)(x12 + x%) + (1—a)2x§ =a x12 + (1—a)x§

LUTO 3HauM Aeka pyHkumjata f(x) = x° e CTPOro KOHBEKCHA Ha (—o0,+00) . W
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3abenewwika 1. MpeTXoAHMOT NpUMep MOKaXyBa [eKa nocTtankarta 3a HenocpefiHa
NpoBepKa Ha KOHBEKCHOCTA € [l0CTa C/IOXeHa AypW M Kaj HajeAHOCTaBHUTE PYHKLMM.
Ce nocTaByBa npatlarbe, fanu rnocTou NoefHOCTaBEH HauMH fa Ce NPOBEPU KOHBEKC-
HOCTa Ha efHa (hyHKUMja, KOPUCTEjKM T Ha NpUMep HenpekMHaTocTa, AndepeHumja-
6unHocTa 1 cnmyHo. MoHaTaMy NoAeTanHO Ke ce 3aApXXMMe Ha NPEeTX0AHUTE npallatba,
HO MPBO Ke pa3rfiefiame HEKONKY OCHOBHW CBOjCTBAa Ha KOHBEKCHMTE thyHKLMK. MpuToa
Ke CMeTaMe AeKa YMTaTenoT e 3aro3HaeH co HemnpeknHaTocTa u AndepeHUmjabuaHocTa
Ha peanHuTe YHKLMIN ONpeaeneHn Ha nHTepaan (OTBOPEH WM 3aTBOPEH).

Jlema 1. KoHBekcHata yHKumja f :(a,b) > R, f #const He gOCTUrHyBa Makcu-
MYMOT BO TOUKa X € (a,b).

[Jokas. Heka npetnoctaBumMe Aeka yHkumjata f ro gocturHysa CBOjOT MakCUMyM
BO TouKaTa Xg € (a,b). bugejkm f #const, nocton nHTepBan (X, %) < (a,b) Takos
WTO Xg € (X,X>) W Ha efieH Off HeroBMTe Kpaesu BpefHOCTa Ha (PyHKumjata f e
CTPOro nomana Of, Hej3nHaTa BPEAHOCT BO ToukaTa X;. Heka, Ha npumep,
f(x) < f(xg), F(x)< (X)) . MoHatamy, Guaejkn Xqg € (X, Xo) Aobusame feka ro-
cton a €(0,1) TakoB WITO Xy =aX +(1—-a)X,. AKO NocnefHnUTe [Be HepaBeHCTBa I
MOMHOXWME CO & M 1—a , CO0ABETHO U rn cobepeme, JobnBame

af(xq)+@-a)f(x)< f(x)="~f@ax+@-a)x),

LITO MPOTMBPEUM Ha KOHBEKCHOCTA Ha hyHKUMjaTa f . m

Mocnepgmua 1. KoHkasHaTa yHkumja f :(a,b) > R, f #const He pocTurHysa
MUHUMYMOT BO TOYKa X € (a,b) .
Jokas. HenocpegHo cnegysa of nema 1 v gedmHuumja 1. m

Teopema 1. Ako ¢yHkumjata f:(a,b) >R e KOHBEKCHa (KOHKaBHa) W orpa-
HWYeHa, Torall Taa e HenpekuHata Ha (a,b).

[Nokas. Ke ro pasrnefame ciyuajot Kora (hyHKUMjaTa € KOHBEKCHa. Bugejkn f e
orpaHuyeHa, noctom M >0 TakoB wto |f(X)|KM, 3a cekoj xe(a,b). Heka
Xy € (a,b) 1 Heka h>0 e TakoB WTO Xy +he(ab). Of KoHBekcHocTa Ha f cnefysa
HepaBeHCTBOTO

2f(xg) < f(xg—h)+ f (X +h)
KOe e eKBMBa/IEHTHO Ha HEPaBEHCTBOTO
f(x) - fF(xo—h) < (o +h)-f(x). D
Ako xgt(k+Dhe(ab),sa k=12,..,n-1, Toraw og HepaBeHCTBOTO (1) ro fobusa-
Me CUCTEMOT HepaBeHCTBa
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f(xg—kh)— T (xg—(k+Dh) < f(xg+h)—f(x)
< f(xg+(k+2Dh) - f(xg +kh)

3a k=0,12,...,n—1. Co cobuparbe Ha HepaBeHCTBaTa (2) ro Jo6MBaMe HepaBEHCTBOTO

)

f (%)~ f (X—nh f h)— f
0f, KOe, aKo Cce UMa npejsup, orpaHuyeHocTa Ha pyHkumjata f , gobrsame

| (%0 +h)— f(x) 2L &)
Cera, Heka e > 0 e fageHo. 3emame

_12m —minfPX% X2
n _[T] +1nd= m|n{T,T} .
KoHeuHo, og (3) cnefysa feka 3a Baka HajaeHoto d > 0 Baxu | f(X)— f(xg) < e, Kora

| Xx—Xg |<d, T.e. PyHKumjaTa f e HenpekmHaTa BO MPOM3BOMHATA TOUKA Xg € (a,b) . m

Teopema 2. dyHkumjata f :(a,b) > R e KoHBekcHa (CTPOrO KOHBEKCHA) aKo u

Camo aKo 3a CeKoja ToUKa Xg € (a,b) dpyHkupjara
f(x)-f
() =971 xe (ab)\xg)

MOHOTOHO pacTe (CTPOro MOHOTOHO pacTe) Ha (a,b).

[Jokas. Ke ro pasrnefjame camo Cy4yajoT Ha CTpora KOHBEKCHOCT. Heka
a< Xy <X <X <b.CraBame

azxz—xl, _a =X
X2=Xo X=Xy

Toraw a €(0,1) n X =aXy+(@1—a)x,. Cera TBpAetHeTO BO OBOj C/lyyaj CreflyBa Of

€KBMBA/IEHTHOCTA Ha CNefiHaBa HK3a PaBeHCTBa:
flaxg+@-a)xy)<af(xg)+@-a)f(x)

F) < F00) #3252 T(%0)
(32 = %) f () < (%2 =) F (%) + (3.~ X0) f (%2)

(%2 = %) F () = T (o)l < (= %0)[ f (x2) = T (X0)]

fFO)-F00) _ Fx)-f(x%)
0CD="55 T
[loKasnTe Kora a< ¥ < Xg <X, <b 1 a< ¥ <Xy < Xy <b ce aHanorxu.

9(x2) -

3a KOHBeKCHa (PYHKLUMja BO E€KBUBAJIEHTHWUTE HepaBeHCTBA 3HAKOT "<" ro 3ame-
HyBamMe CO 3HakKoT "<".m

Teopema 3. Heka f :(a,b) > R u3acekoj xe(a,b) nocton f'(x). ®yHkumjaTa
f e KoHBekcHa (CTporo KoHBekCHa) Ha (a,b) ako u camo ako (pyHkuujata f'

MOHOTOHO pacTe (CTPOro MOHOTOHO pacTe) Ha (a,b).
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[Joka3. Heka f e KoHBekcHa Ha (a,b) 1 a<x <X, <b. Crnopes Teopema 2 3a

TOUKUTE @a<U< X < Xp <V<b, umame

fFU)-fa) o FO)-fO0) _ fO)-Fe) o F(V)-f(x)
u-% = XX x=X V=X

O4 LUTO CcnefyBa
' FO)-f() o ¢
f_(xl)S#S f (%),
OAHOCHO
Fi0g) = F200) < fo (%) = f10xp) .
Heka f' MoOHOTOHO pacTe Ha (a,b) 1 Heka 3a Xy €(a,b) ja pasrnegame yHk-

fF-1 (%)
X=Xo
MocToM TouKa C Mefy X 1 Xy TakoB Wwto f(X)— f(xg) = f '(c)(X—Xy) . Cera umame

FOIO-x)-(F0-F () _ F1(9-F(€)
oy 220, xe @b\,

T.e. PyHKLUMjaTa g(X) MOHOTOHO pacTe Ha UHTepBanuTe (a,X%y) U (Xg,b) . OcseH Toa,
900) = f2(%0) = T (%) = £ (%) = 90) -

Opf focera W3HeCeHOTO U of Teopema 2 cnedyBa Aeka (yHKuujata f e KOHBeKCHa Ha

(a,b).m

umjata g(x) = ,Xe(a,b)\{xg} . On Teopemata Ha JlarpaHx cnefysa feka

9'(x) =

Teopema 4. Heka f :(a,b) > R wn3acekoj xe(ab) noctom f"(X). PyHKymnjata
f e koHBekcHa Ha (a,b) ako n camo ako 3a cekoj X e (a,b) Baxmn f "(X)>0. OyHk-
umjata f e cTporo koHBekcHa Ha (a,b) ako u camo ako f "(x) >0, 3a cekoj x e (a,b)
1 He nocTou MHTepBan (a,b) < (a,b) TakoB WTo 3a cekoj xe (a,b) Baxn f"(X)=0.

[Jokas. Cropep, TeopeMa 3 (hyHKumjaTa f e KoHBekcHa Ha (a,b) ako n camo ako
f' moHoTOHO pacte Ha (a,b). Ho, f' moHoTOHO pacTe Ha (a,b) ako u camo ako
f"(x)>0, 3acekoj xe(a,b).

Cnopep Teopema 3, (yHKumjaTa f e cTporo KoHBekcHa Ha (a,b) ako n camo ako
f' cTporo moHOTOHO pacTe Ha (a,b). Ho, PyHkumjata f' cTporo MOHOTOHO pacTe Ha
(a,b) ako n camo ako f"(x)>0, 3a cekoj xe(a,b) n He moctom wuHTepBan

(@,b) = (a,b) TakoB WTO 3a cekoj xe (a,b) Baxkn f"(x)=0.m

Teopema 5 (HepaBeHCTBO Ha JeHceH). Ako f e KoHBekcHa dhyHKuMja Ha (a,b),
TOralll 3a CeKOj N2, 3a CEKOU X, Xp,..., X, € (a,b) 1 3a cekon a,,a,,...a, [0,
TakeM fja a;+a, +...+a, =1 € NCMONHETO HEePaBEHCTBOTO

f@apq+asX +..+apX,) <af(xq)+arf(X)+...+a,f(X,). 4
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AKO (hyHKuMjaTa f e CTporo KOHBEKCHa, Torall BO (4) BaXku 3HaK 3a CTPOro Hepa-
BEHCTBO NpW WTO 6poeBUTE X, Xo,..., X, € (8,0) He ce cute mefycebHO egHaksw, a 6po-
eBuTe a4q,85,....,a, €[0,1] ce NoO3NTMBHMW.

Jokas. 3a n=2 HepaBeHCTBOTO (4) ce coBmara CO HepPaBEHCTBOTO 0f AePUHY-
LmjaTa Ha KOHBEKCHa (PyHKLMja.

Heka npeTnocTtaBume [eka HepaBeHCTBOTO (4) e TOYHO 3a MPOWU3BO/IEH M360p Ha
n-1 Touka og UHTepBasioT (a,b) M 3a n—1 HeHeraTMBHU GPOEBU YKj 36Mp € eaHAKOB
Ha efleH. Heka n>3 v Heka ce fafieHn X,..., X, € (a,b) n ay,...,.a, €[0,1] , Taksm WTO
a,+..+a, =1. 0p 6poesute a,,a,,....a,,, HajMasKy efjeH e pasnuueH og 1. bes orpa-
HUYYyBarbe Ha OMLWWTOCTa, MOXeMe fa 3eMeMe feka aq <1. Toraw, of WHAYKTUBHATa
MpeTnocTaBka, MMame

n n n
F(Xawx) = flapg+1-a1) > 2x) <agf (x)+1-a) (Y 25%)
k=1 k=2 1 k=2 1

n n
<agf(x)+@-a)) Y 25 (x) = Y akf (%)
k=2 1 k=1
Cnopep T0a, HEPaBEHCTBOTO (4) BaXXM M 3a N TOYKW, Na OA MPUHLUMNOT Ha MaTe-

MaTW4Ka MHAYKLWMja ClieflyBa AeKa BaXkU 3a CEKOj MPUPOoZeH 6poj N. m

2. HEPABEHCTBA HA KAPAMATA

JedvHunumja 3. Heka ce a=(ay,ay,....a5) U b=(b,by,...,b,) ABe HM3M peanHn
6poesyn. Ke BennMe fieka H13aTa @ ja Majopupa Hu3ata b u Ke nuwysame a>b wm
b <a ako, No eBeHTya/IHO NEPMYTUPaHE Ha HU3WTE, Ce UCMOMHETUN YCNOBUTE

1) yyz2ap2..2a, ub=2b2..2h,,

2 yt+ag+..+a b +b+...+b, 3aceko] ke{l2,...,n-1 u

3 ayt+ay+..+a,=b+b+..+b,.
MpuToa, 3a HM3aTa Ke a BenMMe [eKa e Majopupavka, a 3a Husata b fexa e majopu-
paHa.

3abenewlka 2. a) JacHO, MPBMOT YCMOB Of AethuHMuUMja 3 He e HWUKaKBO Oorpa-
HUYyBatbe, OUAEjKM CeKorall MOXeMe Aa M npeypeanmMe H13MTe. KnyyHu ce BTOPUOT 1
TPETVOT YC/OB.

6) 3a cexkoja HM3a a=(ay,ay,...,a,) BN a>a.

Mpumep 2. a) Ako a=(&,ay,...,a&,) € MPOM3BOMHA HK3a HEHEraTUBHW PeaTHU

6poeBn, umj 30Mp e eAHAKOB Ha N, TOraLl BaXu
(n,0,...,0) > (g, ay,....,8,) > (L11,...,1) .
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6) Husute (4,4,1) n (5,2,2) He ce cnopednuBmM BO CMUCNA Ha feduHuumja 1, T.e.
HUTY eJHa Of HU3WTE He ja Majopupa gpyraTa. |

Teopema 6 (NpBO HepaBeHCTBO Ha Kapamarta). Heka Husute a=(g)i; u

b= (), npunaraar Ha uHTEpPBanoT (X, y). Ako a=b nako f:(x,y) >R e KoH-
BEKCHa (hyHKLMja, Torall BaXKu HepaBeHCTBOTO

S @)=Y f(h). )

i=1 i=1

f(a)-f(&)

[Jokas. [la o3Hauume G = h-a

,i=12,..,n. dyHkupjata f e KOHBEKCHa, Na
crnopea Teopema 2 (hyHKUpMjaTa
f (1) f (4
o =971, te(xy\to},

MOHOTOHO pacTe Ha (X, Y), na 04 ycnoeoT 1) cnedysa feka Huzata ¢ = (G )iy MOHOTO-
Ho onara. lMoHaTamy, Heka

k k
Ak=§la,-, Bkz__zlq, k=12,...n, Ay=By.

Of ycnosuTe 2) 1 3) Ha fedmHuumMja 3 cneaysa
Ac2Bg,3ak=12..,n-1un A,=B,.
3aroa

3 f(eu)—__ilf(h):_%[f(ai)—f(h)]=_%q(&—h)

i=1
=éq(A—A-1—3 +B1)
=i§lq<A—Bi>—i§lq(A_1—a_l)
=§q(A—a)—:§qﬂ(A—a)
=:'ill(q—q+1)(A—Bi>.
Ho, G >G, M A>B ,3ai=12..n-1, nasatoa

n n n-1
2 f@)-2 f)= 2 (G -6(A-5)20,

T.e. TOYHO e HepaBeHCTBOTO (1).
JacHoO, BO HepaBeHCTBOTO Ha KapawmaTta 3HaK 3a paBeHCTBO BaXKM aKo M CamMo ako 3a
cekon i €{1,2,..,n-1 Baxn ¢ =G4 WM A =B .m
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JedwvHununja 4. Ako 3a HU3MTE a=(ay,ay,....a,) U b=(b,by,..,b,) ce ncnon-
HETM yC/oBUTe

1) y2ap2>..2a, ub2by>2..2h, u

2 yt+ap+..+a b +b+..+b,3aceko] ke{l2,..,n}.
Toraw Ke BenvMe ieka HM3aTa a cnabo ja Majopupa HM3aTa b. JacHo, ako HM3aTa a
ja Majopmpa Hu3aTa b, Toraw Taa cnabo ja majopupa Hu3ata b .

Teopema 7 (BTOPO HepaBeHCTBO Ha Kapamara). Heka HusaTta a= (g )il cna6o ja

Majopupa Huzata b= ()L, . Ako f:R — R € MOHOTOHO PacTeuKa KOHBEKCHA (yHK-

Luja, Torawl BaXun HepaBeHCTBOTO (1).
[Jokas. ['v KopucTMe UCTWTE 03HaKM Kako BO AOKA30T Ha Teopema 6. Ha notnonHo
MCT HAYMH 3aKNyvyBaMe feKa

S f(a)-3 f(ta):__ﬁlcam—si)—__ilqm_l—a_l)

i=1 i=1
n-1
=Cn(A—Bn)+ 2 (6 -G)(A-B).
i=1

Ho, g >¢G,,3 i=12..,n-1n A>B,3 i=12..,n kako f MOHOTOHO pacTe
nmame c, >0, na 3atoa [ecHara CTpaHa Ha Noc/re4HOTO HEPaBEHCTBO € HEHeraTuBHa,
LUTO 3Ha4M [leKa e TOYHO HepaBeHCTBOTO (1). m

3. JEHCEH-KOHBEKCHW/ ®YHKLUWK

3abenewka 3. Bo Touka 1 rv pasrnefaBMe KOHBEKCHUTE (DYHKLMW W FO [OK&XKaBMe
HEpPaBEHCTBOTO Ha JeHceH. OBfe Ke CMOMeHeMe Aeka MOKpaj KOHBEKCHWUTE (DYHKLMK,
NocTojaT 1 TakaHapeyeHW JEeHCEeH-KOHBEKCHU PYHKLUN.

3a pyHkumjata f :(a,b) > R Ke Bennme fAeka e JEHCEH-KOHBEKCHA aKo 3a CeKou

X,y € (a,b) Baxn
f(x+y)S f(x)+f(y) _ (1)
2 2
dyHkumjata f e cTporo JeHceH-KOHBEKCHA ako BO (1) Baku CTPOro HepaBeHCTBO. 3a
JeHCEH-KOHBEKCHUTE QJyHKLI.VIVI TO4YHa € C/iegHaBa TeOpeEMa.

Teopema 8. Ako f :(a,b) > R e JeHCeH-KOHBEKCHa (hyHKUMja, TOrawl 3a CEeKou
X €(a,b), i=12,..,n Baxu

f(x1+x2;...+xn) < f(xl)+f(x%)+...+f(xn) . (2)
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Ako nputoa f e cTporo JeHceH-KOHBEKCHa, TOrall 3HaK 3a PaBeHCTBO BaXkKW aKo U Ca-
MO aKO Xg = Xp =...= X,

Jokas. lNpB HauMH. Be3 orpaHn4yyBarkbe Ha OMLITOCTa MOXeMe fa MpeTrnocTaBumMe
JeKa X = Xy 2.2 X, . 3a HM3aTa

yl= y2:_._:yn:w
BaXW X~ Y, Na 0ff BTOPOTO HepaBeHCTBO Ha Kapamarta c/ieflyBa Aeka
n n
2 F0)2 3 (),
i=1 i-1

T.e.

S (%) 2 3 f ey
i1 i1 n

0/ Kajie cnefyBa HepaBeHCTBOTO (2). JacHo, Bo cnyyaj kora f e cTporo JeHceH-KoH-
BEKCHa, Torall Bo (2) 3HaK 3a paBeHCTBO BaXKW ako BO (1) BaXW 3HaK 3a paBEHCTBO, T.€.
aKo 11 Cam0 aKo Xq = Xp =...= Xq -

BTop HaumH. 3a n=2, HepaBeHCTBOTO (2) BCYLUHOCT € HepaBeHCTBOTO 0f Aetu-
HULMjaTa Ha JeHCEH-KOHBEKCHMTE (hYHKLUMKW. Heka npeTrnocTaBume Aeka (2) Baxku 3a

n+1
HeKoj N>2 n Heka X €(a,b), i=12,..,n,n+1. [la o3Haumme x:n%rl > % . Toraw,
i=1

on I/IH,quTVIBHaTa I'IpeTI'IOCTaBKa n on fbaKTOT [eKa HepaBEHCTBOTO BaXXM 3a N=2
cnefyBa HepaBeHCTBOTO
19y 2t X gy g et X)) (1) (X)
TR U= RANLEE = ik <=5 _ ,
0/ Kaie Nocne cpeyBareTo 406uBame

f(x) = f(x1+x2+.r.].:lxn+xn+l) < f(xl)+f(x2)+.r:1f (X )+ T (Xn11) ,

T.6. HEPaBeHCTBOTO (2) Baxky 3a N+1. KOHEYHO, Off MPMHLMNOT Ha MaTeMaTU4Ka UH-
[yKumja cnefyBa Aeka (2) BaXku 3a Cekoj npmpogeH 6poj. m

4. PELLUEHW SAOAYUN

3apava 1. [lokaxu feka 3a NPOW3BOMHW MO3WUTWMBHU 6poeBn a,b,c Baxmn Hepa-

BEHCTBOTO

1,1 ,1 1,1,1
a+b+b+c+c+aS2a+2b+Zc' (1)

PelleHune. Be3 orpaHuyyBatbe Ha OMLITOCTA MOXeMe fJa MPeTnocTaBMME [eKa
a>b>c. Toraw e jacHo fgeka (2a,2b,2c)> (a+b,b+c,c+a). Ho, dyHkymjaTa
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f(x) =% e KOHBEKCHa Ha UHTepBaoT (0,+0), Na 04 NMPBOTO HEPABEHCTBO Ha Kapa-

MarTa c/ieflyBa HepaBeHCTBOTO
f(2a)+ f(20)+ f(20) = f(a+b)+ f (b+C)+ f(c+a),

KOE € eKBMBaNIEHTHO CO HepaBeHCTBOTO (1). m

3apava 2. [lokaxu fieka 3a cekon a,b>0 Baxu

§/a+§/5+§/b+§/5s§/b+§/5+§/a+§/5.
PelueHne. Be3 orpaHuyyBare Ha OMWTOCTA MOXEMe fa MpPeTnocTaBuMe feka
b>a>0. 3a6poesute

y=b+§/5, z=a+3Ya,u=b+3a,v=a+3b

BaXM y=>2z, na 3atoa (y,2)>(u,v) wm (y,z) > (v,u) BO 3aBMCHOCT Of Toa Aanu

u>Vv WM vV>uU, cooaseTHo. MNMoHaTamy, pyHkumjata f(X) = —3/x e KoHBeKCHa Ha MH-
TepBanoT (0,+0), Na 3aT0a Of MPBOTO HEPaBEHCTBO Ha Kapamara criefyBa HepaBeH-

CTBOTO
f(y)+ (2= fu)+fv),
KOe € eKB/BaJIEHTHO CO 6apaHOTO HEPaBEHCTBO. W

3apava 3. Heka a,b,c ce gomK1HM Ha CTpaHK Ha TPMaronHuK. JoKaxu aeka
Jat+b-c++b+c—a+Jecra-b<Ja+vb++/c.
PelueHne. bugejkn a,b,c ce goMKMHKM Ha CTpaHU Ha TPUaronHWK Baxu a >0,
b>0,¢c>0, a+b-c>0,b+c—a>0,c+a-b>0. be3 orpaHuuyBate Ha OMNLITOCTa

MOXKEME Ja MpenocTaBume feka a>b > c. JlecHo ce Nokaxysa fAeka
(a+b-c,c+a-b,b+c-a) > (a,b,c).
MoHaTamy, pyHKumjata f(X) = —/X e koHBekcHa Ha nHTepsanoT (0,+w), Na 3aToa
OZ NPBOTO HEPaBEHCTBO Ha KapamaTta cnefyBa HepaBeHCTBOTO
f(a+b-c)+ f(c+a-b)+ f(b+c—-a)> f(a)+ f(b)+ f(c),
KOe e eKBMBaNIeHTHO CO 6apaHOTO HEPaBEHCTBO. W

3afava 4. [JokaxXn fieKa 3a CeKou No3UTUBHY peasiHn 6poeBn a,b,c Baxkn HepaseH-

CTBOTO
(a+b-c)(b+c—-a)(c+a—-b)<abc.

PeweHve. be3 orpaHuyyBarbe Ha OMLITOCTA MOXeMe fa MPeTnocTaBuMe [Jeka
a>b>c. JacHo, mefy 6poeBute a+b-c,b+c—a, c+a—b HajmHOry efieH Moxe fa
6uie HeraTMBeH U ako efieH of 6poeBMTE e HeraTMBeH, TOrall HepaBeHCTBOTO € TPU-
BMjaiHO. Heka npeTnocTasrMe Jeka cute Tpu 6poja ce HeHeratuBHK. Toraw

(a+b-c,c+a-b,b+c—-a)>(a,b,c)
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1 Kako qyHkumjata f(X) =—Inx, Xxe(0,+x) e KOHBEKCHA, 0/ MPBOTO HEPABEHCTBO Ha

Kapamarta cneflyBa HepaBeHCTBOTO
—In(a+b-c)-In(b+c—a)-In(c+a-b)>-Ina-Inb-Inc,

KOe e eKBMBaNIeHTHO CO 6apaHOTO HePaBEHCTBO. W

3agayva 5. Heka a,b,c>0 ce TakBu wto abc =1. [lJokaxu aeka
(a—1+%)(b—1+%)(c—1+%) <1.
PeweHune. Op a,b,c>0 n abc=1 cnegysa fieka noctojaT X,y,z>0 Takeu LITO

azi, b :%, c=%. Cera, 3aMeHyBame 1 M0 CPeAyBarbeTo 1o A061BaMe HEPaBeHCTBO-

TO
(X+y=2)(y+z-x)(z+Xx-Yy) <Xz,
KOe ro JoKaxaBme BO 3aja4a 4. m

3afiava 6. [lokaxku Jeka 3a NO3UTVBHU BPOEBUN &y, 8y, ..., 8y, BaXKW HEPaBEHCTBOTO
2—§+2—§+...+%+§2a12+a§+...+a§. 2
Pewenne. Heka X =Ing;,i=12,...,n 1 garu pasrnejame HU3mTe
33X — X, 3Xo — X3,y Xy — X U 2%X1,2X%5,..., 2% -
Ke fokaxeme fieka HU3UTE 3Xq —Xp,3Xp — Xg,..,3Xy — X W 2X1,2X5,...,2X,, KOra ce
nofpejar fa ce onafayku, rv 3a0Bo/lyBaaT ycioBuTe Ha Teopema 6. Heka nHpekcute

m, My, ..M, U ki, Ky, ..., K, Ce Takeu fa

{my,my,.ma} ={ke, ko, kil ={12,...,n}, ©)
3Xmy, — Xmy+1 2 Xm, = Xm, 41 2 -2 Xy — Xy 11, 4
20 2 2%, 2.2 2% 5

Torauwl, npeo o4 (4), a notoa of (5) cnefysaaT HepaBeHCTBaTa:

By — Xmy41 = g, = X 112 2%

(3Xmy = Xmy+2) + (B, = Xm, 1) = (BX, = X 41) + (X, = Xig,41) = 2% + 2%,

M BOONLWITO, 38 P=212,..,n—1 36MpOT Ha NpBUTE P 4/JeHOBM BO (4) He e noman of
36MpOT Ha NpBUTe P uYneHoBM Ha (5). JaCHO, 38 p=N BaXW 3HaK 3a PaBEHCTBO, LUTO

3HauM [eKa cuTe YCrioBM of Teopema 6 ce ucronHeTn. Ho, dyHkupjata f(x)=¢e",
xeR e KOHBEKCHa, Na 3aToa

e 1 e¥e ey 1P 4 > e ePe y 162
1 aKo BO MOCNEAHOTO HepaBeHCTBO 3ameHUMe X =Ing;,i=12,..,n 1 uckopuctume

[leka dnt =t , 32 Cekoj t >0 ro gobmsame HepaBeHCTBOTO (2). m

10
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KomeHTap 1. Ha noTnonHo aHanoreH HauuH, 3a no3MTUBHU peanHn 6pOEBI/I MOXKe
[a Ce JOKaXXe HepaBeHCTBOTO

an+k an+k n+k n+k s
AR, pAL LA safiale+al. (2)
a ag & a

MpuToa ce BoBefyBa cMeHata X =Ing;,i=1,2,...,t 1 ce pa3rneaysaaT HU3UTe
(N+K)X —nxq,1 =12t mky,i=12,.,t (Kage X1 =% ). ®

3agava 7. AKo X; e[—%,%], i=12,...,n, Torau

COS(2%1 — Xp) + COS(2Xp — X3) + ... COS(2X, — X1 ) < COSXy + COSXp + ...+ COS Xy, .
Jokaxn!
PeLlieHme. JaCHO, OPOEBUTE 2X — X9, 2Xp — X3,..., 2% — X U Xq, Xo,..., X, Mpunaraar
Ha MHTepBanoT [—%,%] . Ha oBoj nHTepBan ¢yHkumjata f(t) =—cost e KoHBeKCHa.

Cera, aHa/lorHO Kako BO 3afja4a 6, ce AOKaXKyBa AeKa HU3NTE 2X —Xo,2Xy — X3,...,
2%y — % W %1, Xo,..., X , KOTA Ke Ce nofpear fa bugar onarauku, ro 3a0sonysaar yc-

NI0BOT Of TeOpeEMaTa 6. KoHe4Ho, 6apaHOTO HEpPaBEHCTBO C/ieayBa Of NPBOTO HEPABEH-
CTBOTO Ha KapamaTa. u

3apava 8. Heka ay,ay,...,a, € R*, n>2. Jokaxn feka
2 2 2
& % an

PeweHve. MocTojaT X, Xp,.., X, € R, Takeu wro a =€%,a,=¢€%,..,a,=¢€".
JacHo, 6poeBUTE 2X — Xp, 2%y — X3,..., 2Xp — Xq U Xq,Xo,..., X, CE PeasiHu, a PyHKuujaTa
f(X) =In(l+€*), xe R e koHBeKcHa. Cera, aHalOrHO Kako BO 33Ja4a 6, ce [JoKaxysa
JeKa HUNTE 2X; — X9, 2Xp — X3,...,2Xy — X U Xq, Xo,..., Xy , KOTa& Ke ce nogpegar fa 6u-
[aT onarayku, ro 3afj0BoslyBaar yC/oBOT Of TeopemMa 6. KoHeuHo, o4 NpBOTO HepaseH-
cTBO Ha Kapamarta v cBojcTBata Ha (hyHKLMjaTa In nocnefosatenHo fobrsame
eZXZ
e’

),

|n(1+e"1)+|n(1+eX2)+...+|n(1+exn)s|n(1+2%1)+|n(1+ )+...+|n(1+e:TX1“

In(l+ €)1+ €*)...(1+ €*) < In(1+ %)(1+ e:Txf)---(“ ezxf

(L+€2)(1+€)...(L+ €0) < (L+ e:Tzl)(l+ e:TXlz)___(1+ e:;” ),
1+a)+ay)...(L+a,) < (1+%Z)(1+ %g)...(u %2),

LUTO ¥ Tpeballe Aa ce AoKaxe. W

3apava 9. Heka a,ay,...,a, € R*, n>2. [Jokaxu 3a cekon p,k>1 Baxn

11
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(Butlrtetln ks af+as+..+af
af+af+.+aP’  affraff+. ek

PelleHne. AKO off iBeTe CTPaHM Ha HepPaBeHCTBOTO Hajaeme K—TW KopeH, Toraw
NECHO ce rnefa fieKa Toa € eKBUBA/IEHTHO CO HEPABEHCTBOTO

n aik n aipk
M > Y g
i§1 ak+aj+..+ak El aff+afr. +a P (8)

Bes orpaHuuyBatbe Ha OMnLITOCTa MOXEMe [ja NPETNOCTaBUME fgKa & > 8y ... 2 8, .
Heka O0<qgq<pwu
P a )
- &4 B —— & s;i=12..n.
afl+ad+..+a]
Vivawme,
n n
A>A>.>A,B>2B>.2B,n YA=25.
i=1 i=1
MoHaTamy, 3a CEKOj M< N BaXu

m m

$ax3n -

i=1 i=1

@ +..+al)al+..+af) 2 (af +..+af) @l +..+af) <o

@ +..+af)@l +..+ah)2(af +..+ad)@b, +..+a) =
Y (afaf-a'aP)>0,

I<i<m<j<n

M MOCNEAHOTO HEPAaBEHCTBO € TOYHO, BMAEjKN 33 i< j n p—q>0 Baxun aP 9> ajp_q .

Cnopef T0a, Husata A, Ay,..., A, jamajopupa H13ata By, B,,...,B,.
MoHatamy, p,k>1, na3atoa pk >k, WTO 3Ha4M Aeka H13aTa

ok )
S=——g——. i=12..n

pk pk
a +ay +..t+ay

ja Majopumpa Hu3aTa

o
T =—FF"71——,i=12,..n
P akval+. vak L

M Kako dyHKumjata f(t)=—Xt, k>1 e KoHBekcHa Ha (0,+o), 04 NPBOTO HEpPaBeH-
CTBO Ha Kapamarta crieflyBa HepaBeHCTBOTO (8). m

3agava 10. lageHu ce peanuu 6poesn a;,by,i=12,..,n Taksu fa
yzay=..2a,>0,
b >a, b >aay,..., bb,..b, >aa8;..a,.

Jokaxn feka

12
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b+b+..+b, 2 +ay+...+a,.
PelueHve. Heka a =€%,p =e¥,i=12,...,n. JacHo, Huzata (y;)iL; cna6o ja majo-

pupa Hu3ata (X )iy v kako f(t)= €', teR e MOHOTOHO pacTeyka 1 KOHBEKCHA (DYHK-

n n

uvja, o Teopema 7 creaysa HepaseHcTBOTO Y.eYi > Y €N | koe e ekBuBaneHTHo co
i=1 i=1

6apaHOTO HepPaBEHCTBO. W

3agayva 11. Onpegenn ro MakCUMyMOT Ha M3pasoT & +b8+ c8, Kora a,b,ce[-11]]

" a+b+c=—%.

PeweHve. be3 orpaHuyyBatbe Ha OMWITOCTA MOXeMe fAa MPeTnocTaBuMe feka
1>a>b>c>-1. JlecHo ce nokaxysa Aeka (L—1,-1)> (a,b,c). MoHaTamy, tyHK-

umjata f(X) = x® e KoHBEKCHa Ha nHTepeanoT [—1,1], na of NPBOTO HepPaBEHCTBO Ha
Kapamarta cneflyBa

B+ =@+ )+ F(O<f@O+ T+ (D=2 +-P+(-1%=22.

1

Cnopes T0a, 6apaHNOT MAKCUMYM € €fHAKOB Ha 22«
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