Geometrijski dokazi nejednakosti aritmeticke i geometrijske sredine
Andelko Marié, Sinj

Podsjetimo se definicije:

.. . . X1 +x2+ ...+ x
Za pozitivne realne brojeve xi, Xxa,...,X,, broj A = = zove se

2
aritmeticka, a broj G = x| - xp - ... X, geometrijska sredina brojeva x\, xa,...,X,.
Vrijedi poucak:
Aritmeticka sredina nije manja od geometrijske sredine, to jest A > G, pri cemu

vrijedi jednakost ako i samo ako je Xy =X = ... = X,.
Za n =2 i pozitivne brojeve x, y, ta se nejednakost pise:
xX+y
7 2V (D

Cesto se ta nejednakost piSe u ekvivalentnom obliku:
X4y > 2, (1)

(svaki je broj zamijenjen svojim kvadratom). Dokaz te nejednakosti vrlo je jednostavan.
PokaZimo ga. Vrijedi o€ita nejednakost:

(x—y)* = 0. )

Odavde se dobije ekvivalentna nejednakost: x> — 2xy +y> > 0, odnosno x> + y> > 2xy,
Sto je (17). Jednakost u (17) vrijedi ako i samo ako vrijedi u (2), to jest ako i samo ako
jex=y.

Sada ¢emo navesti tri dokaza u kojima cdemo Koristiti geometrijsku, odnosno
analiti¢ko-geometrijsku metodu.

1. Pozitivne brojeve x i y moZemo predociti
duZinama duljina x, odnosno y. Neka su A, D i
B kolinearne tocke (u tom uredaju), uzete tako da c
je |AD| =x, |BD| =y, |AB| =x+y. Ako je S
poloviste duzine AB, tada je |AS| = |BS| = x;y.
Nacrtajmo polukruznicu & kojoj je duZina AB . .
promjer, tj. polukruZnicu sa srediStem u § i VR Sy B

. X4y .

polumjerom r = 7 Slika 1.

Neka su C i Cy tocke polukruznice k takve da su njihove ortogonalne projekcije na
promjer AB tocke D, odnosno S (sl. 1). Ocito vrijedi
|CoS| = |CD. 3)
Jednakost u (3) vrijedi ako i samo ako je C = Cp, tj. ako je x =y.

G

Po Talesovu poucku, trokuti ABC i ABCy su pravokutni, a duZine CD i CoS su
njihove visine na zajedni¢ku hipotenuzu AB.
Po Euklidovu poucku vrijedi

|CD| = \/|AD| - |BD| = y/xy. 4
XY /A Time

je poucak o nejednakosti aritmeticke i geometrijske sredine dokazan. Iz svega, takoder
proizlazi da jednakost u dokazanoj nejednakosti vrijedi ako i samo ako je x = y.

Kako je |CoS| =71 = x¥, to, zbog (3) i (4), neposredno slijedi

|%|
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Oznacimo, za pozitivne brojeve x i y:
x?+y* =r*, r € R*. Skup svih uredenih
parova (x,y) za koje to vrijedi predstavlja
luk (u prvom kvadrantu) kruzZnice sa
srediStem u ishodiStu koordinatnog sustava
i polumjera r. Neka je To(xo,y0) tocka
na luku kruZnice, tako da je xo = yo, a
Ty (x1,y1) bilo koja toc¢ka toga luka pri
demu je x; = xp, zbog ¢ega je y; < Vo.

Neka su T}, i T} ortogonalne projekcije
toCaka Tp i T1 na os apscisa (sl. 2).

Promatrajmo pravokutne trokute OT| T
i OT| Ty, njihove visine na pripadne hipo-
tenuze ozna¢imo s vy, vg, a plostine tih
Slika 2. trokuta s Py, Py.
Ocito vrijedi nejednakost: vy > |T{E| > vi = vy > v;. Sada vrijedi slijed
nejednakosti: vo = v = rvg = rvy = 2Py > 2P; = XoYo = X1)] -
2 2 2 2 2
, Xyt Yy T X +y o
= — === , odakle zakljuCujemo
0 ) ) B Jjucuyj
Y1

> x1y1, za svaki x < x1, y 2

Kako je xo = yo, to je xoyo = X,

x2+2

da je , a jednakost vrijedi samo za
X=y=X1=)1.
Na potpuno isti na¢in postupamo ako je x, < xo, Y2 = Yo, tj. za tocku Tr(x2,y2). U
2

ovom slucaju to¢ke Ty i T, projiciramo na os ordinata i dobijemo 3 = Xy

x2 2

> xy, pri

¢emu vrijedi jednakost ako i samo ako je x =y, tj. dokazali smo poucak o jednakosti
aritmeticke i geometrijske sredine.

Time smo dokazali da, za svaka dva pozitivna broja x, y vrijedi

3. Za svaka dva pozitivna realna broja x, y postoji D c
deR"ige¢e <0,§>, tako da je x = dcos @, y =dsing@.
To se lako vidi, nacrta li se pravokutnik ABCD, kojemu je d
|AB| = x, |BC| =y, tada je d = |AC|, ¢ = JCAB,’sl. 3. Y
Za povrsinu P pravokutnika vrijedi:
1 1 °
P=xy=dcosq-dsing = —d*sin2¢ < =d°, A x B
2 2 Slika 3.
. 1,
. xy < Ed . (5
Jednakost u (5) vrijedi ako i samo ako je sin2¢p =1 < ¢ = % = x=y.
Po Pitagorinom poucku je
d* =3+ % (6)

+y2

Iz (5) i (6) neposredno slijedi > xy, ¢ime je nejednakost aritmeticke i

geometrijske sredine dokazana.
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