
Holova teorema
verzija 1.2.1: 14.6.2016.

Duxan �uki�

::::::::::::::::::::
Pretpostavimo da imamo pet devojaka D1, D2, D3, D4, D5 i pet momaka M1, M2, M3, M4,

M5. Devojci D1 se svi�a samo momak M2, devojci D2 se svi�aju momci D1 i D3, devojci
D3 se svi�aju M2 i M4, devojci D4 se svi�aju M3 i M5, a devojci D5 se svi�a samo M4.
Da li je mogu�e udati sve devojke za momke koji im se svi�aju? Grafiqki to izgleda
ovako:
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Vidimo da je odgovor ne: trima devojkama D1, D3, D5 se u uniji dopadaju samo dvojica
momaka, M2 i M4.

S druge strane, ako pretpostavimo da se devojka D1 naprasno zaǉubi u momka M3,
ima�emo savrxeno sparivaǌe: D1 −M3, D2 −M1, D3 −M2, D4 −M5 i D5 −M4.

Navedeno pitaǌe se mo�e formulisati i u obliku teorije grafova. Gorǌa slika
prikazuje bipartitan graf sa temenima D1, . . . , D5 i M1, . . . ,M5, a savrxeno sparivaǌe
odgovara izboru 5 disjunktnih grana (tj. nikoje dve grane nemaju zajedniqko teme).

Neka je G konaqan bipartitan graf sa particijom temena A ∪ B. Pod sparivaǌem u
grafu G (ili sparivaǌem skupa A sa skupom B) podrazumevamo skup disjunktnih grana
grafa. Postavǉa se pitaǌe pod kojim uslovima postoji sparivaǌe koje pokriva ceo skup
A (u sluqaju |A| = |B| ovo �e biti savrxeno sparivaǌe). Slede�a teorema daje odgovor.
Jasno je zaxto se ona qesto zove “Teorema o venqaǌu”.

Holova1 teorema. Neka je G konaqan bipartitan graf sa particijom temena A ∪ B. Za
svaki skup X temena iz A, oznaqimo sa F (X) skup svih temena u B koja su spojena
granom sa nekim temenom iz X.

Sparivaǌe koje pokriva ceo skup A postoji ako i samo ako va�i |F (X)| > |X| za svaki
skup X ⊆ A.

Dokaz. Smer “samo ako” je oqigledan: ako je |F (X)| < |X|, onda nijedno sparivaǌe ne
mo�e pokriti X. Drugi smer dokazujemo indukcijom po n = |A|. Sluqaj |A| = 1 je
trivijalan. Za |A| > 1 razlikujemo dva sluqaja.

(i) |F (X)| > X za svako X ( A. Odaberimo bilo koje teme a ∈ A i sparimo ga s bilo
kojim susedom b ∈ B. Sada svako X ⊆ A\{a} ima bar |F (X)|−1 > |X| suseda u B \{b},
pa po induktivnoj pretpostavci postoji sparivaǌe celog skupa A\{a} sa B \{b}, xto
daje i sparivaǌe A sa B.

(ii) |F (X0)| = X0 za neko X0 ⊆ A. Po induktivnoj pretpostavci postoji savrxeno
sparivaǌe izme�u X0 i F (X0). Ostaje da sparimo A \X0 sa skupom B \ F (X0). Neka
je X ⊆ A \ X0. Kako elementi skupa X ∪ X0 imaju bar |X ∪ X0| = |X| + |X0| suseda
u B, bar |X| od ovih suseda je u skupu B \ F (X0). Sada je dovoǉno da primenimo
induktivnu pretpostavku na graf sa temenima A \X0 i B \ F (X0). 2

::::::::::::::::::::
1Philip Hall (1904-1982), engleski matematiqar
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Zadaci

1. Za 0 6 k 6 2n + 1, sa Sk oznaqavamo skup svih k-elementnih podskupova skupa {1, 2,
. . . , 2n + 1}. Dokazati da postoji bijekcija f : Sn → Sn+1 takva da va�i A ⊂ f(A) za
svako A ∈ Sn.

2. Data su dva kvadratna lista papira povrxine 1000. Svaki papir je olovkom podeǉen
na 1000 delova povrxine 1. Jedan papir je stavǉen direktno iznad drugog. Dokazati
da je mogu�e pobosti 1000 igala tako da je svaki od 2000 delova proboden.

3. Imamo xpil od 52 karte za igru (13 vrednosti u 4 boje). Xpil je proizvoǉno pode-
ǉen u 13 grupa od po 4 karte. Dokazati da je mogu�e uzeti po jednu kartu iz svake
grupe tako da svih 13 vrednosti budu zastupǉene.

4. Deda Mraz nosi bar n poklona za n dece. Za i = 1, 2, . . . , n, taqno xi od ovih poklona
bi se dopalo i-tom detetu. Ako je 1

x1
+ 1

x2
+ · · · + 1

xn
< n

n−1 , dokazati da Deda Mraz
mo�e svakom detetu da dâ po jedan poklon koji mu se dopada.

5. Data je binarna tablica n × n. Pretpostavimo da svaki skup od n poǉa tablice,
me�u kojima nikoja dva nisu u istoj vrsti ili koloni, sadr�i bar jednu jedinicu.
Dokazati da je za neke p i q sa p+ q > n mogu�e odabrati p vrsta i q kolona tablice
tako da se u presecima ovih vrsta i kolona nalaze samo jedinice.

6. Neka su m i n (m 6 n) prirodni brojevi. Latinski pravougaonik m×n je pravougaona
m × n tablica brojeva 1, 2, . . . , n takva da su u svakoj vrsti ili koloni svi brojevi
razliqiti.

Ako je m < n, dokazati da se svaki latinski pravougaonik m × n mo�e dopuniti do
latinskog kvadrata n× n.

7. Neka je F familija podskupova skupa X. Ka�emo da je skup A ⊂ X dobar ako ima
neprazan presek sa svakim skupom iz familije F . Pretpostavimo da svaki dobar
skup ima bar n elemenata; neka su A i B dva n-elementna dobra skupa. Dokazati da
se ovi skupovi mogu napisati kao A = {a1, . . . , an} i B = {b1, . . . , bn} tako da za svako
i = 1, . . . , n postoji skup iz familije F koji sadr�i ai i bi.

8. U razredu ima 42 uqenika. Me�u proizvoǉnih 31 uqenika postoje bar jedna devoj-
qica i jedan deqak koji se poznaju (poznanstvo je uzajamno). Dokazati da postoji 12
razliqitih devojqica a1, . . . , a12 i 12 razliqitih deqaka b1, . . . , b12 takvih da se ai i
bi poznaju za sve i.

9. Rupiqasti trougao je jednakostraniqan trougao stranice n s vrhom gore, podeǉen na
n2 jediniqnih troglova, iz koga je izrezano n jediniqnih trouglova s vrhom gore.
Dijamant je jediniqni romb sa oxtrim uglom 60◦. Dokazati da se rupiqasti trougao
T mo�e poploqati dijamantima ako i samo ako svaki jednakostraniqni trougao stra-
nice k u T s vrhom na gore sadr�i najvixe k rupa, za svako k = 1, 2, . . . , n.

10. U grafu sa 3n temena, temena se mogu podeliti u tri kompletna n-grafa, ali ne
postoji kompletan (n + 1)-graf. Dokazati da se temena ovog grafa mogu obojiti u
[ 5n3 ] boja tako da nikoja dva temena iste boje nisu spojena granom.

11. Vrste i kolone kvadratne table 3n×3n su oznaqene brojevima 1, 2, . . . , 3n. Svako poǉe
(x, y) sa 1 6 x, y 6 3n je obojeno zelenom, plavom, odnosno �utom bojom kada x+ y daje
ostatak 0, 1 ili 2 redom pri deǉeǌu sa 3. Po jedan �eton zelene, plave ili �ute
boje je postavǉen na svako poǉe, tako da bude po 3n2 �etona u svakoj boji.

Pretpostavimo da se �etoni mogu permutovati tako da svaki zeleni �eton do�e na
mesto plavog, plavi na mesto �utog i �uti na mesto zelenog, a da pritom rastojaǌe
svakog �etona od polazne pozicije ne bude ve�e od d poǉa. Dokazati da je onda
tako�e mogu�e permutovati �etone tako da svako poǉe i �eton na ǌemu imaju istu
boju, a da pritom rastojaǌe svakog �etona od polazne pozicije ne bude ve�e od d+2.
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12. Neka je X konaqan skup i F familija podskupova skupa X zatvorena u odnosu na
podskupove (tj. ako A ∈ F i B ⊂ A, onda B ∈ F). Dokazati da postoji bijekcija
f : F → F takva da za svako A ∈ F va�i A ∩ f(A) = ∅.

13. Neka su a i n prirodni brojevi takvi da je a > (n−1)!. Dokazati da postoje razliqiti
prosti brojevi p1, . . . , pn takvi da pi | a+ i za sve i = 1, 2, . . . , n.

::::::::::::::::::::
Rexeǌa

1. Posmatrajmo graf qija temena odgovaraju skupovima iz Sn∪Sn+1, pri qemu su temena
A ∈ Sn i B ∈ Sn+1 spojena granom ako je A ⊂ B. Da bismo dokazali da postoji savr-
xeno sparivaǌe skupa Sn sa skupom Sn+1, dovoǉno je da doka�emo da su zadovoǉeni
uslovi Holove teoreme.

Neka je T ⊂ Sn i T ′ familija skupova u Sn+1 koji sadr�e bar jedan od skupova iz T .
Svaki skup u T ′ sadr�i najvixe n+ 1 skupova iz T ; s druge strane, svaki skup iz T
je sadr�an u najvixe n + 1 skupova iz T ′ - odavde sledi |T ′| > |T |, tj. uslov Holove
teoreme je zadovoǉen.

2. Posmatrajmo graf G sa 2000 temena koja odgovaraju mnogouglovima u podeli, u kome
su dva temena povezana granom ako odgovaraju�i mnogouglovi pripadaju razliqitim
papirima i mogu se istovremeno probosti jednom iglom. Proizvoǉan skup od k
mnogouglova sa jednog lista papira pokriva povrxinu k, pa prema tome seqe bar k
mnogouglova sa drugog lista. Ovim su zadovoǉeni uslovi Holove teoreme, tako da
imamo savrxeno sparivaǌe, a ono odgovara tra�enom postavǉaǌu igala.

3. Posmatrajmo bipartitni graf G = X ∪ Y u kome temena u X predstavǉaju 13 vred-
nosti karata, a temena u Y 13 grupa. Temena x ∈ X i y ∈ Y su spojena granom ako
grupa y sadr�i bar jednu kartu vrednosti x. Treba da poka�emo da G ima savrxeno
sparivaǌe.

Za proizvoǉan podskup T ⊂ X oznaqimo sa s(T ) skup temena u Y koja su susedna nekom
temenu iz T . U s(T ) su one grupe karata koje sadr�e bar jednu kartu sa vrednox�u
iz T , a poxto takvih karata ima 4|T |, ovakvih grupa ima bar |T |, pa je |s(T )| > |T |,
tj. zadovoǉeni su uslovi Holove teoreme.

4. Treba pokazati da postoji sparivaǌe dece sa poklonima, tj. da su zadovoǉeni
uslovi Holove teoreme. Pretpostavimo da ti uslovi nisu zadovoǉeni, xto znaqi
da postoji skup S dece kojima se u uniji dopada maǌe od |S| poklona. Tada je∑

i∈S
1
xi

6
∑

i∈S
1

|S|−1 = |S|
|S|−1 > n

n−1 , xto je kontradikcija.

5. Posmatrajmo bipartitni graf qija su temena vrste a1, . . . , an i kolone b1, . . . , bn, pri
qemu su temena ai i bj spojena granom ako se u preseku i-te vrste i j-te kolone nalazi
nula.

Pretpostavimo da tra�enih p vrsta i n + 1 − p kolona ne postoji. To znaqi da, za
svako p i proizvoǉnih p vrsta postoji bar i kolona koje u preseku sa ǌima sadr�e bar
po jednu nulu, tj. koje su sa temenima koja odovaraju ovim vrstama spojena granom.
Dakle, pretpostavke Holove teoreme su zadovoǉene, pa postoji n disjunktnih parova
vrsta-kolona u qijim presecima su nule, protivno pretpostavci.

6. Pokaza�emo da je uvek mogu�a dopuna do latinskog pravougaonika (m+ 1)× n. Pon-
avǉaǌem postupka mo�emo ga dopuniti do kvadrata.

Posmatramo graf G sa particijom temena A ∪ B, gde temena u A predstavǉaju n
kolona tablice, a temena u B brojeve 1, . . . , n. Kolona c i broj i su spojeni ako se i
ne nalazi u koloni c. Potrebno je na�i savrxeno sparivaǌe skupova A i B.
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U grafu G svako teme ima stepen n −m (u koloni nedostaje n −m brojeva, i svaki
broj se ne pojavǉuje u n −m kolona). Prema tome, ako je X ⊆ A proizvoǉan skup k
kolona, izme�u X i F (X) ⊆ B ima k(n −m) grana, ali kako svako teme u F (X) ima
stepen n−m, sledi |F (X)| > k, te je uslov Holove teoreme zadovoǉen.

7. Neka su a ∈ A i b ∈ B spojeni granom ako postoji skup C ∈ F takav da a, b ∈ C. Tra�i
se savrxeno sparivaǌe skupova A i B. Za proizvoǉan podskup S ⊂ A oznaqimo sa
t(S) skup elemenata skupa B koji su spojeni granom sa nekim elementom iz A. Skup
(A \ S) ∪ t(S) je dobar, pa ima bar n elemenata, odakle je |t(S)| > |S|, tj. zadovoǉeni
su uslovi Holove teoreme.

8. Neka je A skup devojqica i B skup deqaka u razredu. Po uslovu zadatka je |A|+|B| = 42
i |A|, |B| 6 30.

Primetimo da za svaki neprazan skup devojqica S postoji najvixe 30 − |S| deqaka
koji ne poznaju nijednu devojqicu iz S (u suprotnom bismo imali skup od 31 uqenika
u kome se nijedan deqak i devojqica ne poznaju). Dakle, ima bar |B| − (30 − |S|) =
|S|+ 12− |A| deqaka koji poznaju bar jednu devojqicu iz S.

Sada �emo dodati u razred skup C sa |A|−12 novih deqaka (“kazanova”) koji poznaju
sve devojqice. U ovom proxirenom razredu zadovoǉeni su uslovi Holove teoreme,
pa postoje disjunktni parovi (ai, bi) sa ai ∈ A i bi ∈ B ∪C u kojima se ai i bi poznaju.
Bar 12 od ovih |A| parova ne sadr�i nijednog kazanovu.

9. Neka su G i D redom skupovi jediniqnih trouglova okrenutih na gore i dole. Dva
trougla su susedi ako qine dijamant. Za A ⊆ D oznaqimo sa F (A) skup suseda eleme-
nata skupa A.

Ako se rupiqasti trougao mo�e poploqati dijamantima, svaki trougao stranice k

s vrhom gore sadr�i k(k−1)
2 elemenata skupa D, pa mora sadr�ati bar isto toliko

elemenata skupa G i najvixe k rupa.

Za drugi smer dokaza�emo da su zadovoǉeni uslovi Holove teoreme, tj. da va�i
|F (X)| > |X| za svaki skup X ⊂ D. Tada mo�emo da “o�enimo” elemente skupa D
preostalim elementima skupa G (tako da braqni parovi qine dijamante). Pret-
postavimo suprotno, da je |F (X)| < |X| za neko X. Kako svaka dva elementa iz D
sa zajedniqkim susedom imaju zajedniqko teme, dovoǉno je da posmatramo povezane
skupove X. Posmatrajmo trougao stranice 3 s vrhom gore. On sadr�i tri elementa
iz D; ako su dva od ǌih u X, dodavaǌem tre�eg u X, F (X) se uve�ava za najvixe
1, pa |F (X)| < |X| i daǉe va�i. Nastavǉaju�i ovaj postupak po potrebi mo�emo da
pretpostavimo da je X skup svih elemenata skupa D unutar nekog trougla s vrhom
gore, a znamo da je to nemogu�e. Prema tome, |F (X)| > |X| za svako X ⊂ D.

10. Oznaqimo polazni graf sa G, a tri kompletna n-grafa iz uslova zadatka sa A, B i
C. Posmatrajmo komplementni graf G. Deo grafa G nad delovima A i B zadovoǉava
uslove Holove teoreme - zaista, u suprotnom bi u G postojao kompletan (n+1)-graf.
Prema tome, u G postoji savrxeno sparivaǌe delova A i B; analogno, sparivaǌe
postoji i izme�u A i C, kao i izme�u B i C.

Posmatrajmo grane ovih sparivaǌa. Te grane se razbijaju na ciklove du�ina deǉivih
sa 3. Me�u tim ciklovima, trouglove (tj. ǌihova temena) bojimo jednom bojom,
ciklove du�ine 2k sa k boja, a ciklove du�ine 2k + 1 sa k + 1 boja. Ovako smo za
svaki cikl du�ine m koristili ne vixe od 5m

9 boja, xto ukupno daje najvixe 5n
3

boja.

11. Oznaqimo zelena poǉa sa ai, plava sa bi i �uta sa ci, i = 1, . . . , 3n2. Pretpostavǉa�emo
pritom da prilikom permutovaǌa �etona ai dolazi na mesto bi, a ci dolazi na mesto
ai. Neka ui oznaqava trojku {ai, bi, ci} za i = 1, 2, ..., 3n2. Daǉe, podelimo tablicu
3n× 3n na 3n2 vertikalnih pravougaonika 1× 3 i oznaqimo sa vi trojku poǉa u i-tom
pravougaoniku.
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Sada �emo posmatrati bipartitan graf sa temenima ui i vj (1 6 i, j 6 3n2) u kome su
trojke ui i vj spojene granom ako imaju zajedniqko poǉe. Svaki skup U sa m trojki
ima bar m suseda jer je za pokrivaǌe ǌegovih 3m poǉa potrebno bar m trojki vj.
Po Holovoj teoremi postoji savrxeno sparivaǌe izme�u trojki ui i vj. Vidimo da,
ako su trojke ui i vj spojene, onda mo�emo da �eton sa poǉa ai pomerimo na poǉe u
ui∩ vj, na rastojaǌu najvixe d, a zatim i na poǉe odgovaraju�e boje u vj, qime je taj
�eton prexao put ne du�i od d+ 2. Sliqno postupamo i sa preostale dve boje.

12. Po Holovoj teoremi, dovoǉno je dokazati da za svako C ⊂ F postoji bar |C| skupova
iz familije F koji su disjunktni sa bar jednim skupom iz C. Ovo tvr�eǌe �emo
dokazati indukcijom po |X|. Za |X| = 1 ono je trivijalno.

Odaberimo x ∈ X. Za svako A ⊂ X definiximo A′ = A \ {x} i posmatrajmo familije
F ′ = {A′ | A ∈ F} i F ′

x = {A′ | A ∈ F , x ∈ A}. Jasno je da su i ove dve familije
zatvorene u odnosu na podskupove i F ′

x ⊂ F ′ ⊂ F .

Neka je C ⊂ F , |C| = m. pretpostavimo da C sadr�i taqno k skupova A za koje A′ ∈ C,
tj. C = {A1, A2, . . . , Am}, pri qemu je Am−k+i = A′

i za 1 6 i 6 k. Po induktivnoj
pretpostavci za F ′ postoje podskupovi B1, . . . , Bm−k ∈ F ′ takvi da je Ai ∩ Bi = ∅ za
1 6 i 6 m − k. S druge strane, na osnovu induktivne pretpostavke za F ′

x mo�emo da
pretpostavimo da su B1, . . . , Bk ∈ F ′

x. Tako mo�emo da uzmemo Bm−k+i = Bi ∪ {x} ∈ F
za 1 6 i 6 k, te tada zaista imamo Ai ∩Bi = ∅ za sve i = 1, . . . ,m.

13. Neka je A = {a+1, a+2, . . . , a+n} i neka je P skup svih prostih delilaca brojeva iz A.
Konstruiximo bipartitan graf sa ivicama koje spajaju brojeve skupa A sa ǌihovim
prostim deliocima u P , i doka�imo da ovaj graf zadovoǉava uslove Holove teoreme.

Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji podskup A′ = {a + i1, ..., a + ik} skupa A koji
je spojen samo sa prostim brojevima p1, ..., pl (l < k). Za svako i = 1, . . . , l oznaqimo
broj iz A′ koji je deǉiv najve�im stepenom broja pi. Poxto je l < k, u A′ postoji
neoznaqen broj, recimo a + ik. Sledi da a + ik | (a + i1) · · · (a + ik−1). Posmatraǌem
po modulu a + ik dobijamo da a + ik deli (i1 − ik) · · · (i1 − ik−1) < n! < a + ik, xto je
nemogu�e.

Beograd, 2015-2016
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