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РЕД НА БРОЈ ПО МОДУЛ И ПРИМИТИВНИ КОРЕНИ

1. ВОВЕД

Познатата мала теорема Ферма, која гласи: Ако p е прост број и

NZD( , ) 1a p  , тогаш 1 1(mod )pa p  , е непосредна последица од теоремата на

Ојлер, која гласи: Ако NZD( , ) 1a m  , тогаш ( ) 1(mod )ma m  .
Меѓутоа, обратното тврдење на теоремата на Ферма не важи. Така, на пример,

903 1 (mod 91) , но 91 7 13  е сложен број. Од друга страна ако p е природен

број и 0 p a  е таков што 1 1 (mod )pa p  , тогаш p не е прост број. Затоа,
теоремата на Ферма содржи парцијален тест дали бројот е прост или не, т.е. може
да се искористи да се докаже дека бројот p не е прост без наоѓање на нетри-
вијален делител на p .

Претходно кажаното е непосредна причина за продлабочени разгледувања на
конгруенцијата 1(mod )ka n , на кои ќе се осврнеме во оваа статија.

2. РЕД НА БРОЈ ПО МОДУЛ

Дефиниција 1. Нека n е природен број и a е цел број таков што NZD( , ) 1.a n 
Ред на бројот a по модул n , го нарекуваме најмалиот природен број

( , )a n  таков што 1(mod )a n  .

Пример 1. Имаме (3,11) 5  , бидејќи 53 1(mod11) , а 3 1(mod11)i  , за
{1, 2,3, 4}i . ■
Теорема 1. Нека n е природен број, NZD( , ) 1a n  и нека ( , )a n  . Тогаш

а) 1(mod ),ma n m ако и само ако m

б) | ( )n 

в) за природните броеви r и s важи (mod )r sa a n ако и само ако
(mod )r s  ,

г) (mod )i ja a  за , {1,2,..., }i j  , i j

д) ако m е природен број, тогаш редот на ma по модул n е еднаков на

NZD( , )m



ѓ) редот за ma по модул n е  ако и само ако m и  се заемно прости
броеви.

е) низата 2 31, , , ,...a a a е периодична по модул n со минимален период  .
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Доказ. а) Ако 1(mod )ma n за некој природен број m , тогаш од ,m q r 

0 r   , добиваме m q r q ra a a a   , па затоа 1 (mod ).ra n Ако 0r  , тогаш
претходната конгруенција противречи на фактот дека редот на a по модул n е  ,
па затоа 0r  . Значи, m q , т.е. m .

Обратно, ако m q , тогаш

( ) 1(mod )m q qa a a n    .

б) Според теоремата на Ојлер имаме ( ) 1(mod )na n  па од тврдењето под а)
следува | ( )n  .

в) Нека .r s Бидејќи a и n се заемно прости броеви важи (mod )r sa a n

ако и само ако 1(mod )r sa n  , па од а) следува | ( )r s  т.е. (mod )r s  .
г) Непосредно следува од тврдењето под в)
д) Нека NZD( , )d m . Тогаш ud  и m vd , па затоа

NZD( , ) ( )( ) ( ) 1(mod )
ud

m dm m mu uvd ud v va a a a a a n

      

Нека претпоставиме дека t е таков што ( ) 1(mod )m ta n . Тогаш

1(mod )mta n
па од ( , )a n  и тврдењето под а) следува | mt . Затоа, |ud vdt и како u и v
се заемно прости добиваме |u t . Бидејќи

NZD( , ), d mud u  
   

го дели произволниот број t со својство ( ) 1(mod )m ta n од дефиницијата на ред

по модул следува дека NZD( , )m

 е ред за ma по модул .n

ѓ) Непосредно следува од тврдењето под д).
е) Непосредно следува од в) и г). ■
Последица 1. Ако 2p  е прост број и a , тогаш за секој прост делител q

на бројот 1 21
1 ... 1

p p pa
a a a a 
      важи | 1p q  или p q .

Доказ. Ако | 1q a  , тогаш 1| ... 1 1 ... 1 1 (mod )pq a a p q         , па затоа
q p .

Од друга страна, ако | 1q a  , редот на бројот a по модул q е делител на p ,
што значи дека е еднаков на p . Бидејќи овој ред е делител на 1q  , следува дека

| 1p q  . ■
Теорема 2. Ако NZD( , ) NZD( , ) 1a n b n  и ( , )a n е заемно прост со ( , )b n ,

тогаш
( , ) ( , ) ( , )ab n a n b n    .

Доказ. Нека ( , )a n R  и ( , )b n S  . Тогаш

( ) ( ) ( ) 1 1 1(mod )RS RS RS R S S Rab a b a b n    
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Според теорема 1. а) имаме ( , ) |ab n RS . Бидејќи R и S се заемно прости, посто-
јат цели броеви r и s за кои ( , ) ,ab n rs rw R   и sx S . Ќе докажеме дека
r R и s S . Од дефиницијата на r и s имаме

( ) 1(mod ), ( ) 1(mod )

( ) ( ) 1(mod )

rs rs rs rs rs w

rw s rw s

ab a b n a b n

a b n

  



Меѓутоа, бидејќи 1(mod )rwa n и rw R имаме 1(mod )Rsb n . Од теорема 1 а)
имаме ( , ) |S b n Rs и како NZD( , ) 1R S  следува | .S s Но, |s S , па затоа S s .
Аналогно се докажува дека r R , па затоа

( , ) ( , ) ( , )ab n RS a n b n     . ■
Теорема 3 (Лукас). Ако n е природен број и ако постои цел број a таков што

1 1(mod )na n  и
1

1(mod )
n

pa n



за секој прост делител p на 1n  , тогаш n е прост број.

Доказ. Од 1 1(mod )na n  следува NZD( , ) 1a n  и од теорема 1 а) имаме

( , ) | ( 1).a n n  Ако p е прост број таков што | ( 1),p n  тогаш од
1

1(mod )
n

pa n




следува дека 1( , ) | n
pa n  . Навистина, ако 1( , ) | ,n

pa n  тогаш
1

1(mod )
n

pa n


 , што

е противречност. Меѓутоа, ( , ) | ( 1)a n n  и 1( , ) | ,n
pa n  за секој p кој е делител

на 1n  повлекува ( , ) 1.a n n   Според теорема 1 б) имаме ( ) 1,n n   што
значи дека бројот n е прост. ■

Дефиниција 2. Нека p е прост број, k  и m . Ќе велиме дека kp

точно го дели m ако |kp m и 1 |kp m  . Притоа ќе пишуваме ||kp m .

Теорема 4. Нека 2p  е прост број, 1a  е цел број и n . Ако || 1kp a  и

||lp n , тогаш || 1k l np a  .

Доказ. Имаме 1ka p B  , за некој цел број B кој не е делив со p . Тогаш
2 2 3 3

2 31 (1 ) 1 ( ) ( ) ...n k n k n k n k nk na p B np B p B p B p B         . (1)
Тврдењето ќе го докажеме со индукција по l . За 0l  и 1l  , очигледно сите
собирци, освен првиот, на десната страна на (1) се деливи со 1k lp   , а додека

првиот собирок е дели со k lp  , па затоа || 1k l np a  .
Нека претпоставиме дека, тврдењето важи за 0,1, 2,..., 1l t  и нека l t .

Тврдењето важи за 1l  , па затоа 1 || 1k pp a  . Понатаму, бидејќи 1 ||t n
pp N  ,

тогаш од индуктивната претпоставка применета на pA a и N следува дека
( 1) ( 1) || 1 ( ) 1 1

n
pk t k t N p np p A a a         . Конечно, од принципот на матема-

тичка индукција следува дека тврдењето важи за секој природен број l . ■
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Пример 2. Докажи, дека за секој n бројот 32 1
n
 е делив со 13n , но не е

делив со 23n .
Решение. Имаме 13 || ( 2) 1  и 3 || 3n n . Сега, од теорема 4 следува дека
1 3 33 || ( 2) 1 (2 1)

n nn      . ■

Последица 2. Ако ( , )p a  и || 1kp a  , тогаш ( , )k l lp a p   .

Доказ. Непосредно следува од теорема 4, применета на a . ■
Последица 3. Нека 2p  е прост број, ||kp a b и ||lp n . Тогаш

||k l n np a b  .

Доказ. За секој , |b p b  , постои цел број c таков што 1(mod )k lbc p  . Во

теорема 4 го заменуваме a со ac . Условите || 1kp ac  и || ( ) 1k l np ac  се ек-

вивалентни со условите ||kp a b и ||k l n np a b  , од што следува тврдењето. ■

За 2p  теорема 4 не е точна. На пример, 2 || 3 1 и 2 || 2 , меѓутоа 3 22 | 3 1 .
Но, за 2p  точна е следнава теорема.

Теорема 5. Нека 1a  е непарен цел број и нека 22 || 1k a  . Тогаш за секој цел

број 0l  важи 2 | 1k l na  ако и само ако 12 |l n .
Доказ. Постапете аналогно како во доказот на теорема 4. ■

3. ПРИМИТИВНИ КОРЕНИ

Во теорема 1 докажавме дека ( , ) | ( )a n n  . Логично е да се запрашаме дали за
даден природен број n може да се избере a таков што ( , ) ( )a n n  ? Во врска со
ова прашање ја имаме следнава дефиниција.

Дефиниција 3. Нека n и NZD( , ) 1a n  . Ако ( , ) ( )a n n  , тогаш ќе вели-
ме дека a е примитивен корен по модул n .

Теорема 6. Ако a е примитивен корен од n , тогаш 2 ( ){ , ,..., }na a a е реду-
циран систем на остатоци по модул n .

Доказ. Според дефиниција 4 имаме NZD( , ) 1a n  . Оттука следува дека

NZD( , ) 1ia n  , за секој 1 ( )i n  . Понатаму, броевите ia , {1,2,..., ( )}i n не се
меѓусебно конгруентни по модул n (зошто?). Бидејќи имаме само ( )n природни
броеви помали од n кои се заемно прости со n , заклучуваме дека елементите на
множеството 2 ( ){ , ,..., }na a a мора да се конгруентни со нив. Според тоа,

2 ( ){ , ,..., }na a a е редуциран систем на остатоци по модул n . ■
Во натамошните разгледувања ќе ја користиме следната лема, која ќе ја при-

фатиме без доказ.
Лема 1. Нека p е прост број. Ако | 1n p  , тогаш конгруентната равенка

1(mod )nx p има n решенија. □
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Лема 2. Ако n , тогаш
|

( )
d n

d n  .

Доказ. Ќе докажеме дека за секој , |d d n , бројот на елементите {1,2,..., }x n

за кои NZD( , ) n
dx n  е еднаков на ( )d . Навистина, NZD( , ) n

dx n  ако и само

ако n
dx k  , {1,2,..., }k d и NZD( , ) 1k d  , а вакви броеви k има точно ( )d .

Според тоа, збирот на сите ( )d , кога |d n е еднаков на бројот на сите елементи
{1,2,..., }x n , па затоа

|
( )

d n
d n  . ■

Теорема 7. За секој прост број p постои примитивен корен по модул p .
Доказ. Со индукција по делителите d на бројот 1p  ќе докажеме дека

постојат ( )d елементи на множеството p (остатоци по модул p ) со ред по

модул еднаков на d . Тврдењето е тривијално за 1d  . Нека претпоставиме дека
тврдењето е точно за сите делители на бројот 1p  помали од d . Од лема 1
следува, дека постојат точно d елементи на p чиј ред е делител на d . Од

индуктивната претпоставка следува, дека меѓу тие d елементи, точно ( )m имаат
ред m , каде m е произволен делител на d помал од d . Преостанатите

|
( )

d m d
d m


  имаат ред d , а од лема 2 следува дека

|
( ) ( )

d m d
d m d 


  . ■

Последица 4. Постојат точно ( 1)p  примитивни корени на p .
Доказ. Непосредно следува од теорема 7. ■
Последица 5. Нека p е прост број и n . Ако за секој a таков што

NZD( , ) 1a p  важи | 1np a  , тогаш 1|p n .
Доказ. Доволно е да земеме a u , каде u е примитивен корен по модул p . ■
Теорема 8. Нека p е непарен прост број. Тогаш за секој n постои при-

митивен корен по модулите np и 2 np .
Доказ. Според теорема 6 постои примитивен корен u по модул p . Прво ќе

докажеме дека барем еден од броевите ,u u p е примитивен корен по модул 2p ,

т.е. дека има ред 2( ) ( 1)p p p   по модул 2p . Секој од овие два броја има ред

1p  по модул p , па затоа нивните редови по модул 2p се деливи со 1p  , што
значи дека тие се еднакви на 1p  или ( 1)p p  . Ако ниту u ниту u p не е

примитивен корен по модул 2p , тогаш 1 1 2( ) 1(mod )p pu u p p    . Меѓутоа,
од Њутновата биномна формула следува дека

1 1 2 2( ) ( 1) 0(mod )p p pu p u p pu p       ,
што е противречност.

Нека u е примитивен корен по 2p . Ќе докажеме дека u е примитивен корен

по модул np . Бидејќи p точно го дели 1 1pu   , од теорема 4 следува, дека
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| 1n mp u  ако и само ако 1( 1) |np p m  , т.е. редот на u по модул np е еднаков

на ( )np , што значи дека u е примитивен корен по модул np .

Конечно, бидејќи (2 ) ( )n np p  , секој непарен примитивен корен по модул
np е и примитивен корен по модул 2 np . Според тоа, u или u p е примитивен

корен по модул 2 np . ■
На крајот од овој дел, без доказ ќе наведеме уште едно тврдење за при-

митивните корени по модул ,n n .

Теорема 9. Примитивен корен по модул ,n n постои ако и само ако kn p

или 2 kn p , каде p е непарен прост број и k  , или {2,4}n . □

4. ДОПОЛНИТЕЛНИ РЕШЕНИ ЗАДАЧИ

Во претходните разгледувања се осврнавме на редот на број по даден модул и
на примитивните корени по даден модул, при што теориските разгледувања ги
илустриравме со неколку елементарни примери. На крајот од нашите разгледу-
вања ќе разгледаме неколку задачи кои се задавани на различни математички
натпревари и во чии решенија се користат претходно разгледаните поими и
својства.

Задача 1. Докажи, дека ако NZD( , ) 1a n  и 1 2
1 2 ... taa a

tn p p p е каноничното
разложување на n , тогаш редот на бројот a по модул n е еднаков на најмалиот

заеднички содржател на редовите на a по модулите ia
ip , 1,2,...,i t . ■

Решение. Нека редот на a по модул ia
ip е ik , k е ред на a по модул n и

1 2NZS( , ,..., )tm k k k . Тогаш, од конгруенцијата 1(mod )ka n следуваат
конгруенциите

1(mod ), 1,2,...,iak
ia p i t  ,

па затоа |ik k , за секој 1,2,...,i t , т.е. m k . Но, од друга страна од

1(mod ), 1,2,...,ii ak
ia p i t 

следува
1(mod ), 1,2,...,iam

ia p i t  ,

од каде добиваме 1(mod )ma n . Но, тоа значи дека k m , па затоа k m , што и
требаше да се докаже.

Задача 2. Нека , 1n a  се природни броеви. Докажи, дека | ( 1)nn a  .

Решение. Јасно, 1(mod 1)n na a  и 1(mod 1)m na a  , за 0 m n  . Според

тоа, редот на бројот a по модул 1na  е n , па затоа | ( 1)nn a  . ■
Задача 3. Нека ,a b и NZD( , )d a b . Докажи, дека ако n е произволен

природен број и b
d е непарен број, тогаш NZD( 1, 1) 2a bn n   .
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Решение. Да ставиме dm n , ,a dx b dy  . Според условот на задачата y е
непарен број. Тогаш

1 1 1, 1 1 1.a dx x b dy yn n m n n m         

Нека NZD( 1, 1)x ym m l   . Ако 1l  и k е ред на m по модул l (јасно

NZD( , ) 1m l  ), тогаш од конгруенцијата 1(mod )ym l следува дека |k y , па

значи k е непарен број. Понатаму, од конгруенцијата 1(mod )xm l  следува
2 1(mod )xm l , па значи | 2k x и како k е непарен број добиваме дека |k x . Но,

NZD( , ) 1x y  и k е заеднички делител на x и y , па затоа 1k  . Но, 1k  е ред

на m по модул l и затоа 1(mod )m l , па затоа 1(mod )xm l . Но, 1(mod )xm l 
па затоа 2 0(mod )l , т.е. 2l  . ■

Задача 4. Нека a и p и q се непарни прости броеви такви да

1(mod )pa q . Докажи, дека или q е делител на 1a  или 1 2q np  .
Решение. Јасно, NZD( , ) 1a q  . Нека k е редот на a по модул q . Според те-

орема 3.4 а) имаме |k p и како p е прост број, можни се два случаја:
1) 1k  и тогаш 1(mod )a q , т.е. | ( 1)q a  ,
2) k p и тогаш | ( ) 1k q q   , т.е. | 1p q  . Но, броевите p и q се непарни,

па затоа 1q  се дели со 2 p , што значи 1 2q np  . ■

Задача 5. Нека p и q се прости броеви и 2 1(mod )p q  . Докажи, дека или
3q  или 1 2q np  .

Решение. Ако 2p  , тогаш 5q  , т.е. q е од облик 1 2np . Нека 2p  .

Јасно, 2q  . Ако 3q  , 2 ( 1) 1(mod3)p p    и условот е исполнет. Нека 3q  .

Тогаш од конгруенцијата 2 1(mod )p q  следува 22 1(mod )p q . Но, редот k
на 2 по модул q е делител на 2 p , па затоа можни се следниве случаи:

1) 1k  и тогаш 2 1(mod )q , т.е. 1q  , што е противречност.

2) 2k  и тогаш 22 1(mod )q , т.е. 3q  , што е противречност.

3) k p и тогаш 2 1(mod )p q , па заедно со 2 1(mod )p q  добиваме 2q  ,
што е противречност.

4) 2k p и како | ( ) 1k q q   , добиваме 2 | 1p q  , што значи дека
1 2q np  . ■

Задача 6. Докажи, дека ако NZD( , ) 1x y  , тогаш секој непарен прост делител

на бројот 2 2n n
x y е од облик 12 1n m  .

Решение. Нека p е непарен прост делител на бројот 2 2n n
x y , каде

NZD( , ) 1x y  . Јасно, |p y , бидејќи во спротивно од 2 2| ( )
n n

p x y ќе следува

|p x , што противречи на NZD( , ) 1x y  . Ставаме 2pz xy  . Од конгруенцијата
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2 2 0(mod )
n n

x y p  ,

после множењето со 2 2( )
npy  добиваме

2 1 2( ) 0(mod )
n npz y p  .

Од малата теорема на Ферма имаме 1 1(mod )py p  , па затоа од последната
конгруенција следува

2 1(mod )
n

z p  ,
од каде наоѓаме

12 1(mod )
n

z p



Нека k е редот на бројот z по модул p . Тогаш 1| 2nk  , па затоа 2 , 1mk m n  

Но, ако m n , тогаш 2 1(mod )
m

z p , од каде после степенување на 2n m

добиваме 2 1(mod )
n

z p , што противречи на 2 1(mod )
n

z p  , бидејќи 2p  .

Значи, 1m n  и 12nk  . Конечно,
12 | ( ) 1nk p p   , т.е. 12 1np m  . ■

Задача 7. Докажи, дека броевите 1, 2, ..., 100 можат да се распоредат во по-
лињата на таблица 10 10 така, што во секој 2 2 квадрат производите на бро-
евите на дијагоналите се еднакви по модул 101.

Решение. Нека u е примитивен корен по модул 101. Во полето на i  тата
редица и j  тата колона, , 1,2,...,10i j  , да го запишеме остатокот на 10i ju  при
делење со 101. Во секој квадрат определен со редиците , 1i i  и колоните , 1j j  ,
производот на броевите на секоја од дијагоналите е еднаков на

10(2 1) (2 1)10 (mod101)i jk    . ■
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