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Cojysen natnpeBap 1984
I roguna

1. BpojoT a e mobuen Taka mro 6poesute ox 1 1o 101 ce 3anmmmany exeH 1Mo APYT.
Jokaxu fieka a e cinoxeH 0poj. Jlanu a e kBaapaT Ha npupoaeH 0poj?

Pemenue. Bo 6poesure on 1 1o 99 cexoja mudpa ocBeH Hynarta ce mojaBysa mo 20
TIaTH, Ta 3aToa 30MpoT Ha nudpuTe Ha OPOjOT A eIHAKOB Ha

20(1+2+...+49)+1+1+1=903.

Cropen Toa, OpojoT a € JeIuB Co 3, HO He ¢ IeNuB co 9. 3Hauw, a ¢ CI0XKEH Opoj U He €
KBaJpaT Ha IPUPOJICH Opoj.

2. Heka a,b,C ce Tpu mefyceOGHO pasnuuHu peaqHy GPOEBU KOU IO 3al0BOJIyBaaT
PaBeHCTBOTO

a 4 b 4 ¢ _
b + c-a + a—b 0.
Jlokaxku geka
a_, b 4 ¢ _
(b—c)’  (c-a)* (a-b)

Pemenune. imame:

0=+ +ap) et catap)
—_a _, b _,_c +(a+b)(a—b)+(b+c)(b—c)+(c+a)(c—a)
(b—c)?>  (c-a)> (a-h)? (a-b)(b—c)(c-a)

_ _a b c
oo ca? @by

3. Heka O e BHatpemuna touka Ha Tpuaronsukor ABC . Heka K,L,M ce Touku Bo
kou npasurte kou munyBaat Hu3 O, a ce napanesnnu co crpanute CA AB,BC ru ceuar
penocnenno crpanure AB, BC,CA. ITonaramy, neka P,Q,R ce Toukute BO KOM pemo-
cnenno ce cevat npasure CK u

AL, AL u BM, BM u CK.
Jokaxu aexa 30MpoT Ha IJIOMI-
TUHHUTE Ha TPUATOJIHUIIUTE
AKP, BLQ u CMR
€ €JHaKOB Ha IUIONITHHATA Ha
tpuaronuukor PQR.
Pemenune. TpuaromHumnure
ABL u ABO wumaar 3aeganuxa
OCHOBa M €JHAKBH BHMCHHH, Ia

3atoa Pag =Ppgp, BuaM 11p-
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tex. Cmmano Baxu Byon =PFgco ¥ Roax =Ropo - 3atoa
Pasc = Pago +Fco +Feao = PasL +Feom +Rea -
Cmopen Toa,
Peor = Pasc —(PasL +Psem +Reak) + Pake + PeLg + Fenr

=Pakp + P + Fomr:

4. KBagpar co cTpaHa 5 e mozeneH Ha 25 eqMHEeYHH KBaJpaTH M CEKOj OXl HUB €
00oeH co exHa of nBe Oom. JIoKaku JeKa MOCTOjaT YSTHPH UCTOOOJHHM €AMHEYHU KBa-
JIpaTH YU [CHTPHU CE TEMHUEba Ha MPABOATOJIHUK CO CTPAHM Mapalie)IHd Ha CTPAHUTE Ha
KBaJpaToT. JJoKaku Jieka TBPACHETO Ha BaXKH 3a KBaJpaT CO CTpaHa 4.

Pemenue. PenoBute Ha jgameHaTta tabena jga ru o3HauuMme co 1, 2, 3, 4, 5, a xojo-
Hute co a,b,C,d,e, ananorno kako BooOMUaeHUTEe O3HAKM HA IaXOBcKara Tabma (Ip-
Texu a), 0) u B)). Heka OouTe crioMeHaTH BO 3ajadara ce CHHa (CHHHUTE IOJIMEba CE
urpadgupaHnTe) U PBEHU. Bo mpBara peauiia HajMajKy TPH MOJHEA CE UCTOOOJHU U
3apajiyl OpeieIeHOCT Ja IIPeTHocTaBuMe Jeka Toa ce nonumara al,bl,cl xou ce cunu.
Axo Bo O6mIiI0 K0ja peauiia o1 2 10 5 BO NPBUTE TPU KOJOHH MMa JIBE CHHHU MOJHba (Ha
NpUMeEp Kako Ha IPTEXKOT a), moiumara a3 u b3), Toram 6GapaHHOT MPaBOAroJHKUK €

OIIpe/IENEH.
5 5 o | e 5 le °
4 4 % 4
3 / 7 / 3 A I |e .
2 2 | e 2
1 1 7 1
a b cd e a b ¢ d e @ b c d e
a) 0) B)

3aToa Ja NpeTnocTaBUMe JIeKa BO CEKOja OJ] CIICIHUBE YETHPH TPOjKH
(@2,b2,c2), (a3 b3c3), (ad,b4,cd), (a5 bs,ch)

OapeM Mo JIBe TOJINbA ce LPBEHH. AKO BO €[JHa O/l TUE TPOjKU CUTE
noNMmb-a ce UpBeHH (Ha npTexot 6) Toa e Tpojkara (a5,b5,c5) ), To-
rail efHO0OCH MPaBOaroJIHKK JIECHO ce OIpenetyBa. AKO BO CeKoja
O]l THE YETHUPH TPOjKH MMa TOYHO IO JBE LPBEHHU MOJIHIA, TOTAII
UMaMe TPH MOXKHHU pacropeid Ha LPBEHUTE MOJHbA, Ma OJ HPHH-

uunot Ha Jlupuxie ciepyBa 6apeM BO JBe O HHB THE IMOJIHEbA CE
HCTO PACIOpe]eHH, IITO MOBTOPHO TO JaBa OapaHHOT MPaBoaroJ-
HUK. Ha nprexot B) Toa e npaBoaronHukot a3,c3,a5,c5.

Jlexa TBPACHETO HE BaXKH 33 KBAJPaT CO CTpaHa 4 MOKaXyBa LPTEKOT JECHO.




https://matematickitalent.mk

Il roquna

1. Heka py, e n—TtHOT npoct 6poj u Heka 7(N) e OpojoT Ha MPOCTHTE OPOEBU KOH

He ce morojieMu o N. Ako
A={n+p,|neN} u B={n+n(n)+1|neN}

nokaxu neka ANB=CJ u AUB=N\{}.

Pemenune. On nepunnnyjata Ha pyHKIMjaTa 7T CICIyBa:

i) m(pc) =k 3acexoj keN,

i) ™(n) <m(n+1),3acekoj NEN,

iii) 7(n) <m(n+1), ako n+1 e mpoct 6poj.
Hexka mpeTmnoctaBiMe JieKa 3a HEKOH M U N BaKK

iv) M+ py, =n+m(n)+1.
MoskHH ce 1Ba cirydau: Pp, <nu Pm >n. Axo Pm <N, Toram ako ce 3eMe IpeaBUL
nexka M=1(pPy,) < m(n) xobuBame

M+ Py, <N+7(n) <n+m(n)+1,

LIITO IPOTHBPEUH Ha iV). AKO Py, >N, Toraur ox M=7(pPy,) >7(n) cremysa m=m(n)+1
u M+ Py, >N+7(N)+1 mwro nporuspeun Ha iv). Criopen roa ANB= .

Ke noxaxeme neka AUB =N\{}. Jacho, 1¢ AB u 2€B. Heka n>2 e npowus-

BOJICH IIPHpPOJEH Opoj Koj He mpumara Ha MHOXKecTBOTO A . Ke mokaxeme mexa Ne B .

bumejku mocrom MeN 1. M+ Py <N<M+1+ Py, T P, gobmBame mexa
m(N—m—1) =m, na 3Hauu
n=n(n—-m-)+(n-m-1)+1eB.

2. AKko peasHuTe OpoeBH X, Y,Z TH 33J0BOJyBaaT paBeHCTBATa
X+y+z=2u xXy+yz+zx=1,

JIOKaXH fieka Tie npumaraar va uatepsanotr [0,4].

Pemenne. On X+Y+Z=2 cnenysa X+Y=2—2Z,aon Xy+YzZ+2Xx=1 cnenysa

xy=1-z(x+y)=1-2(2-2) = (1—z)2 .
3aroa peanHuTe OpoeBH X M Y ce pelieHHja Ha KBaJpaTHaTa paBeHka o {:
2 +(z-2t+(@1-2)% =0,

IITO 3HAYM JIEKA Tda UMA HEHEraTUBHA NUCKPUMHHAHTA, T.€. (Z-— 2)2 —4(1- Z)2 >0.

Otyxka cnenysa 2(4—3z) >0, wrro e exsuBanentro co z €[0, %] Amanorno ce noka-

KyBa JeKa OpoeBuTe X M Y mpumaraar Ha naTepsanotr [0,4].
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3. Nanen e kousekceH yetupraroiauk ABCD taxos o
XABD =50°, xADB =80", <ACB=40", xDBC = xBDC+30°.

Ipecmeraj ro XDBC .
Pemrenue. buznejku BO TpHAroNHUKOT

ABD Baxn xABD =50 1 xADB=80°,
nobusame xDAB=50". 3aroa DA=DB
(uptex mecHo). Cera, Ouzaejku
xADB =80" =2BCA
u toukure C u D ce ox ucra cTpana Ha o
A

npaBara AB, 3axmydyBame mexa Toukara

C npumnara Ha KpykHuI@Ta co nenrap D
u paguyc DA=DB . 3atoa TpuarosHuKkor
BCD e pamuOkpak, ma o

AxBDC +2xDBC =180° u xDBC = xBDC +30°
crenysa neka xDBC =70°.

4. Bo HeKoja IpskaBa Mely CEKOM JIBa Ipaja MOCTOU €[HOHACOYHA aBHOHCKA JIHHHUjA.
JIOKaxH JieKa MOCTOM TPaj O] KOj BO CEKOj APYT IPaj MOXKE Ja C€ CTHIHE CO HAjMHOTY
€JIHO TIPECE/IHYBAIbE.

Pemenne. TBpIemeTo Ha 3a1a4arta Ke ro J0KaXeMe Co MaTeMaTHyka HHayknuja. He
€ TEIIKO Ja ce TIPOBEPH JeKa TBPACH-ETO BAKH 3a JpKaBa cO HAjMHOTY TpH Tpana. Ke
MPETIOCTABUME JIeKa TBPJCHETO BAKHU 3a JpiKaBa CO N TPaIOBU M Ke JOKAKEME €K
TOA BaKM 32 MPOM3BOJIHA ApKasa co N+1 rpaj.

I'pagoBute na ru o3uauume co A, Ay, ..., Ay, . Criopes HHAYKTUBHATA IIPETIOCTAB-
Ka BO JICJIOT OJ] Jp)KaBaTa Koj I'M COAPXKKHU camo rpagosutre Ay, Ay,..., A, mocrou rpaj
(uexa Toa e, Ha mpumep, rpagox A,) ox Koj Bo cekoj apyr rpax A,i=12,..,n-1
MOKE Jia C€ CTHTHE CO HajMHOTY €J[HO MpeCeHyBambe. BO HATAMOIIHKUTE pasrieyBarmba
A — Aj ke 3Hauu Jleka aBHOHCKA IMHUjA BOJM O/ IpajioT A Bo rpator Ayj.

Axo Baxu A, — A,,q, Toram A, e rpajor co cakaHoTo cBojcTBO. Heka mpermo-
craBuKMe neka Baxu A, — A, . JacHo, ox rpagor A, TprHyBa Gapem eiHa aBHOHCKa
munyja. I'pamosure A, Ap,..., A, I'u HymMepupame Taka wWwTo jaa Baxu A, — A 3a
i=12..k u A—>A, 3a i=k+1..,n-1, kane kefl,2,..,n-1}. Ako 3a Hekoj
ie{l,2,...,k} Baxu A — A, Toram moBropHo A, € rpajg co CakaHOTO CBOjCTBO.
Axo A — A 3acexoj 1e€{l,2,..,K}, roram rpagor A,,; € TaKoB WITO O HEro 10

CEKOj IPYT IpaJ MOXKE Jia Ce CTHTHE CO HajMHOTY €IHO MpeceqHyBame. HaBucTuHa, 3a
Jla OJ1 HETO CTUTHEME BO HEKOj O] TPaOBHUTE Aj , j=k+1,...,n=1, moxeme HamecTO
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Mmapmpyrata A, > A — Aj , K0ja criope]l MHAYKTHBHATa MPETIIOCTaBKa IOCTOH 3a He-

xoj i €{L2,...,k}, na ja kopuctume mapmpyrata Ayg —> A > Aj.

Il u IV roguna

1. Onpenenu Hu3a (8,) Koja ro 3a0BOJIYBa YCIOBOT
143 (-D)iag =0,n=123,....
din
Pewenue. JlecHo ce mpoBepyBa JeKa BaXH
q=la=2a=0a=4a=0a5=0a,=0a=8a=0.

Ke mokaxxeme mexa

n, n=2k, 3a Hekoj K € N,

0, n# 2k, 3a cekoj K € Ny.
3a N=1 tBpaemeTo e TouHo. Heka mpeTmocTaBiMe Jeka TBPACHETO BaXKH 3a CHTE PH-

poxnHn 6pO€BI/I TIIOMaJId WA €JHAKBH HA HeKOj neN. Heka n+1= 2r S, Kaae S € Hema-
peH 6poj. MoxHH ce Ba CITydan.

r
a) S=1, r.e. N+1=2". Toram ycioBOT Ha 3a1a4aTa, CO KOPHCTCHE Ha HWHIYKTHB-
HaTa MPEeTIOCTaBKa, Ce CBEAYBa Ha

1+(Q+2+4+..+2" Y -a,,, =0,

OJ1 KaJie IITO ClIeyBa 8y, = 2" =n+1.
6) S>1. Cera oj ycl0BOT Ha 3aa4yara cjaeayBa

1+@1+2+4+..+2" ) -2 —a,,4 =0,

OJ1 KaJie IITO ClIeyBa 8, = 2 —2"=0.

Co toa HABCJICHOTO TBPACHEC € MHAYKTHUBHO JOKAXKXaHO.

2. Jlokaky ieka 3a CeKoj pupojicH Opoj N paBeHKaTa
5-1\n 5-1\n+1
L5y (S 1
MMa TOYHO €JTHO IeJI00POjHO pEIleHHE.
Pemenue. J[a o3naunme t=\/_57_1. Vmame t°+t+1=0. Jlecro ce JIOKa)KyBa JIeKa

3a HUTY €JIeH PUpOoJIeH Opoj N najieHaTa paBeHKa HE MOJKE Jla ©Ma MOBEKe 01 €/IHO Iie-

7100pojHo pewrenne. HaBuctrHa, ako 3a x8a mapa (X,Y) u (X', y') uemu 6poesn Baxu
X +t"y =1 u "Xty =1,
toram Baxu t"(X—X') +tn+1(y —y)=0, on xame mobusame X—X'+t(y—y)=0, ox

nrro 6unejku t e uparmonanen 6poj ke cienya X=X'u y=Yy'.
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Cera, co MHIyKBHja Ke JOKa)KeMe JieKa 3a CeKoj NpHpoJieH Opoj N npajaeHara pa-
BEHKa MMa 11eno0pojHo perenne. 3a N=1 toa pemenne ¢ X=1, y=1. Heka npermo-

tn—l

CTaBUME J€Ka Xpq +t"Yn1 =1 3a nemure GpoeBn X, 4 H VY,q. Toram 3a

X =X11tYn1 B Yn =Xy BaXH
1
t"x, +t"y, =t-

= (t+t2)t" X g +tyn
_ tn—l

"I gty 2

Xng +t"Yn1 =1,

tn+1

nia 3aT0a mapot (X,,Yn,) ueu 6poesu e pemenue Ha pasenkara t"X+t""y =1, co mro

JAOKa30T € 3aBpLICH.

3abenewxa. Ox pemeHnero Ha 3agadata ciexysa aeka (X, Yn) =(fh.q, ) » Kame

f;,1=123,,... e Hu3ara ®uGoHa4MEBH OPOCBH.

3. Manmen e yerupuaronunk ABCD . Jlokaxu ro TBpaemeTo: AKo mocton Touka P
taksa mro tpuarojuunure ABP u CDP ce ennakBo opueHTHpaHH PaMHOKpAKH Ipa-
BOArOJIHM TPUATOJHHIM CO MPABU arid Bo TeMeTo P, Toram mocrou touka Q Taxsa

wro tpuaronuunure BCQ m DAQ ce paMHOKpaku NpaBoaroiHM TPHATONHHIHU CO
IpaBM aryu Bo TeMeTo Q.
Pemenne. On yclIoBOT Ha 3amadaTa cleoyBa

neka porauujata okoiy toukara P 3a 90° ja
npeciaukysa Toukata A Bo Toukara B, a Tou-
kara C Bo Toukara D, mrro 3maum orceukara

AC ce mpecnukysa Bo Bo orcedkata BD, ma
satoa AC=BD u AC 1 BD. Bosenysame xo-
opIaMHaTeH cucteM 4uj nouetok e mpecexor O
Ha mpasute AC u BD, taka mro toukara A
npurara Ha MO3UTHBHHUOT J€J Ha X—ocKara, a

Toukara B Ha mosuTtuBHMOT A€ Ha y—OCKaTa

(uprex necHo). Bes orpaHnuyBame Ha OMIITOCTA
moxeme ja 3ememe AC =BD=1. Heka toukure A u B wmaar coomserHo xoopiu-
naru (a,0) u (0,b). Toram toukure C u D umaar koopaunaru coomserno (a—1,0)

u (0,b-1). Mpasara BC wuma koepuuunent Ha mnpaserr %, na cuMeTpanara S Ha
orceuxkara BC koja ja conpyxu cpenunara (aT—l,%) Ha 0Baa OTCEYKa MMa PaBEHKa
b_al a-1
y=3=% (0=7%)-
CiuHo ce 106uBa JieKa cuMeTpaiara Sy Ha orceukara DA mma paBeHka

Y= =g (x-9).
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IIpaBute S U Sy ce ceyar BO TOUKATA Q(a+Tb—1’a+Tb—1) . Co HemocpeHa MpoBEpKa ce

nokaxysa geka BQ L CQ u DQ L AQ, t.e. Toukata Q ru 3a70BOTyBa yCIOBHUTE Ha

3/1a4yara.

4. Heka S e MHOKeCTBO 01 N emeMenTH. OIMpeieli To HajrolIeMruoT 6poj M 3a Koj

nocrou damumuja {S;,Sy,..., Sy} 04 pasauyHK HENpasHH MOAMHOXKECTBA HAa MHOKECT-

BOTO S TaKBa LITO MPECEKOT HA CEKOM TPU MHOXKECTBA OJ OBaa (haMuiuja € Ipa3HOTO
MHOXKECTBO.
Pemrenne. Hexa {S},S,,..., S} ¢ bamuumja pasnudny HenpasHU MOAMHOXECTBA Ha

mHOkecTBoTO S ={1,2,...,NN} TaKpa WTO NPECEKOT Ha OHUIIO KO TPU HEj3UHU CIEMEHTU

¢ TMpa3sHO MHOXecTBO. Toa 3HA4YM JeKa CEKOj eIEMEHT Ha MHOXECTBOTO S Ke Ouae

eNIEMEHT HAjMHOTY Ha [BE OJ MHOXecTBaTa Sp,S),...,Sy. Ako co |Sj| ro osnaunme
_ m
OpOjOT Ha eJIEMEHTHTE Ha MHOJKECTBOTO Sj, nobmBame aeka » | Sj|<2n.
i=1
On apyra crpana, ako co K ro osmaumme GpojoOT Ha €JHOEIEMEHTHHUTE TOIAMHO-

m
)KecTBa S KOM Ce WICHOBM Ha JaieHata pammimja, Toram » | Sj|>k+2(m—k). Ox
i=1

MOCIIETHUTE JIBe HepaBeHCTBa nobuBame 2M<2n+k. Ho, k<n, ma 3aroa 2m<3n,
OAHOCHO M< [3_2n] .
Ciie IHMOB TIPUMEDP

{1}1 {2}! ey {n}v {11 2}1 {31 4}1 ey {2[%] _11 2[%]}

MOKaKyBa JieKka bapaHara MakCUMallHa BPEJHOCT 32 M e [37”] .




