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Во истражувањето на математички проблеми,  олимписката комбина-
торика се издвојува како фасцинантна и предизвикувачка област, во која
што се важни вештините за решавање на проблеми, креативноста и ло-
гичкото размислување.

Комбинаториката, со своето нагласување на принципите за преброју-
вање, конфигурации и избори, служи како алатка на младите математи-
чари да ги подобрат своите аналитички способности и да развијат длабоко
почитување кон убавината на математичките структури.

Оваа статија има за цел да фрли светлина на уникатниот карактер на
комбинаторните проблеми кои се среќаваат на јуниорските олимпијади,
обезбедувајќи идеи за основните концепти и стратегии за решавање
проблеми од оваа област, како и пошироко да влијае на ангажирањето и
работата со математика на олимписко ниво уште од рана возраст.

Во продолжение ќе разгледаме некои интересни олимписки проблеми
од комбинаторика кои се имаат појавено на некои од олимпијадите за ју-
ниори.

Задача 1. На една забава дошле 100 лица, меѓу кои некои се позна-
ваат. Сите познанства се взаемни, а за време на забавата не се склопуваат
нови познанства. Во текот на забавата гонгот удрил сто пати. По првиот
удар на гонгот заминуваат сите кои не познаваат никој од преостанатите
гости. По вториот удар на гонгот заминуваат сите кои познаваат точно
еден од преостанатите гости. По третиот удар на гонгот забавата ја
напуштаат сите кои познаваат точно два учесници кои се сѐ уште на заба-
вата. Аналогно продолжува и по k -тиот удар на гонгот заминуваат сите
кои познаваат точно 1k  лица кои уште се на забавата. На крајот оста-
нуваат n лица. Кои вредности може да има бројот n ?

Решение. Ќе докажеме дека n може да биде 0,1,2,...,98 . Прво ja
опишуваме ситуацијата кога по последниот удар на гонгот остануваат
точно n лица.

За 0n  , ги делиме сите 100 лица во групи A и B. Нека во групата A
има n лица и да претпоставиме дека тие лица ги познаваат сите 99
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преостанати гости на забавата. Во групата B има 100 n лица кои не се
познаваат помеѓу себе, но ги познаваат сите лица во групата A (затоа секое
лице во групата B има n познатства).

По ( 1)n  -виот удар на гонгот, заминуваат сите лица од групата B,

што значи дека лицата во групата A од тогаш имаат точно 1n  поз-
натство. Бидејќи n -тиот удар на гонгот веќе поминал, следува дека сите
лица во групата A остануваат до крајот на забавата.

Вредноста 0n  се постигнува кога сите лица се познаваат помеѓу
себе (па сите заминуваат по 100 -тиот удар на гонгот).

Лесно се забележува дека 100n  , бидејќи лицето со најмалку поз-
натства сигурно мора да замине од забавата.

Конечно, докажуваме дека и 99n  не е можно.  Нека претпоставиме
спротивно, односно нека точно едно лице X заминува пред крајот. Како
претходно, тоа лице има најмалку познатства. Бидејќи никој од преоста-
натите луѓе не заминал по X, заклучуваме дека сите го познаваат X – од-
носно, ако некој Y не го познава X, тогаш бројот на лица што Y ги познава
не се менува со заминувањето на X, што значи дека и Y мора да замине во
одреден момент. Ова покажува дека X има 99 познатства, па оттука и сите
останати гости имаат 99 познатства, што е контрадикција.

Задача 2. Во десет крукчиња како на сликата подолу се напишани
природните броеви од 1 10 . Потоа во секој од деветте мали триаголници
чии темиња се крукчињата е запишан збирот на броевите од крукчињата
кои се наоѓаат во неговите темиња. Одреди го најголемиот природен број
n така што при произволен распоред на броевите, секогаш постојат три
триаголници така што збирот на броевите кои се запишани во тие три-
аголници е најмалку n .
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Решение. Примерот на сликата покажува дека важи 48n  (најго-
лемиот збир во еден триаголник е 16 ). Ќе докажеме дека бараното n е 48 ,
т.е. 48n  , т.е. дека при секој произволен распоред постојат три триагол-
ници такви што збирот на броевите запишани во нив е барем 48 .

Нека во централното поле е запишан бројот c . Доколку 7c  , нека ги
разгледаме трите триаголници во аглите на големиот триаголник. Во нив
збирот е

1 2 ... 10 55 48c c       .
(во овие 9 крукчиња од овие триаголници , само c не се појавува). Ако

9c  , нека избереме три триаголници кои кои го содржат централното
крукче и немаат заедничка страна. Збирот во нив е барем

1 2 3 4 5 6 3 21 27 48c          .
Ни останува уште да го провериме случајот 8c  . Збирот на броевите

од крукчињата во трите триаголници во аглите на големиот триаголник е
55 8 47  . Во барем едно од крукчињата на триаголниците запишани во
аглите на големиот триаголник запишаниот број е помал од 8 . Нека го
разгледаме наместо тој триаголник во кој бројот запишан во барем едно од
крукчињата на триаголникот е помал од 8 , триаголникот чие теме е цен-
тралното крукче, а преостанаите две крукчиња остануваат непроменети.
Овој триаголник, заедно со останатите два тригаолник дава збир кој е
строго поголем од 47 , односно поголем или еднаков на бројот 48 . Со ова
докажавме дека бараниот број е 48n  .

Забелешка. Постојат и други решенија на овој проблем.  Нека ги
нумерираме триаголниците по редослед со броевите 1,2,...,9 , така што
триаголниците кои се наоѓаат во аглите на големиот триаголник се
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означени со броевите 1,5,9 . Нека претпоставиме спротивно, дека за било
кои три триаголници важи дека збирот на запишаните броеви во крукчи-
њата кои се наоѓаат во нивните темиња  е најмногу 47. Ако го примениме
ова на триаголниците 1,5,9 , добиваме дека за бројот x запишан во цен-

тралното крукче важи 55 4x  , односно 8x  . Сосема аналогно, раз-
гледувајќи ги триаголниците 1,5,8 ; 1,6,9 ; 3,5,9 , добиваме дека за брое-

вите , ,y z t запишани во крукчињата во темињата на големиот триаголник
мора да важи , , 8y z t  . Но, броевите , , ,x y z t се различни, па не може сите
да припаѓаат на множеството {8,9,10} , што е контрадикција.

Задача 3. За природниот број n нека ја разгледаме табелата 2020 n ,

во која во секое поле е запишан еден од броевите 1 или 1 . Нека ја е

прозивод на сите броеви во j -тата редица, а ib е производ на сите броеви
во i -тата колона. Најди ги сите природни броеви n за кои може да важи

1 2 2020 1... ... 0na a a b b       .

Решение. За да збирот на 2020 n броеви е еднаков на 0 и секој од
нив е 1 или 1 , мора 2020 n да биде парен. Оттука, заклучуваме дека n
е парен број.

Да забележиме дека броевите 1 2 2020...a a a   и 1 2 ... nb b b   се ед-

накви. Овие два броја се производи на сите броеви запишани во табелата.
Па, бројот на појавувања на бројот 1 меѓу броевите 1 2 2020, ,...,a a a е со
иста парност како и бројот на појавувања на бројот 1 меѓу броевите

1 2, ,..., nb b b . Заклучуваме дкеа вкупниот број на 1 е парен, а бидејќи тој

број е еднаков на
2

1010 n , заклучуваме дека бројот
2
n е парен, т.е. бројот

n мора да биде делив со 4 .
Ќе докажеме дека за секој природен број n , кој е делив со 4 , даде-

ното равенство во условот на задачата може да важи. Всушност, ни оста-
нува да дадеме пример за табела од 2020 редици и n колони за кои
споменатото равенство важи.

Нека 4n k . Меѓу броевите 1 2 2020 1 2, ,..., , , ,..., na a a b b b мора да има
1010 2k броеви еднакви на 1 .

Во првата колона од табелата нека броевите во 2,3,...,1011-та редица
се еднакви на 1 . Понатаму, во првата редица од таблицата нека броевите
во колоните 2,3,...,2 1k  се еднакви на 1 . Нека сите останати броеви во
табелата се еднакви на 1 .
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Забележуваме дека 1 1012 2020... 1a a a    и 2 3 1011... 1a a a     .

Исто така 1 2 2 4... 1k kb b b    и 2 3 2 1... 1kb b b      . Па, важи

1 2 2020 1 2... ... 0na a a b b b        .

Задача 4. Една жаба се наоѓа во почетокот O на бројна права и треба
да изведе 2022 скока, и тоа по еден скок со должина 1,2,...,2022 . Скоко-

вите мора да ги изведува по редослед така што:
 Ако моментално се наоѓа во точката O или лево од неа, тогаш

мора да скокне надесно
 Ако се наоѓа надесно од точката O , тогаш мора да скокне налево.
Одреди го најголемиот природен број k , за кој жабата може да скока

така да никогаш не скокне на некој од броевите 1,2,...,k .

Решение. Нека 2022n  . Нека препоставиме дека постои низа од n

скокови со должини 1,2,...,n во некој редослед така што жабата никогаш
не застанува во ниту еден од броевите 1,2,...,k за 1k  . Да забележиме
дека k n бидејќи првиот скок на жабата мора да биде на десно, а не
подолг од n . Жабата не може да се наоѓа на број поголем од n бидејќи
може да скока надесно само за број 0a  , а најдолг можен скок е со
должина n .

Ако жабата во некој момент се наоѓа на бројот 0a  , тогаш 1a k  ,
бидејќи не може да биде на некој од броевите 1,2,...,k . Тоа значи дека
жабата скока на лево само ако е на бројот 1a k  па не може да дојде во
број помал од 1k n  . Затоа жабата може да стои само на броевите i , за
кои важи

1 0k n i    или 1k i n   .
Да разгледаме што се случува во моментот кога жабата прави скок со

големина точно k . Таа по овој скок мора да остане на иста страна од
броевите 1,2,...,k бидејќи за прескокнување на сите тие броеви потребен е
скок со големина од барем 1k  .

Ако тој скок се прави од позиција 0a  , тогаш тој ќе заврши во
бројот a k , па мора да важи 2 1k a n   . Па, имаме 2 1k n  во овој
случај.

Ако тој скок се прави од позиција 0a  , тогаш важи 1 0k n a    .
Тогаш жабата ќе заврши во бројот a k , па мора да важи 0a k  и
2 1 0k n a k     . Повторно заклучуваме дека 2 1k n  .

Докажавме дека 1
2

1010,5nk   . Бидејќи k е цел број, важи 1010k  .
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Сега доажуваме дека е можно да се направи низа од скокови така што
жабата никогаш нема да дојде на ниту еден од броевите 1,2,...,k , за

1010k  . Нека жабата прво направи скок со големина 1k  .
Потоа скоковите ги прави во парови. Прво прави скокови со големина

2k  и 1 , потоа прави скокови со големина 3k  и 2 . Жабата потоа прави
парови скокови: прво со големина 1k i  , а потоа скок со големина i , за

4,...,i k . На крајот жабата прави скок со големина 2 2 2022n k   . Да
забележиме дека жабата направила скокови со сите можни големини
1,2,...,n точно еднаш како во условот на задачата.

Ќе докажеме дека оваа низа од скокови никогаш не застанува на ниту
еден од броевите 1,2,...,k , за 1010k  . По првиот скок, жабата застанува
во бројот 1k k  . Нека претпоставиме дека жабата се наоѓа во бројот 0
или 1k  и дека ќе направи пар скокови со должина прво 1k i  , а потоа
со должина i . Ако жабата се наоѓа во бројот 0 , првиот скок ќе биде во
бројот 1k i k   , а вториот скок ќе биде во бројот 1 1k i i k k      .
Ако жабата се наоѓа во бројот 1k  , првиот скок ја води во бројот

1 ( 1) 1k k i i       , а потоа вториот скок ја води во бројот 0i i   .

Од бројот 1k  жабата има стигнато до бројот 0 , после пар од скокови и
обратно, притоа не застанувајќи на никој од броевите 1,2,...,k . Откако
жабата ги направила опишаните парови скокови, прави скок со големина

2 2n k  , па завршува во бројот 0 (2 2) 2 2k k k     или во бројот
1 (2 2) 1 1k k k       . Па, жабата ниту еддаш нема застанато на ниту

еден од броевите 1,2,...,k , што значи 1010k  е бараниот одговор.

Задача 5. Во една држава постојат g градови и c патишта, така што
секој пат поврзува точно два различни града, а помеѓу било кои два града
постои најмногу еден пат. Патиштата се означени со броевите 1,2,...,c .

Никола своето патување мора да го помине така да кога ќе ги запише по
ред патиштата по кои поминал ќе добие (строго) растечка низа од броеви.
Докажи дека постои град така да поаѓајќи од него Никола ќе може да
помине барем 2c

g
патишта.

Решение. Прв начин. Нека Никола во секој град постави еден свој
пријател. Нека во чекорот i , ( 1,2,..., )i c пријателите кои се наоѓаат мо-

ментално во градовите кои ги спојува патот i си ги заменат своите места.
Па, во секој чекор доаѓа до две поместувања, па вкупно има 2c поме-
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стувања, што значи дека барем еден од g -те пријатели се поместил барем
2c
g

пати.

Ако Никола појде од градот во кој тој пријател бил на почетокот ќе
може да го исполни условот на задачата.

Втор начин. Нека должината на патот е еднаква на бројот на патишта
на тој пат. Придружуваме на градот x , тежина xw еднаква на должината
на најдолгиот пат со крај во градот x и растечка низа од ознаките на
патиштата. Ако докажеме дека 2x

x
w c , од принципот на Дирихле

имаме град со тежина барем 2c
g

.

Тежините xw , ќе ги избереме итеративно: на почетокот нивниот збир
е еднаков на 0 . Во i -тиот чекор го додаваме патот со ознака i помеѓу
градовите x и y . Нека xw и yw до овој чекор се акумулираните тежини

на градовите x и y .

Ако x yw w тогаш новите тежини се зголемуваат за 1 , односно

' 1x yw w  и ' 1y xw w  .

Ако x yw w тогаш патот со ознака i го продолжува за 1 најдолгиот

пат од растечката низа од ознаките на патиштата со крај во градот x , па
новите тежини се ' 1 ( 1) 1 2x y x xw w w w       и 'y yw w .

Во двата случаја, кога дојдеме до патот со ознака i , збирот на тежи-
ните на градовите се зголемува барем за 2 . На овој начин после сите c

чекори, збирот на тежините на градовите не е помал од 2c , што и требаше
да се покаже.

Задача 6. Во една организација постојат три одбори. Секоја член
припаѓа на точно еден одбор. За секои два члена кои припаѓаат на различ-
ни одбори, во преостантиот одбор постојат точно 10 луѓе кои тие двајца ги
познаваат и точно 10 луѓе кои ниту еден од тие двајца не ги познаваат.
Познатството е заемно. Колку луѓе има вкупно во сите три одбори?

Решение. Прв начин. Нека одборите се , ,A B C и нека во нив има
, ,a b c луѓе, соодветно. Луѓето можеме да ги замислиме како точки во

рамнина, така што било кои три од нив не се колинеарни. Луѓето кои се во
различните одбори ги поврзуваме на следниот начин: секои двајца кои се
познаваат ги поврзуваме со сина отсечка, а секои двајца кои не се
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познаваат ги поврзуваме со црвена отсечка.  Притоа, луѓето кои се во ист
одбор не ги поврзуваме никако.

Најпрво, да ги преброиме еднобојните триаголници (тоа се триагол-
ници со иста боја на страните). За секој пар лица x A , y B постојат

точно 10 еднобојни триголници. Имено, од условот на задачата, ако xy е
сина отсечка, тогаш постојат точно 10 точки z C такви што отсечките
xz и yz се сини, а аналогно важи и за црвените отсечки. Значи, бројот на
еднобојни триаголници е 10ab . На исти начин, добиваме дека бројот на
еднобојни триаголници е еднаков на 10bc и 10ca , па оттука заклучуваме
дека a b c  .

Бројот на сите триаголници е 3а , а бројот на сите еднобојни триагол-

ници е 210a . Останува уште да ги преброиме двобојните триаголници. За
секој пар x A , y B добиваме точно 10 двобојни тираголници така што

отсечките xz и yz се иста боја, т.е. имаме 210a такви триаголници, оние

каде отсечките yx и zx се иста боја се исто така 210a на број и оние каде

отсечките xy и zy се иста боја се исто така 210a на број. Па, двобојни

триаголници имаме 230a .

Конечно, важи 3 2 210 30a a  , па 40a  , што значи дека имаме
вкупно 120 особи во сите три одбори заедно.

Втор начин. Нека одборите се , ,A B C и нека во нив има , ,a b c особи
соодветно.

Нека x е произволно лице во одборот A , а y е произволно лице во
одборот B . Нека ( )C x (односно ( )C y ) е подмножество од одборот C кое
се состои од лица кои ги познава x (односно од лицата кои ги познава y ).

Од условот на задачата важи | ( ) ( ) | 10C x C y  и | | | ( ) ( ) | 10C C x C y   ,

па затоа
| ( ) | | ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) ( ) | | | 10 10C x C y C x C y C x C y C c         .

Ако 'x е било кое друго лице од одборот A , тогаш на ист начин
заклучуваме дека важи | ( ') | | ( ) |C x C y c  , од каде следува дека
| ( ) | | ( ') |C x C x . Значи, сите лица од одборот A познаваат ист број на лица
од одборот C . Нека тој број го означиме со ACd , и сосема аналогно ги
воведеме сличните ознаки за останатите парови на одбори. Сосема ана-
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логно можеме да извлечеме заклучоци за одборите A и B , па го добиваме
следниов систем

BA CA

CB AB

AC BC

d d a

d d b

d d c

 
  
  

.

Ќе го преброиме на два начина вкупниот број на познатства помеѓу
лицата од одборите A и B . Лице од одборот A можеме да избереме на a
начини, а тогаш лицето од одборот B кое веќе одбраното лице од одборот
A го познава можеме да избереме на ABd начини, па тој број е еднаков
на ABa d . Аналогно, тој број е еднаков на BAb d , односно важи

AB BAa d b d   .

Значи, горниот систем можеме да го запишеме како
a

AB CAb

b
BC ABc

c
CA BAa

d d a

d d b

d d c

   
   

  

.

Со решавање на системот, добиваме
1
2CAd a , 1

2ABd b , 1
2BCd c .

Конечно, на два начини ќе го преброиме бројот на тројки ( , , )x y z при
што x A , y B и z C и x ги познава y и z . Добиваме

10AB ACa d d b c     .

Со замена на 1
2ABd b , 1

2ACd c во горната равенка, добиваме дека

40a  .
Сосема аналогно, можеме да покажеме дека 40b  и 40c  , па

бараниот број е 120.


