MATEMATIKA

Primjena metode simetri¢nih polinoma
u rjesavanju nekih zadataka

Petar Vranjkovié¢, Zadar

Na jednom struéno-metodickom skupu za ucitelje i nastavnike matematike, izmedu
ostalog, bilo je govora o metodama koje se koriste za rjeSavanje raznih zadataka. To¢nije,
bio je prezentiran jedan popis manje-viSe poznatih metoda. Palo mi je, odmah, napamet
da bi u popis valjalo uvrstiti i metodu simetricnih polinoma. Eto, to je bio neposredni
povod za ovaj ¢lanak. Razloga ima, dakako, viSe. Recimo samo jedan, rad s nadarenim
ucenicima.

Metoda simetrije

Opcenito se moZze reci da je nacelo simetrije jedno od osnovnih nacela na kojima se
temelje mnoge pojave. Stoga valja razvijati osjecaj za primjenu simetri¢nih formula, u
bilo kojoj mogucoj situaciji, ali svakako ¢uvati mjeru kako se ne bi preslo u formalizam.
Korist od ove metode ¢emo pokazati na odreden nacin i u ovome ¢lanku, a lijepo se
moZze vidjeti i zaSto se njome sluZiti.

Polinom P(xi,xs,...,%,), od n varijabli xi,...,x,, je simetrian ako se nje-
gova vrijednost ne mijenja bilo kojom permutacijom njegovih varijabli. Npr.
P(x1,x2) = x}xa + x;x3 je simetrian polinom jer je P(xi1,x2) = P(x2,x).

Takoder je simetrican polinom P(xi,x2,%3) = x; + x5 + x3 + 3x1x0%x3, jer vrijedi
P(x1,x2,X3) = P(x1,x3,X2) = P(x2,x1,x3) = P(x2,x3,x1) = P(x3,x1,%) = P(x3,X2,x1).
Ali P(x1,x) = x% + x1x2 nije simetri¢an polinom jer postoje x;, x; € R takvi da je
P(x1,x2) # P(x2,x1). Ni polinom P(xy,x2,%3) = x3x; + x2x3 nije simetri¢an, jer moZe
biti P(xl,xz,xg) 7£ P(X2,xl,x3).
U teoriji, kao i u primjenama, posebnu vaznu ulogu imaju osnovni simetri¢ni

polinomi, a to su:

po =1,

Pr=X1+Xx2+ ...+ X,

P2 =X1X2 +X1X3 + ...+ Xp—1 X, (1)

Pn = X1X2 ... X,.
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Ako u (1) uvrstimo n = 2, imamo:

Po = 1)
D1 = X1 + X2, (1)
P2 = X1X2,

a to su Vieteove formule, i pripadna kvadratna jednadzba glasi x> — pyx +p; = 0.
Sasvim sli¢no dobijemo i algebarsku jednadZzbu n-tog stupnja
X —pd 4 pxr — 4 (—=1)"p, = 0. (2)
Osim ovih osnovnih simetri¢nih polinoma, promatramo i ove simetri¢ne polinome:

So = n,
S =X1+Xx2+ ...+ Xy,
szzx%—i—x%—l—...—i—xi, 3)

sk:x/erxéJr...erﬁ.
Ti se polinomi nazivaju zbrojevi potencija ili Newtonovi polinomi. Naglasimo da je svaki

polinom P(pi,pa2,...,ps) kojem su varijable osnovni simetri¢ni polinomi py,...,p,
takoder simetri¢an polinom.

Sto mi zelimo?

Zelimo ispitati da li postoji veza medu tim simetri¢nim polinomima.
U ovome ¢lanku ¢emo se ograniciti na polinome s dvije odnosno tri varijable.

Najprije postavljamo pitanje da li se Newtonovi polinomi mogu izraziti u funkciji
osnovnih simetri¢nih polinoma. Prvo éemo razmotriti Newtonove polinome s; = x% + x4,

=0, 1, 2,...1 osnovne simetri¢ne polinome p; = x; +x; i p; = x1x2. Evo jednog
primjera.

Primjer 1. Newtonove polinome s; i s napiSimo pomocu osnovnih simetri¢nih
polinoma.

Rjesenje.
s1 =x1+x2 =pi,
= x% —l—x% = (x +x2)2 — 2X1X%2 :p% — 2ps.

Ovaj primjer nije iznimka. Vrijedi naime

Poudak 1. Za Newtonove polinome s = xt + x5, k € Ny vrijedi Newtonova formula

Sk = D1Sk—1 — P2Sk—2, Kk = 3. 4)
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Dokaz. Za svaki k > 3 imamo
s =X s (®)
Sada (5) pomnozimo s p;, pa dobijemo:

pisic1 =i pid T = (o )b 4 (g o)

= xlf + xé + xlxz(xlf_z + xé_z) = Sk + pasi_a.
Odavde neposredno dobijemo (4).

1

Poucak 2. (osnovni poucak za Newtonove polinome) Za svaki Newtonov polinom
sk(x1,x2) postoji polinom P(p1,p2) takav da vrijedi

Sk(X],)Cz) = P(PlaPZ)-

Dokaz. Dokaz provodimo matemati¢kom indukcijom.
Baza indukcije. U primjeru 1 smo pokazali da je tvrdnja istinita za k=11 k = 2.
Pretpostavka indukcije. Pretpostavimo da je tvrdnja istinita za polinome s;_»
Sk—1, t. postoje polinomi Pi(p1,p2) i P2(p1,p2) takvi da je sx—» = Pi(p1,p2)
Sk—1 = P2(p1,p2). Prema formuli (4) vrijedi
sk = p1Pa2(p1,p2) — p2Pi(p1,p2)

iz Cega je ocito da je desna strana polinom u varijablama p; i p,. Time je dokaz
zavrsen.

i
i

Primijetimo medutim, da pomoc¢u formule (4) moZemo s; izraziti pomocu p; i ps
za bilo koji k > 3. Tako je za k=3

53 = p152 — p2si = pi(pi — 2p2) — pap1 =i — 3pipa. (6)

Sli¢no dobijemo za k=41 k=5
s4 = p} — 4pip2 + 2p3, @)
ss =P} — 5pip2 + 5pips. (®)

I tako dalje.

Sada se prirodno postavlja pitanje prikaza bilo kojeg simetri¢nog polinoma u funkciji
osnovnih simetri¢nih polinoma.

Pogledajmo opet jedan primjer.

Primjer 2. Polinom P(xj,x;) = x}x, + 4x3x3 + x;x3 napisati u obliku polinoma

Q(plva)‘
RjeSenje. P(x1,x2) = x1x2(x1 + X2) + 4(x1x2)> = pap1 + 4p3.

Ni ovaj primjer nije iznimka. To $to on govori vrijedi opcenito, a sadrZzano je u
osnovnom poucku o simetri¢nim polinomima. Evo toga poucka.

Poucak 3. Svaki simetri¢ni polinom P(x,x;) moZe se na jednoznacan nacin prikazati
u obliku polinoma Q(p1,ps).

Dokaz. Svaki simetri¢ni polinom P(x;,x;) javlja se u ovim oblicima monoma:
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1° axll‘xé,

2° bxxy, n < m, i zbog simetri¢nosti bx{'x}.

Idemo redom.

1° axkxd = a(x1x0)f = aph.

2° by + by = b (0" ) = bphsn .

Kako s,_, moZemo prikazati pomocu p; i p, (poucak 2) to je dokaz poucka 3
zavrsen.

Valja primijetiti da nam dokaz ovog poucka daje i u¢inkoviti postupak kojim moZemo
simetri¢ni polinom prikazati u funkciji p; 1 ps.

Napomena. Spomenuti poucci mogu se poop€iti na n varijabli.

Zadatak 1. Rijesi sustav jednadzbi
xy =35,
Xyt = 626.
RjeSenje. Lijeve strane u zadanim jednadZzbama su simetri¢ni polinomi pa se mogu
prikazati pomocu p; i p,. Tako imamo
xy=p2=>5,
x4yt =54 = pl — dpips + 2p5 = 626.
Ako u drugu jednadZzbu uvrstimo p, = 5, dobijemo
p —20pt — 576 = 0.

Ova bikvadratna jednad’ba ima rjeSenja: p? = —16, p? = 36. Dakle, na$ je sustav
ekvivalentan sustavima:

1° x+y=6 2° x+y=-6 3° x+4+y=4i 4° x+4y=—4i
xy=35 xy=35 xy=35 xy=35
Rijesimo 1°. Prema Viéteovim formulama x i y su rjeSenja jednad?be z>—6z+5 =0,
tj. z1 =1 =x, 22 =5 =y, a zbog simetrije imamo x =5, y=1.
Analogno se rjeSavaju i ostali slucajevi, pa se tako dobije skup svih rjeSenja
S = {(175)ﬂ (57 1)’ (71, 75)’ (75, 71)’ (7i75i)7 (Siv 71‘)’ (751.7 i)v (iv *51.)}'

Zadatak 2. Rijesi sustav jednadzbi
Ayt =o1,
X +xy +y* = 13.

Rjesenje. Sli¢no, kao u prethodnom primjeru, dobijemo:
pt — 4pip2 +3p3 =91,
p% —p2=13.

Ako p; iz druge jednadZbe uvrstimo u prvu jednadzbu, nakon sredivanja imamo p? = 16
i p» = 3. Prema tome ekvivalentni sustavi su:

1° p1:74 20 p1:4
p2=3 p2=3
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odnosno
x+y:_4’a x+y:4‘a
xy =3, xy =3.
Konacni skup rjesenja je

S = {(737 71)7 (717 73)7 (lﬂ 3)7 (3ﬂ 1)}

Zadatak 3. Rastaviti na proste faktore polinom
Px,y) =Xy +xy + 2% =y =2y +xy —x— .
Rjesenje.
P(x,y) = xy(x + %) +2(xy)* = (W)’ (x +y) +ay = (x +)
= p2(pi = 2p2) +2p3 — pap1 +p2 = p1 = (p1 = p2)(P1p2 — 1)
= (x+y—)((r+y)y—1).

Zadatak 4. Skratiti razlomak

@ —2a*b — 2ab* + b3
f(aﬂb) =

@ — 5a3b? — 5a2b3 + b5

RjeSenje. Za py = a+ b i p, = ab imamo
Flab) = P32 =2pp _ pipi=S5py) _ L 1
" = 5pipa+5pis = Spapr PP —5p2)  pi (a+b)?

Zadatak 5. Rijesi u skupu R jednadZzbu
2-V15+x=V1—x

Rjesenje. Neka je a = v/15 +x, b = /1 — x. Dobijemo
a* + bt =16,
a+b=2.
Dalje imamo
pl — 4pips + 2p3 = 16,
p1=2,
odnosno p3 — 8p, =0, tj. p» = 0 ili p, = 8, §to daje ove sustave:
p1=2 p1=2,
p2=0, p2=38.
To znaci da je
a+b=2, a+b=2,

ab=0, ab =28,
pa je u prvom slucaju a = 0, b = 2, i zbog simetrije a = 2, b = 0. U drugom
slu¢aju nemamo realnih rjesenja. Sada imamo V15 +x =0 §to daje x = —15, odnosno
VI5+x=2,ato daje x = 1. Nakon provjere utvrdujemo da je skup rjeSenja
S={-151}.
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Zadatak 6. Rijesi jednadzbu
1 . 1 35
xooVI-x 12

Rjesenje. Uvedemo li zamjenu v/1 — x> =y, dobijemo

Xy =1 (%)
1 1 35 3
Sada zadana jednadzba glasi: — + — = — odnosno Yy _ —, 1 dalje P _ —, pa
x y 12 Xy 12 px 12
je
p1 =35k, py = 12k (k)

Iz (%) izlazi s, = p} — 2py = 1, pa zbog (**), nakon sredivanja dobijemo:
1225k* — 24k — 1 = 0,
1 1
a rjeSenja te jednadzbe su k; = %5 i k, = ——. Sada prema (xx) dobijemo dva

49
ekvivalentna sustava jednadZbi:

7 5
1° =— 2° =—=
tTy=3 Xty=-—5
12 12
Vo AT
. . D . 4 D —5+v73 .
Prvi sustav daje dva rjeSenja x; = 5 1x = 5 a drugi jo§ x3 = 1 i
-5—-+73
X4 = - Provjerom utvrdujemo da je skup svih rjeSenja
g {§ 4 \/7375}
st 14
Sada ¢emo promatrati osnovne simetricne polinome od tri varijable:
p1 = X1 +x2 + X3,
P2 = X1X2 + X1X3 + X2X3,
P3 = X1X2X3,
i Newtonove polinome s = x} + x5 + x4, k=0, 1, 2,... Tada imamo:
50 = xY 4+ x9 —i—xg = 3 = 3py,
S1 = D1,
sy = x% +X% +X§ = (x1 +x2 +x3)2 — 2(x1x2 + x1%3 + x2%3)
=pi —2p2.
Analogno formuli (4) lako moZemo dobiti Newtonovu formulu
Sk = P1Sk—1 — P2Sk—2 + P3sk—3, k= 3. )

I opet uo¢imo da pomocu formule (9) moZemo s; izraziti pomoéu p;, p, 1 p3 za
k > 3. Tako je za k = 3,

§3 = p152 — pasi + p3so = pi(p? — 2p2) — pap1 + 3p3
= p} — 3pip2 + 3p3,
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azak=41k=5 dobijemo:
s4 = p} — 4pip2 + 2p5 + 4p1ps, (11)
ss =P} — 5pip2 + 5p1p3 + 5pips — Spaps. (12)
I tako dalje.

A sada zadaci, odnosno primjena.

Zadatak 7. Ako je
x+y+z=1,
Y+ =1,
XY+ =1,
onda vrijedi: xy 4+ xz+yz =0 i xyz = 0. Dokazati.
Rjesenje. Lijeve su strane u tim jednadZbama simetri¢ni polinomi pa se mogu
prikazati pomoc¢u osnovnih simetri¢nih polinoma. Tako dobijemo:
P1= 1)
2 —
pi—2p2=1,
pi—3pip2+3ps=1.

Ovaj se sustav lagano rjeSava, pa dobijemo: p, = p3 = 0. Prema tome imamo
Xy +xz+yz=p2 =0, xyz =p3 = 0. Time je dokaz dovrSen.

Zadatak 8. Sustav
xX+y+z=3,
X4y 47 =15,
Myttt =35
ima realno rjeSenje (x,y,z) za koje vrijedi x> +y* + 7% < 10. Naéi x° +y° +2°.

Rjesenje. Polinomi s lijeve strane u zadanom sustavu su simetri¢ni, pa vrijedi:
p1 =3,
pi —3pip2 +3p3 = 15,
pi —4pip2 + 203 + 4pips = 35.
Ovaj sustav daje ova rjeSenja:

p1 =3, =1, p3=—1

P1 :3a pz=—1, P3:_7-
Kako mora biti x*> +y? 4+ z2 < 10, onda je p? — 2p, < 0, pa ovaj uvjet odreduje da
mora vrijediti jedino p; =3, p» = 1, p3 = —1. Sada imamo

X +3 + 2 =55 =p] — Spips + Spips + Spips — Spaps = 83.
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Zadatak 9. Rastavi na faktore polinom
P(x,y,2) = (x =y’ + (y = 2)° + (¢ —x)*.

RjeSenje. Uvedimo zamjene:

a=x-—y
b=y—-z,+
c=z—x
a+b+c=0=p

Sada imamo P(a,b,c) = a® + b* +¢*, a to je simetricni polinom pa vrijedi

P(a,b,c) = p3 — 3pip2 + 3p3 = 3p3 = 3abc. Prema tome imamo
P(x,y,2) = 3(x = y)(y = 2)(z = %)

Zadatak 10. Ako su x, y, z € Z, a x +y + 7 je djeljiv sa 6, onda je x> +y* +
djeljiv sa 6. Dokazati.

RjeSenje. Prema Newtonovoj formuli s3 = p3 — 3pip, + 3p3 dobivamo
Py +2 =4y +2)? =30 +y+2)(y+xz+yz) + 3xyz.
Sada treba dokazati da je i tre¢i pribrojnik 3xyz djeljiv sa 6. Dovoljno je utvrditi da je
bar jedan od brojeva z, y, z paran. Pretpostavimo da su sva tri broja neparna. Onda je

1 njihov zbroj neparan $to je u suprotnosti s uvjetom u zadatku da je x + y + z paran.
Prema tome bar jedan od njih je paran, pa je 3xyz djeljiv sa 6. Time je dokaz zavrSen.

Zadatak 11. Duljine stranica trokuta su rjeSenja jednadzbe x* — ax> + bx —c = 0.
Nacdi njegovu povrsinu.
RjeSenje. Prema Vieteovim formulama, odnosno formulama (1), imamo
X1 +x2+x3 =a=p,
X1x2 + x1X3 + X2%3 = b = pa,
X1X2X3 = C = p3.
X +x+x3 P

Pol 1 = = — 1
oluopseg je s 7 5 ) pa je

s—x =2y

172 1

s — X —p—l—x

2_2 2

s — X —lﬂ—x

3_2 3

Prema Heronovoj formuli za povrSinu trokuta imamo

P=50G )G )G )

= i)—é(p? — 2pix; — 2p1xs — 2pixs + 4pixixs + Ap1xixs + 4p1xaxs — 8x1x2x3)

P1
= E(4P1P2 —pi — 8p3),

1
P= Z\/a(4ab —a® —8¢).
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