Problemi s ortocentrom, I1

Zvonko Cerin', Zagreb

U ovom drugom dijelu ¢lanka pokazuje se da greSaka poput onih iz knjige [9]
koje smo razmotrili u prvom dijelu [1] ima i u nekim drugim knjigama i ¢lancima
pa i na Internetu.

Johnsonovi problemi s ortocentrom

Greska iz teorema 11.12 knjige [9] pojavljuje se i u mnogo starijoj i u svijetu
poznatijoj knjizi Rogera A. Johnsona [7] gdje je formula (12) na stranici 190 dana u
tvrdnji f. 1 formula (11) na stranici 191 opet kao tvrdnja f. Na toj stranici ima jo§ dosta
pogresaka tako da ¢emo sada opisati kako ih popraviti.

Teorem 9. (Popravak tvrdnje b iz [7, str. 191] (a) Trokut ABC nije tupokutan onda
i samo onda ako je opseg njegovog ortickog trokuta DEF jednak kvocijentu dvostruke
povrsine i polumjera opisane kruznice trokuta ABC, tj. |EF|+ |[FD|+ |DE| = 25.

(b) Kut C u trokutu ABC nije JSiljast onda i samo onda ako vrijedi
|EF| + |[FD| — |DE| = 25.

Dokaz. Odaberimo pravokutni koordinatni sustav tako da je A(0, 0), B(r (f +g), 0)
icC ((fz*I)KV 2fgr
fe=1 7 feg—1
radijus upisane kruZnice trokuta ABC. Primijetimo da su f, g i r povezani s duljinama
stranica a, b 1 ¢ ovako

). Parametri f i g su kotangensi polovica kuteva A i B dok je r

fﬁ(a+b+c)(b+c—a) _(a+b+c)(a—b+c) . 28
a 48 85 48 " a4+ b+c’
adje je S = \/(a+b+c)(b+c—i)(c+a—b)(a+b—c). Obrnuto,
S| 241
azirf(g + )’ bzirg(f + )’ C:r(f+g)
feg—1 feg—1

Ovakav odabir koordinata toaka i nacin dokazivanja uz pomo¢ racunala koji ¢emo
stalno koristiti detaljno su objasnjeni u ¢lancima [2], [3], [4] i [5].
Kao i u dokazu teorema 8 moZemo uzeti f > 1 i g > 1. Lagano se izrauna
— f =D+ — re(f24(e=1 — r(e)(fetfre—DIf g=f —g—1]
IEF| = TPz > IFPl = Tempen - IPEl = T ) i
S = g”Z (f+sg)
fe=1
(a) Ako trokut ABC nije tupokutan, onda je prema lemi 3 stranica |DE| jednaka
rte( g&gif)zg?fl)ﬂ ~/¢t1)  Sada se uvrStavanjem gornjih prikaza lagano provieri da je

|EF|+ |FD| + |DE| = 25.
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Obrnuto, ako se u jednakost |[EF| + |FD| + |DE| = 23 za |EF|, |[FD|, R i S uvrste
gornje vrijednosti i rijesi po |DE| dobije se
rf+e)e+f+fg—DH(f +g—-feg+1)

(F2+ 1D+ 1)
Usporedbom s gornjim izrazom za |DE| vidimo da izraz f ¢ —f — g — | nije pozitivan
pa prema lemi 3 slijedi da kut C nije tup (tj. da trokut ABC nije tupokutan).

IDE| =

(b) Ako kut C nije Siljast, prema lemi 3 je stranica |DE| jednaka

rif+e)if g;if;’;glﬁflf‘f‘g‘” . Sada odmah slijedi

28
[EF|+ |FD| - |DE| = =2.

Obrnuto, ako se u jednakost |[EF| + |FD| — |DE| = 22 za |EF|, |[FD|, R i S uvrste
gornje vrijednosti i rijesi po |DE| dobije se
rf+e)(etf+fe-D(fe—f—-g-1)

(f2+D(g+1)
Jer je |DE| > 0 imamo fg—f —g—1>0. Akoje fg—f —g—1 =0 onda je

c? = @® + b? pa je prema Pitagorinom teoremu kut C pravi.

IDE| =

Ako je fg—f —g—1 >0 onda prema lemi 3 slijedi da je kut C tupi (tj. da je
trokut ABC tupokutan).

Dakle, u svakom slucaju, kut C nije Siljast. [J

Teorem 10. (Popravak tvrdnje c iz [7, str. 191].) (a) Trokut ABC nije tupokutan
onda i samo onda ako je udaljenost noZista ortogonalnih projekcija tocke D na pravce
CA i AB jednaka polovici opsega njegovog ortickog trokuta DEF .

(b) Kut A u trokutu ABC nije Siljast onda i samo onda ako je udaljenost noZista

. o . . |FD|+|DE|— |EF|
ortogonalnih projekcija tocke D na pravce CA i AB jednaka —————.

Teorem 11. (Popravak tvrdnje d iz [7, str. 191.) (a) Trokut ABC nije tupokutan onda
i samo onda ako je produkt duljina visina tog trokuta jednak produktu njegove povrsine
i opsega njegovog ortickog trokuta DEF,

|AD| - |BE| - |CF| = S(|EF| + |FD| + |DE)).
(b) Kut A u trokutu ABC nije Siljast onda i samo onda ako je
|AD| - |BE| - |CF| = S(|FD| + |DE| — |EF)).

U dijelu g na stranici 191 u [7] razmatra se polumjer p upisane kruZnice ortickog
trokuta DEF . Prvo se tvrdi da je

0= |HD| cosA =2R cosA cosB cos C
§to ocigledno nije istinito kada je kut A tup jer je tada cosA negativan.

Sto je onda |HD| - |cosA| kada je kut A tup? Taj produkt nije polumjer upisane
kruZnice ortickog trokuta DEF ve¢ polumjer g, njegove pripisane kruZnice nasuprot
vtha D. Tada je vrh A srediSte upisane kruZnice trokuta DEF, a ne ortocentar H
(koji je to kada je kut A Siljast i koji za tupi A prelazi u srediSte njegove D-pripisane
kruznice).
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Dalje se tvrdi da je |AH| - |[HD| = 2R o. Opet je to to¢no samo kada trokut ABC nije
tupokutan. Ako je trokut ABC tupokutan onda je |AH| - |HD| = 2R g,. Sli¢ne tvrdnje
vrijede za produkte |BH|- |HE| i |CH| - |HF].

Slijedi Johnsonova tvrdnja da je omjer povrSina ortickog trokuta DEF i osnovnog

trokuta ABC jednaka . To isto vrijedi samo za trokute koji nisu tupokutni. Ako je
trokut ABC tupokutan taj omjer je jednak %, % ili % ve¢ prema tome koji je kut

trokuta ABC tup.

Interesantno je da istu pogreSku nalazimo i u zadatku 52(c) na strani 273 talijanske
knjige [6] iz 2001. godine kada su programi za dinamicku geometriju poput Cabri,
Cindarella i Sketchpad ve¢ dosta rasprostranjeni. I prethodni zadatak 52(b) tamo
pogresno tvrdi da za sve trokute vrijedi
P2+ + 2

5 .
I ta formula je istinita samo za trokute koji nisu tupokutni, a ako je npr. kut C tup onda
ona glasi:

|AH| - |AD| + [BH| - |BE| + |CH| - |CF| =

a? + b* + 2
|AH| - |AD| + |BH| - |BE| — |CH| - |CF| = —

I na kraju, Johnson izvodi zakljucak da je
a+b*+c2=8R>+4pR.

Kao i gore, ta formula je istinita samo za trokute koji nisu tupokutni. Ako trokut ABC
ima tupi kut desna strana mora biti 8R> —4 o, R, 8R> —4 g, R ili SR> — 4 o. R ovisno
o tome koji je kut trokuta ABC tup.

Zatim dolazi tvrdnja h koja glasi:

|AH|* + |BH|* 4 |CH|* = 4R* — 4 oR.

I ovdje za tupokutne trokute desna strana je zapravo 4R> +49,R, 4R> + 4 g, R ili
4R? + 4 o.R veé prema tome koji je kut trokuta ABC tup.

Postoji jo§ jedan nacin kako ukloniti neke od Johnsonovih poteskoca iz g. Bolje je s
o oznaciti (zajedni¢ku) udaljenost ortocentra H od pravaca EF, FD i DE. Onda je

0= |HD|-|cosA| =2R-|cosA cosB cos |,

|AH|-|HD| = 2R ¢ i omjer povrSina trokuta DEF i ABC jednak % = £ bez ikakvih
ogranic¢enja na trokut ABC.

Primijetimo da je nedavno u ¢lanku [8] analizirano rjeSavanje problema odredivanja

povrsine trokuta ABC ¢iji orticki trokut DEF ima stranice 13, 14 i 15. Izvodi se

formula % = £ i primjecuje da ona vrijedi jedino za trokute koji nisu tupokutni.

Posljednji paragraf glasi ovako:

“Kod tupokutnog trokuta noZista dviju visina, kao i ortocentar, su izvan trokuta i ocito
nista od navedenog ne vrijedi (jer smo u svim dokazima koristili da je orticki trokut dio
polaznog trokuta, §to sada nije). MoZe se pokazati da i u ovom slu¢aju postoje zanimljivi
odnosi medu elementima tih dvaju trokuta. Ali, o tome, mozda drugom prigodom.”

NaZzalost ne primjecuje se da tvrdnja moZe biti istinita iako neka posebna metoda
njenog dokazivanja nije provediva i da navedene napomene o posebnosti tupokutnih
trokuta imaju kao posljedicu da razmatrani problem, pored rjeSenja |ABC| = #, ima
jo§ tri rjeSenja. To su |[ABC| = 130, [ABC| = 22 i |ABC| = 3. Sva Cetiri rjeSenja su
prikazana na slici 4.
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X 455
A 4

Slika 4. Cetiri rjeSenja problema.

U programu Maple V u dokazu se najprije odredi rjesenje f =2, g = % ir=4

2 2
sistema {13 = rff(jifll), 14 = rggifll), 15=r(f —|—g)} i onda te vrijednosti uvrsti u

fe—1 7 fg—1
[(b—c)x+(c—a)y+(a—b)z|
2

koordinate sredista upisane i tri pripisane kruznice I (f r, r), A, (M M),

B, (%, r(ff;—f’l)f) i C,(gr,—f gr). Inakraju, koristi se formula
za povr§inu trokuta ¢iji vrhovi imaju koordinate (x, a), (y, b) i (z, ¢). TraZene povrsine

su |A.B.C.| = B8, |IB.C,| = 130, |A.IC,| = £3 i |AB.I| = 2.

Ortocentar na Internetu

Ako na Internetu trazimo dokumente koji sadrze rije¢ “Orthocenter” (engleski za
ortocentar) pojavljuje se viSe desetaka tisu¢a mogucnosti. Neke od njih su iz zubarstva
ali one iz matematike uglavnom ponavljaju samu definiciju ortocentra kao presjeka
visina i/ili opisuju najjednostavnija njegova svojstva.

Naprimjer, na adresi http://www.pballew.net/orthocen.html anonimni autor

2s

ponavlja pogre$nu tvrdnju da je opseg ortickog trokuta <> (vidi teorem 9).

Ugledna kolekcija sadrZzaja iz matematike namijenjena korisnicima programa
Mathematica (koji je dostupan svim ucenicima u Hrvatskoj) koju ureduje Eric W.
Weisstein na adresi http://mathworld.wolfram.com/Orthocenter.html navodi
neke od rezultata koje smo razmatrali, ali samo uz pretpostavku da je promatrani trokut
Siljastokutan.
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I na kraju, na adresi
http://jwilson.coe.uga.edu/em1725/0rthoRatio/OrthocenterRatioSum.html

Jim Wilson daje dva rezultata o sumi omjera nekih duljina duZina vezanih uz ortocentar
1 najavljuje da oni ovise o tome kakve kutove ima trokut. Mi ih ovdje sada dajemo u
nesto poboljSanom obliku kao sljedeca dva teorema. Dokaze prepusStamo Citateljima za
vjezbu.

Teorem 12. (a) Trokut ABC nije tupokutan onda i samo onda ako je
[AH| | |BH| | |CH| _ 5
apl T 1BE] T jer] =

(b) Trokut ABC ima tupi kut u vrhu C onda i samo onda ako je l\ig\‘ Jr%—% =2

Teorem 13. (a) Trokut ABC nije tupokutan onda i samo onda ako je
|HD| | |HE| | |HF| _ |
Tapl t 1gE] T lcA =
(b) Trokut ABC ima tupi kut u vihu C onda i samo onda ako je % —% —% =1.
Wilson takoder spominje da zadnji teorem ima poopéenje kada se promatraju omjeri
ﬂlz)”‘l s ||};}2"| i ||Ig;“|‘ gdje su P,, P, i P, noZista okomica iz to¢ke P na pravce BC,
CA 1 AB. Nas sljededi teorem je joS jedno poboljSanje u kojem ne moramo imati
okomice. U njegovoj formulaciji koristimo sedam podrucja na koje tri pravca, koja nisu
kopunktulna, dijele ravninu (vidi sliku 5).

Slika 5. Sedam podrucja ravnine odredenih trokutom ABC.

Teorem 14. Neka tocka P nije vrh trokuta ABC, a pravci AP, BP i CP sijeku
pravce BC, CA i AB u tockama U, V i W. Za tocku Q razli¢itu od tocke P neka
paralele kroz Q s pravcima AP, BP i CP sijeku pravce BC, CA i AB u tockama X,
YiZ.

(a) Ako je tocka Q u podrucju I onda je I%; + \gﬂ + ||CQ§,‘| =1.

(b) Ako je tocka Q u podrucju Il onda je 1% + % — % =1.

(c) Ako je tocka Q u podrucju III onda je lox] _ |oy] + “QZ| =1.

AT] — [BV] T W]
(d) Ako je tocka Q u podrucju IV onda je 195 + 181 — 02 — .
(e) Ako je tocka Q u podrucju V onda je % - % - \‘Cszvl\ =1.

(f) Ako je tocka Q u podrucju VI onda je lovl _ loz| _ |oX| _

|BV| |CW| AU
(g) Ako je tocka Q u podrucju VII onda je % — % - % =1.
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Dokaz. Ako trokut ABC ima koordinate vrhova kao i u dokazu teorema 8 i ako
je P(p,q) i O(u,v), onda je lagano naéi koordinate tocaka U, V, W, X, Y i Z
10X| _ PRegut(@—Dv=2gr(f+e)| QY| _ |=2fut(f>=1)v]| i 1ozl _ v(fe—1)
o Al 2gr(f+g) C 2f r(f+sg) [cw] 2fgr -
Primijetite da koordinata p i g to¢ke P u tim izrazima nema.

1 izraCunati

Bududi da su funkcije u brojnicima tih kvocijenata jednadZbe pravaca stranica trokuta,
pazljivom analizom predznaka njihovih vrijednosti lagano se potvrduju relacije (a) —
(g). O

ZavrSne napomene

Poteskocée u teoremima 11.10, 11.11 1 11.12 iz [9] otkrivene su na predavanjima autora
u sklopu kolegija “Matematika rac¢unalom” na studiju matematike na Prirodoslovno-
matematickom fakultetu SveuciliSta u Zagrebu gdje se studenti poducavaju kako
koristiti racunala u rjeSavanju matematickih problema. Poteskoce iz Johnsonove knjige
su otkrivene jednostavnom provjerom Sto o slicnim temama piSu drugi jer sam
pretpostavljao da su pogreSke naslijedene. Primjeri koje smo spomenuli pokazuju da

pravokutnih trokuta.

Dakle, knjige i ¢lanke iz matematike treba paZljivo Citati i svaku tvrdnju detaljno
analizirati i po moguc¢nosti za svaku nacrtati slike u nekom od programa za dinamicku
geometriju da se vidi kako se tvrdnja ponaSa za razlicite poloZaje promatranih objekata.

Isto tako, knjige i ¢lanke piSu ljudi pa je prirodno ocekivati da ponekad imaju greSaka.
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