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3a TaKMUUYeH:a U3 MAaTEMAaTUKE 33 YyUYEHUKE CPeIHhUX IITKOJIA

mKoJicka roquaa 2005/2006.

. Apcenosuh ap Mumnom, Maremarnuru dakynarer, Beorpan
. Bantuh Baamnvmup, Exonomcku darynarer, Beorpan

. T'ajuh np Bopucaas, Maremaruukn Nucturyr CAHY

. Humurpujesuh mp Caabauna, [IM®, Kparyjesan

. Homwmura np Urop, IIM®, Hosu Caxn

. Iopocnosauku np Pame, ®TH, Hosu Can

. Iyromuja np Bopbe, Maremaruukn ¢parynrer, Heorpan

. Byruh Hyman, Yuusepsurer y Toponry, Kanana

. YKuBamesuh np Pane, Maremaruusku Mucturyr CAHY, — npencennux

Penybauuke xomucuje

. Nkommuosuh Mmp Hebojma, [IM®, Kparyjesa

. Kuesxesuh mp Muman, Marematuusknu ¢axynarer, Georpan
. Kprunuh mp Bophe, Maremarnuku dparynarer, Beorpan

. Maruh Wsan, Bepran, CA Il

. Munuhesuh bHopbe, Ilpuncron, CA Il

. Munocasmesuh Mwumomr, I[TM®, Humr

. OrmanoBuh mp Cpbhan, Maremarnuka rumuasuja, Beorpan
. Cennuuh Anekcannap, Kpameso

. Cranojesuh Pane, Xamunron Uucturyr, Upcka

. Crojakosuh ap Mwunom, I[TIM®, Hosu Can

. Mo6or Bopuc, IIM®, Hosu Can

. Tomuh Wsawra, 'mmuazuja, Bameso

. UYyruh np Jby6omup, I'pabeBunckn ¢arynrer, Georpan



OINIMITVNHCRKO TAKMMNYEILE N3 MATEMATUKE, 28. 01. 2006.

IlpBu pa3pen — A kareropuja

1. Ha romwmro HauymHAa ce 3 TOma MOTY MOIY HOCTABUTH HA IIAXOBCKY TabIy
mumensuja 6 X 2006 Tako ma ce ysajaMHO He TyKy (Tj. ABa TOma ce HE MOTY
rcroBpeMeno Haliu y MCTOj BPCTU UM UCTO] KOJIOHM)?

22006 22004 —1.

2. Ogpenu uwajsehu 3ajenuuuku menuiarn GpojeBa —1m

3. 30up 49 mpupomuux OpojeBa jemmak je 999. Hahwu majsehy moryhy spen-
HOCT BUXOBOr HajBelier 3ajemHMUYKOr memmona. (M388)

4. OgpenuTu yrioBe jeOHAKOKPAKOT TPOYIJIa y KOME je Ny:KUHA CUMeTpalie
yrJja Ha OCHOBUIU jeHAaKa ABOCTPYKO] IY’KAHU BUCHUHE KOja OArOBapa OCHOBUII.

(M362)

5. Moske nu ce jeanakocTpanuday Tpoyrao nomeautu na 2006 jegHakocTpaHUd-
HUX TPOYTJIIOBA? (M327)

Ilpyru pa3spen — A kareropuja

1. Ompemuru cBe nese 6pojese a 3a koje cy umspasu 96 +a u 5+ a KyGoBuU
neanx Gpojesa. (M405)

2. Moske nu ce jennakocTpanudHy Tpoyrao nomeautu Ha 2006 jegHakoCcTpaHUY-
HUX TPOYTJIIOBA? (M327)

3. Hahu <ACB omtrpoyrnor AABC ako je mosmaro na mnysxk HN, koja cuaja
nonHoxja sBucuna AH u BN, mnososu cumerpaay <ACB.
(M436)

4. Hahwu cBe = € R 3a koje je Hejemnaumua
(2 —a)x® + (1 — 2a)2? — 6z + (5+4a —a®) <0
TauHa 6ap 3a jemHy BpemHocT a € [—1,2].

5. Ha caumm je ckuma rpadura dyssnuje y = ax? + bz? + c. Kakse 3make umajy
roepunujentu a, b u c?



f(x) = az* +bx? + ¢

Tpehu paspen — A kareropuja

1. Pemmty cucteM jenHadvmHA

logoz +log,y+log,z = 2
logs y +logg z +loggz = 2
log, z +loggx +logigy = 2.

2. Hahwu cBe mapose peannux 6pojesa (a,b) Takse na je

(a+bi)>°% = q — bi.
3. Msmeby crpamuna Tpoyraa mocroju pemamuja a —b =0b— c > 0. Ilokazaru
[a ApYTU MO BEJWUMHU yrao He mpesaasu 60°. (M470)

4. Hera je a+b+ c=1 u Hera cy a,b, c ny:xxune crpanuna tpoyria. lokazaru
na je a® +b* + % < % (Tan. 34, crp. 8)

5. IlocToje nn nenwm mO3UTUBHK OPOjEBU T,y W Z 3a KOj€ BAKU:

23 4yt = 25,

YerspTH; pa3pen — A kareropuja

1. Hera je ¢ymrmuja f : R — R 3amara ¢popmynom f(z) = 3sinz + 4cosz.
OnpemuTu MAKCUMAJIHY U MUHUMAJIHY BPEIHOCT OBE (yHKIHAjE.



2. Hahwu najsehy Bpennoct ¢yHKIU]jE

x 1

= ‘2
2210 T 22 _Grrao1 T COSATE

f(x)
ua unrepsany (0,+00). ( M375)

3. IIpernocraBumo ga cMO peasHy (yHKUujy 1 yBeaum Ha ciaenehn Hauue

r, x>2,
Y(x) = 2, 1<x<2,
2¢, x < 1.
Pemmuru cnenehe dpopmyiie mo x € R:
(a) ¥(z) <w;
(b) ¥(z) +v(1 —z) +¢(P(x)) = 2. (M359)
4. Hahw cee ¢ynrumje f, TakBe ma 3a IpOU3BOJbHE peasiHe OpojeBe T U Y
Bazku jemuakocr f(x —y) = f(x)+ f(y) — 2zy. ( M403)

5. TlocToje au menw moO3UTUBHU OPOjeBU T,Y, 2 U t 3a KOje BaKU:

23 4yt = 25,

IlpBu pa3pen — B kareropuja

1. Oxppenutu 6poj meBeTonuppeHux OpojeBa MebUBUX ca 225, KO KOjUX Cy CBe
nudpe pazauumure a nudpa CTOTUHA UM je 7.
(Tau36, cTp. 26)

2. Ha xommko HaumHaA ce 3 TOma MOTY MOI'Y IOCTaBUTU HA IMIAXOBCKY TabIIy
mumensuja 6 x 2006 Tako ma ce ysajaMHO He TyKy (Tj. ABa TONA ce HE MOTY
rcToBpeMeHo Haliu y MCTOj BPCTU UM UCTO] KOJIOHM)?

3. Hera je S = {a,b,c}. Komuro mma ¢yurumja f : S — S 3a koje Bakm

f(f(z)) = =7

4. Hahu cse mapose peannux GpojeBa (z,y) KOju 3am0BObABAJY jeIHAUMHE
(M324)
lz+y—4[=5|zr=3[+[y—1=5.

5. 36up 49 mpupomnux Opojesa jemuak je 999. Hahwu majsehy moryhy Bpen-
HOCT BUXOBOT HajBeher 3ajeIHMUYKOr Oerona. (M388)

Ipyru paspen — B kareropuja



1. OgpenuTu cBe KOMILIEKCHE OpojeBe z = x + iy, 3a Koje Baxku |z — 2| = |z + 2i|
u|z+2| =]z — 2. (Tam. 41, cTp. 27, I1.5.)

2. 3a KOjy BPEAHOCT mapamMerpa m y jeTHadnHI
222 — (2m+ )z +m? —9m +39 =0
je jemno pememe Behe om apyror? (Tan. 34, cTp. 49)

3. Hahu <ACB omrpoyraor AABC' ako je mosuaro nma ay:x HN, koja cuaja
nonuoskja sucuna AH u BN, mnonosu cumerpaiy <{ACB.
(M436)

4. Jlorazatu na 3a m,n € N Baku

nvm—1+mvn—1<mn.

5. Ilorkazaru ma mocroju GECKOHAYHO MHOIO YETBOPKU IEJIUX MO3UTUBHUX OpO-
jeBa x,y, 2,1 3a KOje BaKu:
x3+y4 =25+ 5.

Tpehu pazpen — b kareropuja

1. Pemury cucteMm jemHavmHa

logy x +1log,y+logyz = 2
logs y 4 logg 2z +loggz = 2
log, z +loggx +logigy = 2.

2. Jemmarkocrpanuunu tpoyrao ABC, crpanune a, porupa OKO IpaBe Koja
canp:xu temMe A m mapaJiesHa je BUCUHM Kpo3 Teme B. V3pauyHaTu mOBpUIUHY
U 3amIpeMuHy HOOUjeHOr POTAIMOHOT TeJa.

(Tam. 37, crp. 37, 111.2.)

3. Wsmeby crpanuma Tpoyraa moctoju penamuja a —b =0 —c > 0. Ilokazaru
Ia OPYTU MO BEJWYWHU yrao He mpesaszu 60°. (M470)

4. OmpenuTyu CKyI pemema HejenHaumue sin® z + cos? x <
P y p 3|

[

(Tan. 40, cTp. 56)

5. Ha mkosickoj Tabmu cy canke npaBuiHor 12-yria m npasuiaor 15-yria. OGa
[IOJIMIOHA, Cy YIMCaHa y KPY:KHUIE jeAHAKUX HoJynpeuHuka. Axa je obum 12-
yTria NOMHOMKMIIA ca MOBpIKUHOM 15-yria a Mapuja je obum 15-yria moMHOXKUAIA
ca nmoBpmunHOoM 12-yria. Koja on mux nse je mobumna Behu 6poj?



UYerBpTHu paspen — b kareropuja

1. Pemwurnu cucreMm jemnadusaa

logox +log,y+logyz = 2
logsy +1loggz +1loggx = 2
log, z +1oggx +logigy = 2.

2. Hera je ¢pymrmmja f : R — R 3amara dopmynom f(z) = 3sinx + 4cosz.
OmpennT MakKCUMAJHY ¥ MUHAMAJHY BPEIHOCT OBe (yHKIUjeE.

3. Hahwu Bpemnsoctu mapameTrpa p 3a kKoje jemmaumna z* — (3p +2)2? +p? =0
rMa 4eTUPU peajHa pellema Koja 00pa3yjy apurtMmerndky nporpecujy. (M332)
4. Hahwu nHajBehy Bpennoct ¢yHKIU]jE

T 1
P— 2
f(w) x2+9+x2—6x+21+cos T

ua unrepsany (0,+00). (M375)

5. IIpernmocraBumo na cMO peayiHy (YHKIU]y 1) yBeau Ha cienehu HaYWH

x, x>2,
P(x) = 2, 1<x<2,
2¢, < 1.
Pemmru cnenehe dpopmyiie mo x € R:
(a) ¥(z) <=
(b) ¥(z) +v(1 —z) +¢((z)) = 2. (M359)

ORPYHHO TAKMMYEILE N3 MATEMATUEKE, 18. 02.2006.

ITpBu pa3pen — A rareropuja

1. Iloka3aTu na KPY/KHUIA KOja CAAPYKA OBA TEMEHa M OPTOLEHTAp TPOyIJia
UMa UCTU IOJYNPEYHUK KaO W KPY:KHUIA ONMCAaHA OKO TOT TPOYTIA.

2. Hahwm majsehm mpupomam 06poj koju je mamu om 30mpa KBagpaTa CBOjUX
nudapa.

3. Ox Hoeor Cazna no Beorpana mocroje HOBI U cTapu IyT KOJU CY MOBE3AHU Ca
7 monpedHnx nyTtesa. KoJIMKO MMa pa3/MunTUX HAUYMHA Iy TOBaHa OBUM IIyTEBU-
Ma ox Hosor Cana no Deorpazna, TakBuX a y CBAKOM HAUNUHY IYTOBAaHA CBAKU
neo nyta je npebhen HajBumie jemanmyT?



4. MIra je Behe:

2005 nudapa 4010 madpapa
—— ——
1, 111...1 1,0101...01?
1, 111 ™1 0101...01°
N—— —
2006 nudapa 4012 mugapa

5. Y cBako nosse Tabiune 8 X 8 manucas je 6poj. Ilo3BosseHo je mzabpartu O6mIiIo
Koju kBagpatr 3 X 3 (cacraBibeH o1 9 mosba) min kBagpar 4 x 4 (cacraBiber ox 16
noma) n mosehiaru 3a 1 cBakm 6poj HA mobUMa M3abpaHor kBaaparta. Jla mau ce
CBaka MOJa3Ha TabIuIa MIPUMEHOM TAKBUX OIlepaliija MOKe TPaHCHOPMUCATH Y
Tabauily y K0joj cy CBU OpOjeBU mapHU? (Tanrenra 36, ctp 4, 3anx. 4)

Ilpyru pa3spen — A kareropuja
1. Hahu majsehy BpemmocT mspasa 4z 4 80z + y + 43 mOI yCIOBOM Ha BasKu
622 + 322 +y + 283 <0 u 22 4 86z + y + 202 > 0.
2. Y crymy peajHuX OpOjeBa PEMIUTU CUCTEM jeIHAUNHA
P =ys, yi=ai, z={a+ V9.
(M354)

sin? ,B+Sin2 'y—s1112 «
sin 3 sin y

3. Heka cy «, 3,7 yrnosu Tpoyriaa. Ako je
a.

=1 onpenutu yrao

4. 3a koje BPEIHOCTH peajHOr mapamerpa « HejemaaxocT sin®z + cos®z +
asinx cosx > 0 BaKU 3a CBe BpeaHOCTU T

5. IMoackyn X ckyma {1,2,...,n} uma CBOjCTBO Ia pa3jvka HUKOja aBa Opoja
u3 X mHuje jemnara 1 unu 4. Kosuko HajBuline ejeMeHara MOke UMAaTU CKym X 7

Tpehu paspen — A kareropuja

1. IlaT je moqmHOM ca peasHnM Koedummjertuma, f(r) = 23 —ax?+br—1 xoju nma

TpU peajHa MO3UTUBHA KOpEeHa, He 00aBe3Ho pasnnunta. OIpennTy MUHIMAJHY
BpeaHoCT 36upa a + b. (M401)

2. Pemmutu cucrem jemmaumua:

2log, ,(—ay — 2z +y+2)+logy,,(¢° —22+1) =6
logl—a;(y + 5) - 10g2+y(‘x + 4) =1



3. Hahu cBe mese 6pojese a,b, c,d 3a xoje Basku ab+ cd =5 u ac — bd = 4.

4. Jlaro je n paznuuutux tavaka Aj, As, ..., A, v pasuu. Heka je S ckyn cBux
cpemumra ay:xu A; Ay, 1 <i<j<n.

a) Iokazaru ma ckyn tadaka S uma 6ap 2n — 3 ejeMeHnra.

6) Hahwu jenam pacmopen tauaka Aj, As, ..., A, 3a xoju ckyn S uma TadHO
2n — 3 eseMeHTA.

5. (a) Kako ce mema 3anpemuna rerpaenpa ABCD axo ce nosehasa usuna AB
a CBe OCTaJle UBUIE TETPAEApPa OCTA]y HEUM3MEHEHE.
(6) Hyskuna usune AB terpaenpa ABCD je Beha unm jemmaka 1, nok cy ocrase

UBUIE Ay:RUHE Mame unu jenuake 1. Ilokazaru na je Vapop < g (M415)

UYerBpTH pa3pen — A kareropuja

1. /lokazaTu HejeTHAKOCT

cos® zsin <

3
16 °
Kana Baxku jemmaxoct?

2. JlaTto je n pazmuuutux tavaka Aj, Ao, ... A, v pasau. Hera je S ckyn cBux
cpemumra ay:xu A; Ay, 1 <i<j<n.

a) Iokazaru ma ckyn tadaka S uMma 6ap 2n — 3 ejeMeHra.
6) Hahwu jenam pacmopen tauaka Aj, As, ..., A, 3a xoju ckyn S uma TadHO

2n — 3 exeMeHTa.

3. YerBopoyrao ABCD je ocuoBa mupamune SABCD, a usuna SD mena Bucu-
Ha. V3pauysaTu sanpeMuny nupamuze, ako je AB = BC = /5, AD = DC = /2,
AC=2u SA+SB=2++/5.

4. Hegra je f(x) = 23—32z+1. Hahu 6poj pasauuuTux pealHUX KOpeHa jeHaunHe

f(f(z)) =0. (M422)

5. Ha KOJIMKO pa3auyuTux HAUWHA Ce MOI'Y PACHOIEIUTH 7 PA3IUIUNTUX KyTJIIULA
y 4 KyTuje Koje ce He pasiuryjy?!

IlpBu pa3pen — B kareropuja
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1. Hahwu majsehwm mpupoman O6poj koju je mamu om 30mpa KBagpaTa CBOJUX
nudapa.

2. Pamn nmponaje, 6uio je morpebHO HEKe on maTUX HHH mapIiesa HOTeIUTH Ha
mame. [Ipurom ce cBaka mojenmHavHa maplesga MOTJIA HOJCIUTHA WM HA 3 WA
va 4 mema. Ca mememeMm mapiesia ce CTajo Kana je 6poj mapiesna 6wmo 4 myTa
Behin on 6poja usBpmenux meoba. Konuko je Hajmame meoba m3BpiIeHO?

3. Ilat je komBercan yerBopoyrao ABCD. Tauke P u (Q cy cpeauHe CTpaHUIA
AD n BC. Axo Bawm ma je PQ = L(AB + CD) nokaszaTu na je 4eTBOpPOYTao
ABCD Ttpames.

4. Iar je retuBan uersopoyrao ABCD. Heka je ADNBC ={H} u CDNAB =
{E}. Cumerpana yraa <DFEA ceue crpanune DA u CB y raukama P u M, a
cumerpadtia yraa <DHC ceue crpanurne DC u BA y taukama N u L. Ilokaszatu
na je LMNP powmb6. (M367)

5. Y cBako nosse tabuune 8 X 8 manucas je 6poj. Ilo3BosseHo je uzabpartu 6mIiIo
Koju kBagpar 3 X 3 (cacrassmen on 9 nmoma) unu kBaapat 4 X 4 (cacrasmen on 16
nosa) u noseharu 3a 1 cBaku 6poj Ha mossuma nzabpanor kBanpara. la au ce
CBaka IMOJa3Ha TabJIuIa TPUMEHOM TaKBUX Olepalija MOKe TPAHCHOPMUCATU Y
Tabauily y KOjoj cy cBU OpojeBu mapHM? (Tanrenra 36, ctp 4, 3an. 4)

Ipyru pa3spen — B kareropuja

1. Axo cy a,b,c peanmu 6pojesu Taxsu ma je (b—1)? —4dac < 0, morasaru ma
CHCTEM jelHAUYUHA

ax? +bx +c=y,

ay? +by+c =z,

az?+bz+c=zx

HeMa PeayHUX Dellema. (M450)

2. Cpaka mmjarosajia KOHBEKCHOI II€TOYIJIA OJCENa TPOYrao jeIWHUYHE MTOBP-
muHe. V3pauyHaTy MOBPIIUHY TOT METOYTJIA. (M361)

3. Tpoyrao ABC mnomeien je Ha jenuakokpake Tpoyriose. 3ua ce A, F'u G
koJmHeapHe Tauke u ga cy AF u BF kpamu tpoyraa ABF, BF u BG kpamu
tpoyraa BEFG, AF u EF xkpanu tpoyriaa AEF, EF u EG kpanu tpoyriaa EFG u
CE,GE kpauu tpoyraa CEG. Ilokasaru na cy tpoyriaosu EFG u ABC cauunu
U OIPEIUTU KOEPUIMEHT CIMYHOCTH.

4. JlorkazaTm na je cymMa pPEMUIPOYHUX BPEAHOCTU CBUX JEJIUTEIHA CABPIICHOT
opoja N jemnaka 2. 3a Opoj m ce Kayke Ja je CaBPIIEH YKOJUKO je 30Up CBUX
werosux peaurena (yrmwyuyjyhu 1 u n) jennax 2n.

5. Ox Hosor Cana mo Beorpana mocroje HOBU U CTapu IIyT KOjU Cy TOBE3AHU Ca
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7 monpevHnx nyTesa. KOJIMKO MMa pa3/IMYNTUX HAUYMHA Iy TOBAHa OBUM IIyTEBU-
Mma ox Hosor Cagma no DGeorpazna, TakBuX a y CBAKOM HAUNUHY IIYyTOBamA CBAKU
neo nyta je npebhen HajBuiie jemanmyT?

Tpehu pazpen — b kareropuja

1. /lorkazaTu na BayKu HEjeTHAKOCT
2(a* +b*) + 17 > 16ab
3a a,b > 0.
2. Y ckymy peaJHuX OpoOjeBa PEImMUTU CUCTEM jeTHAYNHA
xzzy%, yzzm%, 2= Vx + {‘/@
(M354)

sin? B4sin® y—sin? o
sin B siny

3. Heka cy «, 3,7 yrnosu Tpoyriaa. Ako je
a.

= 1 onpenuTu; yrao

4. (a) Kako ce mema 3anpemuna rerpaeapa ABCD ako ce nosehasa nsuna AB
a CBe OCTaJle UBUIE TETPAeApa OCTA]y HEU3MEHEHE.
(6) Hysxuna nsuie AB terpaenpa ABCD je seha unu jemmaka 1, nok cy ocrase

UBUIE Ay:RUHE Mame uiu jenuake 1. lokazaru na je Vapop < g (M415)

5. 3a mBa pasziauuuTa (HEMOLyAAapHA) TPOYIJa KAKEMO Aa CY NPUjATEHCKA AKO
nMmajy ase jemHake crpanute. CKyI IPUjaTehbCKUX TPOYTIOBA HA3UBAMO HOOPUM
aKO CBUW TPOYTJIOBM U3 TOT CKyIla MMajy MCTU Hap jemHakux crpanuna. Onpemntu
MuHUMAJHY BpemuocT 3a N, N > 2, 3a kojy je cBaku ckyn onm N mebhycobuo
IpujaTe/sCKUX TPOYIVIOBA HOOap CKYI. (M494)

UYerBpTHu pa3pen — b kareropuja

1. Ako cy x,y peannu Opojesu TakBu na je 1 < x < y OHIA U3 jeIHAKOCTU
2 +yt =2"4+yY camemn x=uy.
Iokazaru.
2. Y ckymy peaJHuX OpojeBa PEImMUTU CUCTEM jeTHAYNHA
xzzyg, yzzz%, 2=z + \4/@
(M354)
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3. Ky je kpysuuna ca uearpom y Cp = (0,1/2) n nonynpeunurom 1/2, K,
kpyskHuna ca nearpom y C; = (1,1/2) u nomynpeunnkom 1/2, K> (majuama)
KPYsKHUIIA KOoja momupyje kpykauie Ko, K1 m x-ocy m Ks KpysKHUIIA KOja HA
UCTU HAYMH noaupyje kpyskuune Ko, Ko u x-ocy. llokazaru na je 3a n =1,2,3
MOYIPEYHNK KpYKHUNe K, jeHAK Ty, = 513 1 Ja OBA KPY/KHMNA TOIUPYje T-0CY

h 2n2
Y TQuKA T = .

K, K,
X o
K, 13 % K, 1

Figure 1:

sin? B4sin? v—sin® «
sin Bsin y

4. Hexka cy «, 3,y yranosu tpoyria. Ako je
a.

= 1 onpenutu yrao

5. (a) Kako ce mema 3anpemuna rerpaenpa ABCD ako ce nosehasa usuna AB
a CBe OCTaJie UBUIE TeTPaeapa OCTajy HEU3MEHCHE.

(6) Hyssuna usune AB terpaenpa ABCD je seha umm jemmara 1, nok cy ocrasne

1
uBUIlE Oy:kuHE Mame wiu jemnake 1. [okasaru ma je Vapop < 3 (M415)

PEIIYBJIMYRKO TAKMMYEILE 13 MATEMATUWRE, 19.03. 2005.

IlpBu pa3penm — A kareropuja

1. Ako cy A n B menpasuu MOACKyTIOBU paBHU «, Takeu na je ANB = ) u
AUB = «, nokazatu ma MOCTOjU je THAKOKPAKU TPABOYTJIN TPOYrao umja Cy CBa
Tpu TEeMeHa y jemHoM on ckymnoBa A wiau B.

2. Hahwu cBa memobpojua pemema jeqHavmHe

322 + 3y% + 322 4 22 + 2y + 22 = 2004.
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3. Ileroyrao ABCDE ynucau je y kpyr noxynpeunuka r. Aro je AB = BC =
DE =r, norkaszaru ga je tpoyrao BGF jemmakocrpanuyas, npu yemy cy G u F
cpemumra crpanuna CD u EA neroyraa.

4. Opn cBux TpoyriaoBa jemHakor obuma HajBehy moBpmuHy mMa jemHAKOC-
Tpanuvan tpoyrao. JlokazaTu.

5. 3a Heku npuponaH 6poj n, n > 3, Heka je S 36up mudpapa 6poja 1+24...+n.
Aro y meramHOM 3ammcy Opoja S ydecTByjy cBe mcre mudpe, Koja mudpa To
Moske Outu?

JIlpyru paspemx — A kareropuja

1. Hoxazaru ma je 6poj 2712 .7 + 1 cnosen 3a cBaKu IPUPOIAH GPOJ n.
2. Jla 7y OCTOje HemonyapHU TPOYIJIOBU jeTHAKUX OOMMa M HOBPIINHAT

3. Heka je k momykpyskauna ca mnearpom O KOHCTpyucaHa HAI NpeyHukoMm AB u
Heka cy Tauke Sp,S2, 53 Ha momykpyxHMIHM k Takse na je <AOS) = 151052 = §
n <1S2083 = %’T. Iokazatu ma je PiP, = P30, rme cy Pi, P, P3 npojeruuje
Tayaka Si, 92,55 Ha mpeunur ADB.

4. Y mHEeBHOj cobu ce HajIa3uW HEKW OPO) bYW, U IO3HATO j€ Ma CBAKU O EUX
HO3HAje TAUHO HeT HPUCYTHUX (IO3HAHCTBO je y3ajamuo). Jlokazatu ma je 3a
HEeKO n > 5 Moryhe onabparu n /byau U3 AHEBHE cOOe 1 CMECTUTHU UX 338 OKPYTJIN
CTO y TpIe3apuju TAKO Ia CBAKO cenu m3MeDhy nBa IO3HAHUKA.

5. Y crymy peasHuX OpojeBa PEMIUTHU jeTHAUUHY T = \/2 +v2 -2+ .

Tpehu pa3zpen — A kareropuja

1. OpgpemuTu CcBe BpemHOCTU NPUPOIHOr Opoja m, 3a KOjU MOCTOjU HeroB
memunarn d, tako ga nd + 1 gemun n? + d>.

2. JlokazaTu na 3a CBakW nNpuponaH OPOj N BaKu HEjeTHAKOCT:

1 1 1 1 2
ettt =<2 ——.
2 3v2 4V3 (n+1)/n vn+1

3. Hahwu cBe ¢pyurmmje f: R — R Takse nma je

f(x) = max (2zy — f(v)),

X
yER

3a cako ¢ € R.
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4. JlokaszaTu ma on yKymHO 25 yuenuka Huje Moryhe ¢gopmmparn Bume on 2 - 53
KOIMAPKAIIKUX TUMOBA O MO D Wrpada, Tako Aa OpOoj 3ajeTHUYKUX Urpada 3a
cBaka nBa TuMa Huje Behwm on 2.

5. Heka je ABCDFEF xoupekcan mecrtoyrao kox kora je AB = BC, CD = DE
u EF = FA. Jloka3aTu HejeqHaKOCT

AB  CD  EF _3
BE DA  FC~ 2

YerpTHu pa3pen — A kareropuja

1. Koawmko mocToju mpaBOyriIuX TPOYIJIOBA UMja Cy TEMEHA TadyKe MIejo0pojHe
pemerke 3 X n rae je n > 5 (mompasyMeBa ce a OBa PelleTKa uMa 3n radaka)?

2. [ar je omrpoyrau tpoyrao ABC. Hera je I nenrap ynucanor kpyra, O
nenrap onucanor kpyra u H oprouentap tpoyraa AABC. Ilpasa Al ceue
crpanunty BC y A’, a mpasa BI ceue crpamuny AC y B’. Ilpasa OH ceue
crpaauny AC'y P, a BC'y Q. Axo je yuerBopoyrao C'A’'I B’ KoHBekcan u TeTuBaH,
nokaszatu na je PQ = AP + BQ.

3. IlokazaTu ma 3a CBaku NpruponaH Opoj n MOCTOju IPUPOTAH OPOj & Takas ma
je 2¥ — x memuWBO ca n.

4. Axo cy z; (i =1,2,...,48) mysne nomuroma P(x) = 1828 + 3z + 2006, uzpauy-
48
X
HATU ; o

5. Ogpemuru cBe ¢pyuruuje f:7Z — Z rakse na je f(f(x)+y+1)=a+ f(y)+1
3a CBaka IBa meJia 0poja T u y.

IIpBu pa3pen — b kareropuja

1. Hoxazaru ma n? + 5n+ 6 Hu 3a jeman mpuponaH 6poj n HUje TadyaH KBaIpAaT.

2. Ako cy A u B HenmpaszHM NOACKYNOBU paBHM «, TakBu na je ANB =0 u
AUB = «, nokazatu ma MOCTOjU je THAKOKPAKU IPABOYTJIM TPOYrao dmja Cy CBa
Tpu TEeMeHa y jemHoM on ckymnoBa A wau B.

3. a) Ilokasaru ma 6poj n? +n + 1 muje memus ca 2006 AU 32 jeqaH TPUPOIAH
opoj n.

6) Iorasatu na 6poj n?+n+2 auje memus ca 2007 HU 32 jeman TPUPOAAH GPO]
n.
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4. Jlar je tpoyrao ABC y rome Baskum <C = 90° 4 %. Hexa je M cpemumre
crpanune BC. Kpyr ca nearpom y A u nonynpeunurom AM ceue, omet, mpaBy
BC y D. HNoxrazatu na je MD = AB.

5. Kpyxuuna ynucana y tpoyrao ABC momupyje merose crpaunune AB, BC u
CAy raukama M, N u K penom. [Ipasa kpo3 tauky A, napaiesnua ca NK, ceue
npasy NM y rauku D. Ilpasa kpo3 taury A, mapasemana ca NM, ceue npasy
NK y rauku E. Ilokazatu na npasa DE canpsu cpenwmy aunujy Tpoyraa ABC
(M395).

Ipyru pa3spen — B kareropuja

1. Hahu cBa memnobpojua pemema jeaHaunne

Va2 =z —1=1.

2. TlocToje mu peannu 6pojeBu b U ¢ TaKBU 42 CBaKa O jeaHaumsa r2-+br-+c =

0u 222+ (b+1)r+c+1=0 uma no asa nenobpojHa Kopena? (M389)
. . . _ 2246246
3. Hera je ¢ymrmmja f: R — R, nata ca f(z) = 257772, 3a cako x € R.

OxpeanTu MakCUMAaIHy BPEAHOCT (aKO MOCTOju) marTe QpyHKIUje.

4. Jlar je rouekcan mectoyrao Ay AsAz3AyAsAg uuje cy cBe cTpaHuUIe jemHake
U a1+ a3+ a5 = ag + aq + g, IPU YeMy je @; YHYTPANIRU yTao MEeCTOYTJIa KO
remena A;. Horkazatu ma je a1 = ay, 0o = a5 U a3 = Q.

5. Y mHeBHO] coOUM ce HaJa3u HEKU OpOj JbYAM, W MO3HATO je IHa CBAKU OJ FHUX
NO3HAje TAYHO HeT HPUCYTHUX (IO3HAHCTBO je y3ajamuo). Jlokazatu ma je 3a
HEeKO n > 5 moryhe omabparu n jbyau U3 AHEBHE cOOe U CMECTUTHU UX 38 OKPYTJIIN
CTO y TpIe3apuju TAKO & CBAKO cenu m3MeDhy nBa IMO3HAHUKA.

Tpehu paspen — B kareropuja

1. Hera cy a, b kaTere u ¢ xunorenysa npasoyriaor tpoyriaa ABC. Uspauynatu

MaKCUMAJHY BPEIHOCT U3pas3a @, rae cy tq, tp 1 t, OyKUHE TERKUIIHUX IYy:KUA
c

KOje omrosapajy, pemoM, crpanunama a, b u ¢ rpoyraa ABC.
2. Jlokazatm ma 3a cBako x € R Baku HejeqHAKOCT

sin2%% 2 + c0s20%% g + §in20%6 4 < 2.
Kana Baxu jemmaxoct?

3. Hujaronase AC u BD rkouBekcuor uerBopoyriaa ABCD ceky ce y tauku F
Tako ma cy nosprmmHe Tpoyriaosa AED u BCE jemnare. Ounpemutu Mepy yria
ACD, ako cy crpanune tpoyraa ABE y omanocy BE : FA: AB=5:6:T.
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4. Y MpexRm KOIKe Cy MOBa KBaapaTuha cycemHa YKOJIUKO WMAjy 3ajeTHUIKY
crpannmy (camMo jemHa Tauka HUje MOBOJLHA) M CBU KBaapartmhwm cy mebycoGmo
IIOBe3aHU IPEKO cycemHUX. JIBe Mperxe KOIKE CY EKBUBAJIEHTHE aKO jEIHY ON
Apyre MOKeMO mobutu KopuimhemeM poTanuje u/uiu CUMETPUje: HIP. MPeske

EEJ u D:EE cy MeDhycoOHO eKBUBAJICHTHE, Ay HUCY €KBUBAJIEHTHE Ca EEJ . Hahn
OpOj HEEKBUBAJICHTHUX MPE/Ka KOIKE WBUIE | M HAIPTATU CBE TaKBE MPEXKE.

5. Hahu cBe tpojke (x,%,2) npupomaux 6pojesa Taksux zaa je x!+y! = 1527
(M407)

YerspTu paspen — b kareropuja

1. IlokasaTu na 3a CBaKW MPUPOJAH OPOj M BaKU HEjeTHAKOCT:

1 1 1 1 2
e — =<2 - —.
2 3v2 4v3 (n+1)y/n NZESI

2. Hahw omy Bpemmoct a > 1 3a k0jy jemHaumHa a” = T uMa Ta4YHO j€IHO

pememe.

3. Ompenuru yrioBe TPOyrJa akO 3a HEroBe YyIIOBEe W CTPAHUIE BayKU
a:a=b:f=c:vy

(a,b n ¢ cy penoMm cTpaHMIEe HACIpaM yrioBa «, 3 u 7).

4. Jlara je rpyskuauna k ca csojum mearpom O. Camo momohy mecrapa KOH-
CTPYUCATU TEMEHa MPABUIHOT ABAHACCTOYTJIA YIUCAHOT y JATY KPY/KHUILY.

5. 3a npuponan Opoj KaxkeMO Ja je HAJUHAPOM akKo je jeqHak OPOojy 3amrcaHoM
UCTUM nuppama y oOpHYTOM penocierny.

(a) Hahwu majsehu meronmmnppen namuuapom koju je memus ca 101.

(b) Hahwu majsehun 6poj y3acronnux neronudpenux 6pojesa mebhy rojuma nema
HAJUHAPOMA. (M406)
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PEIMTEIHLA 3AIJATARA OIIIIITVMHCRKROI' TAKMNYEILA N3
MATEMATHURE

IlpBu pa3pen — A kareropuja

1. IIpBu Tom ce Ha Tabay MO:Ke OCTABUTHU HA OWIIO KOje mosbe, nakie Ha 6-2006
maunna. Cruemnehu Tom ce MoOske MOCTABUTH HA HEKO O] IOJba KOja Ce He HaJllase
Yy MCTO] BPCTU WJIM KOJIOHU ca mnperxonuo Beli mocrtaBsmenum tomom. Jlpyrum
peunma “‘mpenpramo’ 3abpameHy KOJOHY WM BPCTY M IMOCTABUMO APYTU TOI HA
HOBOIOOUjeHy mAaxoBCKy Tabisy mmmen3uja 5 X 2005, To ce MO:ke ypamuTy HA
5-2005 mauuna. CaudyHO, mOCIEIHN TOI ce MO:Ke moctaButu Ha 4 - 2004 Hauuna.
IMopenak craBmama TOMOBA HUje OUTaH, HaKie UCTa HO3UIUja ce mojaBiyje 3! =
6 myra. Komauan omrosop je

(62006 -5 -2005 -4 -2004) : 6 =20 -2006 - 2005 - 2004.

Hanomena: Pememe ce mosxke Gpopmynucaru Ha Bulle HaumHa. Hrp. moryhe je
n3abpaTtu 3 KOJOHE M HE3aBUCHO 3 BPCTE y KOjuMa Nhe ce TONOBM HAJIA3UTU, TO
ce MOyKe M3BECTH! Ha (20306) : (g) HaymHa. Y m3abpaHe KOJOHE U BPCTE C€ TOMOBU
Mory nocrtaBuTy Ha 3! = 6 HAYMHA UTH.

2. H3II 3amanux 6pojesa je u memmaarn muxose paziuke 22000 22004 — 9200492

1) = 22004. 3. TMomTo cy 3amaTu GpojeBW HEMAPHU, OCTAje Aa Ce TPOBEPW O JIn
je H3I1 1 unn 3. Jlako ce mokasyje ma je 22" — 1 yBer memus ca 3. 3aucra,
22" —1 = 4" —1 na To ciemu HNp. u3 unentuTeta " —1 = (x—1)(z" 1 4.. .+ +1).
Tauan oxrosop je H3II = 3.

3. Hexa je d najsehu 3ajemnuuru nenwuinarn tux 49 npuponaux 6pojeBa. Tana
BaKU

d|999 =3%.37

u xaxo Mopa ot d < 29 < 21, cremn d € {1,3,9}. Bpemmocr 9 ce Mome

49
moctuhu, HIIp.
9+9+---+9+567 =999
~—_———
48

u tana je NZD(9,9,...,9,567) = 9.

4. Hera je AABC (cnuka 1) nocmarpanu jexsakokpaku tpoyrao, CCh merosa
BUCHHA KOja omroBapa ocuoBuru AB, AA;, cumerpaina yria A u a Mepa yriosa
Ha OCHOBUIIU.
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A C, B

Canuka 1.

Osumauumo ca D cpemumre ny:xku BA;. Tama je C1D cpemma nuHUja
AABA;, na je 1D = 2 u 1D || AA;, omakne je <BCiD = <BAA; = 3.
ITo ycnoBy 3amarka je AA; = 2-CCy, na je wa ocuoBy nperxonaor CCy = C1D.
IIpema tome, ACC, D je jemnaxokpak, na je <DCC, = <CDC; = 90° —«, onaxe
je <CC1D = 2a. Kaxko je <CC1D +<DC1B =2a+ § = 90°, sakmyduyjemo ma je
a=36°, tj. yrmosu y AABC cy 36°, 36° u 108Y.

5. HpOI/I3BOJLHI/I TpOoyrao yBEK MOKEMO IIOACJIUTU Ha ’I’L2 oo 4y JapHUX TPOYTJIOBa

(cmuka 2) (1+3+5+ -+ (2n —1) =n?).

Cunuka 2.

Ogrosapajyhum cunajamem no 4 niam 9 TakBux Tpoyriosa nobujamo rakobhe
TPOYyrao CIUYaH IOJIA3HOM, a YKyIaH OPOj TPOYTJIIOBa ce yMamyje 3a 3, OTHOCHO
8. Kako je 452 —2-8 —1-3 = 2025 — 19 = 2006, 3axmyuyjemo ma je moryhe
Ipou3BOJLHA Tpoyrao noxeanty Ha 2006 TpoyriaoBa KOjU Cy MYy CIMYHU.
(Hanomena: TlocTtoje m MuHOTA Apyra pememal)

Ilpyru pa3spen — A kareropuja

1. Pewemwe I: Hera je a meo 6poj Taxas ma je 96 +a = 2> u 5+ a = y3, 3a Hexe
nesne 6pojese ¥ u y. Tana je 2° —y® = (v — y)(2? + 2y + y?) = 91.
Heka je x—y = m, 3a neku neo 6poj m (ounraemuno m € {1, £7,+13, £91}).

. 9 5 91 .
Tama jex=m-+y u x°+2xy+y = —, na je
m

91 . 91
(m+y)>+ (m+y)y+y* = > T 3y + 3my + (mQ— E) —0.

(364 — m3), MOpa OUTU MOTIYH

. 3
luckpuMmrHaHTA TIOCHEeNkHe jennaunte, D = —
m
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3
KBazpar. 3a m > 7 umamo ga je — >0 u 364—m? <0, ma je D < 0. Tarobe,
m

3 .
3. m < 0 umamo — < 0 u 364 —m3 > 0, ma je, momoso, D < 0. Iaxie,
m

0<m<7 majem=1lwmm=7 3a m=1, D=1089 =332 na yc {-6,5},
omiocHo a € {—221,120}. 3a m =17, D=9 = 3% mna y € {-3,—4}, omsocuo
a€ {—32,—69}.

DNaxkne, a € {—221,—69,—32,120}.

Pewewe 2: Kao 1 y npBoM pelieny, 3alaTak ce CBOAU Ha pemaBame (y Heaum
Gpojesmma) jemmaumne ° — y? = (v — y)(2% + 2y + 9?) = 91. Umajyhu y sumy
na je x >y 3akpydyjeMo na je r —y jenaH On MO3UTUBHUX nesiwmiana opoja 91.
ITocToje 4 moryhuocTn,

r—y = 1 T —y = 7

22 fay+y? = 91 2> +ay+y? = 13

T —y = 13 T—y = 91

2 ray+y? = 7 224ay+y? = 1
I[IpBu cucrem mma jenHo pememe x = 6,y = 5 u apyro = =5,y = —6. Ipyru
cucteM mMa pemema r = 3,y = —4 u x = 4,y = —3. Tpehu u werBpT; HEeMA]y

pemema y meanMm 6pojesuma. OnaBne ce mOBpaTHO nobujajy BPEAHOCTHU 3a G U
OIrOBOD KAa0 M y IPBOM DeIIeHY.

2. HpOI/I3BOJLHI/I TPOYrao yBEK MOKEMO IIOACJIUTU Ha ’I’L2 oo 4oy JapHUX TPOYTJIOBA

(cnuka 2) (1+3+5+ -+ (2n—1) =n?).

Cuauka 2.

Ogrosapajyhum cnajamem no 4 niaum 9 TakBuX Tpoyryiosa nobujamo rarobhe
TPOYTrao CIWYaH MOJA3HOM, a YKYIaH OpOj TPOYIrJiIoBa ce ymMamyje 3a 3, OTHOCHO
8. Kako je 452 —2-8 —1-3 = 2025 — 19 = 2006, 3akmyuyjemo ma je moryhe
IPOU3BOJLHA Tpoyrao noxennty Ha 2006 TpoyriaoBa KOju Cy MYy CIIMYHU.
(Hanomena: ITocroje m mHOra npyra pemesal)

HC NC
3. Kako je qC =7 = 5o (v = <ACB), 3armyuyjeMo ma Cy TPOYIJIIOBU
HCN u ABC cnuunu ca KOe(UIA]EHTOM CIUYHOCTH k = cos~y (cimka 1). Cumer-

paxa yria v tpoyria ABC ucroBpemMeno je u cuMmerpadia yriaa 'y Tpoyriay HCN.
1

ITo ycnoBy 3anmarka OQHOC Ay/KUHA CHMeTpaJa y jeHOM U APYTOM TPOYIIY je >
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Kako je omroc onroepapajyhux Dy:KUHCKUX €JIeMEHATA y CIUYHUM TPOYTJIOBAMA

. . . 1 .
jenHak KOe(pUIUjeHTy CIMYHOCTU, TO je k = cosy = > omakie je v = 60°.

Ciuura 1.

4. Hanumumo 1eBy cTpaHy HejeAHAYMHE KAOo KBaApaTHY (YVHKIUjY IO a,

(1) fla) = —a® +a(4 — 222 — 23) + 223 + 22 — 62 +5.

Ipumerumo na je f(a) yserk romkaBHa ¢ymrnuja! Oryna 3axmydyjemo ma ce
TpaKeHN T MOKe Hallu ako M caMo ako je MCIyHeH Dap jelaH On ycJoBa

f(=1)<0  wmm  f(2)<0.

Cayuaj f(—1) < 0 je exBuBasenran ca x(r? +x — 2) < 0 WTO BOMM Ka permemy
x € (—o0,—2)U (0,1).

Cayuaj f(2) < 0 je exuBasentan ca x2 + 2r — 3 > ( MTO BOAM Ka Deemy
x € (—o00,—3) U (1, +00).

Konauno pememe je z € (—oo, —2) U (0,1) U (1, +00).

5. Pewemwe 1: KoepurnujeHr a Huje HyIa, jep CKUNUPaHU I'padur HEje HU napabo-
Ja HU XOpU3OHTadHa mpasa. Kako je, 36or y = z'(a + b/2? + ¢/z%), 3a jaro
BeJIMKe T 3HaK (PYHKIMje NCTU Kao 3HaK Koepuuujenra a, mopa outu a > 0. Kako
je ¢ = f(0), upema crumu je ¢ < 0. oraskumo ma je b < 0. Y cyuporHOM
je —b/{2a} < 0, ma je amcmmca Temena rpadura ¢ymrmaje f(z) = ax® + bx + c
HenosurusHa. 360r a > 0, pyuruuja f(r) pacre Ha [0,00).

Omarie caemu na u nata (QyHKIU)a y PACTE HA UCTOM HMHTEDPBAJY, IITO
npema ckuru Huje tadno. lakie b < 0.

Pewewe 2: Jlako ce youasa ma je a > 0 (3a HOBOJHO BEJIMKO & MOpa OuTH
f(x) > 0). Ca rpajura Bunumo zna je f(0) < 0, u karo je ¢ = f(0) 3armyuyjemo
u na je ¢ < 0. Tarxobe ca rpa¢ura ce Bumu ma mocroju xp > 0 3a koje je
f(xo) < c. Y3 mocnenme penamaje nobujamo na je axrg + brg < 0 mro je moryhe
caMmo y cayuajy rama je b < 0. INaknxe mopa 6utu a > 0,b < 0,¢c < 0.
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Tpehu pazpen — A kareropuja

1. 360r meduHMCAHOCTHU JOrapuTMa UMamo &,y,z > 0. Ilatu cucrem jemnadmua
j€ EeKBUBAJIEHTAH Ca CUCTEMOM

T yz = 4
yWzr = 9
zy/xy = 16.

MuosemenM cBe Tpu jemHakocTu nobujamo (ryz)? = 242 1j. xyz = 24. Onasne n
Y3 NPETXOMHUX jeIHAUMHA JIAKO ce nobuja na je x = 2/3,y =27/8 u z = 32/3.

2. Ako yBemeMo O3HAaKYy z = a + bi jemmaumma mpenasu y obiuk 22096 = z.
Ysumajyhu Moy nese m mecue crpane mobumjamo |z|?9% = |z|. Cama mmamo
nse moryhuoctu. Mum je |z| = 0, y KOM cayuajy m0Ja3uMO IO peliema 2y =
0+ 0i, wm je |2[?°% =1 = |2|] = 1. Y apyrom cayuajy TOMHOEMUMO 06e CTpaHe
jemmaunne z20%0 = % ca 2 uuMe HaBemeHa jenHauMHA Ipenasu y jenHauuny 22007 =
Zz, omaocuo jemmaunuy 22007 = 1. OpmaBme mobujaMo pemema 2, = COS 250”7 +
isin % 3a k=1,2,...,2007. Ilakie TpaskeHU MAPOBU CYy €JIEMEHTU CKyIa
2k 2km
{(0,0)} U {(cos —— 50075 2007) | k=1,...,2007}.

3. Iomro je a > b > ¢, npyru no Beanumau yrao je (3. Ilpema rocuHYCHO]
TEOPEMU BaKU:

c0s § = 2ac - 2ac

2
2, 2
2r2-p “TC < 2 ) _§<a C)_
-8

a c 3 1
W3 nmosmare mejemmakoctu — + — > 2, mobujamo ma je cos( > 3 -2 — 1

S

c
omakise ciemu na je 3 < 60°.

4. N3 Kocunycue Teopeme ciemu a’ + b? + c? = 2abcosy + 2bc cos a + 2ca cos f <
2(ab+bc+ca) mTo 3ajenno ca peramajom 2(ab+be+ca) = (a+b+c)?—(a?+b%+c?) =
1 — (a? + b + ¢?) maje mejemmaroct a? + b? + ¢ < 1 — (a® + b2 + ¢?) exBuBaseTHY
TpasKeHO] HejeTHAKOCTU.

5. Ilorpasmxwnmo pememe y obauky z = 2P,y = 29 u z = 27 y3 moJgaTHU yCJIOB
3p = 4q. Ilocnenmu yciaoB HaM OMOryNlyje na TpaskeHy jeIHAUYMHY CBEIEMO Ha
jemmaumny obmmka 2°P 4 2% = 257 1j. ma jemmaunmy 2°Pt! = 257,

Ilaxne noBosmHO je Hahu pemema cucrema jennaunHa 3p = 4q u 3p+1 = br.
IIpBa jennaumma nMma 6E€CKOHAYHO MHOTO pemema p = 4t, ¢ = 3t vae je t mpupoaan
opoj. Ilpyra jemmaumua je 3amoBoJbeHa ako je 12t + 1 = 5r Tj. ako je HIPp.
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t = 5k +2 3a mexku npuponan 6poj k. Omasne mobujamo 3a cBaKU OpUPOIAH OPOj

k pememe
@ = 9WkH+8 y _ 9lSk+6  _ ol2k+5

YerspTH; pa3pen — A kareropuja

1. Pewemwe I: Youumo na je
3 . 4 :
flz) = 5(3 sine + = cosz) = 5sin(zr + )

rae je a yrao oupeben ycimosom cosa = 3/5,sina =4/5,0 < a < /2. Onasze ce
omMax nobuja ma cy MakcuMmyM (MUHUMYM) oBe ¢yHEIUje 5 (OmHOCHO —5).

Pewewe 2: Tlpsu usson ¢pymrnuje f je f'(x) = 3cosx — 4sinz. Hyme msBoma cy
HyJe jemHaumbe tgx = 3/4 u y HEKMM O OBUX Tadaka (PYHKIU]a TOCTUKE MaK-
CUMAJIHY a y HEeKUM MUHUMAJHY BPEeRHOCT (OBZE Ce OCIAHmAMO Ha MEePUOIUIHOCT
dyurmmje). Axro je tgx = 3/4 omma ce morasdyje na cy oarosapajyhe Bpeanoc-
T CUHyca U KocuHyca sinz = 3/5,cosx = 4/5 unn sinz = —3/5,cosx = —4/5.
OmaBne 3e 3akpydyje na Cy MAkCUMyM U MuHUMYM ¢yHEUUje f pemom 5 m —5.
Hanomena: Moske ce amanus3upaTu W APYTU U3BOJL (YHKOUjE AU Ce OIET 3a-
KIbyJak [a je jeJaH Ol JOKAJHUX MakcumyMma (MUHAMyMAa) U TI0OadHA MAaKCU-
MyM (MUHUMYM) U3BOJU U3 MEPUOAUYHOCTU (YHKIH]E.

2. TTocMmaTpajMo IPBO cBe cabupke mojeanHadno. Kako je
T 1 1 1
p— < fr—
24+9 x4+

] [|©

B 5 67
2 .TL';

3aKkpydyjeMo na je HajBeha BpemHOCT IPBOI cabupka %

r =3, IOK u3

1 OHa C€ IIOCTUIKE 3a

1 - 1 _ 1
22 —6x+21  (x—3)2+12 " 12’

3akpydyjeMo na je HajBeha BpemmocT apyror cabupka 1—12 U Ja Ceé OHA MOCTUKE
3a r = 3. Hajseha Bpemuoct tpeher cabupka je 1 u oHa ce MOCTWRE 32 CBAaKO
uenobpojuo x, ma u 3a x = 3. Ilakne, sajsehia BpegrocT (yHKIU]je

x 1

pu— 2
x2+9+x2—6x+21+cos T

f(x)

Ha naTepsaay (0,+00) je % + ﬁ +1= % U MOCTUZKE Ce 3a T = 3.
3.

(a) Ouursenno, CKym pemema HejeIHAUNHE je TOACKYT nHTepBata (—oo, 1], ma
pemasamo HejenHaunuy 2z < x. Hakiae, € (—o00,0).
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(6) Oapemumo npso ¢pyuruuje ¥(1—x) u (¢(x)). Ha ocnoBy mare medpununuje
¢yHEIUTje P nodbujamo

1—2z, z<-1 4x, xé%
Pl —z) = 2, —-1<z<0 uYPY(z)) = 2, 2<z<2
2—2x, >0 T, xr>2

Capna, jeqHOCTABHUM DAdyHOM IOJA3UMO IO pemema x € [2,400) U {0}.

4. Heka je x =y, Tama, mo yCJOBYy 3aIaTKa, BAKU jeTHAKOCT
£(0) = fa) + f(z) - 22%,

ommocro f(r) = 22 + %, rme je a = f(0). Axo je z = y = 0, mobujamo ma je
a = 2a, tj. a=0. Ilagne, f(z) = 2° je jenunAw KamAUAAT 3a TAKBY (YHKIU]Y.
Henocpeana mposepa nokasyje na oBa GyHKIUja 3aUCTa U 3a10BObaBa HABEICHU
YCJIIOB.

5. IMorpaskumo pememe y oomury ¢ = 2P,y = 29 u z = 27 y3 momaTHU yCJIOB
3p = 4q. Tocnenmu ycaoB HaM omMoryhyje ma TpasKeHy jeIHAUYWHY CBEIEMO Ha
jemmaunmy obmmka 237 4 249 = 257 1. ma jemmaummy 2°PT! = 2°7,

Ilakne noBosmHO je Hahu pemema cucrema jennauunsa 3p = 4q u 3p+1 = br.
[Ipea jennaumua nva 6G€CKOHAYHO MHOTO pememna p = 4t, ¢ = 3t raue je t npuponan
6poj. Ilpyra jemmaumsa je 3am0BoJbeHa axo je 12t + 1 = br Tj. ako je HIp.
t = bk +2 3a meku npupoman 6poj k. Onmasune mobujamo 3a CBaku IpUPOIAH OPO]J

k pememe
o= 920K48  _ 9ISk+6 o _ 912k+5

IlpBu pa3pen — b kateropuja

1. Youumo ma je 225 = 25-9. VI3 mesmuBocTu ca 25 3aK/byUyjeMO 1a CY MOCITIETHe
nee nuppe tpaskesor opoja 00,25,50 uam 75. Cayuaj 00 muje moryh jep cse
mudppe Mopajy OuTu paznuuure, Kao (U3 MCTUX PasJjora) HU ciydaj 75 jep je
nudpa crormHa 7. Tpaxernm Opoj je memuB ca 9 m cBUX mAeBeT mudapa Cy My
pazaumumre. llomTo je 0+ 1+ 2+ ...+ 9 = 45, usbanuBameM jeIHOT OX OBUX
Opojesa ce nobuja 6poj memwus ca 9 camo ako je uzbavenu 6poj wiau 0 uiau 9. Axo
je m3bauena nudpa 0, mociaenme Tpu nuppe Mopajy ouru 725 a npeocraiie mudpe
ce Mory n3abparu Ha 6! Hauura. Ako je uzbauena mudpa 9 onga cy moryha oba
crydaja 25 m 50. Y mpyrom ciydajy Cy pemema CBU AeBeTomu@peHu O6pojeBun
Koju He Kopucre nuudpy 9 a 3aspmasajy ca ca 750 (uma wx 6!), a y mpsom
CIydajy je CIMYHO y3 UCK/LYJYeHe OHMX Koju moumiy ca 0 (mma wmx 6! — 5!).
Konauan ogrosop je 2-6!+5-5!.

2. IIpBu Tom ce Ha Tabiay MOke mOCTaBUTHU HA OMIIO KOje mosbe, nakie Ha 6-2006
maunna. Cuenehn Tom ce Moyke OCTaBUTH Ha HEKO OJ1 MOJba KOja Ce He HaJaze
Yy MCTOj BPCTU WJIM KOJIOHU ca nperxonHo Bell mocraBsbenum tomom. Ilpyrum
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peunMa “mpernpramo”’ 3abpameHy KOJOHY W BPCTY U MOCTABUMO APYTU TOI HA
HOBOJOOUMjeHy MAaxOBCKYy Tabay muMmensuja 5 X 2005, To ce MOke ypamuTu HA
5-2005 maunaa. CanyHo, TOCIEIHU TOI ce MO:ke mocTaBuTu Ha 4 - 2004 HauuHa.
I[Hopenak craBmama TOMOBa HUje OUTAH, MAKJIE KCTA MO3UIUja ce mojaBiyje 3! =
6 myra. Komauan omgrosop je

(6 -2006 - 5 - 2005 - 4 -2004) : 6 = 20 - 2006 - 2005 - 2004.

Hanomena: Pememe ce moke dpopmynaucatu Ha Buile HadymHa. Hup. moryhe je

u3abpaTtu 3 KOJIOHE U HE3aBWCHO 3 BPCTE y KOjuMa he ce TONOBW HAJIA3UTU, TO
2

ce MO:Ke U3BECT! Ha ( 0306) . (g) HauymHa. Y m3abpaHe KOJOHE U BPCTE Ce TOIOBU

Mory moctasutu Ha 3! = 6 HAUUHA UTH.

3. Pewewe 1: Ycnos 3amatara Kaxke na axo je f(r) = y 3a Heke eneMenTe
x umy na ouna Baxku u f(y) = x. Pymrmmja “mmenturer”’ Tj. PyHEIUja KOja
3a0BOJbABA YCIOB Ha je f(r) = x 3a cBaku « je jeIHO pememe. 3a CBAKO APYTO
pememe ce mory mahu x # y raksu ma je f(x) = y u f(y) = . Axo je mup.
{z,y} = {a,b} onna je f(c) = c. Cauuno, aro je {z,y} = {b,c} onna je f(a) =a
n ako je {z,y} = {c,a} onma je f(b) =b. OnmaBme cnemu na mMa yKymHO 4 TakBe
¢yHKIUI]E.

Pewewe 2: IoraxuMo Hajupe na je pynruuja f oujekmmja. Axro je f(z) = f(y)
3a meke x,y € S, ouma je x = f(f(x)) = f(f(y)) =y. OBum cmo morazanu na je
¢yurmmja ”1-17. Pyurmuja f je m "Ha” momTo ce 3a cBaku r € S mobuja kKao
ciuka oxn f(z) (3aro mro Baxu f(f(x)) = x. Iocroju 3! = 6 Gujexunja ckyna S

u TO Cy
a c a b ¢ a

fl:(a c>f2:<acb>f3:(bac

a b ¢ a b c a

f4:<b ca>f5:<c ab)fG:(c

On maBemenux camo ¢yuruuje fi1, fo, f3 u fg 3amoBosbaBajy 3amaTu yCIIOB.
Tpakerux ¢yHKIUja naxiae uMa 4.

S

(=
o
N—

S

o
ISEeY
~——

4. U3 nator cucrema cienu na je |z+y—4| = [r—3+y—1| = |z —3|+|y—1]|, a oBo
je TauHo camMo ako ¢y r—3 u y—1 uctor 3uaka. /lakmie, pemema Tpeba TpaKUTH
y obmactuma Dy ={(z,y) |z >3, y>1} u Dy={(z,y) |z <3,y <1}

Y obnactm D; cucreMm je eKBUBAJIEHTAH jemqHauwHu < +y —4 = 5, ma je ckyn
pemema y 10j obmactu Ry = {(z,y) |[y=9—x, 3 <z < 8}.

Y obmactu Dy cucTeM je eKBUBAJIEHTAH jeqHAYNHU T4y = —1, ITa je CKyI pememna
y oBoj obmactn Re = {(z,y) | y = -1 — 2, —2 < = < 3}. Ilakiue, CKyn pemema
noja3uor cucrtema je R = R; U Rs.

5. Hera je AABC (cauka 1) nocmarpanu jexaakokpaku tpoyrao, CCq merosa
BUCHHA KOoja omrosapa ocuoBur AB, AA; cumerpasia yraa A m o Mepa yriosa
Ha OCHOBUIIU.
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A C, B

Cuauxka 1.

Osumaunmo ca D cpemumre nysxu BA;. Tana je ChD cpemma aunuja
AABA;, nma je C1D = 4 u 1D || AA;, omakne je <BCiD = <BAA; = $.
ITo ycnomy 3amatka je AA; = 2-CCy, na je na ocuoBy nperxonuor CCy = C1D.
IIpema Tome, ACC, D je jemnakokpak, na je <DCC, = <CDC; = 90° —, onaxie
je <CC1D = 2a. Kaxo je <CC1D +<DC1B =2a+ 5 = 90°, zakmyuyjemo ma je
a =36, 1j. yrmosu y AABC cy 36°, 36° u 108°.

Ipyru pa3spen — B kareropuja

1. U3 mpsor ycaosa ce mobuja |(x — 2) + iy| = |x + (y + 2)i| omakae ce mobuja
(x —22%2+9y2 =22+ (y+2)? 1j. +y = 0. IIpyru ycaoB je eKBUBAJEHTAH ca
|(z+2) +iy| = |z + (y — 2)i| omarae ce mobuja (x +2)% +y? = 22 + (y — 2)? mwro je
omeT eKBUBAJIEHTHO ca x +y = 0. 3akmydar je na TpaskeHa CBOjCTBa MMajy CBU
KOMILJIEKCHI OpojeBu o0JUKa z = T — i, IAe je x peajaH Opoj.

2. YcnoB je exBuBasieHTaH ycyaoBy na je D > 0 rme je D muckpumMuHAH-
ta jemnaumbe. OBa HejmHauuHa ce mnocie cpebuBama cBomM HA HejeTHAUUHY
m? — 19m + 78 < 0. Ogrosapaajyhe mysne cy 6 u 13 omakie clemu na je CKyI
pemema uarepsai (6,13).

HC NC
3. Kako je — = cosy = BC (y = <ACB), 3akmydyjeMo ma Cy TPOYTJIOBU

HCN un ABC canunu ca koedunmjeaTom canyaoctu k = cosy (cnuka 1). Cumer-
pasia yraa y tpoyria ABC uctoBpeMeHo je u cuMmerpadia yraa 'y rpoyriay HCN.
1

Ilo ycmoBy 3amaTka OMHOC AY:KUHA CUMETPAJIa y jeTHOM U APYTOM TPOYTIY je 3
Kako je omuoc oaropapajyhux qy:KUHCKUX €JIeMeHATa y CIUYHUM TPOYILJIOBUMA

. . . 1 .
jenHak KOeQUIjeHTyY CIMYHOCTU, TO je k = cosy = > omakie je v = 60°.
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Cura 1.

4. 3an >1 je ”:;1 < % BaucTa, cMeHOM n — 1 = t2, rae je mpeMa yCJIOBY
t > 0, HaBeleHA HEjeHAKOCT je EKBUBAJIEHTHA Ca # < % IITO je EKBUBAJIEHTHO
ca 2t <t2+1 onnocuo 0 < (t— 1)2. Be3 yBobema cmene oBoO ce Moke mokKa3aTu

—_ — ] — 2 —
”:;1—1—2”17177”171 — —Wn-1=1) < 0. Coamuno Baskn m Y=t L 1

2 2n 2n m 2
ma ce cabupameM OBUX HEjeIHAKOCTH I00uja —”;;1 + —”an*l < 1 omaxkine caemu
TpaKeHa HejeTHAKOCT.

1 OBAKO

3

:2’5

5. IloBosHO je Hahu GECKOHAYHO MHOIO DemeHha jeIHAUUHA T n y* = 5.
Y TpBOM CiIyUajy ce pememe MOsKe MoTpakuTu v obauky © = af u z = a? rmoe
je a mosmTMBAaH 1eo 6poj. Jemmaumna r° = z° je 3a10BOJLEHA AKO je 3p = 5g mITO
je UCIymeHoO ako je p = Su a ¢ = 3u 3a HeKu npupoman O6poj u. Ilarme mpBy
jenHauuHy 3aJ0BOJLABA OECKOHAYHO MHOTO mapoBa x = a’“ u z = a**. Camuno,
IPYTY jemHaumHy 3a70BOJbaBajy CBU Maposu y = b3Y u t = b?Y 3a Heke mpUpoOIHE
Opojese b 1 v.

Tpehu pazpen — b kareropuja

1. 360r meurHUCAHOCTU JIOTAPUTMa UMaMo I, Yy, z > 0. IlaTtu cucreMm jemHaumHa
je eKBUBAJIEHTAH Ca CUCTEMOM

r/yz = 4
yvzr = 9
z/ry = 16.

MHuoskemeM cBe Tpu jemHaxocTu nobmjamo (wyz)? = 242 1j. xyz = 24. Onasne u
13 IPEeTXOAHUX jeIHAUMHA JAKO ce nobuja ma je x = 2/3,y =27/8 u z = 32/3.

2. Amanuzom cavke 1 BuIu ce ma je TPasKEHO POTAIMOHO TEJO AOOUjeHO TaKo
MITO Ce M3 jeTHAKOCTPAHWUYHE KyIle MOJYIPEYHUKA OCHOBE ( MCeUe TBOCTPYKA
KyIla IIOJyIIPeYHrKa OCHOBe /2. PopMyiie 3a HOBPIUIMHY U 3alPEMUHY jeIHAKOC-
TpaHUYHE KyIe Ca MOJYyIPEYHUKOM OCHOBE T° CY

3
P.=3r%r V. = %T?’ﬂ'.
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WC
Cauga 1.
OpnaBne ce mobuja pesyiarar
\/g 3 \/g (a)g \/g 3
= —Qa s .
3

P =3d’r Vv T™T—2—

3

3. Iomro je a > b > ¢, npyru mo Beauumam yrao je (3. Ilpema KOCHUHYCHO]
TEOPEMU BAKU:

2

) , , JCN a+c

a®+c*—b" 2 73<a+0) 1
a S 8\c  a 4’

cosf =
s 2ac 2ac

. a c . . 3
W3 nmosmare Hejemnakoctn — + — > 2, mobujamo ma je cosf > 3 22—

11
4 2

S

c
omakie ciaenu na je < 60°.

4. Us jemnaroctu sin® z+ cos? 2 = (sin® 2+ cos? )2 — 2sin® z cos? x = 1 — L sin’(2z)
Cllelu Ja je HaBeeHa HejeNHAKOCT eKBuBaenTHa ca 1 — isin®(2z) < 3. Iocae

cpebuBama mobdbujaMo HejeTHAUUHY % < sin2(2z) OJMHOCHO E€KBUBAJIEHTHY Heje-

Haumy Y2 < |sin(2z)]. OmaBne ce mobuja ekBuBajieTHa penanuja & + kr < 22 <
Y 3 J P Ja g

%Tﬂ + k7, k € Z onarye ce mobuja u KOHAYHO PelIeHe

T  km 3r  kmw
> _< <_ a0 .
8+2 T 8+2 kel

5. Osmaummo ca Py moBpmuay 12-yrua a ca Pj5 nopmuny 15-yruma. Ciangso,

Heka je 019 06uMm 12-yriaa a O3 06um 15-yroua. Auur 6poj je O12-Pi5 a Mapujur

6poj je O15 - Po. 3anmarak je ma ce ymopene oBU OPOjeBU, Tj. Ha ce yHopeme

OpojeBu

_Ps
O1s

P

A =
O12

M
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Pasbujamem moaurona Ha jeqHAKOKpPakKe TPOYIJIOBE JIAKO Ce HaJasu Oa je A =
hi5/2 w M = hi2/2 e cy his = rcos{s m hig = 7cOS {5 BUCHHE OIroBapa-
jyhux tpoyrmosa. IlomTo cy Kpalu OBUX jelIHAKOKPAKUX TPOYIJIOBA jeIHAKU,
3akmpyudyjemo na je A > M.

Yersptu pa3pen — b kareropuja

1. 360r meUHUCAHOCTU JIOTApUTMa UMaMo I, Yy, z > 0. IlaTtu cucreMm jemHauymHa
je eKBUBAJIEHTAH Ca CUCTEMOM

r/yz = 4
yvezr = 9
zy/xy = 16.

MuoxemeM cBe Tpu jemrakocTu mobujamo (vyz)? = 24% 1j. xyz = 24. Omasae u
13 IPETXOMHUX jeqHAUMHA JAaKo ce mobuja na je x =2/3,y =27/8 u z = 32/3.

2. Pewewe 1: Youumo na je
3 . 4 .
flz) = 5(5 sinx + R cosx) = hsin(z + )

rae je a yrao oapeben ycaosom cosa = 3/5,sina = 4/5,0 < a < /2. Omasae ce
omMax mobuja ma cy MakcuMyM (MuUHUMYM) oBe (yHEIUje 5 (OQHOCHO —5).

Pewewe 2: Tlpsu usson ¢pyuruuje f je f'(x) = 3cosax — 4sinz. Hyme mssoma cy
HyJe jemHaumbe tgx = 3/4 u y HEKMM OX OBUX Tauaka (QyHKIU]a TOCTUKE MaK-
CUMAJIHY & Y HEKMM MUHUMAJIHY BPEIHOCT (OBIE Ce OCIAmaMO Ha MePUOAUIHOCT
¢yurnmje). Axro je tgx = 3/4 omma ce morasyje na cy oarosapajyhe Bpeanoc-
T CUHyca M KocuHyca sinz = 3/5,cosx = 4/5 unu sinz = —3/5,cosx = —4/5.
OmaBne 3e 3akbydyje na Cy MakCUMyM U MuHUMYM ¢yHEUUje f pemom 5 m —5.
Hanomena: Moske ce amanus3upaTu W APYTU U3BOL (YHKIUjE aJud Ce OIET 3a-
KIbyJak [a je jeJaH Ol JOKAJHUX MakCcuMyMa (MUHUMyMAa) U TI0OalHU MaKCU-
MyM (MUHUMYM) U3BOJU U3 HEPUOAUYHOCTU (YHKIH]E.

3. llara jemnaumna je OMKBaApaTHA, Ta Cy IHEHA PEIICHa CUMETPUYHA Y OMTHOCY
HA KOOPDAMHAHTHU IOYETAK, a KAKO M 00pa3yjy apUTMETUUKY IPOTrPECHUjy, OHAa
cy obauka

3 1.1 3
——d, —=d, -d, = d.
2 27272
Ako yBememo cmeny t = x? mosmasma jemmaumHa mocTaje t> — (3p + 2)t + p? = 0,
U pemema OBE jefHauuHe cy t = idQ u ty = %dQ. Cana, nomohy Buerosux
(dopmyiia 3a KBaJgpaTHE jeqHAUNHE NOOUjaMoO

2

1 9 1., 9
SR+ IR =3p+2, Zd® Sd®=p?
1 +4 D+ 2, 1 1 P,
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OMHOCHO

5 9
—d*=3p+2, —dt=p
2 e T

W3 nperxonue nse jemnaunne nobujamo 9p—+6 = 10|p|, na cy rpaskene BpeaHOCTH
6

3a mapamerap p Opojesu 6 u —qj.

4. TlocmarpajMo mpBO CBe cabupke MOjeanHAYHO. Kako je

v 1 _ 11
249 z+%\2 m% 6’

3akmydyjeMo ma je Hajseha BpemHOCT IpBOr cabupra %

r =3, IOOK u3

 OHa Ce IOCTUKE 3a

1 - 1 _ 1
2 — 6z +21  (z—3)2+12 12’

3akmpbydyjeMo na je HajBella BpeqHOCT APYror cabupkra % U & Ce OHA MOCTILKE

3a ¢ = 3. Hajseha Bpemuoct tpeher cabupka je 1 u oHa ce mOCTU:KE 3a CBaKO
esiobpojuo x, na u 3a r = 3. [akie, najseha Bpennoct ¢yHKITje

T 1
= 2
J@ = g T ey e

na uarepsany (0,+00) je ¢ + 13 +1 =2 n mocrmxe ce 3a x = 3.
5.

(a) Oumrmemuo, CKym pemema HejeIHAUMHE je TOJCKYT mHTepBata (—oo, 1], ma
pemaBamo Hejennaunny 2z < x. Iakne, z € (—00,0).

(6) Oapemumo npso ¢pyuruuje (1 —x) u ¥ (¢(x)). Ha ocnoBy mare medpuuunuje
¢yHEIUTje P nodbujamo

1l—2z, z<-1 4x, xgé
P(l—x) = 2, -1<2<0 uY@W(z)) = 2, 3<x<2
2—2x, =20 T, x>2

Cana, jeHOCTABHUM DavyyHOM HOJA3UMO IO pemema € [2,+o00) U {0}.

PEIMIEIHLA 3AIIATARKA ORPYKHOI' TAKMUYEIHLA 13
MATEMATHVERKE

ITIpBu pa3pen — A rareropuja
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1. Y marom tpoyriay AABC o3zmauumo ca Ay u By mOMHOMXKja BUCUHA U3 TEMEHA
Awu B, aca H opronenrap. Kako cy yrnosu <<C Ay H u <CB1 H upasu, mobujamo
JAHB = <«B1HA; = 180° — <ACB.

Ilakne, kpysxHUNA Koja canpxku tauke A, B mu H uma tetuBy AB, K0joj
omroeapa nepudepru yrao 180° — <ACB. C mpyre crpaHe, KPY:KHUIIA ONICAHA
oko Tpoyriaa AABC rakobe nma ny:x AB 3a TetuBy, a meH oarosapajyhu mep-
udepuu yrao je <ACB. Ilpema ToMme, nBe HaBexeHe KPYKHUIE CY MOy IAPHE U
caMUM TUM UMa]y UCTU MPEYHUK.

2. Hexa je mern 6poj N = @,...a1ap Mamu O CyMe KBaApaTa CBOjuxX Iudapa:
an - 10" + .. 4 ay - 10 +ag < a? + ... +a? +aj.

Tana je
an (10" —ap) + ... + a1 (10 — ay) + ag(l — ag) < 0.

CBu cabuprm, OCUM TOCJEMEEr, Ha JEBO] CTPAHU IPETXOJHE HEjeJIHAKOCTU Cy
[NO3UTUBHM, a nociaenwmn je sehn unm jemmak ox 9(1 —9) = —72. Ykronuko je 6ap
jemna nmudpa ax 3a k > 2 paznmuuura oI HyJE, TAIa je

ar(10* —az) > 10" =9 > 90

na je m mesia cyMa mo3utuBHA. Jlakige mejemmarocT je moryha camo 3a Opojese
mame ox 100. Kako 3a 6poj 99 Baxku ma je mamu ox 30upa KBagpaTa CBOjUX
nudapa oH je m pememe 3anaTra. lakme ogrosop je 99.

3. IlyroBame cBakuM mesoM HOBOT IyTa m3MeDhy aBe cycemHe pacKpCHUIE ca
IOIPEYHNM IIyTEeBUMa O3HAUUMO Ca CUMOOJIOM +, NOK IIyTOBAH-€ CBAKUM JEJIOM
crapor myTta n3MmeDy nBe cycemHe pACKPCHUIE CA MOMPEYHUM Iy TEBUMA, O3HAUN-
Mo ca cumbosom —. Cajma je OueBUIHO Ja je CBAKWU MyT jeIHO3HAUYHO onpebhen
HU30M O cuMbojsa + W — y KOjuMa je yKymaH Opoj cumboma + um — TadHO
8. Karko 3a mpBo Mecto y HuU3y mocToje 2 mMoryhuocTu, 3a npyro takobe 2
moryhuaOoCTH, UTHA. 3a OCMO MeCTO ABe MOryhnHOCTH, a CBaka MyrynHOCT MOKe
oa uae ca CBakOM Moryhromhy, TO M0 TIPUHIMIY MHOMKEHA CIEIU 14 je YKyIaH
6poj Tpaskenux myresa 2° = 256.

Cl+z+a®4. 4220
14z +a?4... 4 2006

4. Herka je F(x) Ako je a > b >0, Tanma je:

1 a2006 1
F(a) +1+a+a2+...+a2005 T 1 1
22006 T gzoos Tt
n
L 1
Fb) 1 1 1’
32006 + pz008 T Ty
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1 1
na je Fla) > FO)’ omuocuo F(a) < F(b). Haxmne,
2005 nudapa 4010 nudapa
1, 111...1 1,0101...01
1, 111...1 = F(0,1) < £(0,01) = 1,0101...0L"
— —_—
2006 nudapa 4012 mudapa

5. He. O6ojumo mosma tpehe u mecte BpcTe. YOoumMmo Ja CBAaKU KBaApaT 3 X 3
canp:xu 6 HeoDOjeHUX ToJba, a cBaku kBanpaT 4 X 4 uau 8 uau 12 HeoOojeHUX
mo/ma. CBakuM MO3BOJLEHUM IIOTE30M ce 30up OpojeBa Ha HEODOjEHUM IMIOJLMIMA,
nosehasa 3a mapan 6poj, Tj. maprocT 30upa ce He Mema. lIpema ToMme, ako je
y moJia3uoj tabsaunu 30up OpojeBa Ha HEOOOjeHMM MOJJUMA HEMapaH, OHJa he u
mociyie 6uio Kor Opoja Kopaka Taj 30up ocraTu HemapaH, Tj. MeDhy OpojeBuMma
Ha HeobojeHnM mospmMa Omhie 6ap jenan Hemapas.

Ilpyru pa3pen — A kareropuja

1. Osmaummo z = 422 + 80x + y + 43. Tpeba mahu MakcuMaJIHy BPEIHOCT 34 2
npu yeaoBuMa: z = 4x? 480z +y+43, 622 4322 +y+283 < 0, 22 + 86z +y+202 > 0.
3aMeHOM ¥y U3 jeqHAauuHe y HejenHadyrHe mo0ujamMo 322 — 6z — 159 < 2 < —222 +
48x — 240. Y pasmu (z,z) oBO mpencrasma Gurypy msmeby meejy mapaboia.
Arcnuce mpecevyHuX Tavaka Cy Ty = % u ro = 9, a Hajseha BpenmmocT 3a z ce
noctwxe 3a ¢ =9 u jennaka je 30.

2. Jlako ce Bumm ma mopa outum =z, y, z > 0. Canma, kopucrehu mpse ase
jemHaunHe nOOUjaMo

8 2\ 5% 3,
o =at= (o) ),

OITHOCHO,

wloo

3.2
52

Yy =Y

8 3
ITocnemma jemmakocT je Tauna ako je y = 1 wmam ako je 3= 522. Hakne, y =1

4 1 14
ui z = 3 na cy pemema maror cuctema (1,1,1+ \/§) u (57 7 §>
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3. Bynyhu nma je a = 2Rsina, b= 2Rsin 3, ¢ = 2Rsin~y, u3 3anare jeIHAKOCTU
nobujamo b2 +c? —a® = be = a? = b* + ? — QbC%. W3 mocaenme jemmaxocTu
nodoujamMo ma je cosa = % omHocHO o = 60°.

4. Cpemumo neBy crpamy mejemmarxoctu: (sin®x)® 4 (cos?z)® + asinzcosz =

(sin? x 4 cos® x)(sin 2 — sin? 2 cos? x + cos* ) + asinzcosz = [(sin® z + cos? )% —
3sin® z cos? 2] +asinz cosz = 1— 2 sin® 22+ ¢ sin 2. YBeamvo cveny ¢ = sin 2z (3a
t Basku —1 < ¢ < 1) u neBa crpana nocraje f%t2+%t+1. Kako je koedumujent y3
t? HeraTWBAaH MWHUMYM KBAJIPATHOT TPUHOMA Ha cermMenty [—1,1] ce mocTtmxe y
jemuoMm ox kpajesa cermenta. Crora je HejeIHAKOCT —%tQ—i—%t—i—l > () 3a10BOJLEHA
Ha 1esoM cermenty [—1,1] ako m camMo ako je KBAAPATHW TPUHOM HEHETATUBAH

Ha KpajeBUMa CET'MEHTA, Tj. YKOJINKO BaKU

IIpBa on oBux HejemHAKOCTHU j€ 3aJ0BOJHEHA 38 O < %, a apyra 3a o > _71 Tume

CMO MO 0 KOHAYHOT OJTrOBOPA: JATa HEjeHAKOCT BAKW 334 CBE BPEIHOCTU
z kana je 5 <o < 3.

5. Heka je ¢ KOIIMYHUEK U 7 OCTaTaK Ipu aebemy n ca b. 3acako k=1,2,... n—
4, majsume nsa enementa ckymna {k,k+1,...,k+4} mory ynactn y X. To 3naun

. . 1
na X canpsnm Hajsume 2q ememenarta ckyna A = {1,2,...,5¢} n majsume [“31]

eaxemenara ckyna B = {bg+ 1,...,n}, mro mam maje |X| < 2¢ + [%}, UJIU 1ITO
je exBuBamcnTHO, | X| < [2%H].

Jemmaroct ce moske moctuhm: mososuo je yzetm X N A = {5i+ 1,5 + 3 |
i=0,...,q—1} m XNB={bg+2i—1]i<["F]}.

Tpehu pa3spen — A rareropuja

1. Pewewe I: Hera cy 7, s u t kopenu nonunoma f(x). Tana je
fl@)=(@—-r)(z—s)(x—t) un rst=1.
Ha ocnoBy Komujese mejemnakoctu (1 + a > 2v/a, o € RT) Basku
(L+7)(1+s)(1+1t) > 8Vrst =8.
3aro je
f)=(-1=-r)(-1=s)(-1-t)=—1+7r)(1+s)(1+1) < -8.

C mpyre crtpasne je
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Hakne, —(a+b) —2 < =8, omakie je a+b > 6. Kako je 3a
flx)=(x—1)3 =2 322 + 30— 1,

a+ b= 6, TpaskeHa MUHUMAJHA BPETHOCT 6.
Pewewe 2: Axko cy r, s u t kopenu nosuusHoma, ounga je (Buerose ¢dopmyie):
a=r+s+t,b=rs+st+rturst=1, ma je

1 1 1
a+b=r+s+t—|—rs+st+rt=7‘+8+t+¥+——|——266 rst——— =0,
TS rs

IpU YeMy Ce jeTHAKOCT NOCTUKE aKKo je r =s =1 = 1.

2. Ycuosu 3a z,y ce ceome Ha x € (—4,0)U (0,1), y € (—2,—1) U (—1,+00).
CucreM je eKBUBAJCHTAH CUCTEMY:
2log; ,(1—)(y+2) +1logy,,(x—1)> =6
loglfx(y + 5) - 10g2+y(x + 4) = 1

IIpBa om mociemme maBe jemHauuwue je, y3umajyhum y o03up ycaose 3a x,Y,

eKBMBAJeHTHA ca z + + = 2, rae je z = log;_,(y + 2). Opnarae mobujamo
log,_,(y +2) = 1, ommocuo y = —x — 1. 3amenom y Apyry jemiHAUUHy CUC-
rema uMamo log,_,(4 —x) —log,_, (v +4) =1, omsocro 4 —z = (1 —z)(z + 4).
On nBa pemema OBe jenHaunne rp = —2, 9 = (), yCIOBE 3a10BOHbABA CAMO IPBO.

IloGujaMo pe3yaTar, je IMHCTBEHO pememe (—2,1).

3. Umawmo (a?+d?)(b*+c?) = (ab+cd)?+(ac—bd)? = 41. TIpema Tome, a’+d? = 41 u
+c2 =1, uma’+d> =1ub’>+c? =41. Cazna je 1aK0 UCIUTATU CBE CIydajeBe
jep ce 1 m 41 jemmosmauyHo pacTaB/bajy Ha 30Up aABa KBaapaTa. Pemema cy
(5,1,0,—4), (—5,-1,0,4), (4,0,1,5), (—4,0,—1,-5).

AnTepHATUBHO, KBaAPUpAKEM U cabupameM JATUX jeqHAKOCTU, nobuja ce
(ab)? + (ed)? + (ac)? + (bd)? = 41 ma he u ydYeHUK KOju ce He CeTW Oa OBaj U3pa3
(axTopuIire, 0O pemema NONM aHAJIM30M CBUX HAUYMHA HA Koje ce Opoj 41 morke
npukasaTu Kao 30up 4 KBagpara.

4. a) Hajupe npumerumo na 3a cBake Tpu pasziauuure tauke A, B,C y paBHu
Basku ma ce cpemumTa ayxu AB n AC He mokmamajy.

Meby Taukama A = {45, As, ..., A, } mocmarpamo tauke P u @) umje pac-
Tojame 1 je Behe mum jemHako onx pacrojama OWIIO KOje APyre ABe TauKe TOr
ckyna. Cse ocrane rauke u3 ckyna A\ {P, Q} mopajy ce Hama3uTu u y Kpyry
K(P,r), n y xpyry K(Q,r). Camwmm tum, cpemumra myxu AP, 3a cBe Tauke
A € A\ {P,Q}, cy pasnmuunre Taure y kpyry K(P,r/2). Amamormo, cpenwum-
ta myxm AQ, 3a cse Tauke A € A\ {P,Q}, cy pasiuumre Tauke y KpPyTy
K(Q,r/2). IlpuMernMo na ce HUjeIHO O HABENCHNUX CPEIUIITA He IOKJIANa Ca
cpemmmrem R nyxu PQ. Kaxo je K(P,r/2)NK(Q,7/2) = {R}, nobujamo yrymHO
(n—2)4 (n—2)+1=2n— 3 pazauuuTux Tadyaka Koje HPUIANAjy CKymny S.

6) Y mpaByriioM KOODIWHATHOM CHUCTeMYy y paBHEM medpuaummmo A; =
(24,0), 3a cBe i = 1,2,...,n. Cpennmre nyxu A;A; je raura (i+j,0). C o63upom
ma3<i+j<2n—1, ui+j €N, jacuo je ma ckyn S canp:ku 2n — 3 Tavaka.
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5. (a) Axro je yrao (muenap) usmeby Tpoyrnosa ACD u BCD owrap, 3anpem-

uHa pacte ca nopehiaBamem OBOr yria cBe MOk pasan Tpoyria ACD we mocrane

opToroHaJHa Ha pasad Tpoyraa BCD. Hakou Tora 3anmpeMuHa omama.

(6) Heka je a mysxuna usune CD (koja je macupamua usunu AB nyskume > 1).
Bucuna AP = h,, tpoyraa ACD, nenu usuity C'D ua nsa nexa CP u PD,

na je Oap jemna ox nyxku CP u PD nyxube > g. C mpyre cTpase, IOWITO je

AC < 1u AD < 1, umamo na je

2
ha:V%CZfCPL:JAD?fDP2<wlf%U

oJaKJe cienu na je

1 1 a®
PAACDZﬁa'haS?I 1—1-

2
Cunyno ce norasyje ma 3a Bucuny BQ = h, tpoyraa BCD Baxn hy < (/1 — aZ.

ITowro je Hp < hy, rue je Hp Bucuna terpaenpa ABCD u3 temena B, mMmamo
2
. a
na je Hg <y\/1— R Haxie,

1
V = gPAACD -Hp <

1

3

1 a® 1
= — 1—— = — 4_2.
6“( 4) gt —a’)

1
Axo je a =1, Tana je ﬂa(4—a2) =3 Huje temko morazaTtu, na ako je a < 1,
Tamga je ﬂa(él —a?) < 3 3awncra, ako je 0 < a < 1, umamo na je
1 1 1
ﬁa(él—a?)— g = ﬂ(l—a)(a2+a—3) <0,

1
jepjel—a>0wma®+a—3 < 0. Ilakme, y cBakoM cayuajy je V < ﬂa(4—a2) <

1
Hamomena. 3anpeMuna OBaKBOI TeTpaeIpa je jeTHaKa R cayyajy na cy ACD

0| =

u BCD jennakoCcTpaHUYHU TPOYTJIOBU Ca CTpaHumaMma 1 (PAACD = @ u hy, = ‘/75)

u yrao mebhy crpanama ACD u BCD jemuax 90° (HB =hy = \/Tg) Huje remko

MOKa3aTh na je y oBakBoM Terpaenpy AB = ./hZ+ hg =4/2" % = \/g > 1.
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UYerBpTH pa3pen — A kareropuja

1. Kaxo je:

. 4
6 cos?z  cos’x cos?w 9 3sin® z + 3 cos? x 27
. . -sin”x < 27

.2 .
:2 = —
cos’ xsin” x 7 3 3 3 5 1

opn 4YeMy CMO KOPUCTUJIN HejeﬂHaEOCT I/I3Meby apuTMETUYKE U FeOMeTijCHe
3 1

rsinx < %. JemnarkocT Baku 3a tgx = Vel Tj.

cpenuHe, mobujaMo ma je cos
3ax =g +km kel

2. a) Hajupe npumerrmo na 3a cake tpu pasiuuure tauke A, B,C y paBHun
Baxkn ma ce cpexumra ay:xEu AB u AC me mokmamajy.

Meby Taukama A = {43, As, ..., Ay} mocmarpamo tauke P u @) umje pac-
Tojame 1 je Behe mim jemHako O pacrojama OMIIO KOje Apyre OBE TAYKE TOT
ckyna. Cse ocrane rauke u3 ckyna A\ {P,Q} mopajy ce Hama3uTu u y Kpyry
K(P,r), u y xpyry K(Q,r). Cavmm tuMm, cpemumta xyxu AP, 3a cBe Tauke
A € A\ {P,Q}, cy paznumuure Tauke y kpyry K(P,r/2). Amnasorso, cpenuimi-
ra nyxn AQ, 3a cse tauke A € A\ {P,Q}, cy pasmuuure Tauke y KpPyry
K(Q,r/2). IlpumernMo na ce HUjeIHO O HABENEHNUX CPEINUIITA He IOKJIANa Ca
cpemumreM R nyswu PQ. Kaxo je K(P,r/2)NK(Q,r/2) = {R}, nobujamo ykymHO
(n—2)4 (n—2)+1=2n— 3 pazauuuTux Tadyaka Koje HPUIANAjy CKymy S.

6) Y mpaBoyrioM KOODIMHATHOM CHUCTEMY y paBHM medpuHAmmMO A; =
(24,0), 3a cBe i =1,2,...,n. Cpennmre nyxu A;A; je raura (i+j,0). C o63upom
ma3<i+j<2n—1,ui+j €N, jacuo je ma ckyn S canpsku 2n — 3 Tavaka.

3. Hajupe Tpeba npumeruru na je yerBopoyrao ABCD HeKOHBEKCaH. Y KOJIUKO
6u ABCD 6uo kompekcan (DB = 3) mmamnu 6ucmo ma je SA > AD = /2 n
SB > DB =3, mro je memoryhe jep je SA+SB =2+5< 4,3 <3+V2.

S

Jlako ce pauyna na je Papop = 1. Ilpumenom Ilutaropume teopeme Ha
ASDA u ASDB no6ujamo: SA? = SD? + DA? u SB? = SD? + DB?. Tana je
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SA? - SB?2=DA? -DB?>=2-1=1, na je

1
SA-SB=——=+5-2.
245

IMocrenma jenmaroct, 3ajento ca SA+ SB =2+ +/5, naje SA =5 (u SB =2).

P -SD 3
Iakre, SD =+/SA2 —DA?2 = /3, na je V = % = %
4. TTowmro je f'(z) =3(x—1)(x+1), ciemqn na je ¢ynrnmja f crporo pacryha na
naTepBaauma (—oo, —1) u (1,+00), a crporo onanajyha ma wmarepsaay (—1,1).
Iame,

lim f(z)=+00, f(-1)=3, f(1)=-1, f(B)=19>0.
r—+o0

Hakine, jennaunna f(z) = 0 umMa Tpy pa3iIuduTa KOPEHA T, T2, T3 TAKBA Ia je
1 < —1<wy<1<ux3<3. Jemnauuna, f(x) = x; nma camMo jenan peasiaH KOPEH
(Mamu on —1), nok jemnaunse f(x) = xo u f(zr) = r3 UMajy 0O Tpu pasnuuuTa
peajaHa KOPEHa—IIo jeJaH y CBakoM ox maTepasaia (—oo, —1), (—=1,1), (1,+00).
IMowro cy xopenu jennauune f(f(x)) =0 kopenu jenne ox MOMEHyTe TPU jenHA-
yuHe, CIemu Ia JaTa jeIHAYMHA UMa CeIaM Pa3IMUYUTUX PEAJHUX KOPEHA.

5. Pesynrar je jemnak 30upy 6pojeBa CBUX mapTUnMja CKyIa O 7 €JIeMeHATa Ha
4 monckyna, Ha 3 HOACKYIa, Ha 2 MOJACKYyHIa U Ha 1 MOACKYI, a TUIOBUA IapTULN]je
y OIHOCY Ha KapAWHAJIHOCT NOoAcKynoBa cy 1114 nva mx (D, 1123 nma ux (;) (3),

1222 nmva nx (;) (g) (3) %, 115 mma nx (g), 124 nma ux (D (g), 133 mma nx (;) (3) %,

223 nma mx (;) (g)%, 16 nma nx (g), 25 uMa ux (g), 34 mma mx (D U CBU y jeTHOM

MMOJICKYTy MMa UX (;) ma je TpaskeHu Opoj

(O+HO+0OOH+(O+OO+EOF+0OF) +(O+@~+
M)+ ()=

=350+ 301 + 63 + 1 =715.

IlpBu paspen — B kareropuja

1. Hexka je Hexku 0poj N = a,...a109 Mamu O4 CyMe KBaapaTa CBOjUX mudapa:
an - 10" + .. 4 ay - 10 +ag < a2 + ... + a3 +aj.

Tana je
an (10" —ap) + ... +a1(10 — a1) + ap(1 — ap) < 0.
CBu cabupim, OCUM IMOCJIEIHEr, Ha JIEBOj CTPAHU NMPETXOMHE HejeTHAKOCTU CYy

[NO3UTUBHMY, a nociaenwnn je sehn unu jemnsak ox 9(1 —9) = —72. Ykonuko je 6ap
jemna nmudpa ax 3a k > 2 paznmuuura o HyJeE, TATa je

ar(10F —az) > 10" —9 > 90
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ma je m nena cyma mo3sutuBHA. Jlakie HejemHaxocT je moryha camo 3a Gpojese
mame ox 100. Kako 3a 6poj 99 Basku ma je mamu ox 30mpa KBaapara CBOjUX
nudapa oH je m pememe 3anarka. lakiae ogrosop je 99.

2. IlememweM mapuese Ha 3 meja yKynaH Opoj mapuesna ce nmoBehasa 3a 2, a npu
neobu Ha 4 mena Opoj mapresna ce nopeliaBa 3a 3. Ako ca m o3maumMo OGpOj
U3BpIIEHUX neoba Ha 3 mesa, a ca n 03HAYMMO Opoj u3BpIineHux neoba Ha 4 neia,
npobieM ce cBoau Ha pemasame lnodanrose jenaaunne 555+2m+3n = 4(m+n),
omHOCHO 2m + n = 555. V3 mocienme jennavunse 3aKkbydyjeMo na je n HEIAPAaH,
omnocuo n € {1,3,...,555}, mTO 3HAUM na mAaTa jeNHAUMHA MMa BUIIE DEIIEHA.
Hama je morpebno mahu MunuMaanu 30up m+n, U OH ce o0Uja 38 MUHUMAJIHO
n, jep kazxa ce n noseha 3a 2, m ce cmamu 3a 1, na ce 36up nosehasa. lakie,
MopaJo je butu yuumeHo 6ap 1+ 277 = 278 neoba.

3. Ilpomysxumo DQ m roHcTpymwmMo Tauky R Tako na Baxku D@ = QR. Tana
cy tpoyraosu DQC u RQB nonynapau (DQ = QR,CQ = QB,<DQC = <RQDB)
Omane caemu na cy nysxku DC u BR jenmake u napaJsiense (TpaHCBEP3aJHU
yraosu). Y tpoyray DAR nysx PQ je cpemma nuHUja TpOyrjia Ha CIEAd Ia
je PQ = $AR. Opasne ciem na je AR = 2(3(AB + CD)) = AB+CD =
AR = AB 4+ BR. Ako mocienmy jeIHAKOCT NpuUMeHMMO Ha Tpoyrao ABR 36or
HEjeHAKOCTU Tpoyria ciaennio 6m na cy tauke A, B u R romuneapue. Kako
je BR nmapaseano ca DC ougna je u AB napasenno ca DC ma je ueTBOpOyrao
ABCD tpanes.

4. Hexra je <BAD = a u <ABC = (3 (ciuka 1). Tanma je <ADC = 180" — 3 u
<BCD = 180° — a (jep je uerBopoyrao ABCD rerusan), ma je

<EBC =180° — <ABC = 180° — 3,

<BCE = 180° — «BCD = 180" — (180° — a) =

<HCD =180 — <BCD = a,

<CDH = 180" — (180° — 3) = 3.

Cuura 1.

IIpema Tome

<BEC = 180" — («EBC + <ECB) = 180° — (180" — 84+ a) = f — a,
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na je <LEO =<NEO = B%a Camuano,
<CHD = 180" — («CDH + <DCH) = 180° — (a + j3),

na je <PHO =<MHO =90° — O‘—gﬁ 3a Tpoyrao M EC yrao <OMC je cnou-
jammu, na je <OMC = a+ B%O‘ = ﬂ% Cana, u3 Tpoyraa OM H 3armydyjemo
na

f+a [+a

2+2

<MON = 180" — («OHM + <OMH) = 180" — (90° — ) = 90°.

Haxrne y gyerBopoyray LM NP nujaronane cy nopmasaue. U3 tpoyrma PMH
3aKJLYYY]jeMO

<MPH =180° — («PHM + <PMH) = 180° — (1800 —(B+a)+ b —g 0‘)

:ﬁ—l-a

= <PMH,

na je tpoyrao PHM jennakokpak. Tama je Bucuma HO tpoyraa PHM u
TeRumHA Ty:K, na je PO = OM. Cuauuso ce morasyje na je m tpoyrao LEN
jemHarokpak, na je LO = ON. Ilakne, y werBopoyriay PLMN nujaronase cy
HOpMAJIHE U TOJIOBE Ce, IITO HAC JOBOIU M0 3aK/byUKa me je uerBopoyrao PLM N
pomb.

5. He. O6ojumo moma Ttpehe u mecrte Bpcre. YoumMo ga CBakKW KBampar 3 X 3
canp:kn 6 HeoDOjeHUX moJba, a cBaku kBampaT 4 X 4 uiau 8 uiau 12 HeobojeHux
nosma. CBakuM I03BOJLEHUM IOTE30M ce 30up OpojeBa Ha HEOOOjEeHUM IMOJLUMA
nosehaBa 3a mapan O6poj, Tj. mapHOCT 30upa ce He Mema. lIpema Tome, ako je
y mosasuoj Tabauiu 36up GpojeBa Ha HEODOjEeHMM MOJHMMA HemapaH, OHIa he u
mocae Ouiao KOr Opoja Kopaka Taj 30up ocraTu Hemapal, Tj. Mehy OGpojeBuMma
Ha HeobojeHuM mossuMa 6mhe Gap jemaH Hemapam.

Ipyru pa3spen — B kareropuja
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1. lat; cuCcTeM je eKBUBAJIEHTAH Ca CHUCTEMOM

ar’+(b—-1Dz+c=y—ux,
ay’ +(b—ly+c=z-y,
az?+(b—-1)z+c=x— 2.

Axo cabepemo omrosapajyhe sese u mecue crpaHe mo6mjamo
(2) [az® 4+ (b — Do+ +[ay* + (b — 1y +c] +[az? + (b— 1)z + ] = 0.

Kako je 360r (b—1)? —4ac < 0 cBakm o TpW KBaJpaTHA TPUHOMA 3a CBAKO T,
OIHOCHO, Y, Z, PA3JIUUNT ON HyJe jemHakocT (2) He Moske Outm Tauna. Jlakme,
JATU CHCTEM HeMa PeaJHUX pellema.

2. Karo je Pyagp = Paapeg = 1 u tpoyraosu AAED u ANAEB umajy 3ajen-
HUUKy ocHoBuily AF, T0o cy Bucune u3 temena B u D ma crpanuny AE jennake,
na cy B n D Ha jennakom pacrtojamy ox AE, tj. BD || AE. Cau4ao monasumMo
o 3akmyuka na je CE || AB. Heka je CENBD = {F}. Ha ocuoBy nperxomHor,
yerBopoyrao ABF'E je napanenorpam u Baxku Pappp = Paaprg = 1. Ilpume-
tumo 1a je Pyopr + Paprc = Pappc = 1 = Pyope = Pycpr + Papre, ma je
PABFC’ = PAFDE‘ = P. Taﬂa je PACDF =1-P. TpOyPJIOBI/I ABFE nu ANFDE
nmajy 3ajenanuky Bucuny (u3 F ma BD), ma UM ce TOBPIIMHE OTHOCE KAO OIrO0-
Bapajyhe crpanune, tj. P: 1= DF : BF. Cuauuno, (1 — P): P = DF : BF.

Crora Basku P : 1= (1 — P): P. Pemema oBe KBaapaTHE jeqHAUYUHE CY _—112[\/5’
u xako je P > 0, 3akmyuyjemo na je P = —_“2”/5. Iaxie,
—1+v5  5+5

Pspcpe = Papre + Pecp + PoErp =2+ 1+ 5 5

e
A9

D
EM
A B
3. U3 ycnoBa 3amaTka ciaenn oa Cy Kpamy CBUX MTOMEHYTHUX jeTHAKOKPDAKUX TPOY-
rsoBa Mebhycobuo jemmaku. Hemocpenmna mocienuna je momayaapHOCT TPOYTJIOBA
GFB = GFE. Heka je a = <EFG u 3,7, 6a36U yIIOBU OCTAJIUX j€ITHAKOKDAK-

ux tpoyraosa, Cnura 2 (6). Jlako ce Bumu ma je 8 = /2 = v, § = 180° — 2«
kao u <{FBG = 180° — 2a. 36up yruosa y tpoyray ABC je 180 crenenu, Tj.

180° = o + [or/2 + (180° — 2av)] + (180° — 20v)
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(a)

Figure 2:

omakie ciaem na je o = 72° ma cy tpoyraosu EFG nu ABC cauyuu jep umajy
jemmake omrosapajyhe yruose. M3 cauunoctu tpoyriosa BGF u ABG uanasu
ce na je nysx AG momemena tTaukoM F' 1o ”3marHOM npeceky” omakie ce mobuja
Ia je Koe(pUIUeHT CIMYHOCTU OBUX TPOYIJIOBA (\/5— 1)/2. Y3 uctux pasimora je
koe¢urment ciauanoctu Tpoyriosa ABG u ABC (V5 —1)/2.

2
. : V-1 —
Sakmyuak: Roedurument cangnoctu tpoyriaoBa EFG u ABC je ( 5 )

3—5
==

4. Heka cy dy,do, ..., d, cBu nenuressu 6poja N. Baxkn 1 =dy <ds < ... <dy =N
u3acako |l = 1,2, ...,k Basu d;-dpy1—; = N . Tarkobe Bawxu d1+do+...+dx—1 = N
(6poj je caspuien). ITocmarpajmo cymy

I L N R
dl d2 dk dl 'dk dQ 'dk—l md4~d1 N N N
ITa ce noGuja ma je osaj 36up d’“+(d’“;\;+"'d1) = NN _ 9,

5. IlyroBame cBakuM [esl0M HOBOT IyTa m3MeDhy nBe cycenHe pPacCKPCHUIE Ca
MONPEYHUM IIyTeBUMa O3HAUMMO Ca CUMOOJIOM +, NOK IIyTOBAH€ CBAKAM IEJIOM
crapor myrta u3aMmeDy IBe cyceqHe PACKPCHUILE Ca HONPEYHUM Iy TEBUMA O3HAUN-
Mo ca cumbosom —. Caga je oueBMIHO Ja je CBAKM IyT jeniHO3HAYHO onpebhen
HU30M on cuMbojsa + W — y KojuMma je yKyman Opoj cumbosa + m — TadHOo
8. Kaxo 3a mpBo mecTo y Hu3y mocroje 2 moryhHocTtwm, 3a Apyro taxkobe 2
MoryhHOCTH, UTA. 3a OCMO MECTO ABE€ MOTYNHOCTU, a CBaka MyTyNHOCT MO:Ke
na uae ca CBaKOM MOryhHomhy, TO MO0 NPUHIMIY MHOKEHha CIeIN Ia je YKYIaH
6poj Tpaxkenux myTesa 28 = 256.
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Tpehu pazpen — b kareropuja

1. Kopucrehu mejennakoct uamehy apuTMeTUUKe U T€OMETPUjCKE CPEIUHE TO-
oujamo:

2(a* + b)) + 17 > 4a%V* + 17 > 460 + 16 = 4(a®b® + 4) > 8V4a2b? = 16ab.

2. Jlako ce Bumm ma mopa outu =z, y, z > 0. Canma, kopucrehu mpse nBe
jemHaumHe KOOUjaMO

3

8 2\ 2% 3
y: =2 = (W) =(y*)*",

OITHOCHO,
3,2
2

wloo

Yy =y

8 3

IMocaenma jeqHAKOCT je TauHa ako je y =1 mau axo je — = —z2. Jlakie, y = 1

4 114
um z = —, ma cy pemema gator cuctema (1,1,1++3) u [ —, =, - |.

3 81°9°3
3. Bynyhu nma je a = 2Rsina, b= 2Rsin3, ¢ = 2Rsin~y, u3 3anare je IHAKOCTHU
nobujamo b2+ c? —a? = bec = a? =b% + 2 — 2bc%. W3 nocnenme jemHaxocTu
nodujamMo ma je coso = % omHOCHO @ = 60°.

4. (a) Axo je yrao (mumemap) mameby tpoyrnosa ACD u BCD omrap, 3ampem-

uHa pacte ca noBehasameM OBOT yria cBe HOK pasad Tpoyraa ACD me mocrane

oproronasiHa Ha pasaH Tpoyriaa BCD. Hakon Tora 3ampeMuHa omanua.

(6) Heka je a myssuna usune C'D (koja je macupamua usuuu AB nyskume > 1).
Bucuna AP = h,, tpoyraa ACD, nenu usuiyy C'D na nsa nena CP u PD,

ma je 6ap jemna ox my:xku CP u PD nyxune > g. C mpyre crpase, momrro je

AC <1u AD < 1, umamo ga je

2
he = /AC? — CP?2 = \/AD? — DP? < \/17%,

OoJaKJie cIenn na je

1 1 a?
PAACDzia'hagia 1*1-

2
Cuanuno ce nokasyje na 3a Bucuny B(Q) = hy Tpoyraa BCD Bawu hy < {/1 — az.

IMowro je Hp < hy, roe je Hp Bucuna rerpaenpa ABCD u3 temena B, umamo
2
. a
na je Hg <y/1— R Iaxkite,

1
V = §PAACD -Hp <

1
3
1 a? 1 9
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1 1
Axo je a =1, Tama je —a(4—a?) = 3 Huje remro mokazaru, na ako je a < 1,

24
.1 9 1 . .
Tama je ﬂa(él —a®) < 3 3awncra, ako je 0 < a < 1, nmamo na je
ia(4—a2)—l——(1—cz)(c12—i—a—i’>)<0
24 8 24 ’

1
jepjel—a>0wma’+a—3 < 0. Ilakme, y cBakoM cayuajy je V < ﬂa(4—a2) <

1
Hamomena. 3anpeMuna OBAKBOTI TeTpaeapa je jeIHaka 3 y cayuajy na cy ACD
@ u hb = \/75)

0| =

u BC'D jemHakoCTpaHUYHUA TPOYIJIOBU Ca cTpaHuama 1 (PAACD =

u yrao mebhy crpanama ACD u BCD jemuax 90° (HB =hy = ‘/73) Huje remko

NOKA3aTy 1a je y oBaksoMm Terpaenpy AB = \/hZ+h?=,/2- % = \/g > 1.

5. IlpermocraBumo na moctoju N, N > 5 mehycoOHO mpujaTe/sCKUX TPOYTIIOBA
T1,Ts,....,Ty. Hera Ttpoyrao T} uma crpanute a,b,c. Omx 0oBUX CTpaHUIa MOTY
ce opopMUTHU caMO TpPHU Iapa:

3) (a,b), (b, ¢), (¢, a),

a cBakru ox Tpoyriaosa 15,75, ..., Ty Mopa nMaT; map CTpaHula KOju ce Mooy aapa
ca jemuum on maposa (3). Crora, mocroje 6ap asa tpoyriaa mehy Tpoyraosu-
ma Ty, T5,...,Tv yuju ce jeman map CTPaHMNA HOLyJapa Ca UCTUM HapoM u3s (3).
Bes ryburka ommrocTn y3mMumo na Tpoyriaosu 1o m T3 mmajy map (a,b). Hak-
sge, ceaku ox TpoyruoBa 17,715,713 uma crpanune a,b, u Hexka cy x,y,z tpehe
CTpaHUIEe OBUX TPOYIJIOBA PECIEKTUBHO (z,y,z cy mMebhycobuO pasmuuure, jep
y cympoTHOM uMa moayzxapaux tpoyriaosa mehy 17,7y u T3). Kako je rpoyrao
T, nmpujarebckn ca TpoyryaoMm 17, jemHa O HETOBUX CTPAHUIA JeTHAKA je a U
b, u ysmumo ma je jemnaka a. Axo Tpoyrao 1, HemMa cTpaHuIly jemHaky b, Ta-
Ia IOBe HeroBe MpeocTalie CTPAHUIE MOPA]y Y3eTU TPU Pa3juyuUTe BPEIHOCTU
x,9y, z (Tpoyrao Ty uMa o ABe jeIHAKE CTPAHUIE Ca CBAKUM OX Tpoyriosa 17, T
u T3), mro je memoryhe. IIpema tome, Tpoyrao T, uma crpanuie a u b. Vcru
3aKJbydaKk MOKEMO M3BECTU 3a cBaku Tpoyrao 1;,i = 5,...,N. Ilakmue, cBaku on
Tpoyraosa 11, Ts, ..., Ty nMma crpanune a u b, Tj. 0Baj CKyIl TPOYyrJIoBa je modap.
IIpema tome, N > 5. C npyre crpane nocroje yetupu Melhycobuo npujaresicka
tpoyraa (a,b, c), (a,b,d), (b,c,d),(c,d,a) TakBa na BUXOB CKyn Huje nobap. Jlak-
ae, N =5.

Yersptu pa3pen — b kareropuja

1. Ycaos z¥ + y* = z% + yY je exkBuBasenran ca r*(z¥ "% — 1) = y*(y¥* — 1).
Ilomro je 2% < y® m 2¥™" — 1 < yY~% — 1, BuauMo ma je Taj yCaOB 3aA0BOJLEH
aKoO M CaMO aKo je T =Y.
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2. Jlako ce Bumu ma mMopa Outu x,y, z > 0. Cana, kopucrehu npse nse
jemHauuwHe MOOUjaMO

OTHOCHO,

8 3
Ilocnenma jemrakocT je TauyHa akxo je y = 1 wuawm ako je 3= 522. Hakne, y =1

4 1 14
i z = —, ma cy pemema gator cuctema (1,1,14++3) u [ —, -, - |.

3 81°9 3
3. Ilse kpyskHULE noaynpevnuka R u r, ca nearpuMma y taukama A = (a1,as) u
B = (by,b2) ce nomupyjy CrIo/ba ako U CaMO akKoO je UCIYHEH YCJIOB

[(ar — b1)? + (ag — b2)*] = (R+ 7).

Heka je r, momynpeunur kpyskuune K, a x, HmbeHa Tadyka AOIUPA Ca T-OCOM.
Omasne caenu na je C, = (x,,7,) nenrap on K,,. Ouesumguo je xo = 1/2. Ilpu-
menoM Iluraropune teopeme ce sako Hasuasu na je ro = 1/8. V3 ycaosa monupa
kpysxauna Ko, K3 u Ky, K3 (nau mupextHOM mpumenoM lluraropuse teopeme)
nobujaMo CUCTEM jeTHAUNHA

1 2 1 2 1 21 2 1 2
I§+(§—T3> —<§+T‘3> (5—563) +<§—7‘3) —<§+T3> .

V3 npse jemmaumne ce mobuja ycios x3 = 2r3 a uz apyre 1 — 4xg + 4a3 = 2r3.
PemaBameMm oBor cucrtema ce mobuja rs = % ury= ﬁ

4. Bynyhu na je a = 2Rsina, b= 2Rsin 3, ¢ = 2Rsin~y, n3 3axare je1HAKOCTHU
nobujamo b2 + ¢? —a® = be = a? = b? + ¢ — 2bc3. W3 nocnemme jeoHakoCTH
nobujamMo ma je cos o = % onHOCHO ¢ = 60°.

5. (a) Axro je yrao (muenap) mameby tpoyraosa ACD u BCD omrap, 3ampem-

uHa pacrte ca nosehiasameM OBOr yria ¢Be A0k pasan Tpoyriaa ACD e mocrane

oproronasHa Ha pasaH Tpoyriaa BCD. Hakon Tora 3anmpeMumHa omana.

(6) Heka je a myssuna usBune C'D (koja je nacupamua usuuu AB nyskusne > 1).
Bucuna AP = h,, tpoyraa ACD, nenu usuity C'D ua nsa nena CP u PD,

na je Gap jemna ox my:xku CP u PD nysxube > g. C npyre crpane, momrTo je

AC <1wu AD < 1, umamo aa je

2
he = /AC? — CP? = \/AD? — DP? < \/1—%,

OJaKJIe CIenn na je
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2
Cunyno ce norasyje ma 3a Bucuny BQ = h, tpoyraa BCD Baxun hy < (/1 — aZ.

ITowro je Hp < hy, rue je Hp Bucuna terpaenpa ABCD u3 temena B, mMmamo
2
. a
na je Hy, <y/1— R Haxie,

1
V = §PAACD -Hp <

1
3
1 a? 1 9

1
Axo je a =1, Tana je ﬂa(4—a2) =3 Huje temrko morazatu, na ako je a < 1,

1
Tamga je ﬂa(4 —a?) < 3 3awncra, ako je 0 < a < 1, umamo na je

! (1—a)(a®*+a—3)<0,

(- - g =5

|~

—a
24

. . 2 . . 1 2

jepjel—a >0ua*+a—3 < 0. Harie, y cBakoM ciayuajy je V < ﬂa(él—a ) <

Hanomena. 3anpeMuna OBaKBOI TeTpaenpa je jeJHaKa 3 y caydajy ma cy ACD

u BC'D jenHakoCTpaHUYHU TPOYTJIOBU Ca CTpaHumama 1 (PAACD = @ u hy = \/TE)

u yrao meby crpanama ACD u BCD jenmar 90° (HB =hy = ﬁ) Huje remko

| =

2

IOKa3aTu na je y oBakBoM rerpaenpy AB = \/h2+hi =,/2- % = \/g > 1.

PEIMTEHA 3ATJATAKA PEITYBJIMYKOT TAKMUYEIHA U3
MATEMATUWEKE

IIpBu pa3pen — A kareropuja

1. Dap jemam onm ckymnosa A, B canpsxu Gap mse tauke. Heka je To ckym A u
Heka cy To Tauke P u Q. Yoummo xBagpar PQRS (PQ || RS). Ako je mera ox
rauaka R, S y ckyny A, moka3 je roros. 3ato, Heka cy R,S € B. Heka je O
nenrap kBagpara PQRS. Axko je O € A, ouna tpoyrao PQO ucnymasa ycioBe
3amarka, a ako je O € B, ouga tpoyrao ROS ucnymasa ycjioBe 3aIaTKa.

2. Jemmaumma u3 3amaTka je ekBubasenTHa ca (3z+ 1)+ By +1)2+ (32 +1)2 =
3-2004 + 3. Kako je 3-2004+3=3-4+3 =7 (mod 8) u Kako KBAAPATU LEJIUX
OpojeBa mpu mememy ca 8 mory matu octarke 0,1 wnu 4, caemu na jegHadmHa
HeMa pellemna.

3. Hexra je O nenrap rpy:kuune. Tana je OGLCD u OG je cumerpaia yria
COD. Hexa je v = <COG = <DOG. Cuanuno, Hera je y = <FEOF = <AOF.
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Kako cy ADOFE, ABOA u ABOC jemnakocrpanuunu umamo na je <DOFE =
<BOA = <BOC = 60°, na je

360° = 3-60° + 2z + 2y, Tj. =+y=90°
A

C
Jlako 3akmyuyjemMo u na je

r=<0AFE =<0OFA nu y=<0CD = <0DC.

W3 nomxynapuoctu tpoyraosa AOF u OCG caemnn na je AF = OG u OF = CG.
Tarobe, raro je <BAF = 60° 4+ x = <BOG, nmamo na cy u tpoyriaosu BAF u
BOG nonynapuu, na je BF = BG. Ilakine, AGBF je jennakokpaku ca Bpxom B.
s ABAF =2 ABOG, cnemu u na je <ABF = <OBG = z, na je 60° = <ABO =
z+ <OBF = <FBG, na je AGBF jenHakoCTpaHUYaH TPOYTao.

4. lloBpmwuHa jegHAKOCTPAHUYHOT TpoOyriaa je P; = M, QI MOKEMO CTaBU-

4
. . . 2
™M Oa je a = % na mobujamo ma je P; = (%) \/Tg_ IloBpmuay TPOU3BOHLHOT

TPOyTJaa MOXKEMO M3padyHATU XEPOHOBUM O0OpACIEeM Ma HEjeIHAKOCT KOjy Tpe-
6a Ja JOKasKeMO IOoCTaje:

1

P=V@w—aXs—w@—m><(§)2“§

Keampupamem mejemnaxkoctu m cpebuBamem mobujamo

(s—a)(s —b)(s —¢) < (%)3

OsBa HejemHAKOCT je TadHa, jep Kala Ha JIeBYy CTPAHy NPUMEHUMO HEjeTHAKOCT
usmebhy apuTMeTuukre u reoMeTpujcke cpeaure nobuhemo

(s —a)(s—b)(s —¢) < (S_‘H‘S;b—ks—c)?"

(5= a)(s — B)(s — ) < (20,

(s—a)(s—b)(s—0) < (5)°.
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Jenmarkoct Bakm kama je s—a=s—b=s—c, T7j. kana je a =b=c.

5. Hera je rpaskena mu¢ppa jemnaka a. Kako je 1 +2+ ...+ n = "("T'H)

, Tama ou
BaKUJIIO 114 je @ =a-11...1 , k> 1, omHocHO

k

nn+1)

(2n+1)*=8. 5

+1=8-a-11...1+1.
——
k

Axo je a € {2,4,7,9} 6poj Ha meCHO] CTpAHU MPEAXOIHE JeIHAKOCTH 3aBPIIaBa
ce ca 3 uiam 7, a TO HHje MOTyhe HOWITO je OH MOTIYH KBaZpaT. AKO je Hak
a € {3,8} onma je mBormdpenu 3aspmerak 6poja 8-a - 11...1+1 jennak 65 win

k
05. Mebyrum oBo mHuje moryhe jep 6u ce Ttana 6poj 2n + 1 3apmasao nuhpom
5, a meros kBagpatr ca 25 (36or (100 + 5)% = 100(1*> + 1) + 25). Ilaxrue, ocTajy

wmam Moryhvoctu @ = 1, a = 5 u a = 6. Horasxknmo ma muje moryhe a = 1.
. k_ .
IIpermocTaBuMO 1a je ”(”;1) = 15=1 33 meko k > 1. Oryzna je

2-10F =92 +9n+2=(3n+1)(3n + 2).

Kako cy 6pojesu 3n+ 1 u 3n+ 2 y3ajaMHO IpOCTH, TO jeJaH O HBUX MOpPa OUTH
CTeleH ABOjKe, a Apyru cremen meture. Mebyruwm, kako je
5k‘ _ 2k+1 > 22k‘ _ 2k+1 2 2k+2 _ 2k+1 — 2k,‘+1 2 8
)
t0 6pojenu 5* u 2F*! me Mory Gurnm ysacTommu, Te TpaseHna mmudpa Huje jeaHAKA
1.
Ouurnenuo, moryhe je a = 5, jep je % = 55, kao m a = 6, momToO je

112 _ 66. 113 cera HaBeZeHOT 3aK/bydyjeMo Aa je Tpasmena mudpa 5 mian 6.

2

Ilpyru pa3spen — A kareropuja

1. Pewewe 1: Pauynajyhu npBUX HEKOJUKO UJaHOBA HU3A a, = 2772 . 7" +1
Hacayhyjemo ma cy OpojeBu agy—1 HepuBU ca 3, a OpOjeBU agy ca H, IMTO U
nokasyjemMo maaykimujoM. bBpoj a; = 57 je memus ca 3. Heka je asy—1 memus ca
3. Tanma je u 6poj ask41 = 196as,_1 — 3 - 65 memus ca 3. Bpoj as = 785 je nemus
ca 5. Heka je agr memus ca 5. Tana je u 6poj agpto = 196ag;, — 5 - 39 newus ca
5. KRako cy cBu a, Behu on 5, TO cy OHU CIIO/KEHU.

Pewemne 2: Kako cy cBu a, = 2"2.7" + 1 Behu oxn 5 u kaxo je
Qo1 = 22k+1 . 72k—1 +1= (_1)2k—1 14+1=0 (mod 3)’

T 22k+2 . 72k + 1= 22k'+2 . 22k + 1= 42k+1 + 1= (_1)2k—1 + 1=0 (mod 5)7

TO CY CBU G, CJOKEHU OPOjeBU.
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2. Pewemwe 1: TlorymajMmo ma omapeamMo Kamga MOCTOjU TPOYTrao KOMe Cy YHAIPE
3a0aHu peaJHu no3utuBHu O6pojesu P u O pemom nosprmmHa u obuMm. [TobHumo
onx XepoHOBe (OpMyJie 3a MOBPIIMHY TPOYTJa KOMEe Cy Iy:KWHE UBULA a, b,

P=+/s(s—a)(s—b)(s—c).

O6um ucror tpoyriaa je O = 2s = a+ b+ c. 3anarak je na ce pemu (1o a,b u c)
CUCTEM jeIHAYUMHA

P?=5(s—a)(s—b)(s—c) O=a+b+ec,

y3 yCJIOB OJa Tu OpOjeBU 3aI0BOJHABAjJY HEjeTHAKOCT TpOyraa. ¥ BOhHemeM cMeHe
s—a=x,s—b=y,s — c= 2z mobujaMO eKBUBAJEHTAH MPOOIEM

2P?/0 = 2yz O2=x+y+ =z,

y3 YCIJOB ma cy z,y,z mo3utuBHu. (Cana je cacBUM jacHO nOa Ce jelaH CTeleH
caobome BUIle MOKe WCKOPUCTUTU na ce HaDy nBa pemema Koja Opumanajy
HemoxyJapHuUM TpOyriaoBuMa. Ilpumep cy HEOp. Tpojre (x,y,z) = (2,4,6) n
(r,y,2) = (3,t1,t2) THe cy t; u ty pemema jemnauune t2 — 9t + 16 = 0.
Pewewe 2: TlocraBuMo muTame Kalda MO3UTUBHU peasinu Opojesu a,O, P mory
OuTH; penoM my:KUHA jeqHe cTpaHe, OOMM U MOBPIMUHA HEKOT TpoyTriaa. [lorpeban
ycaoB je na Baxkn 2a < O (mejemmaroct Tpoyriaa). Axo je mejemmaroct 2a < O
UCIYyH-EHa, OHMa jé MPUPOJIHO MOKYIIATA KOHCTPYKIM]Y TPAKEHOr TPOYyIJa Ha
cnenehu wauwn. WMsabepumo taunke B m C TakBe na je BC = a u Heka je
p = p(A4, B) npaBa Koja mnposasu Kpo3 mux. Heka je ¢ mpasa mapajesiHa ca
p = p(B,C) mHa ynamenoctu h ox te upase rge je (1/2)a-h = P. Ilpyrum
peunMma ako m3abepemo tpelie Teme Tpoyria A Ha TpaBoj ¢, HEroBa MOBPIINHA
6uhe P. Ocraje ma ce Bumu ma Ju Ce WM HA KOJIUKO HaumHa A Moske m3abpartu
ma obum Tor Tpoyriaa Oyme yrampen 3anana Bpensoct O. Ilpumernvo na kana
ce A manasu Ha TpaBoj ¢, OOMM MMa HajMamy BPEIHOCT Kana je Tpoyrao ABC
jemnakokpaku, Tj. kana je A = Ag rme je Ay Bpx jemmakokpakor tpoyriaa AgBC.
Tarkobe yoummo ma obum pacre (M MOKe MOCTATH MO BOJLU BEJIWKN) KAma Ce
tauka A m3 momoxkaja Ag kpehe 6umo cTaTHO Ha JIEBO MM CTAJHO HA JECHO OJ
Ap. (OBu 3akmyunu ce sako usBoge (yobudajuum Tpurom!) Tako mro ce jemHa
on ravaka B win C' CUMETPUYHO IPECIUKA Y OLHOCY HA MPaBy ¢ UTH.)
IIpernocraBumo na je P moBosbHO Masu Opoj, TadyHUje A BaKu Hejem-

HaKOCT 9
(5) +m< (25

KOja rapanTyje ma je obum jemHarorpakor tpoyriaa AgBC mamu om O. Y tom
ciyuajy W3 HaBeIeHE aHAJIW3E CIEAN Aa MOCTOje TAYHO OBa MOJIOMkKAaja Tauke A,
o3maunMo ux ca Ay u As, jemam neBo a jemam mecHo oxn Ag, TakBu ma cy obumwn
tpoyraosa A1 BC u A;BC jemnaku O. Yoummo Ttakobe ma cy oBM TPOyILJIOBU
MOy JaPHU, AAaKJIe TPaKEHU TPOyrao je W jJeAUCTBEH y CIydajeBUMa Kaaa MOC-
TOjU.
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Canma je jacHo ma ce ma3pbuBUM u300POM CTpaHe @ MOTY JOOUTH ABa
TPOyTJa KOjU HUCY HOAymapHu. 3aucra, Heka je ABC jemuHcTBEHU TPOYrao
Koju peanusyjy Tpojky (a,O,P). Hera cy a,b,c nysuHe CTpaHa TOT TPOYTIA.
Ako ce uzabepe a1 Tako Oa 3a00BOJHABA YCJIOBE

2a1 < O a<a ay ¢ {a,b,c}

OHJA Cy CBUM YyCJIOBU 3aJ0BOJbEHM, OaKJe HOCTOjU Tpoyrao kome cy aq, O, P
crpana, obuMm m moBpmmHa. OBaj TpOyrao mMa HUCTU OOUM UM MOBPIIMHY Kao
U IPETXOMHU AU Ca HUM HUje TOIYTApPaH.

3. Ilokas je mocnenuna cieneher HuU3a eKBUBAJIEHIN]a

PP,=P0 < OPL=0P,+0P; &
oP; _ OoP, OP;

04— 04 T oA
COSZ—COSQ—T(—FCOS—T( &
9 9 9
COSZZQCOSECOSZ &

9 3 9
coszzcosZ
9 9

4. Opn (He HEOUXOIHO CBUX) JbYAU U3 HHEBHe cobe Hajupe (pOopMUpaMO BPCTY
MaKCHUMaJIHE NY’KMHE 3a KOjy Ba/KM Ia Ce CBaKa OBa CYCEIHA YOBEKA Y BPCTU
no3Hajy. pyrum peunma, Huje Moryhe popMupaTy nysKy BPCTY O OBE, TAKBY
Ia ce CBakKa MNBa CyCeIHA YOBEKA MO3HA]y.

IIpBu woBeK y OBOj BPCTW mMMa IET MO3HAHUKA KOjU CBU TaKOhHe Mopajy
OuTu y BPCTHU, jep BPCTa y CYIPOTHOM He Ou Omiaa MakcuMaJHa. AKO cazxa
onabepeMo pPenoM JbyIe U3 BPCTe, OJ IPBOT YOBEKA MO IIOCIENHer HeroBor MMo3-
HaHUKA Y BPCTU, U CMECTUMO KX 3a OKPYIJIM CTO Yy TOM PEIOCJEdy, jacHO je ma
he cBaro cemeru m3meDy cBojux mosznanuka. Bpoj mynm 3a crosnoMm je Behu on
mmeT, jep 3a BUM Ceau NPBU YOBEK U3 BPCTE U CBUX IIE€T HEMOBUX TO3HAHUKA.

5. Jenmauuna je nepunucana za x € [—2,2], jep Mopa 6utu 2+ >0 u /2 +
2. Hera je z = 2cost, t € [0,7]. Tana je coss >0 u 2+z = /2(1 + cost)

\/4cos? £ =2cos L. Iame je, \/2—2cos% = \/2(1 —cost) = \/4sin2£ = 2sin §,

jep je sint > 0. Taxrobe, \/2+2sin£ = \/2(1 +cos(f — 1)) = \/40052@ -3 =
2cos(5—1L), jep je cos(F—%) > 0. Komauno, jennaumna nocraje cost = cos(5—%),
27

tel0,n], Tj. t = %”, OJTHOCHO, T = 208 %' .

I A

Tpehu paspen — A kareropuja

1. Hammmmvo n y obmusy n = kd. V3 nemusoctu nd + 1 | n? + d? mobujamo:

d’k+1|d*(k* +1).
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Kako cy d*k + 1 u d? y3ajammo mpoctu, Hamasumo aa je d?k+ 1| k% +1. Oryna
je k > d?. 3 ocobume memuBocTu mo6mjamo:

Ph+1k2+1— (2k+1) = k(k — d?).

Kako cy k u d?k + 1 y3ajamuo mpoctu, mmamo na d?k + 1 | k — d?. Yronugko je
k # d?, mmamo ounrieHy HejeTHAKOCT

Pk+1>k—d* o dk+1)+1>k
OBo je kouTpamuknuja. 3aro je k=d?> un = d>.

2. Osmaummo ca L(n) u3pas Ha JIeBOj CTPAHU U MOKAKUMO MATEMATUYKOM WH-

. . 2 .
OYKIWJOM IIa je YBEK Mamu Onm 2 — T T

11 1 1 2
T S S ) DU S
2 3v2 43 (n+1)vn Vn+1

1

o - _ 1 2 3
1° Basa undyrkyuje. 3a n = 1 umamo 5 < 2 — 750 WTO ce cBOmM HA 3 > —5 =

9 1
i6 ~ 2

+

2° Uwnoykuujcra npemnocmaeka. Ilpernocrasumo na tBpbheme Basku 3a n = k:

1 1 1 1 2
S = <2 .
2 3vV2 438 (k+1)Vk VE+1

3° Hnoyruujerxu xopax. Vcnurajmo na mu Basku 3a n = k + 1:

Lk+1) = L S ! + !
2 3v2 43 T (k+1VE  (k+2VE+1
2 1
< 2- +
VEFT  (E+2VEk+1
o 2k+3
(k+2)Vk+1
2 (E+1)+(k+2) 9
2

2_\/k+2'\/(k+1).(k+2) SPThge

(oBme cMO HpBY HejeIHAKOCT HOOWIM HA OCHOBY WMHIYKTUBHE NPETIOCTaBKE, a
OPYTY W3 HEjeIHAKOCTU apUTMETUYKE U T€OMEeTpHUjcke cpenune 3a O6pojese k+ 1
uk+2, 7j. us % >1).

Ha ocroBy mpunimna mareMaTWdke UIYKIMje€ CMO JOOWUIN Na BaKU % + ﬁ +

4—\1/5 + ...+ m <2-— %ﬂ 3a CBAKU MPUPOJAH OpPOj N, MTO je m TBpheme

3a0aTKa.

3. Hera ¢ymrmmja f 3amososmasa ycaos 3amatka. Onna je f(x) > 2zy — f(y) 3a
cBe 7,y € R, ma 3a y = z nobujamo na je f(z) > 2% (3a cse # € R). Ilame, u3
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yCII0BA Cllen na 3a CBako x nocroju y = y(x) rakso ma je f(x) = 2zy(z)—f(y(x)).
W3 oBora u u3 mperxomHe Heje AHAKOCTU JOOMjaMo:

2? < f(z) = 2zy(z) - f(y(o)) < 2zy(z) — y* (@),

ma je (r —y(z))? <0, 1j. y(z) =2z. U3 f(z) = 2zy(z) — f(y(z)) ouwma cremm na je
f(x) = 22. OBa ¢yHEmmja je pememe 3amaTKa:

max (2zy — f(y)) = max (2* = (@ = y)*) = 2” = f(2).

4. Ako mMa x TUMOBa Ca TOM OCO6I/IHOM7 Taga 3601 yCJIOBa 3aJaTKa BaiKNU

z-(3) < (%) 1oz < (g)) =230 < 250 =253,

5. Osmaummo ca a, b u ¢, penom, ayskune aujaronasa AC, CE u EA mecroyraa.
ITpumenom IMTonomejeBe mejemnaxkocTy na yerBopoyrao ABCE, mamaszumo na
je bAB + ¢BC = (b+ ¢)AB > aBE, Tj. g—g > 3%;. AHAJOTHO, TPUMEHOM
IIronomejere mejemuarocTu, pemom, Ha yerBopoyriaose CDEA u EFAC, Baxu
g—g > #c u % > .55~ Cana je, Ha OCHOBY HejelHAKOCTH U3MeDy apurmeTnuke
U XapMOHUjCKE CPEIUHE, UCITYHEHO

AB+CD+EF> a . b L c
BE DA FC 7~ b+c c+a a+b
_a+b+c a+b+c a+b+c_

b+c c+a a+b 5
1 1
:(a+b+c)(b+c+c+a+a+b)—3
9Ya+b+c) 9 3
2 — :——3:—.
(b+c¢)+(c+a)+ (a+D) 2 2

YerspTu paspen — A kareropuja

1. O3maunMo ca x mpaBy KOja CAAPXKU 2. BDCTY MPEKe, ca Yy IPpaBy HOPMAJHY Ha
T Koja je Takobhe oca cuMmeTpuje mare Mpeske, 3aTUM Y IPABOYTJINM TPOYTJIOBUMA
teme npasor yriaa ca C.

Nwmamo craenehe ciyuajese:

o a o o o o o
L=} o : o v
o o

1° 2°a) 2°6)
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1° TpoyraoBa ca KareramMa mapajeIHIM KOOPAMHATHUM OCAMa MMa,
3n
<1 2. (n—1) =6n*—6n,

jep teme C ompebyjemo ma (31"), 2 uszbopa 3a Teme 1o Bepruraiu (y Apyre 2
Bpcre) u n — 1 mo xopusoHTamu (y mpeocramux n — 1 KoJoHA).

2° IlpaBoyraux TPOYTJIOBa UMje KaTeTe 3aKjIamnajy yriaose on 45° ca KoopaumHaT-
HUM ocaMa mma 4 BpcTe:

a) jeIHAKOKPAKU KaTeTa IyyKUHE V2, xox xojux je teme C' y 1. mmu 3. BpcTn
U “Ma UX

2-(n—2)=2n-4 3a n > 2;

6) jeqHAKOKDAKM KATeTa IysKUHEe V2, kox xojux je reme C'y 2. BpCTH 1 MMa
ux

2:m—2)4+2-(n—1)=4n—6 3a m =2
B) jeIHAKOKPAKU KaTeTa Iy:KUHE 2v/2 u uMa ux

2-(n—4)=2n-38 3a n >4

I') pasHOKpaKu Karera Iy:KUHA \/5 u 2\/5 U MMa UX

4-(n—=3)=4n—12 3a n >3

3° IlpaBoyramx TpPOyrioBa umja je jemHa xarera ay:xuHe /b mMma 2 BpCre:

a) jemHAKOKpAKM KaTeTa myxuHe \/5 1 mMa ux

4-(n—=3)=4n—12 3a n=3;

6) pasHOKpaku KaTera ayxkuHa /b 1 2v/5 1 uMma ux

4-(n—5)=4n—20 3a n=05.

Kana nmamo muoskeme ce 2 To 3saun ga teme C' Moskemo m3abpatuuy 1. uy 3.
BPCTHU, Tj. UMAMO CUMETPHU]y ¥ ONHOCY HA IPaBY &, a KOJOHY 3a TeMe C' MOKEeMO
nzabparu Ha (n — a) HAaumHA, ceM y 2°0) rue me bupamo Teme C' HEro cpemumre
XUMOTEHY3€ U MPBU cabUpak MHOKUMO ca 2 300T CUMeTpuje y OmHOCY Ha &, a
Apyru 360T cuMeTpuje y omHocy Ha y. Kama mmamo MHOkeme ca 4, Tajga nMamo
CUMETpUje U Yy OTHOCY Ha T U Ha Y.

Konaumno, nobujamo na uma 6n2 + 14n — 62 mpaBoyriux TPOYIJIOBA.

2. De3 ryb6ipema ONOITOCTA MOYKEMO IMPETIOCTABUTU 1A jeé pacmopen Tadaka
P—0O—H—Q. U3 rerusnoctu CA’'I B’ 3akmyuyjemo na je 180° = v+ <B'IA" =
v+ <AIB = v+ 1807 — § — g, omakjie mobujamo ma je v = 60°. YerBopoyrao
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ABOH je terusan, jep je <AOB = 2y = 120° (ka0 uenrpaJnu yrao) u <AHB =
180°—<BAH —<ABH = a+ 3 = 120°. 3aro je <PHA =180°—<AHO = <OBA.
Y jemmakorparom Tpoyriy AOB je <OBA = 90° — v, a kako je AH | BC, ouna
je m <PAH = 90° —~v. Cuemu na je tpoyrao APH jemnarkokpar u AP = PH.
Awnanoruo nokasyjemo na je QB = QH wu najsan je PQQ = PH+ HQ = AP+ BQ.

3. IlokasyjeMo MHIYKIU]jOM IO 7 I8 OBAKBUX I-OBa MMa OECKOHAYHO MHOTO. 3a
n = 1 teBpheme Baku; mpermocraBUMO Ia BaiKu 3a CBe n < Mg, TOE je ng = 2
weku npuponan 6poj. Crasumo x = 2Y. Tana je mo Ojaeposoj Teopemu 2% —x =
22" —2¥ nmemuBo ca ng axo je 2Y —y memuBo ca p(ng) U Y je MOBOJBHO BEIUKO
(ma mpumep, y = ng). Taxksu mpupogan GPOjeBU Yy MOCTOje MpeMa WHIYKIN]CKO]
IPETIOCTABIM, ONAKIE CJIeIU MOCTOjame OECKOHAUHO MHOTO TPaskeHUX OpojeBa
x.

i3 o 1
T

4. Ipumerunmo na z; ¢ {—1,0} u xa je 7. Kopucruhewmo crenehe

BE OUUTJIENHE UNHCHUIIE:
(a) Aro cy y; # 0 myne nomunoma A(x) n-Tor cremeHa, OHIA CYy yi_1 HyJIe
nomurOMa 2" A(1r1).
(6) Axro cy y; myme nomuroma A(x), onna cy y;+1 myae monuroma A(x—1).
U3 (a) caemu ma cy z; - myme mommmoma Q(z) = 2*8P(x~ 1), u3 (6) — ma cy 1+a; "
1

Hyse nmonuHoMa R(x) = Q(z — 1). Komauwno, u3 (a) ciaemu na cy T HyIe

1+
IIOJIMHOMAa

LE48R(£L'71) _ 1’48Q(£E71 o 1) _ 1’48(1'71 o 1)48P((1,71 o 1)71)
= 182" + 32(1 — 2)*7 4 2006(1 — z)*8
= 2021z* — 961472*" + - - - 4 2006.

W3 BuetoBux (popmyna 3a 0Baj IOINHOM, nOOMjaMO Ja je TpaskeHu 30up jenHak
96147

2021

5. Bamenom x = 0 mobujamo f(f(0)+y—+1) = f(y)+1. Cana umamo z+ f(y)+1 =
[ +y+1) =fl(f(@)+ 1) +y] = fFIFFO) +z+ D+ -D+1] = fly—-1) +
(f(0) +x+ 1)+ 1 omakie 3ariydyjeMo na je

fy)=fly—1)+ f(0) + 1. 1)
Munykmujom mobujamo na je f(n) = f(0) + n(f(0) + 1) 3a cBe nene Gpojese
n. Axo craBumo y = 0 y (1) mobujamo ma je f(—1) = —1 u 3amenom y = —1

y moznasny jemmauuny nobujamo f(f(x)) = x. Aro mpumenumo ¢yHruujy f u
Ha JIeBy 1 Ha mecHy crtpany jemsakoctu f(n) = f(0) + n(f(0) + 1) mobujamo
na je n = f(0) + [f(0) + n(f(0) + D](f(0) + 1) mro je eKkBUBAJEHTHO ca N =
F0)(f(0) +2) +n(f(0) +1)? a To MosKe 6UTH 3a70BOMLEHO 3a CBe IMede Gpojese
n camo ako je f(0) = 0 mium f(0) = —2. Y upsoMm cayuajy nobujamo na je
f(n) =nay mpyrom f(n) = —n—2. JenmocrasHO ce mpoBepaBa na 0be QpyHKIMje
3a/10BOJbABAJY YCJIOB 3aaTKA.
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IlpBu pa3pen — b kareropuja

1. Ox je yBer mameby cycemnux xBaapata (n+2)? u (n + 3)2.

2. Dap jemam on ckymosa A, B canpsku Gap nse tauke. Heka je To ckynm A u
Heka ¢y 1o tauke P u Q. Yoummo kBanpar PQRS (PQ || RS). Axo je mera oxn
ravaka R, S y ckyny A, mokas je roros. 3ato, Heka cy R,S € B. Heka je O
nenrap kBagpara PQRS. Axko je O € A, ouna Tpoyrao PQO ucnymasa ycioBe
3amaTra, a ako je O € B, onga Tpoyrao ROS mcmymaBa yCIoBe 3aIaTKA.

3. a) Bpoj n?+n+1=n(n+1)+1 je menapan, ma He MOKe OUTHU JEILUB TAPHIM
opojem 2006.
6) Bpoj n? +n + 2 auje memums ca 3 ma He MOke OuTH Aemus Gpojem 2007.

4. Heka je E mapyra mpeceuHa Tadka Kpyra ca HEHTPOM y A U MOJIynpEeYHUKOM
AC ca mpasom BC'. Kaxko cy tpoyriosu ACE u ADM jenHakoKpaku, 3aKiby4y-
jemo ma je <AED = <ACM u <ADM = <AMD. Cnemu na cy TPOYyIJIOBU
AMC n ADE nonymapau mu DE = CM. Tauka M je cpemumre cTpaHuie
BC, na je DM = EB. W3 jemmaxoctu <AEC = <ACE = 90° — Z£ cre-
mn <BAE = 180° — <AEB — <B = 90° — %8, Cana je AB = BE u napasro
AB=MD.

5. Heka npase AD u AFE cexy upaBy BC y taukama F' u H, pemom (Buze-
tu caury). JloBomHO je mokaszaru ga je DE cpenma nuauja tpoyraa AFH.
Tpoyrao M BN je jemnakokpak (BM = BN) u MN || AH, na je AMNH jen-
Hakokpaku tpame3, tj. NH = AM. Awnamoruo ce mokasyje ma je FFN = AK.
Kako je AK = AM, 1o u3 nobujenux jemuakoctu ciemu na je FN = NH, tj. N
je cpemumre ny:xu F'H. Tana je D cpemumre AF, a E cpemummre AH. Ilakie,
npasa DFE canpsku cpenmy auanjy tpoyraa ABC.

A

HC N B F

Ipyru paspen — B kareropuja

1. Ako 0o0e cTpane mate jeqHauuHe cTemneHyjemMo Ha Tpehu, mobujamo jenHaduny
CKBUBAJICHTHY TOJA3HO]

22 =3V —1(Va2 -z —1) —z+1=1.
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Kako je a2z — f/m: 1, To u3 mocnenme jenHAUNHE CJIEAN
2?3V —1—2 =0
Va2Vt - 31— 1) = 0 =
Va2 (Ya(x —1) =39z — 1) = 0 <
Va2z —1(z/(x —1)2 = 3) = 0 —
Va2 =0v iz —1=0vV{z/(z —1)2 =3 =
r=0Vz=1Va(r—1)>=2T.

Ako je ¥ € Z pememe jemmaunue z(z — 1)? = 27, onma x memm 27 u = > 0. 3aTo
npoBepoMm 3a * = 1, * =3, = 9 u ¢ = 27 BuaAuMO na Ta jegHaAUYMHA HEMAa
nenobpojuo pememe. Jlakie, jenuHu neam OpOjeBUM KOju MOry OUTH pellema
nona3ue jemnaumue cy r = 0 u x = 1. [IpoBepom mobujamo ma OBO 3amcTa jecy
pememna (DpoBepa MOpa A& Ce U3BPIIU, HOMTO TPAHCHOPMANUjaMa HUCMO YBEK
nobujanau eKBUBAJEHTHE jenHAYMHE IOYETHO]).

2. Heky cy nemobpojuu kopenu npse jennauuse k u [, a npyre m u n. Tamna Ou
Ha OCHOBY BUETOBUX NMpaBma BayKUIO

(1) k+1 = —b

(2) k-l =c

(3) 2(m+n) = =b—1,
4) 2m-n = c+ L

U3 jemnakocru (4) cnemnu na je 6poj ¢ menapan. Cama, Ha OCHOBY jeIHAKOCTHU
(2) 3akmyuyjemo nma cy 6pojesu k u | memapuu, u3 dera, masbe, HA OCHOBY (1),
3akmydyjeMo na je b mapan 6poj. Mebhyrum, ma ocmoBy (3) ciuemu ma je b
menapan 6poj. Crora, 6pojesu b u ¢ ca TpasKeHUM CBOjCTBOM He IIOCTOje.

3. Pewewe 1: Tpeba BumeTu ma ju MOCTOju peasiaH OpPOj a, Takas ma je

22% + 6z + 6
—— <a
2 4+4x+5
3a cBako r € R, m ako moctoju mpounahm meroBy HajMmamy BpemaocT. Hejen-

20° 46246

HaunMHA S5 P2 <

a €KBUBAJICHTHA j€ ca HejeTHAYNHOM

0 < a(x? + 4z + 5) — (222 + 62 + 6),
(momrro je x24+4x+5 = (z+2)2+1 > 0 3a cBako x € R), 0JHOCHO Ca HejeTHAUTHOM
0 < (a—2)z? + (4a — 6)x + 5a — 6.

Hexka je g(z) = (a—2)2? + (4a—6)x +5a — 6. 3a a = 2 pynrmmja g(r) je muHeapHa
U OYWUIJIEHO je 3a HeKe pealiHe OpojeBe HmeHa BPEAHOCT HeraTuBHA (Kaza je
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x < —2). Axro je a # 2, tana je g(xr) BampaTHa (yHKIUja, KOja Tpeba ma
Oyme memeratuBHa 3a cBako x € R. To je octBapeno akko je a —2 > 0 u
0> D = (4a — 6)? —4(a — 2)(5a — 6) = —4a? + 16a — 12, ogHOCHO ako je a > 2 u
a € (—o0,1]J[3,0), nakue 3a a > 3. Ha oBaj Haunu cMo mokaszanu na je f(z) < 3,
3a CBaKO T € R, a jemHAKOCT ce HOCTImke caMo 3a r = —3. M3 cBera HaBemeHOT
3aKJbYyUyjeMO na mara (YHKOMja MMa MAKCUMyM U Ja je OH jeqHak 3.

Pewewe 2: Karo je

222 +6x +6 _ 202 + 8z + 10— 2z —4

224+ 4 +5 x2+4x+5
B 20+4 2(x+2)
w2 +4rx+5 7 (z+2)24+1
HA OCHOBY HEjeIHAKOCTU
1< 2t <1
t2+1
cirenn na je
2 2
- (x_'_ ) X 4 (_1) =3
(x+2)2+1

Makcumym ce mobuja 3a

r+2=—-1=2=-3
4. Kako je 30up yHyTpaIIBKUX yrioBa y KOHBEKCHOM mmectoyriay 720°, ciaenu ma
je a1 +astas = as+ay+ag = 360°, ma ce temena Ay, Az, A5 OCHOM cuMeTPUjoOM

penom y omuocy Ha mpase AgAs, As Ay, A4Ag npecnuraBajy y ucty tauky O.
6

As

Ay

As

Az
(ITpecaukajmo A; y omuocy na AgAs y tauky O. Heka je Op nosynpasa
KOja HekoHBekcaH yrao AgOAs menu Ha ABa yria BeJuuuHe g U a5 <A0p =
az n <AgOp = a5. Ha moaynpasoj Op yoummo taury A na je OA jemmaxo
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crpanunu mecroyriaa. U3 AAsA3As & NASOA nu NA4A5As = NAgOA cnenu na
je AgAy = Ay A m AyAg = AgA, na ce Tauke Ay u A mormamajy.)

Hacnpamuu yriosu pomba cy jennaku, na je a; = <AgOAs, az = <A20A4,,
a5 = <A40Ag. Tlomro cy kpanu yraosa AgOAs u A5 Ay A3 mapasenuu u jeanako
YyCMEpEeHUu clenu na Cy jemHaku ma je a1 = «4. CIndHOo ce 3akpyuyje ma je
g — (5 M (3 — Q.

5. On (e HEONXOAHO CBUX) JbyIU U3 AHEBHE cobOe HAjupe (GOpMUPAMO BPCTY
MaKCUMaJIHEe NYKMHE 3a KOjy Ba/KM Oa Ce CBAKa OBA CYCEIHA YOBEKA y BPCTU
no3Hajy. pyrum peunma, HIje Moryhe ¢opMmparu ay:Ky BPCTY O OBE, TAKBY
a ce CBaKa JBa CyCeIHa YOBEKA IO3HA]Y.

IIpBu woBeK y 0OBOj BpCTM MMa IET MO3HAHWKA KOju CBU Takohe mMopajy
OuTU y BPCTHU, jep BPCTa y CYNPOTHOM He Ou Oumsa mMakcumaiaHa. Ako cama
omabepeMo pPenoM JbyIe U3 BPCTE, O IPBOI YOBEKA MO IMOCIEIHEr ’BEeroBor mo3-
HAHUKA y BPCTU, U CMECTUMO UX 32 OKPYIVIX CTO Y TOM DEeIOCienry, jaCHO je na
he cBako cemeru m3mebhy cBojux mosHamumka. Bpoj mymam 3a ctosom je Behu on
meT, jep 3a BUM Ceau MPBU YOBEK U3 BPCTE U CBUX IIET H,E€MOBUX MTO3HAHUKA.

Tpehu paspen — B kareropuja

1. Ilpumenom Ilmraropuwue Teopeme jemHoCTaBHO mobwmjamo t2 = b? + (%)2 u

t2 = a® + (%)2. Kako je t. = §, To je mpBo, Ha OCHOBY HejemHakocTu u3MeDy

tatts G [5(g2 4 p2) — ¢ /5
apUTMETUYKe ¥ KBaJpaTHE CpeauHe, —“o-t < 5= =4 /g(@®+b%) = 54/5, a

tatty
t

c

5
(& 5 .
3aTUM U t“tﬂ < é = +/10. Jlakme, MakcuMaJjHa BPETHOCT m3pa3a je
c 2
v 10  ucra ce DOCTW:XEE YKOJIUKO je TPOYTao jeJHAKOKPAKO IMPaBOyTJId, Tj. 3a
a=b.

2005 2 2006 2 >

2. Kopucrehin npoueny na je sin’z > sin z, sin“x > sin T ucostxr >

c0s2%%6 2, mobujamo

sin2005 2005 2006

T + cos T + sin x<sin2x+6082x+sin2x<1+Sin2x<2.

Ila 6u Bpemesna jemHAKOCT CBYJa MOpajy OuTu jemHakocTu. 3000 MOCIETHe
jemHaxkocTu Mopa ouTu sin?z = 1, omnocuo sinx = 1V sinz = —1. IIposepom ce
nobuja na Moke BaEuTHU camo sinz = 1. Pemasamewm ce nobuja na je x = 5+2km,
3a k €Z.

3. U3 jemmakoctu nospmmua nobujamo DE-AE-sin<DEA = CE-BE-sin<BEC,
onarine je DE : EB = EC : AE n tpoyrnosu DEC u BEA cy cauunu, na je
a = <ACD = «CAB. Ilpumenom rocunycHe TeopeMme 3a Tpoyrao ABFE noGuja
ce

25t% = 36t> + 49t> — 84¢> cos

(BE =5t, EA = 6t, AB = Tt), onakie je cosa = %
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4. TlocToju 11 HeeKBUBAJEHTUX MPEKA KOIKE.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
[lokasxknmo ma He MOCTOjUM JOII HEKA HEEKBUBAJIEHTHA Mperka Konke. lIpmmerumo

OPBO & y MPEXKU KOILke He Mory Ourtu 5 uiu 6 kBanparuha y peny (rama Ou
1. u 5. nokpuBanu ucTy crpady kouke). Takobhe Mpeska He MO:Ke CanpPKATU HU

kBanpat 2x 2, H, mn EI' jep 6u omer Heka 2 KBaapaTuha IMOKPUBAJIA UCTY CTPAHY
romke. [IpBux 6 mpexa ca ropme ciauke umajy 4 kBagparuha y peny, ciaenehe
4 nvajy HajBumme 3 KBaapaTuha y pemay ¥ MOCJeqHa UMa caMo Mo 2 KBaapaTuha

Yy peny.

5. Axo je x > 6 u y > 6 tana je x! + 9! memuso ca 9, nok 15- 2% muje. axie,
MOYKEMO TPETIOCTABUTU Ma je y <« u y < H. Tana je

! 15 - 2
—+1= .
y! y!
z!
eo 6poj je HemapaH caMoO ako je z =1 m y ToM ciayuajy je © =4 u
z!
y =3. Axo je z > 2, Tana je neo 6poj — Hemapas, ONAKye CJeIU Wlu 1a je
y!

r=ywmzr=y+1ux "enapau. Y npsoMm ciayuajy 15 meau y!, ma je y =5 u
z = 4!, mro je memoryhe. Y apyrom ciayuajy mobujamo wiau na je y = 2,x = 3
unu y = 4,x = 5, mrro je takobhe memoryhe. Ilpema Tome, TpaskeHe Tpojre Cy
(4,3,1) u (3,4,1).

UYerspTHu paspen — b kareropuja

1. Osmauumo ca L(n) uspas Ha JIEBOj CTPAHU U IMOKAKUMO MATEMATUYKOM WH-
OYKIWJOM 11 je YBEK Mamu O 2 — \/%—H’ Tj.

1 1 1 2
+

1
e e P —
2 3V2 43 (n+1)vn Vn+1

° ; _ 1 2 3
1° Basza undyryuje. 3a n =1 mmamo 5 < 2 — 3 WTO ce CBOmM Ha § > —5 =

1
> 5.

3 sle

Hnoyxyujcra npemnocmaexa. IlpernocraBumo na tepbeme Baxku 3a n = k:

1 1 1 1 2
Sttt = <2 ———.
2 3v2 43 (k+1)Vk VE+1
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3° Unoykyujerku xopax. Wenurajmo ma mu Basku 3a n =k + 1:

Lk+1) = L ! + !
2 3v2 43 T k+1)VE (k+2vVE+1
< 2- 2 + !
VEFT  (k+2vVE+1
o, 2k+3
(k+2)Vk+1
9 (k+1)+(k+2) 9
2

92— . <2 .
VE+2 Jk+1)- (k+2) k+2

(oBHEe CMO NpBY HEjeAHAKOCT HOOUIM HA OCHOBY WMHIYKTUBHE IIPETIOCTABKE, a
OpYTy W3 HEje THAKOCTU apUTMETUYKE U TeOMETPHUjCKe cpenuHe 3a Opojese k + 1
uk+2, Tj. u3z % >1).

Ha ocuoBy mpummmma mareMaTwUyke UAYKIK]E CMO HOOWIM I8 BasKU % + ﬁ +

ﬁg + ...+ (n-s-})\/% < 2- \/n2—+1 3a CBakKWM OPUPOIAH OPOj n, mTo je u TBphHeme
3a,JaTKA.

2. To he ce mecuru kan rpadur GyHruuje y = a” momupse npasy y = x. Tana
Mopa 6utu (a”) =1, 1j. a”Ilna = 1. Iakie, ¢ HATA3UMO U3 CUCTEMA:

a*lna=1

a® = .

Oparne mobujamo na je r = ma 3aMEeHOM y APYry jeIHAUMHY KOHAYHO MO-

l/e.

Ina’

bujamo ma je a =e

3. U3 cumycHe Teopeme mMaMo ma je S0 — sB _ sy - ypapae kopucrehu
a b c ’

[aTh ONHOC YTJIOBA M CTPAHUIA, MMAMO

sinaw  sinf3 sinvy

! B o

IMMocmarpajmo Gpyurunjy f(z) = Sigx Ha unarepsaixy (0,7). Horazahemo na je ona
z cosx—sinx

omamajyha. Hamazmmo na je f'(z) = s . Heka je g(x) = xcosz — sinz.
Kaxo je ¢'(z) = —zsinz < 0 ma unrepsaiy (0,7), To je dymrmmja g(z) omanajyha
Ha memy u kako je ¢(0) = 0 nmamo ma je g(x) < 0 3a csaxo z € (0,7) (oBme cmMo
HUCKOPUCTUIN U HenpekunHocT ¢pysriyje g(z) ma [0,27)). 3aTo je f'(z) = % <
0 ma (0,7), Te je ¢pyurmmja f(x) omamajyha ma oBOM MHTEpBALy, IITO CMO U
xTenu na moraskemo. Otyna, kopucrehm unmenuny na je f(a) = f(8) = f(v) n
a, B,y € (0,7), 3akmyuyjemo na je a = 3 = = §. [lakme, jemuru Tpoyrao 3a
Juje yrioBe U CTPAHUIIE BAKU DATU OJHOC je jeIHAKOCTPAHUYHU TPOYTAO.

4. Amanwuza: Ynumemo npaBuiaH aBaHaectoyrao AiAs..Ais y kpyskuumy k.
Y TeMeHnMa IBAHAECTOYTJIa MOTY Ce KOHCTPYUCATHU jeJHAKOCTPAHUYAH TPOYTao
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Ay A5 Ay, wBampar AyA4A7A g u npasunan mecroyrao A;AzAsA7Ag9A11. Axko
je MONyNpedHuK KpyskHULE 7, oHma je ag = A1As = rV/3, as = A1Ay = 1V/2 u
ag = A1 Az = r. Ha ocmoBy jemmakoctu (rv/3)? = (rv/2)? +r? cremn nma cy as,ay
U (g CTPAHUIE TPABOYTJIOT TPOYTJIA.

A
A1 YA
A12 AS
Ay o,
A7
A2 AG
As As

Ay

Koncrpykmuja: Komcrpyumemo mpasunan mecroyrao Ay As3AsA7;A9A,. Kon-
CTPYMIIEMO KDY’KHUIY ca meHTpoM A; u momymnpeunukom Ay Ag = /3 u Kpy-
HUIy ca neHTpoM A7 u momynpeunnkoM ArAj, = rv/3 Y mpeceky oBe mBe Kpyik-
uune nobujamo tauke M u N. Tpoyrao MOA; je mpaBoyriu rge Cy CTpaHUIe
OA, =7 u A\M = rv/3 onarne cremn na je MO = r\/2. Cana je moBOBHO 1a ce
13 TeMEeHa WIeCTOYIJa OMUCY]y KpyskHune ca noayupeununkoMm MO u mobuhe ce
jom 6 TeMeHa MPAaBUJIHOI ABAHAECTOYTJIA.

Iokas: Ilorka3 cienu OUPEKTHO U3 aHAJIMU3E U KOHCTDPYKIU]jE.

Huckycuja: Pememe je jemuacTBeHO M yBek je moryhe.
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5. (a) Buio koju neroundpenu nasuaapom abcba MoOxke ce IpUKA3aTU y OBIUKY
abcba = 10001a + 10100 + 100c = 101(99a + 10b + ¢) + 2a — c.

To 3maum ma je Taj mamueapoMm nemus ca 101 ako m camo axo je 2a —c = 0
(jep je 3a buio koje mudpe a u ¢ ucnymeno |2a — ¢| < 101). Jemmauuna 2a = ¢
nMmoaunupa 1a je a < 4. Ilomro Tpaskumo majsehwm 6poj, ysehemo ma je a = 4.
Tana je ¢ = 8. Kaxo 3a nudppy b Hemamo HuKakBe yciaoBe, TO hemo y3etu b =9
na 6ucmo mobusu Hajsehu moryhu 6poj. lakae, rpaskenu 6poj je 49 894.

(6) Meby caemehux 109 ysacronnux meronudpenux 6pojesa

10902, 10903, ..., 10999, 11000, ..., 11009, 11010

Hema najgueapoMa. Hajmamu m HajBehu merommdpeHyn MaIWHAPOMU CY DPEIOM
10001 m 99999. IIpe 6poja 10001 je camo jemanm merormdpern Opoj, a usza Opo-
ja 99999 mema Bume nmeronu¢penunx opojena. Ilokazahemo ma mocne Ouimo Kor
meTormMppeHor maguHaApoMa r, r # 99999, mocroju apyru meTorudpeH maJuH-
npom obsmka  + 100 uiau x4+ 110 unum x+11. O3saunmo x = abeba. Axo je ¢ # 9,
Tana je 6poj

2+ 100 = ab(c + 1)ba
nasuaapoM. Ako je ¢ =9 # b, 6poj

z+110=a(b+1)0(b+ 1)a

jé masuHIPOM, U KOHAUHO ako je ¢ = b =9 (mapaBuo, a # 9) Gpoj

z+11 = (a+1)000(a + 1)

je maJIuHIPOM.
IIpema tome, majsehu moryhu 6poj ysacronaux meronuppeHux OpojeBa
mehy rojuma zHema manumugpoMa je 109.
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